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0 Grundlegende Bemerkungen

Wir unterscheiden
Axiome, unbewiesene Grundaussagen in einem ,strengen Setup*,

Postulate, unbewiesene Aussagen, von denen man in einer bestimmten Situation (,,Kon-
text“) ausgeht,

Definitionen, exakte Begriffsfindungen, die helfen, eine exakte Sprache zu entwickeln
(Prézisierung, Makrobildung),

Theoreme, Aussagen, die in einem Kontext beweisbar sind (besitzen Beweise),
Propositionen, kleinere, (oft aus Axiomen) abgeleitete Aussagen, und
Hypothesen, unbewiesene Vermutungen.

Mittels Abduktion stellen wir Hypothesen und Axiome auf. Ausgehend von Hypothesen
und Axiomen finden wir mittels Deduktion zu Theoremen, und ausgehend von Beispielen
und Modellen gelangen wir iiber Induktion zu Theoremen.

Fin beriihmtes Postulat im Kontext des Anschauungsraums ist das euklidische
Parallelen-Postulat: Zu jedem Punkt p und jeder Gerade h, die nicht durch p verlauft,
gibt es eine zu h parallele Gerade durch p. Erst im 19. Jahrhundert wurde gezeigt, dass das
Parallelen-Postulat nicht fiir die offene Kreisscheibe gilt (ein Modell fiir die hyperbolische
Geometrie).

Fiir zwei Aussagen A und B sind unter anderem folgende Fragen interessant:

A wahr? Ist die Aussage A wahr?
A = B wahr? Ist ,A impliziert B“ (aus A folgt B) wahr?
A < B wahr? Ist A ist gleichbedeutend mit B“ wahr?

Es gilt: Ist A wahr, und A = B wahr, so ist B wahr. Uninteressant (aber richtig): Ist A
unwahr, dann ist A = B wahr.
Ist B unwahr, und A = B auch unwahr. Dann kann A dennoch wahr sein.

0.1 Theorem

Seien A und B zwer Aussagen, B unwahr, und A = B wahr. Dann st A unwahr. o

BEWEIS
Angenommen, A ist wahr. Dann folgt aus A = B ist wahr bereits, dass B wahr ist. -



1 Mengen und Abbildungen

1.1 Mengen und Aussagenlogik

1.1 Definition (Menge, Georg Cantor, 19. Jahrhundert)
Eine Menge (engl. “Set”) ist eine ungeordnete Zusammenfassung von wohlunterschiedenen
Objekten (unseres Denkens) zu einem Ganzen. 0

Aussagenlogische Seite: Moderne Aussagenlogik begriindet durch Gottlob Frege (Jena,
19. Jahrhundert). Notation:

v fiir alle” ¢ ,ist Teilmenge von*
3 ,es gibt“ A ,und“

| ,sodass“ ,mit“ v ,oder“

{} ,Menge*“ - ,nicht*

e ,Element von“

ydefiniert als®

A B A B u

Vereinigungsmenge A U B Schnittmenge An B Komplementmenge A =U\ A

lustration von Mengenkonstruktionen mittels Venn-Diagrammen

1.2 Definition (Vereinigungsmenge)
Seien A und B Mengen. Dann ist

AUB = {x|xeAvxeB},

die Vereinigungsmenge von A und B, die Menge aller Elemente x mit der Eigenschaft,
dass x Element von A oder x Element von B ist. 0

1.3 Definition (Schnittmenge)
Seien A und B Mengen. Dann ist

ANnB = {x|xeAAxeB},

die Schnittmenge von A und B, die Menge aller Elemente x mit der Eigenschaft, dass x
Element von A und x Element von B ist. o



1.1 Mengen und Aussagenlogik

1.4 Definition (Komplementmenge)
Sei A ¢ U Menge. Dann ist

A€ = UNA = {x|x¢A},

das Komplement von A in U, die Menge mit der Eigenschaft, dass x kein Element von A
ist. O

Ist M Menge von Mengen, so ist

nM
UM

{x|VAeM:xeA}
{x|FA e M :xe A}

Es gilt nicht:
(AuB)nC z Au(BnC)

Mit A ={1,3,5,7}, B={2,3,6,7} und C = {4,5,6,7} ist

(AuB)nC=1{5,6,7}, aber Au(BnC)={1,3,5,6,7}.

Offenbar klappt also das Umklammern bei gemischten Ausdriicken mit u und n nicht.
Klappt denn wenigstens Distributivitat?

(AUB)NC £ (AnC)uU(BNC)



1 Mengen und Abbildungen

In unserem Beispiel gilt AnC={5,7}, BnC={6,7} und (AnC)u(BnC) ={5,6,7},
sowie auch (AuB)n C = {5,6,7}. Dies legt nahe, dass die Aussage tatséchlich gilt, aber
wie beweisen wir das?

(AuB)nC (AnC)u(BnC)

Sieht gut aus, jetzt wollen wir es wirklich zeigen. Dazu miissen wir erstmal kldren, was
Gleichheit von Mengen eigentlich ist.

1.5 Definition (Teilmengenrelation)
Seien A, B Mengen. Dann schreiben wir A ¢ B und sagen , A ist enthalten in B“, wenn

VxeA: xeB

gilt, das heifit wenn jedes Element x von A auch ein Element von B ist. O
Eine &quivalente Formulierung ist

ACB < Vx:xeA=xeB.

1.6 Definition (Gleichheit von Mengen)
Sind A und B Mengen, so ist A = B genau dann, wenn

ACB A BCcA

gilt, das heifit wenn
Vx:xeA<=xeB

gilt, also genau dann, wenn fiir jedes x stets x genau dann ein Element von A ist, wenn x
ein Element von B ist. u]

1.7 Beispiel
1. Sei A = {Ball, Schldger}, und B = {Ball, Wiirfel, Schldger}. Dann ist A ¢ B.

2. Sei A ={1,1,2,3}, und B = {1,2,3,2,3}. Dann ist A = B. o

Nun zeigen wir das Distributivgesetz fiir u and n.

BEWEIS
Wir zeigen
(AuB)nC = (AnC)u(BnC).



1.1 Mengen und Aussagenlogik

Dazu zeigen wir zunachst

(AuB)nC ¢ (AnC)u(BnC).

Sei x € (AuB)nC. Dann gilt:

xeAUB A xeC
(xeAvxeB) AxeC
(xeAArxeC) v (xeBaxeC)
xeAnC v xeBnC
xe(AnC)u(BnC).

=
=
=
=

An der Stelle ,=“ haben wir eine Regel der elementaren Aussagenlogik benutzt: Sind
P, q, T Aussagen, so gilt (pvg)Aar = (pAar)v(qAaT).
Sei jetzt umgekehrt x € (An C) u (B n C). Dann gilt:

xeAnC v xeBnC
(xeArxeC) v (xeBaxe(C)
(xeAvxeB) AxeC
xeAUB A xeC

xe (AuB)nC.

=
=
=
=

An der Stelle ,=“ haben wir wieder eine Regel der Aussagenlogik benutzt, namlich
(PAT)V(GAT) = (PVa)AT.
Logisch exakter aufgeschrieben:

VX:(XG(AUB)NC < x€AUB A xeC
< (xeAvxeB)axeC
< (xeAAxeC) Vv (xeBaxeC)
< xeAnC v xeBnC
< xe(AnC)u(Bn()) -
1.8 Definition (Leere Menge)
Die leere Menge ist eine Menge, die kein Element enthalt. o

1.9 Axiom (Existenz der leeren Menge)
Die leere Menge existiert, und wird mit @ =: {} bezeichnet. o

Seien A und B Mengen. Dann ist A \ B := {x|x € AAx ¢ B}, die Differenzmenge von
A und B, die Menge aller Elemente x mit der Eigenschaft, dass x Element von A und x
kein Element von B ist.
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1.10 Proposition (Weitere Rechenregeln fiir Mengen)
Sei U eine Menge, und seien A, B, C ¢ U. Dann gilt:

1.

2.

10.

11.

12.

13.

14.

15.

. AuB=(A°nB°)¢ A B A B

. AnB=(A°uUB®)¢

(AuB)nC=(AnC)u(BnC)

(AnB)uC=(AuC)n(BuC)

. AuB=BUAund AnB=BnA

. OUA=A=Auyg

(AuB)¢=A°nB¢

(AnB) =AUB© 5. und 6. sind die De Morganschen Regeln.

(A9)°=A
u u

g¢=U

(AuB)© AN B¢
PNA=0 .
IMustration von Regel 5.

AcB < AuB=B
ANB = AnB¢
Zerlegung von U in acht Teile.

U= (AnBnC)u (AnBnC) u (AnB*nC)u (A°nBnC)u (AnBnC®) u
(A°NBNC®)U(A°NB nC)u(A°nBnC)

(ANB)U(BNC)U(CNA) = (BNA)U(CNB)U(ANC) -
Ur—c
A B
Ilustration von Regel 14. [Nustration von Regel 15.

1.11 Proposition
Sei U Menge und seien A, B ¢ U. Dann gilt:

1.

2.

AcCB & AnB‘ =y

ACB® <« BcAS® 0



1.1 Mengen und Aussagenlogik

B A B

.I%A

AcB AnB=yg

Spezielle Situationen (Prop. 1.11)

Bewels
1. ACB < Vx:xeA=xeB < Ix:xcAAx¢B
< Ix:xeAAxeB® o Ix:xeAnB® o AnB¢ =g

2. Bs gilt AcB® < AnB =g (“missing link”) < B c A, denn:
Vx:xeA=xeBC
Ax:xeA Ax¢B©

Ax:xe AAxeB (denn Vxel:xeB < x¢B°)
AnB=ga. ]

A c B¢

R

1.12 Postulat
Ist A Menge, so ist der ,,Container“ aller Teilmengen von A ebenfalls eine Menge, die
sogenannte Potenzmenge von A, die wir mit 2 (auch 9 (A)) bezeichnen. 0

Es ist 2 := {B | B c A}. Wegen A c A folgt stets A € 2 und @ € 2.

1.13 Postulat
Ist A Menge, so gilt A ¢ A. o

1.14 Warnung (Russel)
Der ,Container“ aller Mengen ist selbst keine Menge. Denn wére der ,,Container“ C aller
Mengen eine Menge, so wiirde C € C gelten. Dies ist ein Widerspruch zu unserem Postulat.g

1.15 Definition (Endliche Menge)

Eine Menge ist endlich, wenn sie nur endlich viele Elemente besitzt (zunédchst ,, wackelige®
Definition). Ist n die Anzahl der Elemente einer endlichen Menge X, so schreiben wir
#X =n, oder auch |X| = n, und sagen, dass X eine n-elementige Menge ist. O

1.16 Beispiel
Ist n e N und ist A eine n-elementige Menge, so gilt

#(27) = 274, o
1.17 Bemerkung

Die Menge 2" ist unglaublich gro8, und sogar echt groBer als N. Tatsichlich ist fiir jede
Menge A stets 2** echt groBer als A. o
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Mehr zu Aussagen Zentrale Symbole fiir syntaktische/formale Aussagen ,mit Bild“.

v OR oder, Diskunktion avb

A AND und, Konjunktion anb (‘)
®:=v XOR entweder-oder avb:=(avb)a-(arb)

- NOT nicht, Negation -a Q

1 NAND “Sheffer Stroke” atb:=-(anrb) |

} NOR alb:==(avb) ,  @ﬁﬁ
—,= IF-THEN Implikation (a—=b)=(-a)vb ; |
o, = IFF logische Aquivalenz (a <> b):= (aAb)v=(avb) / (. |

7,7 TRUE Tautologie
L,F FALSE Widerspruch
Ubung: NXOR := NOT XOR = IFF

Hierarchisches Diagramm



1.2 Abbildungen

Eine Menge hat oft die Form S := {s|s hat Eigenschaft E}, wobei E eine bestimm-
te Eigenschaft ist. Zum Beispiel ist B := {x | x ist Sdugetier} eine Menge. Besser ist es
jedoch, eine Menge U von Dingen (beziehungsweise Lebewesen) vorzugeben. Dann ist
{x e U | x ist Sdugetier} eine Menge. Eine solche Menge U wird Universum oder Kontezt
genannt.

1.18 Bemerkung (Quantoren)

Quantoren helfen dabei, mathematische Aussagen kompakt aufzuschreiben. Sie erlauben
es, aus einer Aussage iiber ein konkretes Objekt eine Aussage iiber die Beschaffenheit jener
Objekte, fiir die diese Aussage wahr ist, zu konstruieren. Die wichtigsten sind der

Existenzquantor 3, der die Aussage ,es gibt ein Objekt, dass diese Aussage erfiillt“ kon-
struiert, und der

Allquantor V, der die Aussage ,jedes Objekt erfiillt diese Aussage“ konstruiert. O

1.19 Beispiel (Quantoren)
Seien A := {Ball, Auto, Stift}, B := {x € U | x ist Sdugetier}. Dann gilt:

e VacA: a¢B
gelesen als: Fiir jedes Element a aus der Menge A gilt: a ist kein Element aus der
Menge B.

e JaeA: ahat ,Rader”
gelesen als: Es gibt ein Element a aus A, fiir das gilt: a hat Rader.

e JbeB VaeA: b besitzt a
gelesen als: Es gibt ein Element b aus B, fiir das gilt: Fiir jedes Element a aus A
gilt: Das Element b besitzt das Element a.

e YacA JbeB: b besitzt a
gelesen als: Fiir alle Elemente a in A gilt: Es gibt ein Element b aus B, fiir das gilt:
Das Element b besitzt das Element a. o

1.2 Abbildungen

Abbildungen begegnen uns z. B. bei Daten-Tabellen (,,Buchhalter“):

Flache Bevolkerung | Bevolk.-dichte
(Tsd. km?) | (# in Mill.) (#/km?)
Deutschland 357 80 224
Agypten 1000 84 84
Israel 22 8 364
Jordanien 89 6 67
Libanon 10 5 500
Syrien 186 22,5 121
Irak 438 31 71
Iran 1648 7 47
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1.20 Definition (Abbildung)

Eine Abbildung (“map”) f besteht aus zwei Mengen X und Y und einer Abbildungsvor-
scI%rift, die jedem Element x € X genau ein Element y € Y zuordnet. Wir schreiben dafiir
X = y.

Die Menge X heifit Definitionsbereich (,Ausgangsmenge”, “domain”) und die Men-
ge Y heilt Wertebereich (,,Zielmenge*, “codomain”). Demgemdf schreiben wir fiir f auch
f: X =Y, x »y beziehungsweise f : X - Y, x — fx, oder einfach f: X — Y, und sagen
»Abbildung von X nach Y“. Andere Schreibweisen fiir x AR y sind

o f(x):=fx:=y (wir sagen ,f von x“), oder

f._

o xf:=y bzw. x' :=y (wir sagen ,x unter f*). O

Auch iiblich sind die Schreibweisen X - Y, x ~ fx und X > Y (bei Diagrammen). Man
schreibt auch f:domf — codf, x AR y.

1.21 Beispiel
Wir betrachten folgende Mengen:

positive natiirliche Zahlen N, := {1,2,3,...},
natiirliche Zahlen N :={0,1,2,...},

ganze Zahlen 7 :={...,-2,-1,0,1,2,...},
rationale Zahlen Q := {ﬁ |zeZ Ane D\l+}, und

reelle Zahlen R.
Beispiele fiir Abbildungen sind
1. f:N->N, n~2n,
2. g:Z—>7Z, z+ 2%, und

3h’Q_>Q7q'_)q2 o

1.22 Bemerkung
Sei f: X - Y eine Abbildung. Ist D c X, so heifit

fD :=f[D] = {fx|xeD}:={yeY]|IxeD:fx =y}

das Bild von D unter f. Wir nennen Im f := f[X] das Build (“Image”) von f.
Fiir CcY sei

f1C:=fC]={xeX|fxeC}={xeX|IyeC:fx=y}

die Urbildmenge von C unter f. O

1.23 Definition (Injektivitit, Surjektivitit, Bijektivitét)
Eine Abbildung f: X — Y heifit

10



1.2 Abbildungen

injektiv, falls fiir x1,xs € X stets fx; = fxo = x1 = %o gilt,
surjektiv, falls fX =Y gilt, und

bijektiv, falls f injektiv und surjektiv ist. o

Fiir formale Beweise ist folgendes ,niitzlich“: Seien X und Y Mengen. Dann ist f: X = Y,
x — fx eine Abbildung, falls gilt:

f wohldefiniert: Vxi,xs: (x1 =x2 = fx3 = fx2) (,,f ist rechtseindeutig®), und
f linkstotal: Vxe X JyeY: fx=y.

Ist f nur wohldefiniert, aber nicht linkstotal, so heifit f partielle Abbildung.
Weiter gilt:

f injektiv: Vxi,x € X: (fxg = fxa = x1 = x2) (,,f ist linkseindeutig*),
f surjektiv: VyeY Ix e X: fx =y (,f ist rechtstotal®),

und f heifit bijektiv, falls f injektiv und surjektiv ist. Eine injektive Abbildung nennen wir
auch Injektion, eine surjektive Abbildung auch Surjektion und eine bijektive Abbildung
auch Byektion.

Kombinatorische Fragen:

1. Wie viele Abbildungen gibt es von {1,2,3,4,5} nach {q,b,c,d}?
2. Wie viele Permutationen hat {1,2,3,4,5}?

Idee: Wo kann die 1 hin abgebildet werden? 1 —» a, 1~ b, 1 » ¢, und 1 ~ d sind
moglich. Unabhéngig davon kann die 2 ebenfalls auf jedes der Elemente aus B abgebildet
werden. Entsprechendes gilt fiir jedes Element aus A.

Insgesamt gilt: #BA :=4-4.4.4.4 =45 = #B#A,

1.24 Definition
Seien A,B Mengen. Die Menge aller Abbildungen von A nach B sei mit B” bezeichnet. o

1.25 Proposition
Sind A, B endliche Mengen, so gilt:

#(B*) = #B#A, o

1.26 Definition

Ist f: X > X eine Bijektion, so heifit f Permutation. Mit Bij(X,X) =: Perm X =: Symx
bezeichnen wir die Menge aller Bijektionen von X nach X. Speziell sei >, = Sym,, =
Perm{1,...,n}. 0

Zuriick zur Frage: # Symg = # Perm {1,2,3,4,5} =7
noehen, wie der Hase lduft.“ Bestimme # Sym,, firn=1,2,....
Fir n =1 geht nur 1+~ 1, also # Sym;, = 1.

11



1 Mengen und Abbildungen

Fir n = 3 haben wir

. 12 12
Fir n =2 gibt es 1 5 und 7 1 , also #Sym, =2=1.2.

123 123 123
123'132"'31°2

, und

2
1

o | w
N | =
W | D
=W
W | —
NN
=W

1
2

also #Symz;=2-3=1-2-3=6.

Entsprechend findet man #Sym, =6-4=1-2-3-4 =24,
Allgemein gilt # Sym,, =n!.

1.3 Inzidenzstrukturen

e Notation: Fiir n € N, = {1,2,3,...} sei [n] := {1,2,...,n} (beliebte Notation in

Ungarn, dem ,,Konigreich“ der Kombinatorik und der diskreten Mathematik), und
n:={0,1,...,n—-1}.

Paare, n-Tupel, kartesisches Produkt ,naiv*: Ein Paar (a,b) ist geordnet, das
heit (a,b) = (¢,d) < a =c A b = d (mogliche Mengenkonstruktion: (a,b) :=
{a,{a,b}}). Entsprechend fiir 3-Tupel (a,b,c) geordneter Elemente, das heifit
(a,b,¢c) = (a/;b',¢') & a=a"Ab=>b"Ac=c' Allgemein ist fir n € N,
stets (aj,...,an) ein n-Tupel geordneter Elemente a;j,as,...,an. Auch hier ist
(al,...,an):(bl,...,bn) <~ ViE[T‘L]: ai=bi.

Sind A, B Mengen, so heifit A xB:={(a,b) | ac AAbeB} das kartesische Produkt
von A mit B. Achtung: Falls A # B, A+ @, B # & gilt, so ist AxB # B x A.

Entsprechend sei fiir Mengen Aj,...,A; auch A; x -+ x Ay =
{(ay,...,an) | Vie[n]:a; € A;} das kartesische Produkt. Wir definieren A2 := AxA,
und A™:= A x .- x A (n-mal) das n-fache kartesische Produkt von A.

Ubung: Ist A endliche Menge, so ist #(A™) = (#A)™.

Nun folgt ein erstes Konstruktionshighlight.

1.27 Definition (Inzidenzstruktur)

Ein Tripel Z = (P, B, I) bestehend aus Mengen P, B, mit [ € P x B (das heifit , I ist binére
Relation auf (P, B) “) heifit Inzidenzstruktur. Wir nennen P Menge von Punkten, B Menge
von Blécken und I die Inzidenzrelation. o

Wir benutzen die Konvention und Sprechweise: pIB :< (p,b) €I (,,p inzidiert mit b*“,

oder lax: ,p liegt auf b“) fiir alle p € P und alle b ¢ B. Entsprechend schreiben wir
plb <= (p,b)¢1(,p inzidiert nicht mit b*, oder lax: ,p liegt nicht auf b*).

12
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p liegt auf b p liegt nicht auf b
Sinn-Bilder



1.3 Inzidenzstrukturen

Ist p e P,soist pl:= {beB|plb} die Menge aller Blocke, die mit dem Punkt p inzidieren.
Ist beB, soist [b:= {peP|plb} die Menge aller Punkte, die mit Block b inzidieren.

b

pl Ib
Sinn-Bilder

1.28 Beispiel (Formaler Kontext)
Business: FCA - “Formal Concept Analysis”. Hier wird ,,Punkt“ als ,, Gegenstand*“ inter-
pretiert, ,,Block“ wird interpretiert als ,Merkmal®, und ,Inzidenz“ wird interpretiert als
»Gegenstand hat Merkmal*“.

Sei Z = (P,B,I) Inzidenzstruktur (beziehungsweise ,formaler Kontext“) mit P =
{Ball, Kugel, Gummibar} und B = {rund, elastisch, essbar}. Darstellung der Inzidenzre-
lation I durch Kreuztabelle:

H rund ‘ elastisch ‘ essbar

Ball x X
Kugel X
Gummibar . x x

Offenbar gilt Ball Irund und Gummibdar [essbar. Es ist Balll = {rund, elastisch} und
[rund = {Ball, Kugel}. O

1.29 Beispiel (Geometrisches Beispiel ,, Wiirfel ¢)
Sei Z = (P,B,I) mit P={aq,b,c,d,a’,b’,c’,d’} und B ={1,2,3,6,5,4} wie im Bild.

Wir erhalten als zugehérige Kreuztabelle:

|1 2 3|6 5 4

a || x x x
a' X X X
b || x x - X
b’ X | x  x

C X X X

¢’ X X X
d || x - X X
a’ X x| x

13
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Schoner ist vielleicht die folgende Beschreibung von I:

al = {1,2,3} a'l={6,5,4}
bl={1,2,4} b'l1={6,5,3}
cl={1,3,5} c'l=16,4,2}
dl = {1,5,4} d'1=1{6,2,3} o

Beobachtung: Zu jeder Inzidenzstruktur Z = (P,B,I) gehoren zwei Abbildungen, die
smengenwertig* sind:

1. P» 2B, pwpl (,Biischelabbildung®, ,p-te Zeile der Kreuztabelle zu Z*), und

2. B—2", b~ Ib (,Spurabbildung®, ,b-te Spalte der Kreuztabelle zu Z).

1.30 Proposition
Seien P und B Mengen und

p:2PB 5 (2B 1o oI mit pl:P—2B pwpl
Also ist p(pl) := pl fiir alle p € P. Sei weiterhin
A:2PB 5 2P)B 0 T I mit IA:B 2P, beIb.
Also ist (IN)b :=Ib fiir alle b € B. Dann sind p und A Bijektionen:
(2B)P P oPpxB__ N (2P)B
»Blschelsicht “ »Tabellensicht “ y,Punktesicht

Dies sind also gleichwertige Sichtweisen (Beschreibungsweisen). o

1.4 Charakterisierung von N und Induktionsprinzip
Die Menge N der natiirlichen Zahlen ist bestimmt durch

1. 0eN,

2. s:N—>N~{0}, n—»>n+1 (,Nachfolger von n*) ist injektiv,

3. fiir alle X € 2N mit 0 e X und Vne N: (ne X =n+1¢X) gilt bereits X = N.

Prinzip (Induktionsprinzip)
Sei A(n) Aussage fiir jedes n € N. Ist dann A(0) wahr und es gilt

VneN: (A(n) wahr = A(n+ 1) wahr),

so ist A(n) fiir jedes n € N wahr. 0

Begriindung: Sei X := {n € N | A(n) wahr}. Dann folgt X =N (mit 3.).
Mengenkonstruktivismus: Zermelo-Fraenkel-Mengenlehre (,,Aufbau aus dem Nichts®).
Modell von N wie folgt: 0:= @, 1:= {@}, n+1:={0,...,n}.
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1.5 Interpretationen von Abbildungen

1.5 Interpretationen von Abbildungen

Sei a: P — S eine Abbildung. Unterschiedliche Interpretationen (,hohe Expressivitét“):

1. aist ,bipartite Zerlegung*:
Beispiel: P Menge von Personen, S Menge von Orten, p > s ordnet jeder Person p
ihren Geburtsort s zu.

2. a ist ,Transformation*:
Zum Beispiel Projektion eines Fotos auf eine Leinwand (,,Darstellende Geometrie*),
oder, falls P = S: etwa P Punktmenge des Anschauungsraums, a ist eine Drehung.

3. a ist eine ,,Familie“ von Elementen aus S indiziert durch P:
Wir nennen P dann auch , Indexmenge“ zu a. Schreibweise: (ap)pep := a (manchmal
wird S ,vergessen"). Oft setzt man a,, := ap = a(p) und folglich (ap)pep = a.

4. a als ,Datenvektor“.
Beispiel: a wie in 1., P = {Fritz, Hans, Lisa}, S = {Berlin, Hamburg, Dresden}, und
O
Fritz Berlin
Hans | Hamburg
Lisa | Dresden

Fiir n e N, sei (ai,...,an) €S™ Setze P:=[n]={1,...,n}und a: P > S, p~ a,.
Dann wird a mit (as,...,a,) identifiziert. Entsprechend wird S™ mit S[™ identifi-
ziert.
P | 9p
1 ajg
1 2 —
, Zeile P H ‘ ‘ ‘ oder ,Spalte“ 2 | q,
ap [farfaz|... |an ——
n

an

S™ ist naiv definiert als die Menge aller n-Tupel mit Werten in S,
S™:={(s1,---,Sn) | S1,---,Sn €S}.

SP:= {f|f:P - S Abbildung}, das heift S” ist die Menge aller Abbildungen von P
nach S. Also ist S[™ = {f| f:[n] - S Abbildung}.

1\2\...\11

_p|
Y A

= (f1,2,...,fn)s

also (f1,...,fn)s := (fp)pe[n] == f. (Oft lax (f1,...,fn) :=f, ,vergisst S*.)
Also n-Tupel iber S ist Abbildung von [n] nach S.

5. modern: a als Fuzzy- Teilmenge von P iiber S (gemessen).
ap ,,Ausprdgung von p beziiglich a*, ,,Grad der Unscharfe von p beziiglich a“, bzw.
ap ist der ,,Grad der Mitgliedschaft von p in a.“ (Lotfi A. Zadeh, fuzzy — ,,unscharf*)

15



1 Mengen und Abbildungen

Beispiel: S = [0,1] := {x ¢ R|0<x <1}. a(Fritz) = 2 (,Fritz geht an 3 von 7 Tagen
in eine Kneipe*).

1.6 Mehr zu Abbildungen

Schreibweisen Sei f: A — B Abbildung.

1. Ist f injektiv (fx; = fxo = X1 = x2), dann schreiben wir auch f: A » B (franzésische
Notation, Bourbaki) oder f: A — B (englische Notation).

2. Ist f surjektiv (Vy e B 3x ¢ A: fx = y), dann schreiben wir f: A - B.

3. Ist f bijektiv (also injektiv und surjektiv), so schreiben wir auch f: A => B bzw.
A = B (englische Notation) oder f : A>> B (franzdsische Notation, weniger iiblich).

Wir sagen, A ist gleichmdchtig zu B, falls eine bijektive Abbildung f: A — B existiert,
und schreiben dafiir auch A ~ B beziehungsweise A = B.

Einschrankung, Gleichheit, Inklusion, Identitat Seienf: A — B, g: C - D Abbildungen.
1. g heifit Einschrdnkung von f (und f Fortsetzung von g), falls gilt:

CcA ADCcB A VxeC: gx=fx.

Dann schreiben wir g c f (oder f 2 g) und setzen f | (C — D) := g. Gilt zusétzlich
B = D, so heit g die Einschrankung von f auf C und wir setzen f|C := g (auch
flc = f|C).

2. Es sei:
f=g & fzg A gef
= A=C AB=D A VxeA: fx=gx.

3. Gilt AcBund f: A - B, x ~ x, so nennen wir f die Inklusion (Inklusionsabbildung)
von A nach B und setzen ida g := f. Gilt iiberdies A = B, so heifit f die Identitat
auf A und wir setzen ida :=f.

Verkettung von Abbildungen

1.31 Definition
Seien A, B, C Mengen, sowie f: A - B und g: B — C Abbildungen. Dann ist

gof:A—>C, a~g(fa)
wieder eine Abbildung, die sogenannte kontravariante Verkettung von f mit g.
Entsprechend heifit
f+g:A—->C, aw~ (af)g

die kovariante Verkettung von f mit g. o
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1.6 Mehr zu Abbildungen

Es gilt also (Diagrammsicht):
gof="Fxg

X—>Y—257 X=—>Y—37
gof fxg

f g
naive Sicht, kovariant, ,f vor g“ / \
_—
fxg
f g
clevere Sicht, kontravariant, , g nach f*“

_

gof
Rechengesetze in N Beispiel fiir ein ,kommutierendes Diagramm*“ (s. u.):

N —f> N
XH2X

x—4x | h /1] g |y~6y

y—3y
N — N

Hier gilt f * g = h * k (naiv, kovariant) bzw. go f = ko h (clever, kontravariant).
Als intuitiv gegeben: n+ (m+1):=(n+m)+1, n-(m+1):=n-m+n.
Es ergeben sich die Rechengesetze:

Assoziativitdt +, (a+b)+c=a+ (b+c¢),
Assoziativitdt -, (a-b)-c=a-(b-c),
Kommutativitit, a+b=b+a,a-b=b-q, und
Distributivitidt, (a+b)-c=(a-c)+(b-c).

Addition und Multiplikation natiirlicher Zahlen kann als Verkettung von Abbildungen
(als ,Transformationen* bzw. ,, Aktionen*) gesehen werden:

1.32 Proposition
Fiir jedes n € N seien folgende Abbildungen erklart:

e T,:N—>N, x—»n+x (,Verschiebung (Translation) um n nach nechts*), und
e 0, :N->N, x—»n-x (,Streckung um Faktor n im Nullpunkt*).
Dann gilt fiir alle m,n e N:

1. ThoTm = Tnim

»€rst um m, dann um n verschieben, ist das Gleiche wie um n + m verschieben*,

2. 0no0m = Onm
,erst um m, dann um n strecken, ist das Gleiche, wie um n-m zu strecken* 0

17



1 Mengen und Abbildungen

BeEwEIS
1. Fiir jedes x € N gilt:

Tm Tn
X=X n+ (M +x)

TnOTm=Tm*Tn

Wegen n+ (m+x) = (n+m) +x (Assoziativgesetz +) folgt (Tn © Tm )X = Tnimx fiir
alle x € N, das heifit T, o Tyn = Tham.

2. Fiir alle x € N gilt:

(onoom)x =0n(0omx) Definition o
=0opn(m-x) Definition oy,
=n-(m-x) Definition oy,
=(n-m)-x Assoziativgesetz -
= OnomX, Definition 0.

also 0 - O = Oomm-

Kommutierende Diagramme Business: “Diagram Chasing”.

1.33 Definition (Kommutierende Diagramme von Abbildungen)
1. Seien f: A - B, g: B - Cund h: A - C Abbildungen. Dann bildet ((f,g),h) ein
kommutierendes Dreieck, falls f » g = h (das heiit go f = h) gilt:

A——

B
/1l i
¢]
fxg=h
C

2. Seien f; : A - By, fa : A - Ba, g1 : By > C und g3 : Bs —» C Abbildungen. Dann
bildet ((f1,91), (f2,92)) ein kommutierendes Quadrat, falls f; » g1 = fy * g (das
heifit gi1o f1 =020 f2) gﬂt:

Ai>31 o

fzi 1 lgl

B2 =g~ C

1.34 Bemerkung
Vier Abbildungen

f
A*l>Bl

B2 g~ C

18



1.6 Mehr zu Abbildungen

bilden genau dann ein kommutierendes Quadrat, wenn es eine Abbildung h: A — C gibt,
so dass sowohl

f
A —>B;

11 J/
g1

C

h

als auch
A

“i n

Ba—gm €

h

kommutierende Dreiecke bilden. o

BEWEIS
Sei

AgBl

le /1] lgl

Ba—g, > C

kommutierendes Quadrat, das heifit f; * g1 = fy * go. Dann erfiillt h := f; % g;, dass
((f1,91),h) und ((f2, g2),h) kommutierende Dreiecke sind. Seien umgekehrt ((f1,g1),h)
und ((f2,g2), h) kommutierende Dreiecke, das heifit f; * g; = h und f3 * go = h, dann ist
folglich f; * g3 = fa * g2, also ist ((f1,g1), (f2,g2)) kommutierendes Quadrat. -

1.35 Beispiel
Sei 0 : N —> N, x = n-x ,Streckung um n im Nullpunkt®, dann ist

N
0'4i
N

02
e

O6

Z<—Z

—_—
o3
ein kommutierendes Quadrat wegen
03004 =034 =012 = 0g2 = 0g © O2.
Also sind die zugehorigen kommutierenden Dreiecke:
N——N
‘ N L
O4 Op6
N

03

02
1

~

-~

~
-~
-~
~
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1 Mengen und Abbildungen

Anderer Typ kommutierender Diagramme:

bedeute f = f1 * g * f3.
Zerlegung in kommutierende Dreiecke:

wobei ((f1,f2),h) und ((h,fs),f) kommutierende Dreiecke sind. Dabei ist h := f1 * f,
denn dann gilt:

f=f1*fg*ng(fl*fg)*f3=h*f3 und h=f1 *fg.

1.7 Aquivalenz und Ordnung

Riickblick: Z = (P, B, 1) ist Inzidenzstruktur, falls P, B,1 Mengen mit I ¢ P x B sind. Dann
heifit I Inzidenzrelation beziiglich (P,B). pIb ,Ball ist rund“.

1.36 Definition

Ist A Menge und R C A x A, das heifit R € 2*2*?, so nennen wir R bindre Relation auf A.
(Dies ist eine andere Situation als iiblich fiir Inzidenzstrukturen, wo oft Pn B = & gilt.)
Das Paar A := (A,R) nennen wir dann bindres Relat. Wir schreiben aRb fiir (a,b) € R.

A reflexiv: Vx e A : xRx,

A symmetrisch: Vx,yeA: xRy < yRx,

A transitiv: Vx,y,z€ A: xRy AyRz = xRz,

A antisymmetrisch: Vx,yeA: xRyAyRx = x=y.

e A heifit Prdordnung (,prégeordnete Menge“, ,R ist Prdordnung auf A*), falls 4
reflexiv und transitiv ist (Beispiel: Studenten nach Notenspiegel ordnen),

o A heifit Aquivalenz (,R ist Aquivalenzrelation auf A“), falls .4 symmetrische
Prarordnung ist
—-d.h. A= (A,R) Aquivalenz ist reflexiv, symmetrisch und transitiv,

o A heifit Ordnung (,geordnete Menge“, ,R ist Ordnungsrelation auf A“), falls 4
antisymmetrische Prarordnung ist
- d.h. A= (A,R) Ordnung ist reflexiv, antisymmetrisch und transitiv.
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1.7 Aquivalenz und Ordnung
diag A := {(x,x) | x € R} ist eine Aquivalenzrelation auf A, die auch als Gleichheitsrela-
tion auf A bezeichnet wird. O

Kreuztabelle (,formaler Kontext“):

H reflexiv ‘ transitiv ‘ symmetr. | antisymm.

Priordnung X X
Aquivalenz X X x
Ordnung X x x
refl. trans. () PraOrd
symm. antisymm.

Aquiv Ordnung
Gleichheit

Ordnungsdiagramm (1 allgemeiner, | spezieller)

Warnung: In der Soziologie und bei Herrn Schuricht wird Ordnung als strikte Ord-
nung definiert. Ein bindres Relat A = (A, R) heifit strikte Ordnung, falls A transitiv und
1rrefleziv ist, das heifit Vx € A : x R x (oder: diagA nR = @).

1.37 Definition
Ein bindres Relat A = (A,R) heifit total geordnet, falls A Ordnung mit Vx,y € A :
xRy v yRx (,,linear geordnet*) ist. o

1.38 Beispiel
e (N, <) ist linear geordnet,

e (Z,<) ist linear geordnet,
o (R,<) ist linear geordnet, aber
e (NxN,<) mit (ng,n2) < (ny,nd) <= n; <nj A ny <nj ist nicht total geordnet

(denn (1,0) £ (0,1) £ (1,0)). O

Fiir eine Menge U ist (24, ¢c) =: 2! eine geordnete Menge, der Potenzmengenverband.
1.39 Beispiel
u-= {(Xz B)Y) 6}’ Vi=U~ {6} = {(Xz B)’Y}
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1 Mengen und Abbildungen

Ordnungsdiagramm (auch Hasse-Diagramm) von 2V

Dann ist
2u:{Xe2u|5¢X}U{X62u|6eX},

wobei {Xe2" |5 eX}={Xu{s}|Xe2V}.

Ordnungsdiagramm von 24

Hasse-Diagramm zu 24 fiir U = {e, B,7, 0}, ,Helmut Hasse — Hamburg*. O

Sei Eq A die Menge aller Aquivalenzrelationen (“equivalence relation”) auf A und Ord A
die Menge aller Ordnungsrelationen auf A.
Ein wichtiges Beispiel fiir eine Aquivalenzrelation ist folgendes.

1.40 Definition (Kern einer Abbildung)
Sei f: A — B eine Abbildung. Dann heifit

ker(f) := {(x,y) e Ax A |fx ="fy}
der Kern (“kernel”) von f. Dieser ist eine Aquivalenzrelation auf A. o

1.41 Proposition
Sind A, B Mengen, so ist fiir f € B stets ker(f) e EqA. o

BEWEIS
wreflexiv* (x,x) € kerf fiir alle x € A, da fx = fx.

»transitiv® Ist (x,y) € kerf und (y,z) € kerf, so ist (x,z) € kerf, da dann fx = fy und
fy = fz, also fx = fz gilt.

»symmetrisch* Ist (x,y) € kerf, so ist auch (y,x) € kerf, da dann fx = fy, also fy = fx
gilt. -

Sei fiir eine Menge A die (durch c) geordnete Menge aller Aquivalenzrelationen auf A
mit EqA := (EqA, c) bezeichnet. Dann ist diagA € R < A x A fiir alle R € Eq A, also ist
diag A die kleinste Aquivalenzrelation auf A, und A x A ist die gréBte Aquivalenzrelation
auf A.
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1.8 Mehr zu Inzidenzstrukturen

Aquivalenzrelationen und Partitionen

1.42 Definition (Aquivalenzklassen)

Ist R = (A,R) eine Aquivalenz, so ist [x]R := {yeA|xRy} die zu x ¢ A gehorige
Aquivalenzklasse von R. Weiter bezeichnen wir mit A/R := {[x]R | x € A} die Menge aller
Aquivalenzklassen von R bzw. von R (lax). O

Es ist also A/R c 27,
Quantoren: V , fiir alle®, 3 ,es gibt mindestens ein®, 3! ,es gibt genau ein“.

1.43 Definition (Partition)
Eine Teilmenge S von 2 heifit Partition von A, falls gilt:

1. Vxe A J1SeS: xeS§,
2. ¢S.
Gilt nur 1., so heifit S eine schwache Partition von A. O

A

{S1,S2,83,S4} = S zerlegt A
Sei Part A die Menge aller Partitionen von A.
1. Ist Re Eq A, so ist A/R e Part A.
2. Ist SePart A, soist Rg:={(x,y) € A|3ISeS:x,yeS} cEqA.
3. Die Abbildung
®:EqA —»PartA, R~ A/R

ist eine Bijektion mit ¥ : Part A - EqA, S — Rg als inverser Abbildung.

1.8 Mehr zu Inzidenzstrukturen

1.44 Proposition (Doppelte Abzihlung)
Ist Z = (P, B, 1) endliche Inzidenzstruktur (das heift P und B endliche Mengen), so gilt:
{{p} xpl|peP} und {Ibx {b}|beB} sind Partitionen von I, und man hat

> #(pI) = #1 = > #(Ib). o

peP beB

1.45 Definition (taktische Konfiguration)

Sei Z = (P,B,I) eine endliche Inzidenzstruktur, und sei vz := #P, bz := #B und seien
pr: P> N, p~ #(pl), kz: B> N, b~ #(Ib). Dann heifit Z taktische Konfiguration,
falls p7 und k7 konstante Abbildungen sind. O
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1 Mengen und Abbildungen

Fiir eine taktische Konfiguration Z = (P, B, I) sei rz := #(pl) fiir p € P und kz := #(Ib)
fiir b € B. Dann gilt:
vz-T7 = br-kz,

denn vz -1z =Y pep 1z = Lpep #(P1) = #1 = Xpep #(Ib) = Lpep kz = bz - Kz
Wir nennen (vz,77; bz, kz) ,Parameterquadrupel“ zur taktischen Konfiguration Z.

1.46 Definition (duale Inzidenzstruktur)
Sei 7 = (P, B, 1) eine Inzidenzstruktur. Dann ist die duale Inzidenzstruktur zu Z definiert
als 74 := (B, P,19), wobei 19 := {(b,p) € B x P |pIb} ist (,alte Blocke als neue Punkte®,
,alte Punkte als neue Bldcke“), also bIp :< plb.

Weitere iibliche Notationen: I°P := 171 := I'* := T4 (“opposite relation”, “inverse relation”,
“transpose relation”, “duale relation”). O

1.47 Proposition
Ist Z = (P,B,I) taktische Konfiguration mit Parametertupel (vz,rz;bz,kz), dann ist I¢
ebenfalls eine taktische Konfiguration, mit (bz, kz;vz,r7) als Parameterquadrupel. o

Ubersicht: Inzidenzstrukturen zu Mengen P und B.

2PXB

PP,B Ap.B

(2B)P ) ~|wee i (2P)B

AB,P PB,P
2BXP

Hierbei ist fiir [ € 2P*B (das heifit 1< P x B) stets

Ippp:P— 28 p — pl Biischelabbildung zu I beziiglich (P, B),
Apgl:B — 2P b~ Ib Spurabbildung zu I beziiglich (P, B),

TP,B . 2P><B N 2B><P, I Id — Itr.

1.9 Datenmatrizen

Mathematische Modellierung von Tabellen als ,,Datenmatrizen“:

| GroBe | Alter | Gewicht

Peter gro | jung mittel

Paul riesig | mittel | schwer

Gabi | mittel | jung leicht
Mandy || klein alt mittel

24



1.9 Datenmatrizen

Als Datenmatrix modellieren:

P := {Peter, Paul, Gabi, Mandy }
Q := {GroBe, Alter, Gewicht }

S := {groB, riesig, mittel, klein, jung, alt, schwer, leicht }

(Die Anordnung ist Sache des Buchhalters, unwichtig fiir Zuordnung.)
Vorstellung: o : P x Q — S Tabelle ist Abbildungstabelle. Zum Beispiel:

x(Peter, Grofe) = grofl
o(Mandy, Alter) = alt

o(Paul, Gewicht) = schwer

o ist die Datenmatrix zur Tabelle zu (P, Q).
1.48 Definition
Eine Datenmatriz zu einem Mengenpaar (P, Q) iiber einer Menge S ist definiert als Ab-
bildung o : P x Q — S. Wir sagen auch, « ist eine ,,P x Q—Matrix“ iiber S. o

1.49 Bemerkung
(P,Q, «) kann als Fuzzy-Inzidenzstruktur aufgefasst werden, beziehungsweise als mehr-
wertige Inzidenzstruktur (auch ,mehrwertiger formaler Kontext“). O

Zu p € P heifit die Abbildung «(p,-) = S, q — «(p, q) die p-te Zeile von « (,,-* salopp
fiir Platzhalter). Entsprechend heifit zu q € Q die Abbildung «(-,q): P =S, p » a(p,q)
die g-te Spalte von «.

Zum Beispiel:

Peter grof
Grofe | Alter | Gewicht (. Grofie): _ Paul | riesie
klein ‘ alt ‘ mittel Gabi | mittel
Mandy || klein

«(Mandy,-): Q - S

Sei ro: P =S, pr a(p,-) (“row map”) die Zeilenabbildung zu «, und sei ¢y : Q - S,
q+~ «f,q) (“column map”) die Spaltenabbildung zu o (r “row”, Zeile, ¢ “column”;
Spalte). Zu « € SP*Q (das heifit oc: P x Q - S Abbildung) sei

a' :QxP-S, (q,p)~ «(p,q)

die Transponierte zu . (Achtung: «(q,p), q € Q, p € P Syntaxblddsinn.)
Ubersicht zu Datenmatrizen zu Mengenpaar (P, Q) iiber Menge S:

SPXQ
PP,Q YP,Q

(SOP 11~ il (SP)R

YQ,p PQ,p
SQXP
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1

Mengen und Abbildungen

Hierbei ist pp,g : S7*Q - (SQ)P, o = 74, und yp,g : ST (SP)Q, a = cq, sowie

TP,Q :SPXQ - SQXP, X = OCT

Sichtweisen von Datenmatrizen im Uberblick Seien P, Q,S Mengen. Dann haben wir
folgendes Zusammenspiel:

26

Row map Column map
(SQ)P p— ] O — N
Matrix map Dual Matrix map

Flip map, “transpose”

SQXP

Erlauterungen zum Diagramm:

1. Fiir Datenmatrix o € SP*Q schreiben wir auch o =: (a(p, q))(p,q)ePxQ- Dann ist:
a) T € (S)P mit T4 = (a(p,-))pep die “ROW-MAP of «”, Zeilenabbildung zu «,

b) co € (SP)Q mit cq = (a(:,q))qeq die “COLUMN-MAP of «”, Spaltenabbil-
dung zu «,

c) al € SUP mit o := ((P,4))(q,p)cxp die “TRANSPOSE of «”, Transpo-
nierte zu o.

2. Fiir ,Familie von Datenvektoren“ u e (S9)” schreiben wir auch u = (up)pep und
u= (((up)q)qEQ)pep, wobei up = ((up)q)qeq Datenvektor von p (zu u). Dann ist:

a) wy €SP mit p, = ((uP)d)(p,q)epxq die “MATRIX-MAP of u”,
b) uf €SP mit ul = ((up)q)(q,p)eqxp die “DUAL-MATRIX-MAP of u”,
c) u% e (SP)Q mit u” == (((up)q)per)qeq der “SWAP of u”.

Anmerkung: pu! = (uy)7.

Beispiel: (uPeter) Geburtsort = Dresden — SWAP — (u® Geburtsort) Peter = Dresden.
Also gilt:

1. Ist € SP*Q, dann
(TaP)d = (cq)p = &' (q,P) = a(p, q)
fir allepeP, geQ.
2. Ist ue (SQ)P, dann
Hu(p, 4) = 1 (g, ) = (uq)p = (up)g

fiir alle pe P, g€ Q.



1.10 Bindre Relate als Inzidenzstrukturen und als Netzwerke

“Grand view”:
S PxQ

PP,Q YP,Q
T
HP.Q TR
P,Q oQp

(SQ)F (SP)Q

0'p’
? TQ.p
-
HQ.p HQ,p
YQ,p PQ,p
S

QxP

1.10 Binare Relate als Inzidenzstrukturen und als Netzwerke

Sei R = (A,R) binires Relat, das heifit R ist bindre Relation auf A (also R € 2*, das
heifit R A x A).

Sicht I: als Inzidenzstruktur Wir sagen ZR := (A, A,R) ist ,R als Inzidenzstruktur®,
aR:={beA|aRb}, Ra:={beA|bRa}.

Beispiel: R ,erachtet als Freund“: aR Menge derjenigen, die a als Freund erachtet, Ra
Menge derjenigen, die a als Freund erachten.

Darstellung durch Kreuztabelle: Beispiel R = (A,R) mit A = {aq,b,c} und R =
{(a,b),(b,c), (c,a),(c,c)} hat folgende Darstellung (als Kreuztabelle zu R):

a]v]c
ANNE

Sicht II: als Netzwerk Mathematische Beschreibung von Pfeildiagrammen:

[ ] T L]
N
o,
e Kante, oe Anfangspunkt “source of e” , Te Endpunkt “target of e”.

e
—
ce® b o]

1.50 Definition (gerichtetes Netzwerk)

Ein (gerichtetes) Netzwerk (bzw. gerichteter Multigraph) ist definiert als Quadrupel NV :=
(V,E,o,T) bestehend aus Mengen V,E und Abbildungen o,7 ¢ V¥ (das heift o, sind
Abbildungen von E nach V).
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1 Mengen und Abbildungen

Die Abbildung p:E -V xV, e~ (oe,te) heifit die Strukturabbildung von N. O

Interpretation: V Menge von Knoten (“vertices”, “nodes”), E Menge von Kanten bzw.
Pfeilen (“edges”, “arrows”), o “source map”, T “target map”, fiir e Kante ist oe ,An-
fangsknoten der Kante e, te ,Endknoten der Kante e“.

Formale Beschreibung des obigen Beispiels:

V= {p7 q,T}; E:= {a,b,c, d, e}:

x |afblc|d]e
ox||p|lplq|Tr|r x,variable Kante“
P

™>x||qlq|T|T

A

N heift einfach, falls p injektiv ist. Nicht einfach: e 3 o, einfach: e e

Ist R = (A,R) bindres Relat, so ist AR := (A,R,0,7) mit 0: R > A, (p,q) = p und
T:R— A, (p,q) ~ q einfaches Netzwerk. Wir sagen ,N'R ist R als Netzwerk (Graph)*“.

Es ist pR die ,Menge der OUT-Knoten zu p beziiglich N'R bezichungsweise R*, und
Rp die ,Menge der IN-Knoten p beziiglich N'R beziehungsweise R“.

1.51 Beispiel
Sei xRy ,x bewundert y*“. R als Netzwerk N'R:

Peter Lisa

|

Suse <— Franz

RLisa = {Peter, Suse} IN-Knoten zu Lisa, LisaR = {Peter, Franz}.
R als Inzidenzstruktur ZR:

H Peter ‘ Lisa ‘ Franz ‘ Suse

Peter X

Lisa X x O
Franz X

Suse x X

1.52 Beispiel
Beispiel fiir eine Aquivalenzrelation als Inzidenzstruktur und zugehorige Partition: Sei

R = kerf fir f: [6] - {a,b,c}, fl=f2=a, f3=f4=15=Db, f6 = c. R = (A,R) ist
Aquivalenz und ZR hat folgende Kreuztabelle:
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1.11 Folgen und Abzihlung

N
o
w
N
o
o

1 x| x
2| x| x
3 x | x| x
4 x | x| x
5 x | x| x
6 X
A/R = {51,52,53} mit S; = {1,2}, Sy = {3,4,5}, S3 = {6} Es ist ® : EqA = Part A,
R+~ A/R, und ¥:Part A = EqA, S » Rg mit Rg:=U{SxS|SeS}. 0

1.11 Folgen und Abzdhlung

Wiederholung: A ~B :«< A 2B (,A gleichmachtig zu B¥) :<> 3f: A —» B Bijektion

1.53 Definition
Eine Menge A heifit endlich, falls ein n € N mit A ~ [n] existiert. Dann ist n eindeutig
und wird als Anzahl bzw. Mdchtigkeit von A bezeichnet. Schreibweise #A :=n. o

Ist f:[n] - A Abbildung, so heifit f endliche Folge in A; tiblich (fi)ic[n] = f. Eine
Abbildung f: N — A heifit (unendliche) Folge in A; iiblich (f;)icy :=f.

Schreibweisen: (fi)i=1,..n = (fi)ien] und (fi)iz1,2,... = (fi)ien.

Eine Bijektion o : [n] — A heifit Abzdhlung bzw. Nummerierung von A. Fiir
a:[n]—->A, i~ a; wird hdufig lax A = {a1,...,an} geschrieben (ist aber leicht miss-
verstandlich).

Es heifit A abzdhlbar unendlich, falls A ~ N. Eine Bijektion o« : N - A, 1 —» a; heifit
Abzdhlung von A, o =: (ai)ien = (a1, as,...). (Der Buchhalter spricht.)

e Die Menge aller Folgen in A ist AYN.

e Duales“ Konzept: Natiirliche Multimengen.
Was ist eine (natiirliche) Multimenge? ,Gemiisemathe“. Ist A Menge (von
Gemiisesorten zum Beispiel), so heifit « € N* Multimenge zu A.

Die Menge aller natiirlichen Multimengen zu A ist N*.
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2 Algebraische Operationen

» Wir rechnen — konkret und abstrakt.“

2.1 Summation

Y Sigma sei Summationssymbol.

2.1 Definition (endliche Summation)

Sei M eine Menge. Endliche Summation iiber M ist eine Vorschrift X, die fiir jede
endliche Menge I (,,Indexmenge*) eine Abbildung X : M! — M induziert derart, dass fiir
alle o e M1 gilt

1. Ya=odfalls I = {i},

2. Y =) [3 falls | endliche Menge, f: 1 - ] Abbildungund f:]J - M, j X oc|f_1)-. o

Sloppy: Hierbei sei f1j:=f 1 {j}={iel|fi=j}.
Insbesondere gilt fiir jede Partition 7 e PartTund 3: 7 - M, T Y of,dass Y x =Y 3
ist (wo e MI). ooumme der Teilsummen, also Y 3, ist die Gesamtsumme 3 . “

O

Zugehoriges f: 1 — 7 ist i — T mit i € T, das heifit f = 7ty ist Partitionsabbildung.
2.2 Notation

Fiir o« e M! setzen wir Yy ai=Y o und I, i == Yignjoifir I=[n]mit neN,. ¢

»Addition“: x +y:=Y a mit a: [2] > M, 1 » X, 2 y.
0:=Y o fir «: @ > M, leere Summation.

Es gilt (Ubung):

1. 0+a=a+0,

2. a+b=b+aq,

3. a+(b+c)=(a+b)+c.
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2.2 Multimengen

Also sei 7 € Part I und o e M!. Dann ist fiir :7 - M, T~ ¥ «f; stets S oc= 3 B, das
heifit wegen Y i joi:=Y x und BT =Y |y =2 Yicr i und Y17 BT := X P gilt

Sai-Ya-Yp- Y BT-Y Sai

iel TeT TeT ieT

das heifit die Gesamtsumme (};c; i) ist die Summe der Teilsummen (Y;. i ist Teil-
summe von « auf T € 7) (“nested summation”, ,,Doppelsumme*).

2.3 Beispiel (Summation auf N)
Naga := (N, +,0) natiirliche Zahlen mit Addition, Ny == (N,-, 1) natiirliche Zahlen mit
Multiplikation, N := (N, +,-,0, 1) natiirliche Zahlen mit Addition und Multiplikation.

0. Fiir v: @ - N sei Y a:=0.
1. Sei «: {1} - N Abbildung. Dann sei } «:= «l.

2. Sei I =1pu{i;} endliche Menge mit i; ¢ [ und sei & : I - N Abbildung. Dann sei
Yo= (Y olp) + exiy.

Dann ist X Summation auf N (Summation, wie wir sie kennen).

Insbesondere ist fiir oc: [n+1] - N mit n e N, stets Yoo = X i = 31 od+ a(n+1).0

2.2 Multimengen

2.4 Definition (Multimenge)
Eine natirliche Multimenge iiber einer Menge M ist eine Abbildung von M nach N. g

Fiir eine Menge M ist also N™ die Menge der (natiirlichen) Multimengen zu M.
Ist beispielsweise M ein Warensortiment (Angebot), so ist « ¢ NM ein , Warenkorb
und ox ist die Anzahl der Ware x im Korb « (,,der Vorrat von x in o“).

2.5 Beispiel
Sei M = {Apfel, Birne, Zitrone, Banane}.

X H Apfel ‘ Birne ‘ Zitrone ‘ Banane
ox 5 3 2 0
Bx 2 7 1 9
(+B)x 7 10 3 9
Lokale Addition, ,komponentenweise Addition“. o

Sind o und B Warenkérbe aus M (das heift «, B € N™), so sei die Summe von o und
erklart als
ax+pP:M->N, x+- ox+px,

das heifit (ax+ )x = ax + Bx fiir alle x € M.
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2 Algebraische Operationen

Natiirliche Ordnung auf Multimengen (N, +,0) ist natdriich geordnet via
x<y < JzeN: x+z=y.

Also x < x + z, ,Dazu-Addieren ist mehr (oder gleich viel)“.
Wir schreiben (N, +,0, <), + Addition, 0 Null, < Ordnung.

Warnung: (Z,+,0) ist nicht natiirlich geordnet. Denn 0 < 1, aber 1+ (-1) =0, ,,Dazu-
Addieren kann weniger sein“. (Beispiel: Erbe antreten.)

(NM, +,0p) mit Opr 0 M - N,x — 0 ,Nullabbildung®, leere Multimenge zu M, ist
ebenfalls natiirlich geordnet via

x<m B = FyeNM: a+y=8,

wobei & <p B i< Vx € M : ax < px komponentenweise geordnet fiir alle «, 3 ¢ N™
(Dominanzordnung).

2.6 Beispiel
Sei M = {Apfel, Birne, Zitrone, Banane}.

X H Apfel ‘ Birne ‘ Zitrone ‘ Banane

X 2 5 3 1
Bx 4 7 8 1
Dann ist ax < Bx fiir alle x € { Apfel, Birne, Zitrone, Banane}, also « < f. 0

(N,<) ist linear geordnet (das heifit Vx,y € N : x <y v y < x). Fiir a,b € N sei
aAb:=min{a,b} das Minimum von a und b, das heifit (Fallunterscheidungsklammer)

a fallsa<b,
aAnb =
b falls b<a,

und sei a v b:=max{a,b} das Maximum, also

b falls a<b,
avb:=
a falls b<a.

Dann seien x A : M - N, x » ax A fx der “Meet” (Schnitt) von o und {3 € NM, und
aVvpB:M->N,x~axvpxder “Join” (Verbindung) von « und f3.

Andere Sprechweisen: « A 3 heifft das Infimum (verallgemeinert ,Durchschnitt” von
Mengen) von o und B in (NM,<pm), und v B heiBt das Supremum (verallgemeinert
, Vereinigung®) von « und B in (NM, <pm).

Bemerkung:
x<P o avp=p < anp=cux
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2.2 Multimengen

2.7 Beispiel
Sei wieder M = { Apfel, Birne, Zitrone, Banane}.

X H Apfel ‘ Birne ‘ Zitrone ‘ Banane

ox 5 3 2 0

Bx 2 7 1 9
(ctB)x | 7 10 3 9 -
(v P)x 5 7 2 9
(A B)x 2 3 1 0

Master-Formel Kontext: Garrett Birkhoff (Harvard, nahe MIT') begriindet Ende 1920er,
Anfang 1930er die Verbandstheorie (“Lattice Theory”). Das Supremum avb :=sup{a,b}
sei die kleinste obere Schranke von a und b in geordneter Menge P = (P, <p); entsprechend
sei das Infimum a A b :=inf{a,b} die grofite untere Schranke von a und b. v, A verallge-
meinern Konzepte aus Logik, Geometrie, Arithmetik, Ordnungstheorie.

avb

anb

Sei a:1 - NM eine Familie von Multimengen zu M, das heift a = (ai)ic; mit ai e NM.
Dann seien \ a und A a in NM definiert durch

Va:M->N, xemax{(ai)x|iel}
falls I endlich (=0 fiir [ = @), oder {(ai)x |1ie I} beschrénkt fiir jedes x € M, sowie
ANa:M->N, xe~min{(ai)x|iel}

fiir [ + @. (Also V verallgemeinert (J, und A verallgemeinert (.) Wir nennen \ a =:supa
Join bzw. Supremum von a, A a =:inf a Meet bzw. Infimum von a.

2.8 Satz (,,Master-Formel*)
Sei M Menge und x, p ¢ NM. Dann gilt:
(axvB)+(xAB) = ax+p. 5

Die Probe fiir Beispiel 2.7 klappt.
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2 Algebraische Operationen

BEWEIS
Fiir alle x e M gilt:

((evB)+(ecnB))x = (avP)x+(oxnB)x
= (ax) v (Bx) + (ox) A (Bx)
{[5x+ ox falls ax < Bx

ax + Bx falls Px < ax

ox + PBx

(o +P)x. -

Anwendung (Ausblick): Seien a,b € N, und sei ggT(a,b) := a vy b der grofite gemein-
same Teiler von a und b und sei kgV(a,b) =: a A7 b das kleinste gemeinsame Vielfache
von a und b. Dann folgt:

kgV(a,b)-ggT(a,b) = a-b.

Fiir eine Multimenge « € NM sei der Support (Triger) von « gegeben durch
suppx = {x e M| ax # 0}

(,Menge der Warensorten, die o im Angebot hat*). Es heifit « eine endliche Multimenge,
falls supp « endlich ist. Sei N(™M) die Menge der endlichen Multimengen. Fiir « € NM)
bezeichne

#oo = Y o=y afsupp o

die Anzahl von «, das heifit #o = ¥ M axz0 XX (,, Warenanzahl im Warenkorb o).

2.9 Beispiel
Betrachte:

X H Apfel ‘ Birne ‘ Zitrone ‘ Banane
x| 5 | 3 | 2 | o

dann ist supp « = {Apfel, Birne, Zitrone} und } « =5+ 3 + 2 = 10. o

Es gilt fir «, p € NOM) stets o + p e NOM) und
#(o+PB) = Fox+#p.
Folglich (Master-Formel anwenden) gilt:
#(avB)+#(xnp) = Fx+#P.
Fiir endliche Mengen A, B € 2M verallgemeinert dies die Formel

#(AUB)+#(ANB) = #A + #B.
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2.3 Monoide und Gruppen

2.3 Monoide und Gruppen

2.10 Definition (Monoid)
1. M= (M, *p, 1) heilt Monoz1d, falls

*M:MXM9M7 (Xiy)HX*My

eine Abbildung ist (,,2-stellige Verkniipfung bzw. Operation auf M*), also x %y :=
+11(x,y), und 1y € M ist derart, dass gilt:

(Ass) (x *my) *mz=x*pm (Y *pz) fiir alle x,y,ze¢ M, und

(Neutr) x %y 1y =x = Iy *py x fiir alle x e M.

2. Das Monoid M = (M, *, 1y) heilt kommutativ, falls gilt: Vx,y e M i x*py =y *px.
Fiir den kommutativen Fall verwenden wir oft M = (M, +,0) als Notation, zum
Beispiel Nadd = (D\l, +, 0) = (D\l, *Nadd ? 1Nadd)'

3. M bildet eine Gruppe, falls
VxeM IyeM: x*+py=1y=y*yx

Es ist y eindeutig bestimmt durch x und wir setzen x ! := y und nennen es das
Inverse zu x in M. Dann: M = (M, %, 1y, -71) 4st eine Gruppe.

4. Ist M = (M, +,0) ein kommutatives Monoid, so heiflt M natirlich geordnet, falls
durch
Xx<py = JzeM: x+z=y

auf M eine Ordnungsrelation <y definiert ist. o

Beispiele von Monoiden

0. Abbildungsmonoide: Sei P Menge, dann ist Maps P := (PP, o,idp) ein Monoid, welches
das (kontravariante) volle Abbildungsmonoid auf P heifit.

g idp

P——>P 5P P—=P xr=x
gof

1. (2",u,2) und (27,n, T) sind natiirlich geordnete Monoide.

2. Naaq = (N, +,0) ist natiirlich geordnetes kommutatives Monoid, das additive Monoid
der natiirlichen Zahlen.

3. Npuit == (N,-, 1) ist natiirlich geordnetes kommutatives Monoid, das multiplikative
Monoid der natiirlichen Zahlen.

4. Fiir ne N, ist T, := (n,+™,0) ein natiirlich geordnetes kommutatives Monoid, falls

X + fir x+y <mn,
x+hy = Y Y
n—-1 sonst,
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2 Algebraische Operationen

fiir alle x,y € n. Es heiit T,, die n-te Truncation (Abschneidung) von Nagq.

5. Fiir n e N, bildet Cy, := (n, +n,0) eine kommutative Gruppe, falls

. X+y fir x+y <mn,
X =
nY X+y-n sonst,

fiir alle x,y € n. Es heifit C,, die zyklische Gruppe zu Nygq modulo n.

2.4 Kommutative Monoide
Sei A= (A,+,0) ein kommutatives Monoid. Zu n € N und a € A definiere
n-a:=a+--+a (n-fach),

das heiit @: [n] > A, i~ a,dann n-a:= Y d. Zum Beispiel 2-a:=a+aq,3-a:=a+a+a.

Multimengen und Monoide
o (NM 4+ 0p) =N ;\gd ist kommutatives, natiirlich geordnetes Monoid aller natiirlichen
Multimengen zu M,
° (D\I(M),+,OM) =t D\lggﬁ) ist kommutatives, natiirlich geordnetes Monoid aller endli-
chen natiirlichen Multimengen zu M.

Sei M Menge. Dann sei

1 falls x =
M Mo NM, e sM mit sMIM SN, xe e
0 sonst,

die Dirac-Einbettung von M in D\lggg) (5™ heifit auch ,Dirac-Basis“, , Standardbasis*).
Abbildung 5™ interpretiert m € M als , elementare“ Multimenge 6%, also supp Sm ={m}.

2.11 Beispiel oM
Sei M = {Apfel, Birne, Zitrone, Banane}, z. B. Apfel > 5)1 ).

X H Apfel ‘ Birne ‘ Zitrone ‘ Banane
S ol 1 0 0 0
M
6B::mane 0 0 0 1

Sei oc ¢ NM gegeben durch:

X H Apfel ‘ Birne ‘ Zitrone ‘ Banane
x| 5 | 3 | 2 | o

M 12.8M

. _ M
dann ist x=5- 5Apfe1 + 3 OBirme Zitrone"

(Zu « e NM und n e N definieren wir n- o durch (n- a)x := n- ax fiir alle x € M.) o
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2.4 Kommutative Monoide

2.12 Theorerri
Sei A = (A,+,0) kommutatives Monoid, set vy : P - A Abbildung (also v = (YP)pep
Famalie in A). Dann existiert genau eine Abbildung f. : NP > A mat

1. fy(ax+p)=~f,a+f,p fir alle x,P € NP,

2. f,(0p) =0, und

3. fyo 5" =, das heift:

P
5P Y
/11
NP) - A
Y m}

BEWEIS
1. Fiir ace N(P) ist stets

a= Y ap-d) = Y ap-dy,
peP Ppesupp
denn fiir alle q € P gilt «q = X pcp ap -85 (q), und 57(q) = 1 genau fiir q = p.
Setzt man x © 5" : P - NP p ocp-ég, dann gilt =Y x © 6.

2. Angenommen, wir haben f, wie oben gefunden. Wie sieht f, dann aus?

fyo = fy( > ocp-ég)
peP

Z xp - fv(ég)
peP

> oap-yp  (denn (f, 05")p=vp)
peP

=Y a0y

fir x®@y:P-> A, p— ap-vyp.

3. Konstruktion von f, (via 2.): Sei f, : N(P) - A, > Y v @'y, das heifit

fyo:= > ap-yp:= > op-yp.
peP Ppesupp x

(Also ist f, « die ,gewichtete Summe*“ (mit Elementen aus N) von (yp)pep.)

BEsist fy(ax+p)=fyax+f,p,denn fy(x+B) =Y (x+p)oy=Y(x@y+p0OY) =
Yaxoy+YBoy=Ffya+f,p. Inder Tatist (x+PB)oy=a0y+p oY, da

((x+B)oy)p = (x+B)p-vp
= (op +Bp)-vp
= ap-yp+pp-vp
= (xoy)p+(Boy)p
= (xoy+BoOY)D,
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2 Algebraische Operationen

wobei ,=“ wegen (n+m)-a=n-a+m-aq, fir myneN und a €A, gilt.
Es ist f, (0p) =0, denn fy (0p) = ¥,cp Op(p) -yp =0, da 0- a := 0.
Es ist schliefilich f, o 8" =y, denn (f, 08" )p = fy(ég) =Y qeP 6g(q) “Yq=YP- =

2.13 Beispiel (siehe Blatt 9, U4)
Sei P = {Dime, Quarter, Dollar} und y : P - N mit

Dime ~ 10 (Cent), Quarter — 25 (Cent), Dollar — 100 (Cent)

(hier A= (N, +,0)). Dann ist f, & = Y peP Xp " YP = XDime - 10 + XQuarter - 25 + &poltar - 100 fiir
o e NP (schreibe hier oy, := ap). o

Sei A = (A, +,0) kommutatives Monoid und sei A(") := {n e A" | suppn endlich}, wobei
suppm := {p eP|np+ 6} Fir € A(P) sei dann vereinbart 1 := > 1|suppn.
Wir nennen f, : N(P) - A aus Theorem 2.12, also

fyx =Y x@y =) «p-yp,
peP

die Linearkombinationsabbildung zu vy : P —> A beziiglich A iiber N:= (N, +,-,0,1).

Anmerkung: yp heifit manchmal ,abstrakter Vektor®, f, o ist also mit N gewichtete
Summe , abstrakter Vektoren“. A muss noch erkundet werden (,,Pfadfinderprinzip“).

2.14 Definition
Sei vy : P - A Abbildung und sei f, : N(®) - A die Linearkombinationsabbildung zu y
beziiglich A iiber N.

Ist f, surjektiv, so heifit v erzeugend fir A tiber N bzw. v erzeugt A iiber N.

Ist f, injektiv, so heifit v unabhdngig fiir A iiber N.

Ist f, bijektiv, so heifit v Basis von A iiber N. O

2.15 Beispiel

5" ist Basis von D\lgzc)l iiber N:
5" erzeugt, da fiir oe N¥ stets gilt o= ¥ pcp axp - 57
5" unabhingig, da fiir o, € N” stets gilt:

(a=)Ya0d"=>Bos"(=p) = a=p.
Kurzum: fge = idy(p). o

2.16 Beispiel
Sei A= (Z,+,0) und P = {+,-}, sowie y: P - Z, + —» 1, — > -1. Fiir v e N sei o}, := ap

fiir alle p € P.
P
5P Y
/1
fy z

NP) ———————
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Dann ist fyo=Ypep p - yp =y -1+ - (-1), das heifit
fyo=o —o.

o: {+,—} = N, also o, mein ,Haben* (Bank oder sonst wo), oc_ mein ,,Soll“ (bei Freunden,
Investitionen), dann ist f, & = o, —x_ ,Haben minus Soll“, tatséchlicher Besitz (elementare
Aktuarsmathematik). Beispiel: o, = 5000, «_ = 6500, dann f, & = —1500.

Situation:

{+1 _}
5+ )
/11
|N2 ~ N{'h_} PR 7
Es ist vy ist erzeugend, aber nicht unabhéngig. 0

2.17 Definition
Sei f, wie oben. Dann heifit

(Y)p = Imfy = fY(N(P)) = { Z xp-Yp | oce D\I(P)}
peP

das Erzeugnis von y in A iiber N. O
Was ist das Erzeugnis in den Beispielen?

1. Das Erzeugnis von vy in A iiber N im Beispiel 2.13 (Dime, Quarter, Dollar) ist

(V) = (0,10} u{B-n|neN:n >4} =-N\{5,15}.

2. Im Beispiel 2.16 (Aktuar) mit A = Zaqgq = (Z, +,0) ist (y);_,, =Z. Denn sei filr n e \:
n:P->N,+~»n,-—0,und B :P—->N, ++—0,——n. Dann ist

fy(otn) =mn-1+0-(-1)=n und fy(fn)=0-1+n-(-1)=-n.
Also vy erzeugt Z (iiber N).

Der Kern einer Abbildung f: A — B war definiert als ker f := {(t,x) € Ax A |ft="fx}.
Was ist ker f,?

1. Im Beispiel 2.13:
(“; B) € ker fy ad “Dime'10+“Quarter‘25+o‘Dollar100 = fyo‘ = fyB = BDime'10+BQuarter'
25 + Bpoiar100. Mit Wo := f, & (Wert von «) ist («, ) € kerf, & Wa = Wf3, das
heifit gleicher Wert.

2. Im Beispiel 2.16:
(x,B) ekerfy, & Wa=Wp < fyo=f,p, wobei Wx :=f,x = &, — x_ (Wert von «,
tatsachlicher Besitz von «), das heifit oy —x- =, —f_, also o, + - =P+ +«_. In
der Tat ist (wird noch erldutert)
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2 Algebraische Operationen

2.18 Beispiel
Sei P := {Dime, Dollar}, Q := {Nickel, Quarter} und sei y: P - NQ gegeben durch

2682

Quarter”

Dime ~ 26I\QTicke1 und Dollar — 1061(\121cke1 +

Dann ist die Linearkombinationsabbildung f, : NP - NQ, o Y peP Xp - YP, also

fy & = XDime - YDime + &poliar - YDollar
= Q Q Q
= XDime ° 26Nickel * XDollar * (106Nicke1 + 26Quarter)
= (20‘Dime + 100‘Dollar)61911ckel + 2Dollar * 68uarter'

Zum Beispiel sei dpime = 3, Xpoilar = 5, dann also fyox=(2-3+ 10-5)6Q 1+2-5-6Q =

Nicke Quarter
Q Q
566Nicke1 + 106Quarter :

Hier ist v : P - NQ Abbildung, also v € (NQ)P. Die zugehérige Datenmatrix ist Ly

PxQ—N, (p,q) = (yp)a.
Es ist yDime = 261(\?icke1’ also (yDime)Nickel = 2, (yDime)Quarter = 0, und yDollar =

10619Iickel + 268uarter, also ('yDollar)Nickel = 10, ('yDollar)Quarter = 2.
H Nickel ‘ Quarter
Dime 2 0
Dollar 10 2

Es ist v unabhingig in D\lan 4 liber N, da f, injektiv ist (Ubung); aber v ist nicht erzeugend,
da f, nicht surjektiv ist (Ubung). o
2.5 Kongruenzrelationen und Morphismen

2.19 Definition
Sei M = (M,*yn,1y) Monoid. Dann ist © Kongruenzrelation auf M, falls ©
Aquivalenzrelation auf M derart, dass fiir alle tq, to, x1,x2 € M gilt:

t1O%x1 A tgOxy = t1 *p tg O X1 * Xa.

Veranschaulichung: M/© ist zugehorige Partition
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2.5 Kongruenzrelationen und Morphismen

Dann ist

/e + (M/O) x (M/B) -~ M/, ([t]6,[x]O) ~ [t x]O
wohldefiniert und assoziativ, und 7y : M - M/O, x = [x]© erfiillt
imye(t *rx) = vye () *u/e Tvye (X)

fur alle t,x € M. Auflerdem sei 1yg :=

[1M]@ = T[M/@(].M) Dann ist 1M/@ *M/@ [X]@ =
[X]® = [x]O© *y /@ 1/@. Somit ist M/O := (M/O, #11/@, 1/e) ein Monoid.

Sei @ = Tpy @ Dann ist also @ : M > M/© Abbildung mit
L Vt,xe M: @(t*nx) = @t %19 OX
,Bild der Verkniipfung ist Verkniipfung der Bilder“, und
2. VxeM: (P(]-M) = 1II/I/®
,Bild des neutralen Elements ist neutrales Element des Bildes*.

2.20 Definition

Sind M = (M, *y, 1), A = (A, *a,1,) Monoide, so ist ein Morphismus (bzw. Monoid-
morphismus oder Homomorphismus) von M nach A eine Abbildung ¢ : M - A mit

1. Vt,xe M: @(t *px) = @t * @x, und

2. @(1y) = 1a.
Wir verwenden die Schreibweise ¢ : M — A. Es heifit ¢ Isomorphismus von M nach A,
falls @ bijektiver Morphismus ist, Schreibweise ¢ : M => A.
2.21 Beispiel

O

1. A = (A,+,6) sei kommutatives Monoid, vy : P - A sei Abbildung (aufgefasst als

Familie y = (Yp)pep). Dann ist die Linearkombinationsabbildung f, ein Morphismus
von Nggc)i nach A.

P
5P 2%
/11
w -
D\lade fy A

Denn fiir alle «, € N(P) ist

fy(o+B) =D (x+B)p-yp

peP
= (ap+Bp)-vp
peP
=Y ap-yp+ ), Bp-vp
peP peP
=fyo+£,B,

und fy (0p) = Y pep 0p(P) - ¥P = Lpep 0= 0.
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2 Algebraische Operationen
2. Ist © Kongruenzrelation auf einem Monoid M = (M, %1, 1), s0 ist 71y /@ Morphismus
von M nach M/®.

3. Ist ¢ Isomorphismus eines Monoids M in ein Monoid A, so ist @' : A - M ebenfalls
ein Isomorphismus.

4. SeineN; und T, := (n,+™,0) mit x +™y = (x +y) A (n-1) fiir alle x,y € n (das
heiit T, ist das “Truncation”-Monoid zu n). Dann ist
@:N->n, x—xa(n-1)

ein Morphismus von N.qq nach T,. o

2.22 Bemerkung
Ist @ : M —> A Monoidmorphismus, so ist ker ¢ Kongruenzrelation auf M. O

BEWEIs
Seien t1,to,Xx1,%x2 € M mit (tl,Xl),(tg,Xg) € ker(p (das heifit t1 @Xl N tg@X2 fiir © :
ker ¢). Dann ist also @t; = @x; und @tz = @x2, und folglich gilt:

@(ty *+pta) = @ty *a @ty

= X1 *p X2 = @ (X1 %y X2),
woraus (ty *p te, X1 *p1 X2) € ker @ folgt. -
Anmerkung: Jede Abbildung ¢ : A — B hat folgende ,Zerlegung“
Q= id(pA,B o o TUA [ ker @
wobei @ : A/ker ¢ - Im @, [x]ker ¢ — @x bijektiv ist (Im ¢ := @A).
A—*—B
7TA/kerxpl /1] Tide,B
A/ker @ <~ Im @

Analog sei @ : M - A Monoidmorphismus. Dann hat ¢ Zerlegung in Monoidmorphismen

Q= id—(pl\/l,A o o TIM [ ker @

und @ : M/ker ¢ — Im @ ist sogar Isomorphismus, wobei Im := A|pM die Einschrankung

von A auf @M bezeichne.

M—2 =)

“M/kewl /1] Tide,A
M/ ker @ < e Im 0

Dazu fehlt noch eine kleine Definition:
2.23 Definition
Sei M = (M, *m, 1m) Monoid und U ¢ M, dann bildet U Untermonoid von M falls
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2.5 Kongruenzrelationen und Morphismen

1. ¥x,yelU: x*pyyeU, und
2. 1m€u.

Die Einschrdnkung von M auf U sei M[U := (U, *pu, 1) mit *pqpy = (U2 - U). o

Ist Uc M, sosei idy,m : U — M,x ~ x die identische Einbettung von U in M. Bildet
U Untermonoid eines Monoids M, so ist M|U wieder ein Monoid und idy m : MU — M ist
Morphismus, die identische Einbettung von M|U in M.

Sind M und A isomorph (das heifit, es gibt { Isomorphismus von M nach A), so schreiben
wir auch M ~ A. Es ist

@ :M/ker @ = Im, [x]ker @ — @x

ein Isomorphismus. Also Ergebnis:

M/ker @ ~ Ime.

Mengenkerne

2.24 Definition
Seiem M = (M, *p, 1), L = (L, %, 1) Monoide und sei ¢ Morphismus von M nach L.
Dann heifit
Kerg = [ly]kero = {xeM|ox=11} = ¢ " {Ir}
der Mengenkern von .
Zur besseren Unterscheidung nennen wir ker ¢ := {(t,x) e M x M | ¢t = @x} auch den
relationalen Kern von o. O

Beispiel-Warnung: Fiir
@:NxN->N, (x1,X2)2x1 + 5%

gilt Ker = {(0,0)} (da ¢~'0 = {(0,0)}), aber [10]ker ¢ = {(0,2),(5,0)} ist nicht aus
Ker ¢ konstruierbar!
Notation: Fiir U, W €2M und t € M sei

Usy W= {uspyw|uelarweW}
tayU:={t}+pU={t+u|uel}
Uspyt=Us*y{t}={u+t|uel}

(U % W heifit ,,Komplexprodukt“ bzw. ,Minkowski-Produkt*“ von U mit W).

Beispiel: {1,2,3} + {4,5} = {1+4,1+5,2+4,2+5,3+4,3+5}, 7 + {1,8,9}
{7+1,7+8,7+9}.

2.25 Proposition
Bildet M = (M, *n, 1}1) eine Gruppe und ist © Kongruenzrelation von M, so gilt fiir U :
[1]©:={xe M |xO1y} und t € M stets

t*MUZ[t]("):U.*Mt. O
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2 Algebraische Operationen

BeEwEIS
Wegen Symmetrie geniigt es, t xy U = [t]© zu zeigen.
Sei x € t *y U. Dann gibt es we U mit x =t #p w. Also ist t™* xyyx =ue U= [1y]O, das
heiflt t71 %31 x @ 1. Folglich (wegen tOt) ist x =t *p (t7! # x) Ot » 1)y = t, also x € [t]O.
Sei umgekehrt x € [t]©, das heifit x©t. Wegen t 1 ©t! folgt (da ® Kongruenzrelation)
stets t1 xp x Ot Lyt =1y Alsoist t™1 #x e [1y]O = U, woraus x = t xp (t 1 xx) et 4y U
folgt. -

Anwendung: Sei M 2, L Morphismus, wobei M = (M, *p, 1) und L = (L, %, 1 ) Grup-
pen bilden. Fiir t € M ist dann stets

t+y Ker = [t]ker ¢ = Ker @ * t.

Denn: Setze U :=[1y] ker ¢ = Ker ¢ in obige Gleichung ein.
Also gilt hier: Ker @ bestimmt bereits ker ¢.

2.6 L6sung von Gleichungen

»| think mathematicians should be more explicit about their
thought processes. “

(- Timothy Gowers)

(Aus “Gowers’s Weblog” (gowers.wordpress.com), “The exchange lemma and Gaussian
elimination”.)

Seien A, B Mengen und sei f: A — B Abbildung. Aufgabe: Lose fiir b € B die Gleichung
fx = b,
das heifit bestimme die “Losungsmenge”
L(fx=b) := {te A|ft=D},

das heilt L(fx =b) = f~* {b} (kann leicht sein, kann aber auch sehr schwer sein).
Das “Makro” ker(f) ist definiert als die Menge aller Paare (a,c) € A x A mit fa = fc,

ker(f) = {(a,c) e AxA|fa="fc}
und heift der Kern von f; dies ist eine Aquivalenzrelation auf A.

2.26 Beispiel
Sei A Menge von Personen, B Menge von Orten und f ordne jeder Person ihren Geburtsort
zu, das heifit Person x wird ihr Geburtsort fx zugeordnet.

Person a ist “dquivalent” zu Person c, falls fa = fc gilt, das heifit falls a und c den
gleichen Geburtsort haben. Die “Losungsmenge” L(fx = Dresden) ist die Menge aller
Personen, die in Dresden geboren sind. o
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2.6 Lésung von Gleichungen

2.27 Beispiel
Betrachte das Gleichungssystem

X1'3+X2'5=17

X1-4+%x0-1=12
(mit x = (x1,%2)), also
f(x):=(x1-3+x2-5,x1-4+x2-1) und b:=(17,12)

und gesucht ist L(fx =b).

Hier fehlen noch A und B! Das heif3t f ist nur Vorschrift ohne Definitionsbereich und
ohne Wertebereich.

Alsosel f: QxQ - Q@ xQ und x — fx wie oben, fx = b ist ,lineares Gleichungssystem"“.q

Ist f: A - B Abbildung und ist a € A mit fa = b, das heifit a ist eine Losung der
Gleichung fx = b, dann gilt
L(fx=Db) = [a]ker(f).
Denn L(fx=b)={te A|ft=b}={teA|ft="Ffa}=[a]kero.
Fiir f: A - B Abbildung, b € B, gilt also:

L(fx=b) = {teA|ft=b} =f1{b}

~ { [a]ker(f) falls ae€ A existiert mit fa =D,

& sonst.

Losung von Gleichungen bei Morphismen |, Einrenken“ durch den Algebraiker.

Es bilden A = (A, *5,15) und B = (B, *g, 1g) Gruppen und sei f : A — B ein Morphismus
(das heifit f(x x5 y) = fx *g fy, f(15) = 1g). Sei b € B und ist a € A mit fa = b, so gilt
(,homogen*“)

L(fx=b) = [a]kerf = a*, Kerf = ax, L(fx = 1),
wobei Kerf:=[1p]kerf={te A|ft=f1lp=1p} und [a]kerf:={te A |ft="fa}.
Insbesondere ist ker f aus Ker f rekonstruierbar via

kerf = {(t,x) e AxA|tx*yKerf=xxyKerf}.

Wichtiger Spezialfall: Es bilden A = (A, +,0,) und B = (B, +, 0g) kommutative Gruppen
und sei @ : A — B ein Morhpismus. Dann geniigt es zur Bestimmung der Lésungsmenge
L(px =Db) fiir b € B, eine Losung zu finden, das heifit ein a € A mit @a = b zu bestimmen,
und auBerdem fiir die homogene Gleichung @x = Og die Losungsmenge L(px = Og) =
Ker ¢ zu ermitteln, denn es gilt:

L(pox=b) = a+Ker¢p = a+L(px=0g),

also spezielle Losung plus homogene Losungsmenge.
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2 Algebraische Operationen

2.7 Kommutative Gruppen

Situation: A = (A, +,0) bildet kommutative Gruppe (das heifit ,abelsche* Gruppe) und P
sei Menge. Wir nennen Z(") die Menge der endlichen , ganzzahligen Multimengen .

2.28 Satz
Zuy:P— A Abbildung existiert genau ein Morphismus f, : Zgzc)i - A mit fod” =vy.

Hierbel ist

1 falls g =p,

5P:P_>Z$21’ p'—>6£ wo 6E:P—>Z, q»—>{

0 sonst,
“Standardbasis“, “Dirac-Basis” zu Zizc)i iiber Z := (Z,+,-,0,1) (interpretiert jedes p € P
als Multimenge 57).

2.29 Beispiel
Sei P =[3]={1,2,3}, Zz" =73, 6 = (1,0,0), 85 = (0,1,0), d} = (0,0, 1), also:

x |1 23 x|123 x |1 23
sfx 1 0 0 8x|0 1 0 &x|[0 0 1

Wir nennen f, die Linearkombinationsabbildung zu vy beziiglich A iiber Z
(Z7+1'7071)1
fyA = Asxy = > Ap-yp
peP

fiir A e Z(P). Zu a € A (,abstrakter Vektor*) ist A Koordinatenvektor, falls Ay = a.

Konsequenz: Sind f und g Morphismen von Zggi nach A mit

fod” =gos”, dasheiit VpeP: f(5))=g(5,).
Dann gilt bereits f = g.

Denn fiilr A=Y ,p Ap- 55 ist stets

fA:f(ZAp-ég) = S f(Ap-8h)
peP peP
= L Ap-f(87) = X Ap-9g(8y)
peP peP
= ... = gA,

da f und g Morphismen sind.
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2.7 Kommutative Gruppen

2.30 Beispiel (Blatt 11 U4)
Sei P := [2] und « € ZP*P tabellarisch wie folgt gegeben:

1 2
113 4
212 3

Zur ROW-MAP v := r, bestimme die Koordinatenabbildung f, : ZP - ZP, A= A x vy,
und finde ein B € ZP*P derart, dass fiir n := T die Abbildung f,, zu f, invers ist.

Es gilt
fnofy =idzr < foy=25",

wegen f, o 5" =y und der obigen Konsequenz.
Vorgehen: Finde n: P - ZP, p » Np :==np mit foy = 5" und definiere B : Px P - Z,

(P, q) » (Mp)g.
Ausfiihrung: f,, oy = 67 bedeutet fiir jedes p € P ist

a(p,1) M1+ x(p,2)nz = x(p,) *n=yp *n = (yp) = (fr o ¥)p = &y,
das heifit

31 +4m2 = 51,
2T'|1 +3T'|2 = 6;

»3-“ erste Gleichung und ,4-“ zweite Gleichung liefert 9n; + 12n2 = 36} und 8n; + 1213 =
45, also (voneinander abziehen)

Ny = 357 — 455,
22" erste Gleichung und ,,3-“ zweite Gleichung gibt 6n; +8nz = 26‘13, 611+ 919 = 35‘23, also
Mg = -287 + 367

Damit ist 3 die folgende Matrix:

1 2
113 -4 m
21-2 3
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3 Rechenbereiche, Moduln und Vektorraume

3.1 Rechenbereiche

3.1 Definition

Ein Rechenbereich bzw. Semiring ist ein Quintupel S := (S,+,-,0,1) derart, dass
Sadd = (S,+,0) kommutatives Monoid und Sy, := (S,:,1) Monoid ist, sowie folgende
Rechenregeln gelten:

Distributivgesetze Vx,y,z€S: (x+y)-z=(x-2)+(y-z) Ax-(y+z)=(x-y)+(x-2)
Vereinbarung ,,Punktrechnung vor Strichrechnung®: x-y+x-z:= (x-y) + (x-z), also
(x+y)-z=x-z+y-zAax-(y+z)=x-y+x-z,

Null-Absorption VxeS: x-0=0=0-%, und
Reichhaltigkeit 1+ 0.

Es heifit + die Addition und - die Multiplikation in S, entsprechend heifit 5,44 das
additive Monoid und Sy das multiplikative Monoid von S; auBlerdem nennen wir
0 ,,die Null von S“ und 1 ,,die Eins von S*.

Spezialisierungen:

1. S heifit kommutativ, falls S, kommutativ ist.

2. S heifit Ring, falls 5,44 eine Gruppe bildet, das heifit zu jedem x € S existiert genau
ein y € S mit x +y = 0; setze dann —x :=y, —x heif}t das additive Inverse von x in S
(Notation: t —x :=t+ (-x)).

3. S heifit Divisionsring, falls (S~ {0},-,1) eine Gruppe bildet und S Ring ist. Also
existiert hier zu jedem x € S\ {0} genau ein y € S~ {0} mit x-y =1=y-x; setze
dann x ! :=y. Fiir t,x € S~ {0} sei t\x :=t™!-x und x/t :=x-tL.

4. S heifit Korper (“field”), falls S kommutativer Divisionsring ist. Hier bezeichnet
x:t=%=t"1.x=x-t" die Division ,x geteilt durch t* (fiir t,x € S~ {0}). (Vier

Grundrechenarten +, -, —, :.)

5. S heifit Semikorper (“semifield”), falls S kommutativer Semiring und (S~ {0},-, 1)
eine Gruppe bildet. a)

Notation: n:={0,1,...,n -1}, [n]={1,...,n}.
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3.1 Rechenbereiche

3.2 Beispiel

1.

10.

11.

12.

Fall S ={0,1} = 2 (kleinster Fall). Verkniipfungstabellen

+ o1 o1 0 ?
offolrt ofoJo 1+1=41 7
11?2 101 9 7

+Jofr -Jolt
Fall1: 0|01 0|00
1110 101
GF2:= 75 :=S heifit ,,Z modulo 2“ (interpretiere + als XOR), “Galois field 2”.
+Jofr -Jol1
Fall2: 0|01 0|00
111 101

B := S heifit 2-elementiger boolescher Semiring (interpretiere + als OR).

. N:=(N,+,-,0,1) der Semiring der natiirlichen Zahlen,

. Z:=(Z,+,-0,1) Ring der ganzen Zahlen,

. Q:=(Q,+,-,0,1) Korper der rationalen Zahlen,

. R:=(R,+,-,0,1) Korper der reellen Zahlen,

. C:=(C,+,-,0,1) Korper der komplexen Zahlen,

. H:=(H,+,-,0,1) Divisionsring (Schiefkérper) der Hamziltonschen Quaternionen,
. Oktaven fallen raus (nicht mehr distributiv)...,

. Zn = (0, +n,n,0,1) ist der Ring ,,Z modulo n* (fiir n € N mit n > 2). Hier ist

X+nY:=[x+y]n und x 1,y :=[x-y]n, wobei zu z € N die Zahl [z],, definiert ist als
das eindeutig bestimmte r € n, zu dem es ein t € N mit z = r+t-n gibt (wobei + und
- aus N genommen werden), also r ist der Rest von z geteilt durch n.

Anmerkung: Ist n Primzahl, so ist Z,, ein Korper.

Ist n=k-1mit k,Le N~ {0,1}, so gilt k-, L =0, also ist dann Z,, kein Korper.
Truncy, := (n,+",-™,0,1) fir n €e N~ {0,1} und x+™"y := (x +y) A (n-1) und
x-"y:=(x-y)A(n-1) (wobei A Minimum) fiir alle x,y € n ist ein Semiring, der
sogenannte n-te Truncation Semiring (Truncs = By).

sDer (reelle) tropische Semiring* (“tropical geometry”), in der Optimierung wichtig:
Rerop = (RU{00}, +trop, ‘trop; Otrop, Ltrop) Mit X +eropy := xAY = min {x,y} (in (R, <)),

X trop Y := X + Y (in Ragq), fiir alle x,y € Ru {oo}, und Otrop := 00, lirep := 0.

,,Der (reelle) arktische Semiring “ |Rarc = (lR U {—00} y tarc, "arc) Oarc; 1arc) mit X+arcy =
xVvy:=max{x,y} (in (R,<)), X arc Y := X+ Yy (in Raqq), fiir alle x,y e Ru{-oo}, und

Oarc := =00, larc :=0.

Rirop und R sind Semikdrper.
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3 Rechenbereiche, Moduln und Vektorrdume

13. Sruzsy = ([0,1],V,A,0,1) (Lotfi Zadeh, UC Berkeley) “Fuzzy Semiring”, wobei v Ma-
ximum und A Minimum.

14. Syrop := ([0,1],v,-,0,1) ,probabilistischer Semiring*.

15. Rsg := ([0, 00],+,-,0,1), wobei + und - wie in R. 0

3.3 Definition

Seien S = (S,+,-,0,1) und T = (T, +,-,0,1) Semiringe. Dann heifit ¢ Morphismus von S
nach T (Semiring-Morphismus), falls ¢ : S — T Abbildung derart, dass ¢ : S,gq = Taga
Morphismus und ¢ : Syt = Tt Morphismus, das heifit fiir alle x,y € S gilt:

e(x+y) = ox+ @y ©0=0
o(x-y) = ex- @y pl=1 o

3.4 Beispiel
Sei n e N, n >2 und Trunc, = (n,+™,-",0,1) mit x+"y:= (x+y)A(n-1), x "y :=
(x-y)A(n—-1). Dann ist

@:N-n, x—xa(n-1)
Morphismus von N nach Trunc,. Speziell fiir n = 2 ist N 2, B, Morphismus in den
2-elementigen booleschen Semiring. o

3.5 Beispiel
Esist 1 : N - n, x — [x]n (Rest von x geteilt durch n) Morphismus von N nach Z,,. ¢

3.2 Projektionen

Was ist eine Projektion (im Kontext von Gruppen)?

Bilde M = (M, +,0) eine Gruppe. Ein Morphismus ¢ von M in sich heifit Endomorphis-
mus. Bs ist ¢ idempotent, falls @2 := @ o @ gleich ¢ ist, das heiit @(@x) = @x gilt fiir
alle x € M. Eine Projektion ist definiert als idempotenter Endomorphismus.

Es heifit U € M Normalteiler von M, falls U Untergruppe von M bildet und t+U =U+t
fiir alle t e M gilt.

1. Sei ¢ ein Endomorphismus von M.

Im ¢ := @M bildet Untergruppe von M, denn @t+@x = @(t+x) e Im @, 0= @0 € Im ¢,
—ox = @(-x) eIm ¢ (da x + @(-x) = @(x + (-x)) = ¢0 = 0 folgt @(-x) = —x).
ker ¢ ist Kongruenzrelation (Vorlesung), also Ker ¢ Normalteiler (Blatt 11 U1).

2. BExtrem verschiedene Situation zur Projektion:

P2=0 < Vx: @(px)=0 < Vx: pxcKerp < Im¢ c Ker¢.
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3.2 Projektionen

3. Sei U Untergruppe und Z Normalteiler von M.

Vorbereitung: Fir p : UxZ - M, (u,z) » u+z gilt Imp =U+Z (da U+ Z =
{u+z|uelnazeZ}), also P surjektiv genau dann, wenn U+ Z = M. Es ist
injektiv genau dann, wenn UnZ = {0}, denn: Sei 1\ injektiv und t € UnZ, dann folgt
W(t,0) =t =(0,t), also (t,0) = (0,t) und t = 0. Sei umgekehrt Un Z = {0} und
P(u,z) =P(u',z"),alsou+z=u'+z’,dannist t := (—u’)+u=2"+(-z) e UnZ = {0},
somit t =0, und (u,z) = (u’,z").

Anwendung: Sei U® Z = M (das heifit U+Z =M und Un Z = {0}). Projiziere M
mittels Z auf U, das heifit mzy = ¢ via ¢ : M - U, P(u,z) =u+z+~ u (da P
bijektiv), das heifit @x :=u fir x = P(u,z) =u+z.

u+z=x tZ
z
» 0
u=@x

u

Idee der Projektion 71z

»Ausbeute*

e ¢ ist idempotent, das heifit @2 =¢ (da u+z Sud u),

e Kero=Z(dau+z50 < u=0)undIme=U (dau+zs>u = Ime =U),

e 0=0+0+0, das heit ¢0 =0,

e x=VYP(u,z)=u+z,x' =YPpu,z")=u’"+2', also gibt esz" e Z: z+u' =u" + 2"
(da Z+u'" = u'+ Z, Z Normalteiler), also @(x +x’) = p(u+z+u’+2") =
e(u+u +z"+z2")=u+u’ = ex+ ox’.

Also mz y = ¢ ist Projektion (definiert als idempotenter Endomorphismus) mit
Kero =7 und Im ¢ = U.
Auflerdem ist {@x} = (x+Z)nU (dax =u+z = x+Z =u+7Z %S {u} = {ex}).
Anwendung: Fiir jedes X e 2M ist (X +Z) nU = @X.

4. Sei ¢ Projektion von M. Dann ist Z := Ker ¢ Normalteiler und U := Im ¢ Untergruppe
von M. Behauptung: U Z =M.
Subtraktionstrick: a = (a+ (-b))+b, a=b+ ((-b) + a). Let’s go for it!

e M = U + Z: Begriindung: Fiir x € M setze u := @x und z := (—@x) + x, also
x=u+zund uelme = U und z € Kerp = Z, da 9z = o((-px) +x) =
@(—ox) + ex=-@(@x) + ex=—-@x+ @x =0, das heiit x=u+zeU+ Z

e UnZ={0}: Dennsei te UnZ;dateU=Ime gibt es x € M mit t = @x, also
t=@x=@>x=@(@x) = @t, aber pt=0,dateZ=Kerg, also t = ¢t = 0. Das
heifit teUnZ = t=0, also Un Z = {0}.
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3 Rechenbereiche, Moduln und Vektorrdume

Esist ¢ =77y, denn @(u+z)=pu+@z=ufiruel, zeZ.

3.6 Beispiel (Projektion im Anschauungsraum)

Anschauungsraum modelliert via M = (R%, +,0), wobei 0 = (0,0,0). Es sei Z die z-Achse
und U sei die x-y-Ebene. Dann ist ©7 := {(t,x) e M x M |t + Z = x + Z} Kongruenzrelation
zu Z in M, und M/©7 ist Partition von M in Parallelbiischel von Graden. Bezeichnet U
die durch U in M induzierte Untergruppe, so gilt

U ~ II/I/Z = M/@Z.

t+Z=x+72Z |Z

Addition auf M/Z: Sei [x] = [x]@z = x + Z fiir x ¢ M. Fiir x,y € M sei u,v ¢ U mit
[x]nU={u}, [y]nU={v}, dann ist ([x]+[y])nU=[x+y]nU={u+v}. o

3.3 Moduln iiber Semiringen

Wir hatten: Sei f Morphismus von NP, nach M (kommutatives Monoid, P endliche Menge),
dann gilt f=f, fiir y:=fod".

N

Nogg = M

add  3tf,: A Axy

Es ist f, die Linearkombinationsabbildung.

Fiir jedes A € NP ist A sy := Y.per AP - YP, Wobei Ap ,Skalar®, yp ,abstrakter Vektor“.
Zum Beispiel fiir P = [3] ist A»y = A1l-y1+A2-y2+A3-v3 = A1y1 + A2y2 + Asys (auch
iiblich als Notation).

Es gilt fo 8" = god” = f=g, fiir f, g Morphismen von N’,, nach M.

Entsprechendes gilt fiir Morphismen von Zapdd nach A (kommutative Gruppe).

Anwendung: Fiir M=Z% und y: P - 79, 1: Q > Z" gilt fhoy= o < fyofy =idye,
denn (fofy)od” =fyo(fy08”) =foy und id,» 05" = 7. Ist also (f, oy)p = o), fiir alle
p € P, wobei (fy 0y)p = fn(Yp) = (YP) * 1 = £qeq (YP)4 14, also Yqeq (YP)q-nq = 8},
fiir alle p € P, dann ist f,; o f, =idze.
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3.3 Moduln iiber Semiringen

Spesziell fiir v = 1, mit « € Z"*Q ist dann Y qeQ «(p,q) -nq = 6]‘; < fnofy, =idge.

P Q
y X ‘V \
Y g0 - zP

!.
=1dZP

ZP

3.7 Beispiel
Sei P = [3]. Ist a(p,1) -1l+ a(p,2) 12+ a(p,3) M3 = 6]}; fiir alle p € [3], dann gilt
fT] Of'y :idzP. O

Konstruktion: Sei M = (M, +,0) ein kommutatives Monoid und sei End M die Menge
aller Endomorphismen von M. Dann ist

End°M := (EndM, +,0,0,idpm)

mit @+ : M > M, x —» @x +Px, und P o @ kontravariante Verkettung von ¢ mit 1,
sowie 0: M — M, x — 0, ein Semiring, der kontravariante Endomorphismen-Semiring.

Entsprechend ist End* M := (End M,+,>e,6,idM) der kovariante Endomorphismen-
Semaring, wobei @ * 1\ kovariante Verkettung.

3.8 Beispiel (Semiring-Isomorphismen)
1. End®Nagg => N, @~ @l

2. End° Z,gqq = Z, @+ @l. a

3.9 Definition (,,Moduln iiber Semiringen*)
M = (M,S,0) heit (linksseitiger) Semiring-Modul, falls M = (M, +,0) kommutatives
Monoid, S = (S, +,-,0,1) Semiring und o : SxM — M Abbildung derart, dass 1, : S > MM,
s~ o(s,-) Morphismus von S nach Fnd° M bildet.

Ist S Korper, so heifit M Vektorraum. O

Notation: sx := s-x := 0(s,x), ,skalare Multiplikation“ des Skalars s mit dem abstrakten
Vektor x.

Regeln: s-(x1+X2) =S X1 +S-Xa, (S1+82) X =81-X+S2-X, Sa-(s1-%x) =(s2-81) "X,
0-X=6, 3'0\:6, 1.-x =x fiir alle sq,s2,s € S und x1,x2,x € M.

Anwendung (ersetze Z durch S): foy = 8" < f,of, = idgr, denn (f,,ofy)o8" = foy und
idgr 08" = 8. Also (foY)p = Xqeq (YP)q - N4 = b, fiir alle p € P impliziert f,of, =idge.
Speziell fiir y = 1o mit e S**Q gilt ¥ .0 x(p,q) nq =0}, < fyofy, =idge.

P Q
y N\ iQ/ \
fy Ne n gP

!,
:ldsp

SP
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3 Rechenbereiche, Moduln und Vektorrdume

3.10 Beispiel

Sei S Semiring, P Menge. Dann ist Mod(S,P) := (Sizc)i,S,G) mit 0 : S x S(P) - S(P),

(s,x) — sx, wobei sx: P —> S, p — s-xp, ein Semiring-Modul. o

3.11 Definition
Seien M = (M,5,0) und M’ = (M',S,0") Semiring-Moduln. Dann heifit eine Abbildung
f: M — M’ eine lineare Abbildung von M nach M/, falls

1. f(X ) = Y foa, das heilt (X i) = Yip f(ai), fiir alle oo e M1, T endlich, und
2. fo(s,x) =0'(s,fx), das heifit f(s-x) =s-fx, fir allese S, xe M. o

3.12 Bemerkung
Seien M, M’ und f: M - M’ wie oben. Dann sind folgende Bedingungen dquivalent:

1. f ist lineare Abbildung von M nach M/,
2. f(x+y)="Fx+fy und f(s-x) =s-fx fiir alle x,y e M und s €S,
3. f ist Morphismus von M nach M’ mit fo (rss) = (ro/s) o f fiir alle s € S,

4. f(A+y) = A% (foy) fiir alle A ¢ S und y € M! mit beliebiger Indexmenge I
— hierbei sei S(V := {A ¢ S' | suppA ist endlich}, suppA := {i € I | Ai # 0} und
AxC Y= Ziel O—O\i: ‘Yl) = ZiesuppA O—(Ai: ’Yl)

Bedingung 4. schreibt man auch als f(A*y) = Ax(foy) baw. f(Xi  A-yi) = Dieg M- f(vi).o

3.13 Theorem
Ist M =(M,S,0) Semiring-Modul, so ezxistiert zu jedem vy : P - M genau eine lineare
Abbildung f von Mod(S,P) nach M mit fodF =vy. Setze f, :=f.

&P Y
/11

Mod(S,P) ————= I ]

BEwEIS
1. Konstruktion von f: Es ist f: S(P) - M, A > A%y mit A »y := Y pep AP - VP lineare
Abbildung von Mod(S,P) nach M mit fo 5" =, wobei 57 : P - S(P), p > 5F und
1 falls q=p,
65 :P—-S,q~ {

0 sonst.
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3.4 Elementare Transformationen

2. Eindeutigkeit: Sei g lineare Abbildung von Mod(S,P) nach M mit go 8" =v. Fiir
jedes A € S(P) ist dann

97 = g(Z?\p-ég) - Z)‘P'Q(ég) = > Ap-yp=Axy = fA,
da A= Zpep)\p.ég und g(ég) = (906P)p - vp. .

3.14 Definition
Sei M = (M,S, o) Semiring-Modul, P Menge und sei y €e M" , Familie (abstrakter) Vekto-
ren“ aus M. Dann heift

1. v unabhdngig in M, falls f, injektiv ist,
2. v erzeugend beziiglich M, falls f, surjektiv ist,

3. v Basis von M, falls f, bijektiv ist. o

3.15 Bemerkung
Fiir jeden Semiring S und jede Menge P ist 5" Basis von Mod(S, P), genannt Standard-
basis bzw. Dirac-Basis.

Denn fiir A € S(P) gilt stets (Xper Ap - 6g)q = YpeP AP - 5E(q) = Aq fiir alle q € P, also
Y pep AP -85 = A, und somit

fsr(A) = A% 8" = Y Ap-57 = A = idgm (M)
peP

Folglich ist fgr = idg(r) eine Bijektion und damit 5" eine Basis. O

3.4 Elementare Transformationen

Sei M = (M,5,0) Modul iiber einem Ring (das heifit M ist Semiring-Modul und S ist
Ring) und sei P endliche Menge. n € M heifit ,elementar Transformierte® zu y ¢ MF
beziiglich M, falls eine der drei folgenden Eigenschaften gilt:

1. ,Elementar-Addition“: Es existieren p’,p” € P mit p’ # p” und s € S mit

yp'+s-yp” fallsp=p/,

n:P-M, pe
Yp sonst,

das heifit Addition des s-fachen von yp” zu yp": np’ =vyp’'+s-yp”.

3.16 Beispiel

Sei P=[3], v = (v1,v2,v3),5=2,s:=-5,p' =2, p"” =3, dannn = (M,n2,n3) =
(v1,v2-5v3,v3). o

2. ,regulire Elementar-Streckung*: Es existiert p’ € P und ein in S,y invertierbares
s € S mit
s-yp’ fallsp=p/,

n:P-M, p H{
Yp sonst,
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3 Rechenbereiche, Moduln und Vektorrdume
das heifit skalare Multiplikation von yp’ mit s, also ,s-Streckung von yp'*“ np’ =
s-yp'.
3.17 Beispiel
Sei P=[2], =R, y=(yL,v2), p'=1,s =3, dannn=(3-vy1,vy2). o

3. ,Switching®, Vertauschung: Es existieren p’,p” € P mit p’ # p” mit

"

vyp” falls p =p’,
n:P->M, pr{vyp’ fallsp=p”,
Yp  sonst,

/

das heifit Vertauschung von yp’ und yp”: np’ =vyp”, np” =vyp".

3.18 Beispiel
Sei P=[4],5=N,p'=1, p”=3,v=(v1,v2,v3,v4) und n = (v3,v2,v1,v4). o

Bemerkung: Ist n elementar Transformatierte zu vy, so ist auch y elementar Transfor-
matierte zu n. Da:

1. Seien p/,p" €P,p’#p” und s e S mit np’ =yp’+s-yp”, sowienp =yp falls p = p".
Dann yp' =np’ -s-yp” =np’+ (-s) -np” und yp =np falls p + p’, das heit y ist
elementar Transformatierte zu n.

2. Sei p’ € P und s € S mit s existiert (das heifit s-s ' =1=s"1-s) und np’ =s-yp’,
sowie np = yp falls p # p’. Dann yp’ = (s71) -np’, sowie yp =np falls p # p’, also ist
v elementar Transformatierte zu n.

3. Seien p/,p” € P mit p’ # p” und np’ =yp”, np” = yp’, sowie np = yp sonst. Dann
vyp' =np”, yp" =np’, sowie yp = np sonst. Also ist v elementar Transformatierte
ZU 1.

Beobachtung: Ist y Basis von M und 1 elementar Transformatierte zu y (beziiglich M),
so ist auch n Basis von M, das heifit f, bijektiv genau dann, wenn f,, bijektiv ist.

Zusatz-Definition: Ist M = Sgid fiir endliche Menge Q, so heifit 3 € SP*Q elementare
Zeilenumformung von o € ST*Q (bzw. ,elementar Zeilen-Transformatierte® zu «) iiber S,
falls n := rg (ROW-MAP zu 3) elementar Transformierte zu y := ro (ROW-MAP zu «)
beziiglich Mod(S, Q) ist.

3.19 Beispiel
Sei P=Q =[3], S=7Z und sei « € SP*Q wie folgt:

«|1 2 3
1/1 -1 3
213 2 0
3/0 3 1

Elementar-Addition mit p’ = 2, p” = 1 und s = 2, also N2 = y2 + 2 -yl
Es ist y1 = (1,-1,3), v2 = (3,2,0), vy3 = (0,3,1), also n1 = vyl = (1,-1,3),
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3.5 Lineare Abbildungen und Datenmatrizen

n2=vy2+2-y1=(3,2,0)+2-(1,-1,3) =(3+2,2+(-2),0+6) = (5,0,6),n13 =v3=(0,3,1),
und somit:

Bl1 2 3
11 -1 3
2|5 0 6
3/0 3 1

,Praktiker“, algorithmische Seite:

1 -18] 1 -13] 1 -1 3
3 2 ol s 0o 65" |5 0 6
0 3 1 0 3 1 3 0 10

oZeile 2 + 2 - Zeile 1 — Zeile 2%, | Zeile 3 + 3 - Zeile 1 — Zeile 3¢
sz€ilenweise“ Gauf-Elimination bei (1,2), Spalte 2 enthélt iiberall 0 (wird eliminiert)
aufler bei (1,2). 0

3.5 Lineare Abbildungen und Datenmatrizen

Was wissen wir bereits?
Sei M = (M,S, 0) Semiring-Modul, P Menge. Zu jedem vy : P - M existiert genau eine
lineare Abbildung f: Mod(S,P) - M mit fo s’ = .

1. ,Existenz* Ist v € MP, so ist die Linearkombinationsabbildung zu y beziiglich M
gegeben durch f, : S(P) > M, A > A #y:= ¥, .p Ap - vp. Es ist f, lineare Abbildung
von Mod(S,P) nach M mit f, 08" =v:

5P Y
11/

Mod(S, P)

M

fy
Mod(S,P) = (L4, S, 0), 0(s,x) :=5-%, (s-X)p := s - xp, der ,frei P-erzeugte Modul
iiber S, P-faches Coprodukt von S,qq. Sehr sloppy: S(P) := Mod(S, P).

2. ,Eindeutigkeit“: Ist ¢ lineare Abbildung von Mod(S, P) nach M, so ist ¢ bereits
Linearkombinationsabbildung zu y := ¢ o 6" besziiglich M, das heifit ¢ = f, fir

Yi=@od":
P
5P v=¢os”
/1
Mod(S, P) M
P=1y

3. Sind ¢ und 1 lineare Abbildungen von Mod(S, P) nach M, so folgt aus @od" =od”
bereits @ =1. Denn: @ = fy, = fiir y:= @ 06" =1 o 8" nach 2.

Keine Angst vor Matrizen! WP*Q Menge der P x Q-Daten-Matrizen iiber W, typisch
P=[m],Q=[n], W=S,S5=(S,+,-0,1) Semiring, zum Beispiel S = R.
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3 Rechenbereiche, Moduln und Vektorrdume

Beispiel fiir eine 3 x 2-Matrix (m = 3, n = 2) iiber R:

1 2
1]371 45
2| V2 %
3| 7 11

Sei S = (S,+,-,0,1) Semiring und seien P, Q, T endliche Mengen. Sind A,v € ST, so sei
Axv:=Y,.1At-vt die Elementarfaltung von A mit v.

3.20 Definition (Matrizenmultiplikation)
Sei o P x T-Matrix, 3 T x Q-Matrix, dann sei o * 3 P x Q-Matrix definiert durch

(‘X* B)(pxq) = Z OC(P,t) : B(t)q) =TaP *Cp(,

teT

Matrizenmultiplikation (p-te Zeile, g-te Spalte). o

Wir kennen schon fiir Semiring-Modul M = (M, S, o) und endliche Menge P: Zu A € S”
,Koordinatenvektor* und y € M" Familie abstrakter Vektoren aus M ist

Axy = 3 Ap-ypeM
peP

die Faltung bzw. Linearkombination von A mit vy, also ein abstrakter Vektor aus M. Gilt
A*y=veM, so heilit A auch Koordinatenvektor von v zu y beziiglich M.

Faltung von Vektorfamilien Sei M = (M,S,0) Semiring-Modul. Fiir endliche Mengen
P und Q sei y € (SQ)P Familie ,konkreter Vektoren“ aus SQ, sowie 1 € MQ Familie
nabstrakter Vektoren“ aus M. Die Faltung der Vektorfamilie v mit der Familie 1 ist

vy = 87 % fy xfy = fyofy, 08" e MP

(* kovariante Verkettung von Abbildungen, o kontravariant). Damit ist f,.., = f, * fy.

P
2N
f f

SP—">sQ—3sM

fy*fn_fwn\ ]
n
5Q

Q

Also y +1 =7 # fy e MP, das heifit (y «n)p = fn(yp) =vp *n = Lqeq(YP)q-n9.
Fiir o e SP*Q sei 7y := 14, das heift (yp)q = «(p, q). Dann gilt:

(raxm)p = >, a(p,q) -nq.
qeQ

58



3.5 Lineare Abbildungen und Datenmatrizen
Fall M = SR, B € SO*R | fiir 11 := 13 gilt dann

(rax1p)p = 2 a(p,q)-B(dy) = TaxpP,
qeQ
das heifit oo * 3 := m(rq * 7).
Zusammenfassung: M = (M, S, o) Semiring-Modul, P, Q, T endliche Mengen.
1. ZureSP, yeMPist Axy:= Y pep AP - Yp Linearkombination von A mit vy.
2. Zuy e (SU)P,neMPist ysn = 8Pty #fyy = yrfy, = fy oy, und es gilt (y+n)p = yp»n,
sowie fy.qn =fy * fy.
3. Zu oce ST, B e ST*Qist ot B i= m(rg * rg) das Matrixprodukt, ro.p = T« * Tg.

3.21 Bemerkung
Zu « € SP*Q setze f, := ., die zu « zugehdrige lineare Abbildung von S nach S, das
heifit von Mod(S, P) nach Mod(S, Q). Dann gilt

f(x*g = f(x * f[g. [m]
BEWEIS
Sel vy =1y und m :=rpg. Dann ist To.p =T * Ty =y * M, also ist faup = fr ;= Fyun =
fy * fy="foxfp. ]

Anwendung: » ist assoziativ, denn f(q.q)ear = fasar * far = (fo * for) * for = o
(foc’ * foc”) =fu*xfariar = fooe(cx’*oc”)) also (O( * cxl) ol =00k (O‘, * (X”)'
Es gilt fo =fp = a=P,dad"” «fou =0 xf, =74, als0 fo =fp =14 =Tp = a = p.

Lineare Abbildungen vs Matrizen Abstrakt: M 5 N lineare Abbildung zwischen
Semiring-Moduln, zum Beispiel Vektorrdume.

Halb-Konkret: Mod(S, P) 1, M lineare Abbildung von konkret nach abstrakt.

Konkret: Mod(S, P) AN Mod(S, Q) lineare Abbildung, P, Q endliche Mengen, zum Bei-
spiel P =[m], Q =[n], etwa P =[3], Q = [4].

Zu vy € (SQ)P ist der MATRIX-MAKER my e SP*Q definiert durch (my)(p,q) :=
(yp)q €S, fir pe P, qe Q. Zu o e SP*Q ist die ROW-MAP 1, € (SQ)P definiert durch
(rap)q:=o(p,q) €S, fiir peP, qe Q. Es gilt ryy =y und m(ry) = o

1. Sei S Semiring, P, Q endliche Mengen. Betrachte:

P

% W\Q)P
Mod(S, P) - Mod(S, Q)
Y

Hierbei ist fy : A~ A%y := ¥ ,cp Ap-yp € SQ Linearkombinationsabbildung zu .

Was ist die zu f, gehorige Datenmatrix?
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Antwort: Der MATRIX-MAKER tut es! Es ist « := my € SP*Q die zu f, gehorige
Datenmatrix. Notation f := f,, das heif}t f,,, =f,.

. Sei @ : Mod(S,P) - Mod(S, Q) lineare Abbildung. Was ist die zu ¢ gehorige Da-

tenmatrix?

Antwort: Klappt schon mit 1., wenn man Folgendes beachtet: Mir fehlt das .

P

y e yi=@osP=8" 4

Mod(S, P) M;d(S, Q)

Dann ist ¢ = fy =fsp,,. Also ist
o= my = m(s" « ),

das heiit o(p,q) = (@ 08")p)q = ((pég)q fiir alle p € P, q € Q, die zu ¢ gehorige
Datenmatrix.

. Seien M und N Semiring-Moduln iiber S. Was ist die zu einer linearen Abbildung

@ : M — N gehoérige Matrix?
Antwort: Geht nicht im Allgemeinen!

Aber: Ist v ¢ MP Basis von M und n € NQ Basis von NV, so ist ¢’ :=f, * @ « !
lineare Abbbildung von Mod(S, P) nach Mod(S, Q), und es sei

m(@;v,n) = m(8" x ") = m(8” « fyy x @ » 1)
die zu (;v,n) gehorige Matrix.
M N
/ ~
P " | fy 11 fn 11 Q

Mod(8, P) —>Mod(S, Q)

. Umgekehrt (rein konstruktiv): Sei S ein Semiring und P, Q endliche Mengen. Was

ist die lineare Abbildung zu einer Matrix oc € SP*Q?

Antwort: f :=f,_, das heifit
fo:SP S A Axaq

wobei Ax o := A#1o (Koordinatenvektor mal Datenmatrix, Faltung), A+ o= ¥ ,cp Ap-
a(p,-) € SQ, das heift (A + x)q =Y ,cp Ap- x(p, q) fiir alle q € Q.



3.5 Lineare Abbildungen und Datenmatrizen

5. Sei e S*Q und y ¢ MP Basis eines Semiring-Moduls M (iiber Semiring S), sowie
1 € NQ Basis eines Semiring-Moduls N (iiber S). Was ist die hierzu gehérige lineare
Abbildung ¢ von M nach A/?

Antwort:
M 2 N

fvT 11 Tfn

Mod(S, P) - Mod(S, Q)

das heift ¢ := 1« fo % fyy.

Sei M Semiring-Modul, dann sei End M die Menge der Endomorphismen von M,
das heiit die Menge der linearen Abbildungen von M nach M. Es ist End* M :=
(End M, +, *,6,id) ein Semiring, der covariante Endomorphismen-Semiring zu M, wo
(@ +¥)x := x +1x und * covariante Verkettung.

Fiir Semiring S und endliche Menge P sei weiter Matp S := (S7*P +,%,0,1) mit ot + 3 :
PxP =S, (p,q) = «(p,q) +B(p,q), und

x+B:PxP=S, (p,q)~ Y «lp,t)-B(t,q),

teP

sowie 0: PxP - S, (p,q) ~ 0, und

1 fiirp -
I:=ms":PxP S, (p,q)»{ nred
0 sonst,

der Matrizen-Semaring der P x P-Matrizen iiber S.

3.22 Theorem
Ser S Semiring und P endliche Menge. Dann haben wir einen Isomorphismus

End(S,P) <> Matp S, @~ m(d" * @), o «ify. -

BEWEIS
Es ist fop = fo + fp und fo.p = fo * fg. AuBerdem gilt m(8P # fy) = m(ry) = &, sowie

Fin(sP o) = @ denn 87« iy (5, ) = Tn(s7ug) =87 * @
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3 Rechenbereiche, Moduln und Vektorrdume

Kurzes Review

Multimengen Zu «,p € N®) sei a+p : P > N, ap + Bp (Addition der ,konkreten
Vektoren“ « und 3 aus Mod(N,P) = (D\lizc)l, N, o), hier ¢ “for free”, zum Beispiel 5- « :=
at+oat+otat+o), xVB:P >N, pr apVvpp:=max{ap,pp}, xAB:P >N, p+ apApp:=
min {ap, Bp}.

H Tomate ‘ Kartoffel ‘ Zwiebel
o 3 4 1
B 1 100 200

x+p || 3+1=4|4+100=104 | 1+200=201
oavp||3v1l=3]|4v100=100 | 1v200=200
axAB||3A1=1| 4A100=4 1A200=1

Allgemein Sei S Semiring (Beispiel S = N = (N, +,-,0,1)), P Menge. Semiring-Modul
mit Standardbasis 6F iiber S ist Mod(S, P), der P-fache Semiring-Modul (Coprodukt von
Sadd) nder Standardmodul zu P iiber S¢, frei P-erzeugter Semiring-Modul iiber S.

Es ist Mod(S, P) := (ngc)i,S, o) mit 0:SxS(P) - 8P (5,&) s, wobei s-«:P S,
P s-ap; x+a =2 -« — Verdoppelung des Warenkorbes o« (auch fast “for free”) ist

Konstruktion. Zum Beispiel R™ (sloppy), das heifit R™ := Mod(R, [n]), oft n € {1,2,3}.

1 1 5
~(5,7,11) e R® —| 7 | Standard
2 2
11
2-(5,7,11) = (2-5,2-7,2-11)

1 1 1 1
= .(5,7,11) = (=-5,=-7,=-11
S (BT = (55,57, 5+11)
Beispiel-Aufgabe (Theorie): Begriinde s- (c+ ) =s-a+s-f.
Beweis: Fiir beliebiges p € P gilt: (s-(ax+f))p =s-(ax+B)p=s-(ap+Pp) =s-ap+s-pp =
(s-x)p+(s-B)p=(s-a+s-B)p (denn (x+p)p:=ap+pp, (s-a)p:=s-ap).

Kerne und Partitionen Sei f: A — B Abbildung, ker f := {(t,x) e A x A | ft = fx} € EqA,
A/ker f Partition der Aquivalenzklassen, [t]© := t® := {x € A | tOx} ((t,x) € ©), © € EqA.
Beispiel fiir A = [6] ={1,...,6}, @ EqA, A/© ={{1,2},{3},{4,5,6}} ¢ Part A.

©l1]2]s]4]s]6

1 X | x

2 X | x

s [ [x | |
4 x | x| x
5 x | x | x
6 x | x | x
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