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> weitere funktionale Programmiersprache

» Programme = \-Terme

» Vorstellung: anonyme Funktionen

Sei X eine Menge mit Variablen, X eine Menge mit Symbolen. Die gultigen
A-Terme sind induktiv definiert:
1. Atome (Variablen oder Symbole) sind gultige A\-Terme.

2. Abstraktion: Ist t ein glltiger A-Term und x € X eine Variable, dann
ist auch(\x.t)ein glltiger A-Term.

3. Applikation: Sind t; und t, gultige A\-Terme, dann ist auch (¢ ;) ein
gultiger A\-Term.
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BEISPIELE (INFORMELL)

Vorstellung: Jeder A\-Term beschreibt eine anonyme Funktion.
» Abstraktion gibt das Argument an:
Mt o« f(x)=
» Applikation beschreibt Funktionsanwendung (Einsetzen):

(x2) « f(2)

Beispiel:

quadriere = AX. X * X
Qund.\'le_\'e. Q) - ((é £X) @: 4

 B-Reduktion











VERABREDUNGEN

» Applikation ist linksassoziativ:

(m) Z‘) =(t; t)t3

R







VERABREDUNGEN

» Applikation ist linksassoziativ:
()t =titats
» mehrfache Abstraktion:
()\)}1 .(A)J;z.(A)L(g.t))) = MX1X2X3.t

?(X\:Xz.‘ﬂ3) =t








VERABREDUNGEN

» Applikation ist linksassoziativ:
(tb))=titats
» mehrfache Abstraktion:
(M1.(MX2.(AX3.1))) = MXixaxs.t
» Applikation vor Abstraktion:

(. xy) = (M. (xy))

# (L/\x.x_ )—/) —
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)= x*@““?m
()= o’
a - = (_‘LTO.)'L
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Variablen von t an — induktive Definition
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GEBUNDENE UND FREIE VORKOMMEN

Mengen FV(t) und GV(t) geben frei bzw. gebunden vorkommende
Variablen von t an — induktive Definition

» einzelne Variablen sind immer frei:
xeX = FV(x)={x},GV(x)=10

» Symbole sind weder frei noch gebunden

» Applikation: Sei t = (t; t;). Dann
= FV(t) = FV(t1) UFV(t2), GV(f) = GV(t1) U GV(t2)

» Abstraktion: t = \x.t/

= FV(t) = FY(t)\ {x}, GV(t) = GV(t)) U {x}







# - REDUKTION

Seien s, t € A\(X) gultige A-Terme und es gilt GV(t) N FV(s) = 0.

(MxDs —s  tx/s]

J@Lx.) = "X
gL=2+*2









# - REDUKTION

Seien s, t € A\(X) gultige A-Terme und es gilt GV(1) N FV(s) = 0.

(MX.0)s —p  tx/s]

» Bedeutung von t[x/s]: Ersetze jedes freie Vorkommen von x in t
durchs.

» Erinnerung: Vorstellung der Applikation als ,Einsetzen” in
Funktionen

» beachte: Abstraktion \x entfallt





# - REDUKTION

Seien s, t € \(X) gultige A\-Terme und es gilt GV(1) N FV(s) = (.

(MX.0)s  —p  tx/s]

» Bedeutung von t[x/s]: Ersetze jedes freie Vorkommen von x in t
durchs.

» Erinnerung: Vorstellung der Applikation als ,Einsetzen” in
Funktionen

» beachte: Abstraktion \x entfallt

Bsp.: Seien die Symbole gegeben durch X = {3, a}.
(M. +XB) (Az.a) —  + (A\z.0)3
Gv=0 FV=0

32N a









a - KONVERSION

» Was machen wir, wenn Voraussetzung FV(t) 0 GV(t) = @ fur
[B-Reduktion nicht erfullt ist?
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Bedingung erflillt ist





a - KONVERSION

» Was machen wir, wenn Voraussetzung FV(t) N GV(t) = ( far
B-Reduktion nicht erfullt ist?

» einfacher Ausweg: entsprechende Variablen umbenennen, sodass
Bedingung erfullt ist

a-Konversion
Seite A(X)undz ¢ GV(t) UFV(t).

(X.t) —a /\Z.t[)(;/_zlJ





a - KONVERSION

» Was machen wir, wenn Voraussetzung FV(t) N GV(t) = ( far
B-Reduktion nicht erfullt ist?

» einfacher Ausweg: entsprechende Variablen umbenennen, sodass
Bedingung erfullt ist

Seit € A(X) und z ¢ GV(t) UFV(t).

(Mx.t) —a  Azt[x/7]

Bsp.: Seien die Symbole gegeben durch ¥ = {3, a}.

AX(Ay. X e AX.(\z. —+
( (y+y))(\y/) —ra (X2 xz))(\y/)
GV={y} Fv={y} GV={z} FV={y}
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> t1 = (Mxxy) (W)
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>t = (AXxy) (W)
> FV(t)) = {y}
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AUFGABE 1 — TEIL (A)

> 1 = (Axxy) (A\v.y):
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> GV(t) ={x,y}
> t5 = (MX.(\.2(Az.2(A\x.y))))
> FV(ty) = {z}
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AUFGABE 1 — TEIL (A)

> 1 = (Axxy) (A\v.y):
> FV(t1) = {y}
> GV(t) ={x,y}
> t5 = (MX.(\.2(Az.2(A\x.y))))
> FV(ty) = {z}
> GV(t) = {x,y,z}
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AUFGABE 1 — TEIL (A)

>t = (AXxy) (W)
> FV(t) = {y}
> GV(t) ={x,y}
>t = (M. (\y.2(Az.2(Ax.y))))
> FV(ty) = {z}
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AUFGABE 1 — TEIL (A)

>t = (AXxy) (W)
> FV(t) = {y}
> GV(t) ={x,y}
>t = (M. (\y.2(Az.2(Ax.y))))
> FV(t;) = {2}
> GV(t) = {x,y,z}
> t3 = (M.(Ay-2(y2)) (A (A y))
> FV(t:) = {y.2}
> GV(t3) = {x,y}



AUFGABE 2 — TEIL (B)

(M. (W xZ (v 2)) (XY (WY))

GV={y} FV={y}
=o (M(W1.x2((12)) (Axy (\WY))
GV={y} FV={y}

=5 (Wi-(xy (Wy)) 2 12)
cv={y} Fv={z}
=5 (W-v (WY)) 01 2)
= (WY (Wy) 1 2))



AUFGABE 2 — TEIL (B)

(M.(\y.(A\z2.2))) \x/(+y1)
Gv={yzy Fv=ix}
=5 (W.(A\2.2)) (+y1)
~—— —\—
Gv={z} Fv={y}
=35 (A\z2.2)

10



AUFGABE 2 — TEIL (B)

(M. x (Azy 2))) (- (Wyy)) 8 ) (M.(W-y) X))
—— N~
GV={y} FV=0
=5 (M(Wx(Azy 2))) (WY)) (Mx(Ay) X))
=5 (M(Wx(Azy 2))) (YY) (WX 2 ) X))
cv=p {*}
=5 (M.(yx(Azy2)) (V. ¥y ) (Axx))
< N——
GV=0 FV=0
=5 (M. (WX (A\zy 2))) (Axx)
—_—— —
Gv={y,z} FV=0
=5 (W.(M _x ) (\zy 2))
GV=0 FV={y}

S5 (W.0zy2) = (Wzy2) 1



AUFGABE 2 — TEIL (B)

=8

=B

=B

=B

(Ah.(Ax.h (x x)) (Mx.h (x x)))((Ax. \)ﬁ_/) (+15))
GV=0  Fv=p
(Ah.(Ax.h (x X)) (Ax.h (xx)))(+ 15)
N——
GV=0) FV={h}
(Ah.h (M. h (xx)) (Ax.h (xx)))) (+15)
—_——— —
GV=0 FV={h}
(Ah.h (h (Ax.h (x X)) (Ax.h (xx))))) (+15)
—— Y— ——
GV=0 FV={h}
endlose Rekursion, bei der h durch (+ 1 5) noch
reduziert werden konnte

(+15)((+15) (M.(+15) (xx)) (M.(+15) (xx))))
12



AUFGABE 2 — TEIL (B)

=8

=8

=8

(M. (Aa.(Ab.f a b))) (Mx.(\y-x)))
GV={a,b} FV=0
(Aa.(Ab.(Mx. (\y.x)) _a b))
GV={y} FV\:/{G}

(/\a.()\b.()\y.\a/) \b/))
GV=0 FV={b}

(Aa.(\b.a))
(\ab.a)

13
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AUFGABE 2

(a) AmitAtsu="*s:
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AUFGABE 2

(@) AmitAtsu="s: A= (\xyz.y)
(b) BmitBts="st: B = (\xy . yx)
(9 CmitCC=*CC: C=(M.xx)

denn: (Ax. xx ) (Axxx) =8 (Oxxx)(Ax.xx)
M~ —
V=0 =g

(d) D mitD="*D: D=(CC)

14



AUFGABE 2

()
(b)
(©

(d)
(e)

AmitAtsu="s: A= (\xyz.y)
BmitBts=*st: B = (\xy . yx)
CmitCC=*CC: C=(M.xx)

c B
denn: (Ax. xx ) (Axxx) = (Ax.xx)(Ax.xx)
V=0 pv=p

D mit D =* D: D= (CQ)
EmitEEt=*EtE:

14



AUFGABE 2

(a) AmitAtsu="s: A= (\xyz.y)

(b) BmitBts="st: B = (\xy . yx)

(c0 CmitCC=*CC: C=(M.xx)

denn: (Ax. xx ) (Axxx) =8 (Oxxx)(Ax.xx)
M~ —
V=0 pv=p

(d) D mitD="*D: D=(CC)
E

(e) EmitEEt="EtE: = (Axy . xyx)

14



AUFGABE 2

()
(b)
(©

(d)
(e)

AmitAtsu="s: A= (\xyz.y)
BmitBts=*st: B = (\xy . yx)
CmitCC=*CC: C=(M.xx)

denn: (Ax. xx ) (Axxx) =8 (Oxxx)(Ax.xx)
M~ —
V=0 =g

D mit D =* D: D= (CQO)
EmitEEt="EtE: E=(\y.xyx)
denn:

Xy . xyx) Oy . xyx) t =2 Oy . (xy . xyx) y (Axy . xyx)) t
S—— Y—

GV={y}  FV=0
=2 (xy . xyx) t (Axy . xyx)
N—— N——

=F =E



AUFGABE 2

()
(b)
(©

(d)
(e)

AmitAtsu="s: A= (\xyz.y)
BmitBts=*st: B = (\xy . yx)
CmitCC=*CC: C=(M.xx)

denn: (Ax. xx ) (Axxx) =8 (Oxxx)(Ax.xx)
M~ —
V=0 =g

D mit D =* D: D= (CQO)
EmitEEt="EtE: E=(\y.xyx)
denn:

(Axy . xyx)(Axy . xyx) t
—— ——

V={y} A=
=2 (xy . xyx) t (Axy . xyx)
=F =



AUFGABE 2

(a) AmitAtsu="s: = (\yz .y)

A
(b) BmitBts="st: B = (\xy . yx)
(9 CmitCC=*CC: C=(M.xx)

denn: (Ax. xx ) (Axxx) =8 (Oxxx)(Ax.xx)
M~ —
V=0 =g

(d) D mitD="*D: D= (CQO)
(e EmitEEt="EtE: E=(\xy.xyx)
denn:

(Axy . xyx)(Axy . xyx) t =8 (A . (xy . xyx) y (Axy . xyx)) t
S—— Y—
GV={y} V=0
=2 (xy . xyx) t (Axy . xyx)
N—— N——

14
—F =F
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