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WAHRSCHEINLICHKEITSTHEORIE

Wir betrachten ein Zufallsexperiment (X, p) mit

» Ergebnismenge X und
» einer Funktion p: X — [0,1] mit ¥, .x p(x) =1
(Wahrscheinlichkeitsverteilung von X)

Die Menge aller Wahrscheinlichkeitsverteilungen Uber X sei M(X). Jede
Teilmenge M c M(X) hei3st Wahrscheinlichkeitsmodell.

Ein Wahrscheinlichkeitsmodell M heil3t beschrankt, falls M = M(X); an-
dernfalls unbeschrankt.

Flhren wir nun zwei Zufallsexperimente nacheinander aus und nehmen
dabei an, dass die beiden Experimente unabhdngig voneinander sind. Fol-
ge das erste Experiment einer Verteilung p; € M(X1) und das zweite Expe-
riment einer Verteilung p> € M(Xz), dann ist p; x p» € M (X1 x X2) eine Ver-
teilung auf der Ergebnismenge X; x X, unseres zweistufigen Experiments:

(p1 x p2)(a, b) = p1(a) * p2(b).

.Einzelwahrscheinlichkeiten multiplizieren / erste Pfadregel”



KORPORA UND KORPUSWAHRSCHEINLICHKEITEN

Oftmals wissen wir aber die zugrundeliegende Verteilung nicht, sondern
kénnen lediglich die Ergebnisse des Experiments wahrnehmen. Zahlen wir
diese Beobachtungen, dann nennen wir das einen X-Korpus modelliert
durch eine Funktion h:X — R2°. Man definiert die Korpuswahrschein-
lichkeit / Likelihood von h unter einer Verteilung p als

L(h,p) = H(p(x)h(x).
Nun kennen wir aber die Verteilung p nicht und missen sie daher aus den
beobachteten Daten schatzen. Dies macht der Maximume-Likelihood-Schatzer
(MLE)
mle(h, M) = argmax L(h, p).
peM

Solange das Modell unbeschrankt gewahlt wird, d.h. es werden alle Vertei-
lungen Uber X zugelassen, dann wird der MLE zur relativen Haufigkeit von
h.



UNVOLLSTANDIGE DATEN

Bisher sind wir davon ausgegangen, dass die Daten stets vollstandig wa-
ren, d.h. wir konnten jedes Ergebnis beobachten. In der Realitat kdnnen
aber oftmals nur Gruppen von Ergebnissen beobachtet werden; z.B. ge-
winne oder verliere ich bei einem Spiel. Wir wissen aber nicht, welches
Ergebnis genau erzielt wurde.

Sei Y die Menge der Beobachtungen. Die Beobachtungsfunktion yield: X —
Y ordnet jedem Ergebnis seine Beobachtung zu. Die Umkehrabbildung
ordnet dann jeder Beobachtung eine Menge von maoglichen Ergebnissen
zu, die zu dieser Beobachtung fuihren, d.h.

AY - P(X) mit A(y)={xeX:yield(x) =y}.
Diese Funktion heif3t Analysator.

Sei hein Y-Korpus, d.h. hzahlt Beobachtungen (nicht Ergebnisse). Die Kor-
puswahrscheinlichkeit / Likelihood von h unter einer Verteilung p ist

h(y)
L(h7p)=H( > p(X)) :

yeY \xeA(y)

Der MLE bleibt wie er war: mle(h, M) = argmax ., L(h, p).



AUFGABE 1

Bestimmen Sie fur die folgenden Szenarien die Menge X der

Ergebnisse und die Menge Y der Beobachtungen. Bestimmen Sie
aulRerdem den Analysator.

(a) Werfen zweier unabhangiger Minzen. Sie kdnnen nur
beobachten, ob beide Miinzen dieselbe oder verschiedene
Seiten zeigen.

(b) Werfen zweier Wurfel, wobei Sie nur die Summe der
Augenzahlen beobachten.

(c) Zwei Spieler spielen Schere-Stein-Papier. Sie beobachten

lediglich, welcher Spieler gewonnen hat bzw. ob das Spiel
unentschieden ausging.



AUFGABE 1

(@) zweimaliger Miinzwurf - Beobachtung der Gleichheit
X={K,Z} x{K,Z} und Y = {gleich, ungleich}

Der Analysator ordnet jeder Beobachtung y € Y die Menge der
Ergebnisse aus X zu, die zur Beobachtung y fuhren, also

Agleich) = {(K, K),(Z,2)}
A(ungleich) = {(K, 2),(Z,K)}.

(b) zweimaliger Wirfelwurf - Beobachtung der Augensumme
X={1,...,6} x{1,...,6} und Y={2,...,12}
Analysator: A(x) = {(i,j) € X : i +j = x}, d.h. konkret
A(2) = {(1,1)}
AB) ={(1,2),(2,1)}
A4) ={(1,3),(3,1),(2,2)}

A(12) = {(6,6)}
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(c) Schere, Stein, Papier - Beobachtung des Gewinners

X = {Schere, Stein, Papier}?
Y = {Spielerl, Spieler2, Unentschieden}

Analysator:

A(Spielerl) = {(Schere, Papier), (Stein, Schere), (Papier, Stein) }
A(Spieler2) = {(Papier, Schere), (Schere, Stein), (Stein, Papier) }
A(Unentschieden) = {(Papier, Papier), (Stein, Stein), (Schere, Schere) }
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PROBLEM: ERGEBNISSE VS. BEOBACHTUNGEN

Gegeben: ein Y-Korpus von Beobachtungen
Gesucht: eine Verteilung p e M ¢ M(X) auf Ergebnissen

Problem: Wir wollen die Verteilung der Ergebnisse schatzen. Um den MLE
nutzen zu kénnen, brauchen wir daftir einen X-Korpus. Jedoch ist uns nur
ein Y-Korpus gegeben, da wir nur Beobachtungen wahrnehmen kénnen.

Ausweg: Erweiterung des Y-Korpus h zu einem X-Korpus h; auf vollstandigen
Daten

hi(x) = h(yield(x)) - = (p’*(l(:; e fir alle x e X
x’"eA(yield(x i—

Dazu bendtigen wir eine gewisse Vorkenntnis mit der Verteilung p;_1, die
wir aus dem vorherigen Iterationsschritt bzw. einer initialen Vermutung
bekommen.

Dies ist der E-Schritt des EM-Algorithmus.



EM-ALGORITHMUS

Input: Analysator A: Y — P(X), Modell M ¢ M(X),

» Y-Korpus hvon Beobachtungen,
» initiale Wahrscheinlichkeitsverteilung po

Eine Iteration des Algorithmus besteht aus den folgenden beiden
Schritten:

E-Schritt Expectation
Bestimmte die versteckten Eigenschaften mithilfe der
Parameter aus der vorherigen Iteration.

0 = ied() - 5o P
x"eA(yield(x -

M-Schritt Maximization
Bestimmte die neuen Parameter mithilfe der vollstandigen
Eigenschaften aus dem E-Schritt.

pi = argmax L(h;, p)
peM



EIN WEITERES PROBLEM?

Problem: Im M-Schritt bleibt ein MLE zu berechnen, der fur beschrankte
Modelle M = M(X) nicht leicht zu bekommen ist. Eine Vereinfachung ist
aber fur mehrstufige Zufallsversuche maglich, die als unabhdngig voraus-
gesetzt werden.

Haben wir zwei unabhangige Teilversuche mit Ergebnismengen X; und X,
dann soll die Verteilung die Unabhangigkeit widerspiegeln und wir ver-
wenden daher das Modell

M= {Pl xp’ipt e M(X1),p’ € M(X2)} + M(X1 x X2),
der MLE wird also nicht zur relativen Haufigkeit auf X; x Xa.

Ausweg: Die Unabhangigkeit rettet uns: wir erhalten den MLE bzgl. M als
unabhangiges Produkt der relativen Haufigkeiten auf den Teilexperimenten.
Dazu ist ein (X1 x Xz)-Korpus h nicht unbedingt hilfreich. Wir brauchen viel-
mehr die Teilkorpora h' auf X; und h? auf X,. Dann gilt

mle(h, M) = rfe(h") x rfe(h’)

Problem: Wie bekommen wir h* und h*? — Ausweg: Marginalisierung



MARGINALISIERUNG

Wir betrachten die zwei Ergebnismengen X; und X,. Das Modell sei ge-
geben durch das unabhéangige Produkt der Modelle auf X; und der Mo-
delle auf X;, d.h. M = {p' x p: p* e M(X1), p* € M(Xz)}. Weiter sei h ein
X1 x Xo-Korpus. Die Teilkorpora h* auf X; und h? auf X, erhalten wir durch

Marginalisierung

hl(Xl) = Z h(X17X2) far alle x1 € X1

xp€Xo

hz(Xz) = Z h(X]_,X2) fur alle X2 € Xo

x1€X1

Die Summen entsprechen dabei gerade Zeilen- bzw. Spaltensummen, wenn

man hin einer Tabelle notiert.

’ X1\X2 H e N w ‘ ‘
a h(a,a) ... h(a,w) | h'(a)
; h(z.7oz) h(z.7w) hléz)
P(a) ... h(w)




AUFGABE 2 — TEIL (A)

Das Spiel wird gewonnen, wenn beide Munzen auf der gleichen
Seite landen.

Damit ist der Analysator A:{Gewinn, keinGewinn} — P(X) gegeben

durch
A(Gewinn) = {x € X : yield(x) = Gewinn}

= {(K7 K)a (Z7Z)}
A(keinGewinn) = {x € X :yield(x) = keinGewinn}
= {(K7Z)’(Za K)7 (R>K)a (sz)}



AUFGABE 2 — TEIL (B)

Wir kdnnen nur die Beobachtungen Gewinn und keinGewinn feststel-
len.

Wir spielen das Spiel 24 Mal und gewinnen 6 Mal. Gesucht ist nun
der Y-Korpus h, d.h. wie oft beobachten wir die Ereignisse Gewinn
und keinGewinn.

h(Gewinn) = 6 h(keinGewinn) = 18



AUFGABE 2 — TEIL (C)

Gegeben ist nun eine initiale Wahrscheinlichkeitsverteilung qo =

Uber den vollstandigen Daten mit

ah(K) = 2

qw(R) =
2

= a0(2) =1- a0 (K) - a0(R) =

o1l = o]

1
2

K)=>
CIo()3

%(2)=1-qo(K) =

Mit dem unabhangigen Produkt erhalten wir

Q0 (K, K) = b (K) - G (K) = 1=
B(Z,K) = (2) - G (K) = =

(R, K)=aq(R)-q(K) = %

(K, Z)=q(K) 5(2) =
w(Z,2)=q3(Z) q5(2) =

(R, Z) = q(R) - q(Z) =

9 x 9%

[S)

3

4

15
4

15
2

15



AUFGABE 2 — TEIL (C)

E-Schritt: Erweiterung von h auf h; mit folgender Formel:
. go(x)
hi(x) = h(yield(x)) - ———————+—
() = hlyield(x)) - — s
x"eA(yield(x))

Damit ergibt sich dann zum Beispiel flr das Ergebnis (K, K)
. qO(K7K)
hi(K, K) = h(Gewinn) -
IR0 = (Geninn) = o)
x'e{(K,K),(Z,2)}
. qO(Kv K)
= h(Gewinn) -
(Gowint)* 4K K) + ao(Z.2)

EE
=2
Mit gleicher Rechnung erhalten wir fiir die restlichen Ereignisse
h(Z,K)=4 hi(R,K) =2
h(K,Z)=8 h(Z,Z2)=4 h(R,Z)=4



AUFGABE 2 — TEIL (D)

M-Schritt: Bestimmung der Teilkorpora hi bzw. 3 durch Marginalisierung:

Vel K z_ | | avel[k 2] |
K (K, K) m(K,Z) | hi(K) K 2 8|10
z h(Z,K) m(Z,2) | hi(2) ~ V4 4 4|8
R h(R,K) m(R,Z) | hi(R) R 2 4|6
h2(K) h(2) 8 16 | 24




AUFGABE 2 — TEIL (E)

Nun bestimmen wir noch die relativen Haufigkeiten mit der Formel

fe(h)(x) = TCD it A= 3 A(x)

|h| xeX
Wenden wir dies nun auf h; und h, an, so erhalten wir

1y 1 ~ hi(K) 10 5
6 (K) =re(h)(K) = o T i) T h(R) ~ 22~ 12
1 _ 1 B hi(2) 8 1
R2) =re(h)(2) = Ry Al + M(R) 24~ 3
1 _ 1 B hi(R) 6 1
BR) =rfe(h)(R) = By hl(Z) + hi(R) 24~ 4
und
G (K) = fe(R)(K) - % -1
G(Z) = rHe(k)(2) - % - 5.2
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