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Algebraisches Pfadproblem



FLOYD-WARSHALL-ALGORITHMUS

Ziel: kiirzeste Wege in einem Graphen G = (V, E, ¢)

> P,S"V) = Menge aller Wege von u nach v mit inneren Knoten in

{1,...,k}
; (k) (k)
min{c,: pe P, wenn P, + &
e L L)) -
0o sonst

Initialisierung: c(u,v) wennu+v,(uv)eE

DY = mAg = min {Ag,0,} = {0 wenn u = v
00 sonst
Rekursion:
DY (u,v) = min { DL (u,v), DL (u, k +1) + DL (k+1,v) }
= min{ alt Zeile + Spalte }

Ende: Dg = DI mitn=|V|



ABSTRAKTION: ALGEBRAISCHES PFADPROBLEM

» bisher: kiirzeste Wege
> Summation + entlang der Pfade
> Minimum min Uber alle Pfade
» jetzt: Verallgemeinerung
> Pfadoperation ® entlang der Pfade
> Akkumulationsoperation &

» Ergebnis: allgemeine algebraische Struktur
Semiring (S,9,©,0,1)

Werte S @ ® 0 1

kUrzeste Wegeproblem R min  + 00 0
Kapazitatsproblem Noo max min 0 00
Erreichbarkeitsproblem  {true,false} v A false true
Zuverlassigkeitsproblem [0,1] max - 0 1

Prozessproblem P(X*) U o o e}




FLOYD-WARSHALL - AHO-HOPCRAFT-ULLMANN

modifizierte Adjazenzmatrix
Ac(u,v) wenn u # v
mAG =
Ag(u,v)®l wennu=v
Initialisierung: D = mA¢

Rekursion:

Dék+1)(u, V)
= DY (u,v) (DL (u,k+ 1)o(DE (k+1,k+ 1)) 0D (k+1,v))




AUFGABE 1

Teil (a) :

(5,9,0,0,1) = (Ny, max, min, 0, c0)

Teil (b) :
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AUFGABE 1

Teil (c) :
Zunachst einige Hinweise zur Notation und zum Verstandnis...
Verallgemeinerte Operationen:

allgemeine
Akkumulationsoperation:

®
DO DS, =y S

Potenz: induktiv definiert Gber

$P:=1 und s i=s50s"
Stern:

neN



AUFGABE 1

Teil (c) : Laut Vorlesung gilt s* = ¥ s" mit s =1 und s""1 =s @ s".
Im Semiring (S,®,,0,1) = (Ns, max, min, 0, c0) gilt:

> SO:I:oo

» sl=50s"=min{s,00} =
» s?=s5@s'=min{s,s}=s
>

SchlieBlich ist

st=Y X s"=sup{s": ne N} =sup{oo,s,s,...} =c0=1.

Somit gilt dann in der Updateformel

DYV (u,v) = max{D(Gk)(u, v), min {D(Gk)(u, k+1),00, D% (k+1, v)}}
:max{D(Gk)(u,v),min{D(Gk)(u,k+1), ng>(k+1,v)}}
- D (u,v) @ (ng)(m k+1)o DY (k+1, v))



AUFGABE 1

Teil (d) :
> Dél): keine Anderung (Quelle)
» D2): (1,3,4), (3,4,3), (1,4,3)
» D1 (1,5,2), (2,5,2)
» D: (1,5,3), (2,5,3), (3,5,3)
» DY): keine Anderung (Senke)
Teil (e):
D¢/(1,5) = 2 Uber den Pfad (1,2,3,5)



AUFGABE 2

Teil (a) :
(57697@707 1) =
(P(X%),u,0,2,{c})

Update-Formel:

Dék+1)(u’v)
=D (u,v)® (DL (u,k+1) © (DL (k+1,k+1))* @ D (k+1,v) )
:Dék)(u,v)U(Dék)(u,k+1) o o Dék)(k+1,v))
= alt u( Zeile o o  Spalte )



AUFGABE 2

{e.d} {2} o
Teil(b): DO -mAc=| o {} {b)
{c} o {e

_ o [ @ e
Teil (c) : DG) = %) {e} {b}
{c}{d}" {c}{d}"{a} {e}



AUFGABE 2

Teil (d) :

D& (3,3) = DI (3,3) u (DY (3,2) o (DY (2,2))* 0 DY (2,3))

={eu({c}{d}" {a} o {c}" o {b})
={e}u({c}{d}" {ab})

DY(3,3) = 0P (3,3)u (DE)(3,3) o (DY (3,3))" 0 DY(3,3))
-2 (3,3)u(D2(3,3))
= (D%(3,3))"
= ({e} u {c}{d}" {ab})"
= ({e} {d}" {ab})"
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