MACHINE LEARNING, 5. SEMINAR - NEURON

Aufgabe 1. Gegeben sei eine Stichprobe (x!,...,x!) von Datenpunkten x' € R”. Man
finde unter allen Hyperebenen, die durch den Ursprung gehen, diejenige, deren summa-
rischer vorzeichenbehafteter Abstand! zu allen Datenpunkten maximal ist.

Hinweis: Eine Hyperebene wird durch ihren Normalenvektor w beschrieben (Der Nor-
malenvektor sei normiert, d.h. ||w| = 1).

a) Geben Sie den vorzeichenbehafteten Abstand eines Datenpunktes x von der Hyper-
ebene als Funktion von x und w an. Wie ergibt sich die Zielfunktion der Aufgabe?
b) Welcher Vektor w* maximiert die Zielfunktion?

Aufgabe 2. Fiir Muster x € R’ , (d.h. x; > 0), die in zwei Klassen zu teilen sind, wird
die Menge der Entscheidungsregeln
[+ =0

i
betrachtet. Dabei sind der Gewichtsvektor w € R” sowie der Schwellwert b Parameter

der Entscheidungsregel. Wie kann man die unbekannten Parameter anhand einer klassi-
fizierten Lernstichprobe ((xl KD, ) mithilfe des Perzeptron Algorithmus lernen?

Aufgabe 3. Man betrachte die quadratischen Entscheidungsregeln f : R” — {0,1}:

[ 1 wenn xT-A-x+(x,b)+c<0
f (x)—{ 0 sonst,

mit einer n X n Matrix A, einem Vektor b € R" und einer Konstante c. Zeigen Sie, dass
man eine solche Entscheidungsregel mit Hilfe des Perzeptron Algorithmus anlernen
kann.

Hinweis: Transformieren Sie dazu den Inputraum R” in einen geeignet gewihlten ho-
herdimensionalen Raum, in dem die Entscheidungsregel linear wird.

Aufgabe 4. Man betrachte die ,,gewohnliche* Perzeptron Aufgabe, in der die unbekann-
ten Parameter einer Entscheidungsregel (x,w) = b anhand einer klassifizierten Lern-
stichprobe zu bestimmen sind. Zusétzlich sei verlangt, dass bestimmte Parameter posi-
tiv sein miissen, zum Beispiel fiir eine bestimmte Komponente i, des Gewichtsvektors
w;, > 0 gilt. Wie ldsst sich der Perzeptron Algorithmus erginzen so, dass er nur solche
Entscheidungsregel zulisst, die diese Nebenbedingungen erfiillen?

Ipositiv von einer Seite der Hyperebene und negativ von der anderen Seite.
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Aufgabe 5. Betrachten Sie die boolesche Formel
y= (xl \/)fz) A X3,

die jedem Dreitupel x = (x1,x,x3) von booleschen Variablen x; € {0, 1} (Input) einen
booleschen Wert y € {0, 1} (Output) zuordnet. Zeigen Sie, dass sich diese Abbildung
mithilfe eines ,,Netzes* aus Schwellwertneuronen reprisentieren ldsst. Die Neuronen
des Netzes realisieren elementare (z.B. nur zweistellige) boolesche Funktionen und sind
mit einander so verbunden, dass der Output eines Neurons als Input fiir ein anderes
Neuron dienen kann.

Verallgemeinern Sie die obige Aussage auf beliebige boolesche Formeln, d.h. beliebige
Abbildungen {0,1}" — {0,1}.



