D. Schlesinger — TUD/INF /KI/IS

— Submodulare MinSum Probleme

— Submodulare OrAnd Probleme, Relaxation Labelling
— Binére submodulare MinSum Probleme

— MinSum Probleme — MinCut



Submodulare MinSum Probleme

Zur Erinnerung:
— Im allgemeinen Fall sind MinSum Probleme NP-vollstdndig.

— Alle Labelling Probleme sind fiir partielle k-Bdume polynomiell 16sbar.

Submodulare Aufgaben: der Graph ist nicht eingeschrankt,
die paarweisen Funktionen g,,» besitzen aber eine bestimmte Eigenschaft:

Sei die Menge der Label K vollstindig geordnet,
eine transitive, refleksive, antisymmetrische Relation ,,<“,
! im Weiteren sei K = {1,2,...|K|},

R
o
¥ (0] b sei k1 < kg in einem Knoten r
‘. v = und k] < K} in einem anderen Knoten 7’.
- V]
2 Die Funktion g, heiit submodular, wenn
—
e ! g(k17k1)+g(k‘2,ké) Sg(klké)+q<k27k;>

fur alle derartige Viertupel ki, k2, kf, kb gilt.

Eine MinSum Aufgabe (zweiter Ordnung) heifit submodular,
wenn alle Funktionen g, submodular sind.

Die Funktionen g, sind dabei beliebig.
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Submodulare OrAnd Probleme

tf:g okl l‘ Sehr dhnlich (bis auf Operationen):
g(k'la k;) A g(k’2~, ki) = g(k17 k“{) A g(k27 k;)

b0
(y G
Interessant:

Relaxation Labelling liefert fiir submodulare OrAnd Probleme exakte Losung.

Zur Erinnerung:
nach dem Anhalten des Algorithmus sind alle ¢ und g,,» lokal konsistent.

Beweis:
— Sei k1 das ,niedrigste“ nicht weggestrichene Label im 7,
ahnlich, sei k] das ,niedrigste® nicht weggestrichene Label im 7.
— Da das Label ki iiberlebte, gibt es ein Label & im ' so, dass g, (k1,k}) = 1,
ahnlich, gibt es einen Partner kg im r fiir k7, d.h. g, (k2, k1) = 1.

— Aus der Submodularitat folgt, dass g, (k1, k) = 1 gilt,
d.h. so gewéhlten Labels sind mit einander global konsistent.

= In der Situation, wenn in allen Knoten evtl. mehr als zwei Labels nicht weggestrichen
sind, wihle man in jedem Knoten jeweils das ,niedrigste“ (oder jeweils das , hochste)
Label. Das so ermittelte Labelling ist global konsistent.
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Vorbetrachtung

Man betrachte fiir eine Kante (r, ') und Viertupel ki1, k2, ki, kb die Zahl
ar’r’(klv k27 k£7 ké) = gr’r’(klv ki) + g'rr/(k27 ké) - gr’r’(klv ké) - g'rr/(k27 ki)

Dementsprechend ist eine Aufgabe submodular, gdw. alle a < 0.

X ap -
Wichtig: Die « sind invariant zur dquivalenten Transformationen E
— dquivalente Transformationen dndern die Submodularitat nicht. =
n Q

Beweis: nach der Anwendung einer dquivalenten Transformation ®:

:ew(klvk%kla]%)
= glf/w(kl, k1) + g5 (ke ko) — g5 (kv, ko) — 975" (k2, k) =
= g2 (k1, kD) + @y (k1) + S (K)) +
+9° (ka, k) + Gy (K2) + o () —
— g2 k1, k) — Gy (K1) — o (R) —
— g0k (k2, k1) = bppe (R2) = e (R7) =
= %M (ka, K)) + 91 (ko Ky) — g% (ka, Kb) — 9% (ko K}) =
ol (k1 ko, ki, Ky) =
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Binare submodulare MinSum Probleme

Gegeben sei ein bindres submodulares MinSum Problem, d.h.

Q! = Gpp! (07 0) + grr’(lv 1) = Gry? (0) 1) - grr’(lz 0) <0
(es gibt nur ein a pro Kante).

Wird es in die kanonische Form itiberfiihrt, d.h.

By) =+ Y B Wy # y0),

so gilt

Oppt = 0+0— 57“7" - 67'7"
Br'r’ = _O"rr’/2 = _(gr'r’(07 0) + gTr’(lv 1) = Gpp! (07 1) - gr'r"(17 O))/2 >0

= Wird diese Aufgabe in das entsprechende MinCut Problem weiter tiberfiihrt,
so sind alle Kantenkosten des MinCut nichtnegativ

= durch MaxFlow polynomiell 16sbar.
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MinSum Probleme — MinCut

Kette:

MinSum Problem — Binidres MinSum Problem — MinCut (— MaxFlow)

Die Uberfithrung , K-MinSum — 2-MinSum*:

— Fiir jedes Label der urspriinglichen Aufgabe wird eine bindre Variable eingefiihrt
(einen Knoten im Graphen der neuen Aufgabe).

— Die neuen Knoten werden mit ,speziellen Kanten so verbunden, dass eine
eineindeutige Relation zwischen den Labellings der neuen und den Labellings der
alten Aufgabe entsteht.

= alle Labellings werden mit binéren Variablen neu kodiert.

— Die Funktionen ¢ und g der neuen Aufgabe werden so definiert, dass auch die
Energien der entsprechenden Labellings gleich sind.

Weiterhin gilt: die entsprechenden Aufgaben (2-MinSum und K-MinSum) sind
entweder beide submodular oder beide nichtsubmodular.
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K-MinSum — 2-MinSum, Kodierung und ¢
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— Jedem Label k wird eine binére Variable r; zugeordnet.

— Die in der Ordnung benachbarten Variablen werden mit den Kanten verbunden,
die Funktionen g sind ,Z-Pradikate® grr (1,0) = oo, sonst 0.
Diese Funktion g ist submodular!!!

— Jedem Label k entspricht ein Labelling (0...0,1...1), d.h. Yt = 0 fir ¥ < k,
alle anderen Labellings haben unendlich grofle Energie.

— Funktionen ¢ sind:

g, (0) =0, ¢r(1) =q(k) —q(k+1) fir k<K,
4ri (0) = 00, gry (1) = q(K).
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K-MinSum — 2-MinSum, g

Man betrachte zwei Knoten r und 7/, die in der urspriinglichen Aufgabe benachbart sind.

Die neuen Kanten verbinden
jede eingefiihrte binédre Variable in r mit jeder in 7’

Die neuen Funktionen g dafiir sind:
Irieyr (1, 1) = g (K, k41, k' k'+1), 0 sonst

(+ unére Terme, die in ¢ einflieBen).

Es lasst sich zeigen, dass die ,,g-Anteile“ der Energien in beiden Aufgaben gleich sind.

Ist die urspriingliche Aufgabe submodular, so sind alle a-s nichtpositiv
= die so konstruierte bindre Aufgabe ist auch submodular.

Weiter in die Kanonische Form — MinCut — MaxFlow — polynomiell 16sbar.
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