Strukturelle Modelle in der Bildverarbeitung
Markovsche Ketten, Lernen nach dem Maximum Likelihood Prinzip

D. Schlesinger — TUD/INF/KI/IS

— Maximum Likelihood Prinzip (allgemein)
— ML fiir Markovsche Ketten (iiberwacht)
— Untiberwachtes Lernen, EM Algorithmus
— EM fiir Markovsche Ketten
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Lernen

Das iibergeordnete Thema — Lernen

Gegeben sei eine parametrisierte Klasse (Familie) der Wahrscheinlichkeitsverteilungen,
d.h. P(z;0) € P.

Beispiel — die Menge aller Gaussiane im R™

p(; p,0) = _ exp {_M}
o (V2ma)n 202 ’

parametrisiert mit dem Mittelwert ¢ € R™ und o € R, d.h. © = (u, 0)
Eine Lernstichprobe steht zur Verfiigung: z.B. L = (2!, 22, ..., x‘L‘) mit z! € R™.

Man entscheide sich fiir eine Wahrscheinlichkeitsverteilung aus der vorgegebenen Familie,
d.h. fiir einen Parametersatz (z.B. ©* = (u*,0*) fir den Gaussian).
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Maximum Likelihood Prinzip

Die Lernstichprobe ist eine Realisierung der unbekannten Wahrscheinlichkeitsverteilung,
sie ist entsprechend der Wahrscheinlichkeitsverteilung gewtirfelt.

I

Das, was beobachtet wird, hat hohe Wahrscheinlichkeit

U

Maximiere die Wahrscheinlichkeit der Lernstichprobe beziiglich der Parameter:

p(L; ©®) — max
(S
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Diskrete Wahrscheinlichkeitsverteilungen
Allgemeine diskrete Wahrscheinlichkeitsverteilung fiir & € K,
_ K
dh. © = p(k) € RIXL p(k) >0, >, p(k) =
Lernstichprobe L = (k*,k2,... kIFh), k' € K.

Annahme (sehr oft):
Die Elemente der Lernstichprobe werden unabhéngig von einander generiert.

p(L;©) = Hp(k)_H [T =0 =] o0 ®
k

k Lkl=k

ML:

mit den Haufigkeiten n(k) der Werte k in der Lernstichprobe.

Inp(L;©) = Z n(k)In p(k) — max

P
k
oder (bei einer unendlichen Lernstichprobe)
Inp(L; ©) Z p*(k)Inp(k) — max

p
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Das Schannonsche Lemma

Z a; Inz; — max, s.t. z; >0 Vi, Z ;=1 mit a; >0
Methode der Lagrange Koeffizienten:

F:E ailnmi—i-)\(g xi—l)%m)inmax
x
[

i

dF ;
=% 4x=0

dx; T;
dF
—:Zxﬁlzo
A .
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Zc-a,;flzo
i

[¢%3
T =

i,a,[/

Die optimale Wahrscheinlichkeitsverteilung fiir das Beispiel 1:

Zahle, wieviel mal jedes k in der Lernstichprobe vorhanden ist und normiere auf 1.
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Wahrscheinlichketsdichten

Zum Beispiel Gaussian, d.h. eine parametrisierte Wahrscheinlichketsdichte

p(; p,0) = _ L exp {_M}
" (V2mo)n 202 ’
d.h. © = (u,0), mit p € R", o € R.
Lernstichprobe L = (z!,22,...,z!t) — jeder Wert von z ist nur ein Mal (?) vorhanden.
ML:
. _ et — pl?] _
Inp(L;p,0) = Z [—nlna ooz | T
[
=—|L|-n-lnoc — 552 Zﬂml pl|? = max
1
dl L; 1
npbimo) oo L, LN
dp |L]

dinp(L; p,0) 1 ! 2
7:0 = —_—_ —
s o= T leux ull
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ML fur Markovsche Ketten
Das Modell: .
p(z,9;©) = p(y1) - H p(yilyi—1) - Hp(xilyi)

i=2 i=1
Unbekannte Parameter: © = (q1, gi, ¢;) mit
— Startwahrscheinlichkeitsverteilung ¢i1(k) (entspricht p(y1)),
— Ubergangswahrscheinlichkeitsverteilungen g;(k, k') (entsprechen p(y;|yi—1)),
— Bedingte Wahrscheinlichkeitsverteilungen g¢;(c, k) (entsprechen p(z;|y;)).

Lernstichprobe: L = ((xl, yb), (22, 92) ... (2}, yl))
Likelihood:

Inp(L,0) = Z Inp(z!, y';©) =
1

n n
S mah)+ > gyl i)+ Y naileh )
=2 i=1

1
n n
Z In q1(y}) + Z Z In gi(y}, yi_1) + Z Z In gi(af, yf) — max
1 =2 1 =1 1

Jeder Summand kann unabhéngig von anderen optimiert werden!!!
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ML fur Markovsche Ketten

zl:lnm(yi)zz Z In q1 (y Z Z In q1 (k Zm(k)lnql(k)ﬁn};x

klyf klyf k

mit relativen Haufigkeiten nq (k) (in der Lernstichprobe) der Zustdnde im ersten Zeitpunkt.
Nach dem Schannonschen Lemma (da ¢1(k) > 0 und Zk q(k)=1)

q1 (k) ~ na(k)
(Fast) Analog fiir alle Ubergangsmatrizen g;(k, k):

Zlngz‘(yf:,yﬁ 1) ZZ Z In g;(k, k') =
- -

K liyl=k,y; 1=k
Z Z n;(k, k") In g;(k, k') — max
i
k k!

E ni(k, k') In g;(k, k') — max VK’
gi
k

= gi(k, kl) ~ m(k, k’)

Setze die Parameter des Modells auf die aus der Lernstichprobe entnommenen Statistiken.
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Uniiberwachtes Lernen, EM (Idee)

(Allgemein): Das Modell ist eine Wahrscheinlichkeitsverteilung p(z, k; ©)
fiir Paare z (Beobachtung) und &k (Klasse)

In der Lernstichprobe ist die Information unvollsténdig
— die Klasse wird nicht beobachtet, d.h. L = (21,22 ...z}

Die Aufgabe nach dem Maximum Likelihood Prinzip: In p(L; ©) — mélX

Die Idee — ein iteratives Verfahren:

Tz

Lot ury

{xtwtox’]
I.(rhsﬂcl.firo&

e /Para @o Yer )

1. ,Erkennung® (Vervollstindigung der Daten): (z',22...z!), © = ,Klassen“
2. Uberwachtes Lernen: ,Klassen®, (z!,z2...2!) = ©

Achtung!!! Bayessche Erkennung ist nicht moglich, denn es gibt keine Kostenfunktion.
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Unitiberwachtes Lernen, EM (Ableitung)

Inp(L;©) = Z Inp(z!) = Z lnz p(z!, k;©) — Inélx
l l k

Expectation-Maximization Algorithmus:
Man fiihrt eine ,Nahrhafte Eins“ wie folgt ein:

() Inp(k, 2:0) — S ay(h) n <2E250)
> zk: (k) In p(k, o'; ©) ij 6

l
mit a;y(k) >0, >, a;(k) =1 fir alle 1.

Dann ist dieser Ausdruck dem oberen dquivalent (Beweis nur fiir einen Muster z'!):

L p(k, z!; ©)
;al(k) Inp(k,z";©) — Zal HW

Z {al(k) In p(k, zh Q) — [al(k) In p(k, zh 0) — ay(k) In Z p(k, zh @)H =
k

k!

Z ay(k) lnz p(k, z Q)= lnz p(k, z Q) - Z ai(k) = lnz p(k, 7 (S)}
k 134

k! k k!
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Uniiberwachtes Lernen, EM-Algorithmus

Inp(L;©) = F(O,a) — G(©,®), mit

F(0,a) = ZZQ[ lnpkm o)
G(O,a) = ZZ"” % Zzal ) In p(k|at; ©)

Man starte mit einem beliebigen Parametersatz ©(®) und wiederhole:

Expectation Schritt — ,die Fehlenden Daten vervollstandigen*:
Man wihle (! so, dass das Maximum von G beziiglich © genau an der Stelle ©(*) eintritt.

Laut Schannonsches Lemma:
t
ot (k) = p(klz';009)
Achtung!!! Das ist keine Optimierung, das ist eine Abschéatzung der oberen Schranke fir G.

Maximization Schritt — ,iiberwachtes Lernen“:
Man maximiere F' beziiglich ©:
0+l = argmax F(©, a(")
S
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Zusétzliche Bemerkungen

Der Maximum-Likelihood Schétzer ist konsistent,
d.h. er liefert die tatsidchlichen Parameter bei unendlichen Lernstichproben.

Der Maximum-Likelihood Schétzer ist nicht immer erwartungswerttreu,

d.h. bei endlichen Lernstichproben stimmt der Mittelwert des geschitzten Parameters
nicht unbedingt mit dem tatséchlichen iiberein.

Beispiele: ML fiir p ist erwartungswerttreu, ML fir o — nicht.

Expectation-Maximization Algorithmus konvergiert immer,
aber nur zum lokalen Optimum (nicht global).

cark J\'
(x'%3.x%) - )
Llrhsﬂdl«lﬂroo’( "Er\éeuuu “g J*’Eﬁ‘:\“tks
v cwe th
T etmmmre)

Ersetzt man im Expectation Schritt die Berechnung der a-posteriori Wahrscheinlichkeiten
durch Erkennung, so erhalt man etwas, was dem K-Means Algorithmus &hnlich ist. Oft
nennt man das (filschlicherweise) ,,EM-like Scheme® Das ist kein ML! Allerdings ist dies
sehr populér, denn es ist unter Umsténden viel einfacher anstatt der benotigten marginalen
Verteilungen zum Beispiel MAP-Entscheidung zu berechnen.
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EM fir Markovsche Ketten

Das Modell:

n n
p(z,y;0) = p(y1) - Hp(yilyifl) : Hp(xilyi)
i=2 i=1
Unbekannte Parameter: © = (q1, gi, ¢;) mit
— Startwahrscheinlichkeitsverteilung ¢i1(k) (entspricht p(y1)),
— Ubergangswahrscheinlichkeitsverteilungen g;(k, k') (entsprechen p(y;|yi—1)),
— Bedingte Wahrscheinlichkeitsverteilungen g¢;(c, k) (entsprechen p(z;|y;)).

Lernstichprobe: (jetzt anders!!!) L = (2,22 ... 2!

Die nicht beobachtbaren Folgen y entsprechen den ,Klassen“ k im allgemeinen Fall
— das, woriiber summiert wird.

Likelihood:
Inp(L,©) =Y Inpizhbe)=)Y 1 Ly @) =
np(L,©) an(z ) anp(zy ) — max
d Y

Man fithre a;(y) > 0 mit Zy a(y) =1 fir alle [ ein.

In Expectation Schritt setzt man o;(y) = p(y|z}; ©).
Dies ist technisch nicht méglich — nur Hilfskonstrukt.
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EM fir Markovsche Ketten

Maximization Schritt:

D) ) inply:0) =
l y
n n
3D ) o)+ > gy v+ Y naiehy) | =
Iy i=2 i=1
Zal(k)lnql +ZZalkl€ )1In g;(k, k") +Zo¢lcklnq1ck)%max
k

i=2 kK’
mit

Z Z a(y Z Z ylz 0) Zp(ylzk\ml;Q)
l l

yiy1=Fk yiy1=Fk

ai(k, k') = Z Z a(y) = Zp(yi = k,yi1 = K|z 0)

yiyi=k,yi— 1=k

l
aie,k) = Z > =Y plyi=kz = clz;©)
l

yyi=k,zi=c

Die ay(y) werden nicht explizit bendtigt, sondern nur die ,,marginalen® a-s.
Diese lassen sich effizient mit dem SumProd Algorithmus berechnen.
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EM fir Markovsche Ketten

Zusammenfassend:
Initialisiere die Parameter q£0)7 gl(o) und q§0>
Wiederhole

1. Expectation: berechne

o1 (k) = E p(y1 = klz'; ¢, ¢, ¢)
1

ik, k') = E p(yi = kyyic1 = K2’ 47, 687, ¢)
l

ai(c, k) = E Py = kyai = clz'; ¢, ¢, )
1

mit dem SumProd Algorithmus.
2. Maximization: setze

qY’Jrl)(k) ~ ai(k) normiert so, dass Z q§t+1)(k) =1
k
ggprl)(k, k') ~ ai(k, k') normiert so, dass ZggtJrl)(k, Ey=1 VK
k
q£1'+1>(c, k) ~ ai(c, k) normiert so, dass Z qgurl)(c, k)y=1 Vk
c
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