MUSTERERKENNUNG,
6. SEMINAR - MAXIMUM-LIKELIHOOD PRINZIP

Aufgabe 1.
a) Die Wahrscheinlichkeitsverteilung einer skalaren GroBe x € R ist

p(x) = C-exp[—tlx—u]]
mit reellen Parametern 7 > 0 und u. Sie sollen nach dem Maximum-Likelihood Prinzip
anhand einer Lernstichprobe L = (x1 X2, ,x|L‘) angelernt werden. Wie ergeben sich

daraus die gesuchten Groflen?

b) Losen Sie diese Aufgabe fiir die Wahrscheinlichkeitsverteilung

_ [ Ceexp[—t(x—p)] wenn x> p,
p(x) = { 0 sonst.
Hinweis: Beriicksichtigen Sie, dass bei manchen Werten von u die Wahrscheinlichkeit
bestimmter Muster x’ in der Lernstichprobe p(x') = 0 ist. Somit ist die Wahrscheinlich-
keit der gesamten Lernstichprobe auch P(L) = 0 (und folglich nicht maximal). Offen-
sichtlich miissen solche Werte von u ausgeschlossen werden.

Aufgabe 2. Ein Objekt kann sich in zwei Zustinden k = 1,2 befinden. Die a-priori
Wahrscheinlichkeiten p(k=1) und p(k=2) seien bekannt. Die bedingten Wahrschein-
lichkeiten fiir die Merkmale x € R” sind GauB3sch verteilt:

1 e — p?
x|k) = ex [— ]
plxlk) (V2moy)" P 207
Beide Verteilungen haben dasselbe Zentrum p aber unterschiedliche Streuungen oy.

Gegeben sei eine klassifizierte Stichprobe L = ((x!,k'),..., (x| k/H)). Seien die Streu-
ungen o; bekannt. Man schitze pu mit Hilfe des Maximum-Likelihood Prinzips.



Aufgabe 3. Die Merkmale eines Objektes, welches sich in zwei Zustinden k = 1,2
befinden kann, sind Vektoren x = (x1,x;) € R?. Die Wahrscheinlichkeitsverteilung ist

p(k=1) = p(k=2),

plk=1) = C-exp [—M] ,

p(x[k=2) =C-exp {— a

mit den Parametern Uy, p, o € R.

a) Wie sieht die Klasse der Entscheidungsregeln fiir dieses Wahrscheinlichkeitsmodell
aus (mit der Kostenfunktion C(k, k") = M(k#k"))?

b) Seien die Parameter p; und u, unbekannt. Gegeben sei eine Lernstichprobe L =

(L&), (x|L|,k|L|)). Finden Sie die unbekannten Parameter nach dem Maximum
Likelihood Prinzip.

¢) Finden Sie die Entscheidungsregel, die die Anzahl der Fehlklassifikationen auf der
Lernstichprobe minimiert.

Aufgabe 4. Man betrachte ,,Mixtur der Gaussiane* als Wahrscheinlichkeitsverteilung
einer Zufallsvariable x € R":

! [l — ] \2]
xX)=Y wp- (U, 0) =) W ——exp|—————|,
p(x) ;k (x; iy, 0) ;k(\/ﬁa)" P{ 702
mit wy > O fiir alle £ und } ; wy = 1. Alle unbekannte Parameter der Mixtur (d.h. die
Gewichte wy, die Zentren U und die Streuung o) sollen anhand einer Lernstichprobe

L= (x",x>...x") angelernt werden.

Hinweis: das Modell kann als eine Wahrscheinlichkeitsverteilung der Paare p(k,x) =
p(k) - p(x|k) verstanden werden, in der die ,,Klassen“ k den Gaussianen entsprechen,
d.h. p(k) = wy und p(x|k) = A (x; l, o). Die Lernaufgabe besteht somit im uniiber-
wachten Lernen der Parameter. Die Daten in der Lernstichprobe sind dabei unvollstin-
dig: nur x! wird beobachtet, die Klasseninformationen k' fehlen. Losen Sie diese mittels
Expectation-Maximization Algorithmus.



