


Neuron

Input z € R”, Gewichte w € R", Schwellwert b € R,
Aktivierung ¢y’ = Zl wiz; = (w, T),
Output y = f(y' — b) = f({w, z) — b)

wy n Step-Funktion
1 T2 T3 ... Tp

!

Y

_ 1
f) = 1+exp(—y’)
Sigmoid-Funktion (differenzierbar)

Kurz (Swellwertneuron): (z,w) < b
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Geometrische Interpretation

T2
X (z,w) = ||| - [|w]| - cos ¢
z Sei w normiert, d.h. [w|| =1
\ 7
o 7\\<x, w) e = ||z|| - cos ¢ — Lénge der Projektion von z auf w
s N s
- 7 = Trennebene (z, w) = const
Ve i g
& - . . . .
W 7 Neuron realisiert einen linearen Klassifikator
7
7
£ b
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Spezialfall — Boolsche Funktionen

Input: = = (21, 22), z; € {0,1}.

Gesucht ist das Neuron (w und b), dass y = z1 &z realisiert.

x2

z1

e i=li=]k=}
—
X

wy =wp =1, b=1.5

ODER, Andere boolsche Funktionen, XOR geht nicht!!!
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Lernaufgabe

Gegeben: Lernstichprobe ((Jtl7 yb), (22,92),. .., (zF, yL)), zt e R™, yt € {0,1}
Gesucht: w € R”, b € R so dass f({z!,w) — b) = ¢! firalle I =1,...,L
Fiir einen Schwellwertneuron — System linearer Ungleichungen:

(! wy > b wenn gyt =1,
(gl wy < b wenn y' = 0.

\ 1

Es gibt (im Allgemeinen) mehrere Losungen!!!
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,Vorbereitungen*

Vorbereitung 1:

w und b zu einem Parametervektor w: 2

= (z1,22,...,%) = X Al

z=(z1,22,...,%n,1) X T

w= (w1, w2,...,wn) = I X % X

= (w1, w2, ..., Wn, —b) \ /I

uz ~l Voo X x *

(2, w)y 2 b= (3, @) 20 NN X
v X_--"

Vorbereitung 2: M) }U’ -7

alles zum einheitlichen System: - TN I

al = 7! fiir I mit y' =1 AN

= —z! fiur I mit y' =0 o

1 I
{ (z',w) > b wenn y' =1 = @ha)y>o0 W

(z, w) < b wenn yl =0
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Perzeptron Algorithmus

Algorithmus zur Losung des Systems linearer Ungleichungen

(zt,w) >0 fur alle I =1,..., L.
1) Suche eine noch nicht erfiillte Gleichung, d.h. ein I so dass (z!, w) < 0 gilt;
2) Wenn nicht gefunden — Ende,

neu alt

sonst, aktualisiere w = w* 4 g, gehe zu 1).

X2
X
X
2! X
X X
X X
1

— Der Algorithmus terminiert, wenn eine Losung existiert.
Wenn keine Losung existiert, hilt er nie an.

— Die Losung ist (bis auf eine Skalierung und unter Umsténden)
ein Punk in der konvexen Hiille der Lernstichprobe
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Beweis der Konvergenz

w2 = o™ + 2|2 = o™ | + 2(w™, 2%) + [|27]]* < w(™|* + D
= [[w™| < vaD weil (w(™,z?) <0 (nicht erfiillt)

<w("+1), w*) B (w(n)7 w*) (xi, w*) (u)(n)7 w*)

= > +€
flwl flwl flw]] flw]]
(n) qp* )
% > ne weil (z',w*) >0 (erfillt)
w*
(™, w) ¢ .
> m > \/EB wegen Cauchy-Schwarz Ungleichung
w*| - ||w
D2
=n< —
S 2

Wenn eine Losung w* existiert,
konvergiert der Algorithmus nach hochstens D?/e? Schritten.

D = max||7!||, €= min; (2}, w*)/|w*| — der Margin.
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Beispielaufgabe

Entscheidungsregel fiir eine reelwertige Grofle € R sei ein Polynom k-tes Grades, d.h.

anz” + ap_12" 1+ .. +aiz+ao = E a; 7" =0
i
Man lerne die unbekannten Koeffizienten a; des Polynoms
anhand einer klassifizierten Lernstichprobe ((a:l, yh .. .)7 ot e R, y' € {0,1}.

Man iiberfiithre die Aufgabe in eine Perzeptron-Aufgabe.

Obwohl die Entscheidungsregel beziiglich z nicht mehr linear ist,
ist sie immer noch linear beziiglich der Parameter a;

= System linearer Ungleichungen

w = (an, an_1,...,01,a0)
= (z", 2" 1,...,2,1) — und das fiir jedes [ (ein n + 1-dimensionaler Vektor)

> aizt = (&, w) = Perzeptron Aufgabe.

Allgemein: durch eine geeignete Transformation des Raums lassen sich viele nicht-lineare
Entscheidungsregel mit dem Perzeptron Algorithmus lernen.
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Kosinec Algorithmus

x

Es existieren mehrere Losungen

¥

Man suche nach einem

HwStreifen maximaler Breite,

der die Lernstichprobe separiert.
(Max-margin, large-margin training)

D. Schlesinger

Mustererkennung:

T2
X
X
X % X
> X X
\\ ><
X\
W o

Nach ,Vorbereitung 1 und
,Vorbereitung 2:

(2l w)
min ——— — max
v fJwll w
Vergleiche mit Perceptron

(2! w)
min ——~

>0
v ]

Neuron
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Kosinec Algorithmus

T2
7\ e-genauer Algorithmus:
€
e 1 Suche ein z! so dass <ﬁ ) < Jw|| — e gilt;
YA 2 Wenn nich gefunden — Ende.

3 Suche v* = arg min, || w® + y(z! — w)||2,

aktualisiere w"e% = w* 4 ~(z — walt)7

xl gehe zu 1.

I

Terminiert nach einer endlichen Anzahl der Schritte bei e > 0
(Beweis dhnlich dem Perzeptron Algorithmus)

Terminiert nicht unbedingt bei € = 0.
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