D. Schlesinger — TUD/INF /KI/IS



Gemeinsames

Gegeben ist ein Graph mit der Menge R der Knoten (Definitionsbereich) und der Menge
E = {{r,r'}} der Kanten.

Jedem Knoten r € R entspricht eine Variable, die die Werte aus K (Wertebereich,
Labelmenge) annehmen kann.

Ein Labelling f : R — K ist eine Abbildung, die jedem Knoten einen Label aus K
zuordnet. fr bezeichnet den Label des r-ten Knotens.

Ergénzungen/Varianten:
Hypergraphen statt Graphen, K C R (kontinuierlich) etc.
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Constraint Satisfaction Problems

In jedem Knoten sind manche Labels ,verboten“, d.h. gibt es boolesche Funktionen
gr+ K —{0,1}

Auflerdem sind manche Labelpaare entlang jeder Kanten verboten — Funktionen
g K X K — {0,1}

Diese Funktionen représentieren lokale Einschrénkungen.

Ein Labelling gilt als ,zuldssig® (konsistent), wenn er keine Einschrénkungen verletzt:

AN =Nattn N\ g lf)

r€ER rr'€E

Die Aufgabe ist zu priifen, ob es ein konsistenten Labelling gibt:

o=\ aen=\|N\atr N\ owllet)
f

f Lrer rr’'€E
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CSP, Beispiele

n-Damen Problem: auf einem nxn Schachbrett werden n Damen so positioniert, dass sie
einander nicht schlagen.

Knoten — Felder, Variablen — {0,1} (eine Dame ist da oder nicht).

Paarweise Einschrankungen:

zwei Felder r und 7/, die einander schlagen, werden mit einer Kante verbunden.
Die Funktion g ist:

— . —
gm,«(k,k’):{ 0 wenn k=k"=1

1 sonst

Sudoku, nSAT-Probleme usw.
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CSP, Relaxation Labelling Algorithmus

Man untersucht lokal die Umgebung eines Knotens und verbietet explizit alles, was
offensichtlich nicht sein kann (Wegstreichen Algorithmus).

Man wiederhole

a: (k) = a: (k) A [\ \/ gy (k. K)
rr! kk’
gr’r’(k7 k/) = grr/(kv kl) A qr(k) A QT’(k/)

solange sich was dndert.

Nach dem Anhalten des Algorithmus sind drei Félle moglich:
1) In einem Knoten ist alles verboten: es gibt kein konsistenter Labelling

2) In jedem Knoten bleibt genau ein Label: es gibt ein konsistenter Labelling, der aus
den iibrig gebliebenen Labeln besteht

3) In manchen Knoten bleiben mehr als ein Label iibrig: die Aufgabe bleibt ungeldst

Allgemeiner Fall — die Aufgabe ist NP-vollstandig.
Basis Graph ist eine Kette — im 3) Fall existiert ein konsistenter Labelling.
Bei manchen Funktionen g ist dies auch der Fall — die Aufgabe ist polynomiell 16sbar.
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Energieminimierung

Funktionen ¢, : K — R und g,,v : K X K — R verbieten nichts, sondern bestrafen.

Die Qualitédt eines Labellings ergibt sich als:

QH =D e+ > g lfritd)

Gesucht wird der Labelling minimaler Qualitéat:
Q =min Q() =min | > a:(f) + Z Grr (Frsfy0)
T Tr

Beispiel: Segmentierung (siche Vorlesung BV).

Relaxation Labelling Algorithmus fiir CSP entspricht dem Diffusion Algorithmus fiir

Energieminimierung.

CSP ist ein Spezialfall der Energieminimierung — alle lokale Qualititen (die Werte der ¢

und g Funktionen sind 0 oder o).

Energieminimierung — ,,Soft CSP*,  ValuedCSP“
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Partition Funktion

Aus der Physik: Wahrscheinlichkeit des Zustandes eines Systems ist
p(f) ~ exp(—E(f)).

Sei die Energie als in der Energieminimierung (Summe lokaler Bewertungen).
Die resultierende Wahrscheinlichkeitsverteilung (Markovsches Zufallsfeld) ist

)= 5o | S0l + > 0wt | = 5 [[a6) [[om s

mit §(-) = exp q(-) und g(-) = exp g(-) — Produkt lokaler Bewertungen.

Die Normierungskonstante (damit pr(f) =1)

2=y [Izw-[[ow G
f T rr!

heifit Partition Funktion.
Anwendung: marginalisierung (z.B. beim Lernen mit EM-Algorithmus).

Analog der Diffusion Algorithmus fiir Energieminimierung — Belief Propagation.
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Allgemeine Formulierung

Q = VINatdn N gl

f rER ' €E

Q = min qu(fr)Jngw(fr,fw)

e = > |ITew T om0t

f

e = PB|Ratn) @R g i)
f L rr’

d.h. dieselbe Aufgaben in unterschiedlichen Semiringen (W, ®, ®)
¢r: K — Wund g,,.v : KX K —> W

Spezialfalle:
OrAnd (CSP), MinSum (Energieminimierung), SumProd (Partition Funktion)

D. Schlesinger ME: Labelling Probleme 8 /9



Stand der Technik

Alle Labelling Probleme sind NP-vollstandig im allgemeinen Fall.

Alle Labelling Probleme sind durch Dynamische Programmierung polynomiell lésbar,
wenn der Graph einfach ist (z.B. Kette).

OrAnd Probleme auf allgemeinen Graphen sind beziiglich der Eigenschaften der Funk-
tionen g vollstdndig klassifiziert (polynomiell <» NP).

Submodulare MinSum Probleme auf allgemeinen Graphen sind polynomiell 16sbar.

Es gibt viele ndherungsweise effiziente Algorithmen fiir MinSum Probleme auf allgemei-
nen Graphen.

Es gibt wenige ndherungsweise nicht effiziente Algorithmen fiir SumProd Probleme auf
allgemeinen Graphen.
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