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Kapitel 1

Die reellen Zahlen

Die Analysis befasst sich mit reellen Zahlen, Funktionen auf den reellen Zah-
len und ganz vielem anderen mehr, was aber letztlich daraus hervorgeht. Ihre
Entwicklung ist eng verkniipft mit dem Fortschritt von Physik und Ingenieurwis-
senschaften. Die grundlegenden Beitrdge stammen fast zeitgleich von Gottfried
Wilhelm Leibniz (1646 — 1716) und dem vielleicht grofiten Physiker dieses Jahr-
tausends Sir Isaac Newton (1642 — 1727). Allerdings war der Zahlbegriff bis ins
18. Jahrhundert hinein noch recht intuitiv und fiir das Abstraktionsniveau unse-
rer heutigen Mathematik unzureichend. Erst Ende des 19. Jahrhunderts erfolgte
die Prézisierung des Zahlbegriffs. Zu nennen sind hier an erster Stelle Karl Wei-
erstrafs (1815 — 1897), ferner Bernard Bolzano (1781 — 1848) als Vorldufer und
Richard Dedekind (1831 — 1916), Georg Cantor (1845 — 1918), Guiseppe Peano
(1858 — 1932).

In dieser Veranstaltung werden zunéchst die reellen Zahlen axiomatisch einge-
fithrt. Die Sprache, in der dies geschieht, bendtigt einige Grundlagen der Men-
genlehre, die Cantor um 1880 herum eingefiihrt hat. Die Mengenlehre ist ein
Zweig der Grundlagen der Mathematik, dies auch ein Teilgebiet der Mathematik,
auf der Grenze zur Philosophie angesiedelt. Wir interessieren uns aber mehr fiir
die Mathematik, die in Naturwissenschaft und Technik Anwendung findet und
benutzen die Mengenlehre i. w. als Sprechweise.

Nach Cantor ist eine Menge eine Zusammenfassung von wohlbestimmten, wohl-
unterschiedenen Objekten unserer Anschauung oder unserers Denkens zu einem
Ganzen. Dies ist keine mathematische Definition, aber sie ist fiir unsere Zwecke
ausreichend. Z. B. ist die Menge aller Menschen mit italienischer Staatsangeho-
rigkeit eine Menge, nennen wir sie I. Oder die Menge aller Menschen griechischer
Staatsangehorigkeit ist eine Menge GR, ebenso die Mengen D, DK, F, ... der
Menschen mit deutscher, dénischer, franzosischer, ... Staatsangehorigkeit. Ein
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einzelnes Objekt o einer Menge M nennt man auch Element von M und schreibt
ceM

also z. B.
Lionel Jospin € F© |, Giovanni Trapatoni € I , Tony Blair € GB

oder
7€N,

wobei N die Menge aller natiirlichen Zahlen bezeichnet. Genaueres findet man im
nachsten Abschnitt.

Es gibt verschiedene Methoden, die reellen Zahlen einzufithren — das sind die
Zahlen, die man als abbrechende oder nicht abbrechende Dezimalbriiche schreiben
kann. Die vielleicht befriedigendste Methode besteht darin, sie aus den natiirli-
chen Zahlen N := {1,2,3,...} zu konstruieren. Dabei konstruiert man zunéchst
aus N die ganzen Zahlen Z := N U {0} U {—n: n € N} so, dass die Subtrakti-
on unbeschrinkt ausgefiihrt werden kann. Aus Z konstruiert man die rationalen
Zahlen Q := {£: p € Zq € N} so, dass die Division (aufser Division durch 0) un-
beschréankt durchgefiihrt werden kann. Diese Konstruktionen sind algebraischer
Natur.

Schon die alten griechischen Mathematiker haben den Zusammenhang zwischen
der Menge der Zahlen und dem geometrischen Objekt Gerade gesehen: sie haben
die rationalen Zahlen als Punkte auf der Zahlengeraden gedeutet. Umgekehrt will
man die Menge der Zahlen als die Menge aller Punkte auf der Zahlengeraden
deuten. Schon Pythagoras (570 — 497 v. Chr. (7)) wufste, dass Q nicht die ge-
samte Zahlengerade ausfiillt. (Einer seiner Schiiler hat wohl mit seinem Leben
dafiir bezahlen miissen, dass er dieses geheime Wissen der Pythagoréer 6ffentlich
gemacht hat.)

Mit einer analytischen Konstruktion kann man schlieflich Q erweitern zur Menge
R der reellen Zahlen, die dann wirklich die gesamte Zahlengerade ausfiillen. Man
findet dieses Programm dargestellt in dem Buch [14].

Bei dem beschriebenen Vorgehen war man bei den natiirlichen Zahlen gestar-
tet. Man kann auch diese — ausgehend von der Mengenlehre — konstruieren,
oder man hélt es mit Kronecker (1823 — 1891): Die natiirlichen Zahlen hat der
liebe Gott gemacht, alles Ubrige ist Menschenwerk. Dann wiirde man die natiir-
lichen Zahlen axiomatisch beschreiben (mit Hilfe der Peano-Axiome ) und die
Konstruktion von R iiber Z, Q durchfiihren.

Um aber moglichst bald zu dem zu kommen, was uns interessiert, starten wir mit
der Angabe eines Axiomensystems fiir die reellen Zahlen. D. h. wir prézisieren
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das Grundwissen, das wir von den reellen Zahlen haben, durch ein mdglichst
einfaches System von Aussagen, aus denen dann alles {iber die reellen Zahlen
hergeleitet wird. Insbesondere werden wir dann auch N, Z, Q als Teilmengen von
R definieren.

Wir werden R einfiihren durch: Die Menge R der reellen Zahlen ist ein geordneter,
(ordnungs- Jvollstandiger Kérper.

Dies ist ein Programm fiir eine Definition: Wir haben zu erklaren, was ein Kérper
ist und was es heifst, dass dieser Korper geordnet und vollstandig ist.

Im folgenden Abschnitt sollen einige logische und mengentheoretische Grundlagen
bereitgestellt werden. Der Abschnitt kann tiberschlagen werden. Man sollte ihn
zu Rate ziehen, wenn Probleme mit den Schreibweisen auftreten.

1.1 Grundlagen aus Logik und Mengenlehre

Vorbemerkung: Die Sprache — aber nicht der Inhalt — der Mathematik sind
Logik und Mengenlehre. So wie man eine Fremdsprache auch nicht einiibt, indem
man zunachst alle Vokabeln und grammatikalischen Regeln lernt und erst dann
beginnt, sie zu sprechen, so werden die folgenden Begriffe je nach Bedarf erst nach
und nach in der Vorlesung eingefiithrt. Daher ist dieser Abschnitt auch weniger
zum Durcharbeiten und mehr zum Nachschlagen gedacht.

Fiir die Begriffe “Aussage”, “Menge”; “Element” einer Menge werden keine mathe-
matischen Definitionen gegeben. Unter einer AUSSAGE verstehen wir ein sprachli-
ches Gebilde, dem ein Wahrheitswert WAHR (w) oder FALSCH (f) eindeutig zuge-
schrieben werden kann. Unter einer MENGE versteht man “eine Zusammenfassung
von bestimmten wohlunterschiedenen Objekten unserer Anschauung oder unseres
Denkens zu einem Ganzen” (G. Cantor 1845 - 1918). Die einzelnen Objekte, die
da zusammengefakt werden, heifen die ELEMENTE (der Menge).

In der mathematischen Logik werden Regeln fiir die Bildung neuer zuldssiger
Aussagen aus gegebenen Aussagen festgelegt, indem der Wahrheitswert der neuen
in Abhéngigkeit von den Wahrheitsswerten der gegebenen Aussagen festgelegt
wird. Hierzu verwendet man i.a. “WAHRHEITSTAFELN” (s. u. ).
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Sind A, B Aussagen, so bedeuten:

- A die Aussage “nicht A”
ANB die Aussage “A und B”
AV B die Aussage “A oder B”
A= B die Aussage “A impliziert B”
alternativ :  “B folgt aus A”
“wenn A, so B”
“A ist hinreichend fiir B”
“B ist notwendig fiir A”
A< B die Aussage “A und B sind dquivalent”
alternativ : “A genau dann, wenn B”

Die Wahrheitswerte sind dementsprechend durch die folgenden Wahrheitstafeln
festgelegt:

A|B|-A|ANB|AVB|A=B|A&B
wlw| f w w w w
w|f|f f w f f
flw| w f w w f
flflw f f w w

Aussagenlogische REGELN (“Tautologien”) sind nun solche zusammengesetzte
Aussagen, die unabhéngig vom Wahrheitsgehalt der Einzelaussagen wahr sind.
In den folgenden Beispielen fiir Tautologien seien A, B, C' irgendwelche Aussagen
und F' eine falsche Aussage. Schliefslich legen wir zur Vermeidung allzu vieler

Klammern fest, dafs wenn nicht durch Klammern anders verlangt, “—" stets vor
und “=" sowie “<” stets nach den Operatoren “A” und “V” durchzufiihren sind.
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Natiirlich kann die folgende Regelliste nicht vollstdndig sein:

Kommutativgesetze:
AVB< BV A
ANB & BANA }

Assoziativgesetze:
(AVB)VC < Av(BV(Q)
(ANB)ANC < AN(BAC) }

Distributivgesetze:

AN(BVC)< (AANB)V(ANC)
AV(BANC) < (AVB)AN(AVO) }
doppelte Verneinung:

Gesetze von de Morgan:

- (AANB)& -AV - B
—\<A\/B)<:> - AN - B }
Umformungen der Implikation,
Regeln fiir indirekte Beweise:
(A= B) < -AV B )
-(A=B) & AN -B
(A=B) & (-B= -4

(A= B) < (AN -B= -A)

(A=B) < (AN -B=B)

(A=B) & (AN-B=VF)

Regeln fiir logische Schliisse:
ANB= A
A= AV DB
AN(A=B)=1B (S)
(A= B)AN(B=C)= (A= C)

(A= B)AN(A=C)= (A= BAC(C)

Widerspruchsfreiheit:

(AN -A) (W)

Tertium non datur:

AV —A (T)

(K)

(AS)

(D)

(éB)

7

In der Mathematik, aber auch in der Umgangssprache, treten oft sprachliche Ge-
bilde auf, in denen ein oder mehrere Subjekte durch einen oder mehrere Platzhal-
ter ersetzt sind. Setzt man dann fiir den oder die Platzhalter geeignete Subjekte
ein, so ergibt sich — je nach Einsetzung — eine wahre oder falsche Aussage. Géngi-
ges Beispiel aus der Mathematik ist eine Gleichung, etwa “x+7 = 9”: dies ist erst
dann eine Aussage, wenn fiir x eine Zahl, also ein Element aus einer zuvor fest-
gelegten Menge eingetragen wird. Beispiele aus der Umgangssprache sind Séatze
mit Pronomina.
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Ist M eine Menge und a(z) ein sprachliches Gebilde, welches bei Ersetzung des
Platzhalters x durch irgendein Element von M zu einer Aussage wird, so nennt
man a(x) eine “AUSSAGEFORM iiber M”. Aus einer solchen Aussageform lafst
sich aber nicht nur durch Einsetzung spezieller Elemente aus M eine Aussage
machen, man kann auch Aussagen dariiber machen, ob und eventuell wie viele
Einsetzungen fiir x es in M gibt, die eine wahre Aussage liefern. Die Aussage, daf
es iiberhaupt eine Einsetzung fiir z in M gibt, durch die a(x) zu einer wahren
Aussage wird, nennt man “die EXISTENZAUSSAGE iiber a(z)”. Man schreibt

V a@)

und liest
“Es gibt ein x aus M, fir das a(x) gilt” .

Dies ist jetzt wieder eine Aussage, die wahr oder falsch sein kann:

Beispiele: \/, .z 2®+1=0 ist falsche Aussage
V,eg 2 >0 ist wahre Aussage
V,ecg 2> —1=0 ist ebenfalls wahre Aussage .

(Hier ist R die Menge der reellen Zahlen.)

Im zweiten Beispiel ist aber noch viel mehr wahr: Es gibt nicht nur eine reelle
Zahl, deren Quadrat nicht negativ ist, sondern das Quadrat einer jeden reellen
Zahl ist nicht negativ. Ist a(z) eine Aussageform iiber M, so nennt man die
Aussage, dab jede Einsetzung aus M fiir x a(x) zu einer wahren Aussage macht,
“die ALLAUSSAGE {iber a(x)”. Man schreibt

N alx);

und liest
“Fiir alle x € M gilt a(x)” .

Auch dies ist eine Aussage, die wahr oder falsch sein kann:

Beispiele: A, .p 2> >0 ist wahr.
Nper 2> —1=0 ist falsch.

Sprechweise: Die Variable(n) in einer Aussageform nennt man freie Variable.
Uberfithrt man eine Aussageform in eine Existenz- oder Allaussage, so sagt man:
“Die freie Variable wird durch den Existenz- oder Allquantor gebunden”.

Diese Sprechweise ist niitzlich, wenn man die Situation beschreiben will, die sich
bei Aussageformen mit mehreren Variablen ergibt. Sind M, M> Mengen und
a(xy1,x9) ein sprachliches Gebilde, welches bei Ersetzung der Platzhalter z; und
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xo durch ein Element aus M; und ein Element aus M; zu einer Aussage wird,
so nennt man a(xy, z5) eine (zweistellige) Aussagenform iiber M; x My (zur Be-
zeichnung “M; x M,” siche unten). Analog definiert man 3-, 4- ..., n-stellige
Aussagenformen iiber M7 x My x Mz, My x My x Mz x My bzw. My x -+ x M,,.
Bindet man eine der Variablen, etwa z,,, einer n-stelligen Aussageform mit einem
Existenz- oder Allquantor, so erhdlt man eine (n — 1)-stellige Aussageform:

Beispiele (n = 2) :

1+ 22=0 zweistellige Aussageform iiber R x R
\/m2 cr T1+tw2=0 einstellige Aussageformen tiber R
/\m er T1+w2=0 x ist freie, x5 gebundene Variable

(wahre) Aussage:
Nojer Vayer 1+ 22 =0 “Zu jedem z; € R gibt es ein 2 € R,

so dafs x1 + x9 = 0 ist”.

(falsche) Aussage:
Varer Niyer T1 +72 =0 “Es gibt ein 2; € R ,s0 daf fiir

alle x5 € R gilt: 1 + 29 = 0"
r+y=1ANzxz—y=0 ist zweistellige Aussageform iiber R x R .

Wie im letzten Beispiel konnen die logischen Partikel “A, V, =, <, =" beim
Aufbau von Aussageformen verwendet werden.

Wir geben noch eine Auswahl von Regeln fiir den Umgang mit Quantoren an:

7 (Nserr @) & Vaeps (ma(2))
= (Vaen (@) € Agens (- alz))

“De Morgansche Regeln”

Ist 2 ein spezielles Element von M, so gilt stets

/\ a(r) = a(:/L\’) = \/ a(x) .

xeM xeM

Hierbei steht eine Ketteder Art A = B = C fiir (A = B)A(B = (). Man beach-
te in diesem Zusammenhang die vierte Regel fiir logische Schliisse. Ist schliefilich
a(x,y) Aussageform iiber X x Y, so hat man:

/\xeX(/\er a(x7y)) Ang /\yGY(/\zGX a(x,y)) A /\(z,y)eXxY a(x,y)

\/xeX(\/er a(:)s,y)) ~ Ver<VxeX a(a:,y)) <~ \/(x,y)eXxY a(:):,y);
aber (und hier gilt i. a. nicht “<"):
V(A aley) = A\ aley).

Die Klammern werden meist fortgelassen.
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Die Quantoren “A” bzw. “\/” konnen als Verallgemeinerungen von “A” bzw. “V”
aufgefafst werden. Manche Autoren verwenden die Schreibweisen “V” bzw. “3”.

Auch fiir Mengen wird keine mathematische Definition gegeben. Eine Menge ist
festgelegt, wenn klar ist, welche Elemente sie enthélt. Fiir ihre Beschreibung
reservieren wir geschweifte Klammern. So wird eine endliche Menge oft durch
Auflisten ihrer Elemente angegeben, z.B. M := {1,2,3,4} oder man legt sie
durch eine ihren Elementen zukommende Eigenschaft fest, etwa

M := {x: x ist eine natiirliche Zahl und kleiner als 5} = {1,2,3,4}.
Auch die Schreibweise
M :={z |  ist eine natiirliche Zahl und kleiner als 5}

ist hier gebréuchlich. (Wir haben an dieser Stelle {ibrigens zum ersten Mal den
Definitionsdoppelpunkt “:=" benutzt; die Menge (oder auch Zahl etc.), die auf
der Seite des Doppelpunkts steht, wird durch den Ausdruck auf der anderen Seite
definiert. Ist eine Aussage zu definieren, so ersetzen wir sinngemaft “:=" durch
o)

Wir vereinbaren folgende Schreibweisen :

a € M soll heifen: “a gehort zur Menge M”
oder “a ist Element von M?”
oder “a liegt in M” .

a¢g M = -(ae M) “a gehort nicht zur Menge M” ete.

() bezeichnet die LEERE MENGE:

“a € M” ist stets falsch .
Fiir den Umgang mit () im Zusammenhang mit einer Aussageform a(z) wird

vereinbart:

\/ a(x) ist stets falsch; /\ a(x) ist stets wahr.

z€el) el

Sind L und M Mengen, so sagt man

LcM & List “TEILMENGE” von M
= /\ re M

& Jedes Element von L liegt auch in M .
L=M :& Lund M sind gleiche Mengen
& LCMANMCL.
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Aus gegebenen Mengen L und M kann man neue Mengen bilden:

P(L) :={X: X C L} ist die “Menge aller Teilmengen von L”, genannt:
“POTENZMENGE von L”. Beachte: ) € P(L) und L € P(L) sind stets wahr.

X = {x € L: a(x)} ist die “LOSUNGSMENGE der Aussageform a(z) iiber L”.
ZB: X ={reR:2*—1=0}={1,-1}.

LNnM:={relizeM}={s:ove Lhxe M}={xe M:x e L} ist “der
DURCHSCHNITT von M und L”. In L N M liegen genau die Objekte, die sowohl
in L als auch in M liegen.

LUM :={x:x € LV € M} ist “die VEREINIGUNG von L und M”. Darin
liegen die Objekte, die in wenigstens einer der beiden Mengen L und M liegen.

Will man zusétzlich ausdriicken, dafs L N M leer ist, dann schreibt man L O M
(“DISJUNKTE VEREINIGUNG”) .

L\M :={x € L: v ¢ M} ist “die DIFFERENZ von L und M” oder “das KOM-
PLEMENT von M in L”. L \ M enthélt diejenigen Elemente aus L, die nicht in
M liegen. Dabei wird nicht vorausgesetzt, dafs M Teilmenge von L ist: z.B. ist

{1,2,3}\ {3,4,5} = {1,2}.

Lx M:={(l,m):l € LAm € M} ist “das KARTESISCHE PRODUKT von L und
M?”. Seine Elemente sind “GEORDNETE PAARE aus Elementen von L und M”.
Ist L = M, so schreibt man oft L? statt L x L. Dak die Paare (I,m) geordnet
sind, bedeutet, daf es auf die Reihenfolge ankommt: ist etwa L = M = R, so ist

(0,1) # (1,0).

Sind die Elemente von L selbst Mengen, so nennt man der sprachlichen Klarheit
wegen L auch eine “FAMILIE von Mengen”. Die Menge

m M := {x: /\ re M}

MeL MeL

nennt man dann den “Durchschnitt iiber die Familie L”; er enthélt sdmtliche
Elemente, die allen Mengen aus der Familie L gemeinsam sind. Die Menge

U M = {x: \/ re M}

MeL MeL
heifst “Vereinigung iiber die Familie L”; sie enthalt sédmtliche Elemente, die in
wenigstens einer der Mengen der Familie L vorkommen.

Aussagenlogische Regeln lassen sich auf Mengenverkniipfungen und -relationen
iibertragen. Hierzu seien L, M, N,W Mengen mit LUM UN C W.
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Dann gelten:

LUM = MUL

LNM = MnNL (K)
(LUM)UN=LU(MUN) (AS)
(LNM)NN=LN(MNN)
LN(MUN)=(LNM)U(LNN) D
LU(MﬂN):(LUM)ﬂ(LUN)} (D)
WQ%\L)MZ) (WAL) U (W\M -
N

WA(L U M) = (W\L) N W\M} (M)
LONMCL; LCLUM (S)
LcMANMCN=LCN g
LCM/\LCN:>LCMHN} ()
L\L=0 (W)
LU(W\L) = (T)

Die Regeln fiir All- und Existenzquantor iibertragen sich auf den Durchschnitt
und die Vereinigung einer Mengenfamilie F . Fiir beliebige Mengen Y gelten
namlich

YNl x = | ox)

XeF XeF
Y\{Jx =) r\x)
XeF XeF

und, falls )/2' eine spezielle Menge der Familie F ist,

ﬂXC)A(CUX.

XeF XeF

1.2 Geordnete Korper

Definition 1.1 FEin Korper K ist eine nicht-leere Menge, auf der zwei Verkniip-
fungen “+7 (die Addition) und “” (die Multiplikation) erklirt sind, durch die je
zwetr Elementen a, b € K jeweils ein weiteres Element a + b bzw. a - b aus K
eindeutig zugeordnet ist derart, dass folgende Gesetze gelten:

(i) die Kommutativgesetze: fir alle z,y € K ist

rt+y=y+tr, T-y=y-r ,
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(ii) die Assoziativgesetze: fir alle x,y, z, € K ist
(z4+y)+z=ac+y+2)=c+y+z ,
(l’-y).z:x-(y-z)::l’-y.z s
(iii) das Distributivgesetz: fir alle x,y, z € K ist

r-(y+z2)=(x y) +(r-2) ,

(iv) die Existenz neutraler Elemente: es existieren spezielle Elemente 0 € K,
1 €K, so dass fiir alle x € K gelten

r+0=2, z-1=x |,

(v) die Ezistenz inverser Elemente: zu jedem x € K\ {0} existieren ein a € K
und ein b € K, so dass gelten

r4+a=0, xz-b=1
(dieses a nennen wir “—z”, und das b nennen wir “% 7 baw. “x™1”),
(vi) schliefSlich:
1#0

Man kann aus den Korperaxiomen die bekannten Regeln fiir algebraische Umfor-
mungen herleiten. Ich fiihre hier einige auf, und lege noch iibliche Schreibweisen
fest:

Fiir alle Elemente a, b eines Korpers K gelten

\ a+z=0b (1.1)

zeK

(ndmlich x = b+ (—a)),

a;éo;s\l/a.x:b (1.2)
z€K
(namlich z = a™! - b),
a-b=0a=0VvVb=0 (1.3)
(d.i die Regel vom verschwindenden Produkt),

—(a-b)=(—a)-b (1.4)
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(insbesondere gilt —b = (—1) - b fiir a = 1),

(—=a) - (=b)=(a-b) . (1.5)
Ublicherweise schreibt man

b—a:=b+(—a), %::a'b_1 (1.6)

(falls b # 0) und lafst den Punkt “-” oft fort, wenn das 2. Argument eine Variable
ist oder in einer Klammer steht:

ab:=a-b, 3(5+4+2)=21 . (1.7)

In (1.6) sind also Subtraktion und Division definiert. Schlieklich vereinbart man
noch die Vorfahrtsregel Punktrechnung geht vor Strichrechnung:

ab + cd := (ab) + (cd)

Man beachte die Regeln fiir den Umgang mit Quotienten: Zunéchst ist (vgl. (1.3))
0-a = 0 fiir jedes a € K. 0 besitzt also kein mulitiplikatives Inverses: man kann
durch 0 nicht dividieren. Sind a,b € K und ¢,d € K\ {0}, so gelten

b
%Zaﬁad:bc (18)
a b ad+be
Tt Ta (19)
eN—1 d

Insgesamt kann man also mit Klammern und den Grundrechenarten umgehen,
wie man es (hoffentlich) gewohnt ist.

Beispiele fiir Korper sind Fs := {0;1;2} oder F5 := {0,1,2,3,4} mit Addition

und Multiplikation modulo 8 bzw. modulo 5. Addition und Multiplikation sind
durch folgende Tabellen erkléart:

Fy: +]l0 1 2 01 2
00 1 2 0/0 0 0
111 2 0 110 1 2
212 0 1 210 2 1

Fs: +]0 1 2 3 4 01 2 3 4
0/0 1 2 3 4 0/0 0 0 0 0
111 2 3 40 110 1 2 3 4
212 3 4 0 1 210 2 4 1 3
303 401 2 310 3 1 4 2
414 01 2 3 410 4 3 2 1
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Natiirlich werden auch R und Q Beispiele fiir Korper sein.

Definition 1.2 Ein Korper K heifst geordnet, wenn er eine Teilmenge KT, die
Menge der positiven Elemente, enthdlt, so dass gelten:

(i) Summe und Produkt positiver Elemente sind positiv:

/\ a+b,abeK" (1.11)

a,beK+
(ii) 0 ist nicht positiv:
0¢ K* (1.12)

(iii) Elemente aus K sind entweder 0, positiv oder negativ:

/\ eeK'v-aeK' (1.13)
a€K\{0}

Die Definition impliziert, dass K disjunkt zerlegt werden kann in

K = KtU{0}UK™ (1.14)
mit K~ := {—a:a € KT}. In der Tat ist K N K~ = ; denn lige a € KT N K",
so waren sowohl a als auch —a in K™ und damit wére nach (1.11)

0=a+(—a) e Kt

im Widerspruch zu (1.12). Die Elemente aus K% nennen wir positiv oder mit
Signum +, die aus K™ negativ oder mit Signum —. In der Menge der reellen Zahlen
oder der rationalen Zahlen wird K* die Menge der positiven reellen (rationalen)
Zahlen sein.

Einige Regeln wollen wir herleiten: Quadrate sind nie negativ; das Produkt zweier
negativer Zahlen ist positiv; ein Produkt zweier Zahlen ist negativ, wenn der eine
Faktor positiv, der andere negativ ist.

Satz 1.3 In einem geordneten Korper K gelten fiir alle a,b € K:

aweK"s (aeKPAbeK)V(ee K AbeKT) (1.15)
aeK & @eK AbeK)V(eeKPAbeKT) (1.16)
> =a-ac K'U{0}, a*=0&a=0 |, (1.17)
1 1
2 e Kt ek
AN AN (1.18)
a€Kt a€K—
sowie

1eK* (1.19)
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Beweis:

Zu (1.15) “<”
ab € K, falls a € KT Ab € KT gilt nach 1.2.i. Sind a,b € K, so liefert
1.2.iii, dass (—a), (—=b) € K sind, und mit 1.2.i und Formel (1.5) erhélt
man

ab= (—a)(—b) e K .

Zu (1.16) “<”
Ist a € K7, so ist (—a) € KT, und nach 1.2.i, (1.4) folgt fiir b € K*

—(ab) = (—a) - b e K,
also ab € K~. Analog impliziert « € K+, b € K~, dass ab € K~ ist.
Zu (1.15) “="
Ist ab € KT, so sind a # 0 und b # 0 nach (1.3). Wire ein Element positiv

und das andere negativ, so hétte man ab € K~ wegen “(1.16) <". Also
miissen beide Elemente gleiches Signum haben.

(1.16) “=" beweist man analog.

Zu (1.17) Fiir a € K\ {0} ist a®* € K" wegen (1.15). Wegen 0> = 0 folgt der
zweite Teil von (1.17).

(1.19) folgt aus 1.1.vi und (1.17); denn 1 = 12

(1.18) folgt aus (1.15) bzw. (1.16) und (1.19)(v), denn £ -a =1 € K*

q.e.d.
Was hat die Festlegung 1.2 nun mit einer Anordnung zu tun?

Definition 1.4 In einem geordneten Kérper K schreibt man fir a,b € K :
a>b:eb<asa—beK' (1.20)

a>beb<asa>bVa=bsa—-be KTu{0} (1.21)

Man liest “<” als kleiner, “>" als grofer, “<” als kleiner oder gleich und “>" als
groker oder gleich.
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Natiirlich ist a > 0 gleichbedeutend mit ¢ € K* bzw. a < 0 mit a € K~ sowie
a>0mita € KTU{0}, a <0 mitaecK U{0}.

Die folgenden Regeln fiir den Umgang mit den Ordnungsrelationen sollten eigent-
lich bekannt sein.

Satz 1.5 K sev ein geordneter Kérper. Dann qilt fir alle a,b,c,d € K:

(i) Entweder ist a = b oder a > b oder a < b; die drei Mdoglichkeiten schliefien
einander aus.

(ii)
a<bANb<c=a<c (1.22)

Hierber kann in der Pramisse eines der beiden <—Zeichen durch < ersetzt

werden.
(iii)
a<bAhc<d=a+c<b+d (1.23)
(iv)
a<bANc>0=ac<bc ; a<bAc<0=ac>bc (1.24)
(v)
1 1 1 1
a<bNab>0=->—- ; a<bAhab<0=-< - (1.25)
a b a b
(vi)
a+b :
a<b:>a<T<b ,wobei 2:=1+4+1>1. (1.26)

In (vi) tritt eine Kette von Ungleichungen auf: so bedeutet natiirlich a < b < ¢,
dass a < b und b < ¢ ist, und man kann daraus a < ¢ wegen (ii) folgern.
Man beachte insbesondere, dass nach (iv) bei Division und Multiplikation das
Ordnungssymbol umgedreht wird, wenn mit einer negativen Zahl mulitpliziert
oder dividiert wird. Ist der Multiplikator bzw. der Divisor positiv, so bleibt das
Ungleichheitszeichen erhalten.

(ii) ist eine tibliche Forderung an eine Ordnungsrelation. Besitzt eine Relation
“<” zwischen Elementen einer Menge die Eigenschaft (ii), so sagt man, dass auf
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M eine teilweise Ordnung erklart ist. Ist etwa M := P(S) die Potenzmenge einer
Menge 5, so liefert die Inklusionsbeziehung “U C V7 eine teilweise Ordnung auf
M. Eine Menge, auf der eine Relation < mit den Eigenschaften (i) und (ii) erklart
ist, nennt man auch total geordnet.

Beweis (von Satz 1.5): Wir wollen nur die Punkte (iii), (iv) und (vi) beweisen:

(iii) Zu zeigen ist (b+d) — (a + ¢) € K*. Aber
(b+d)—(a+c)=(b—a)+(d—c)

Nach Voraussetzung ist (b — a) € KT | (d — ¢) € Kt U {0} und damit liegt
die Summe der beiden Terme in K*.

(iv) bc —ac= (b—a)c € K* wegen b —a € K und ¢ € K*.

(vi) Natiirlich gelten 1 + 2 =1 sowie £ > 0. Nun liefert a < b:

1 1 1 1 1 1

q.e.d.
Aus (vi) kann man erkennen, dass in einem geordneten Korper K zwischen je
zwei verschiedenen Elementen unendlich viele weitere Elemente liegen.

Im folgenden Beispiel stelle man sich den geordneten Korper K als Korper der
reellen Zahlen oder der rationalen Zahlen vor. Aber unabhéngig davon benutzen
wir die Schreibweise

2:=1+1 , 3:=2+1 , 4:=3+1 etc

Beispiel 1.6 Finde die Menge aller x € K, fiir die
r—2

> 1
3r+4

ist.

r—2
3r+4

4 4
<:)(:)3>—§/\:)3—2>3x+4>\/(x<—§/\at—2<3:c+4)

> 1

<:>(:1:>—§/\—6>2x)\/(x<—%/\—6<2x>

<:>(x>—§/\x<—3)\/<x<—§/\—3<x><:>—3<a:<—§



1.2. GEORDNETE KORPER 21

Die Losungsmenge L := {z € K : 3”;24 > 1} der Ungleichung aus Beispiel 1.6

lasst sich in Intervallschreibweise angeben:

Definition 1.7 Sei K ein geordneter Korper und a,b € K und a < b.

(i) [a,b] :={r € K: a <z <b} heifit abgeschlossenes Intervall von a bis b.

(ii)

(a,b] :={z €Ki a <z <b} heift (links) halboffenes Intervall von a bis
b.

(iii) [a, b) :={z € K: a <z < b} heifit (rechts) halboffenes Intervall von a bis
b.

(iv) (a,b):={z € K: a <x <b} heifit offenes Intervall von a bis b.
(v) In diesen vier Fillen nennt man b — a die Linge des Intervalls.

(vi) (=00, a] :={z € Ki 2z < a} bzw. [a,00) := {x € K: x > a} heiflen
abgeschlossenes Intervall von —oo bis a bzw. von a bis 0o.

(vii) (—o0,a) ={z € Kiz < a} bzw. (a,0) = {x € K: x > a} heiffen
offenes Intervall von —oo bis a bzw. von a bis oc.

(viii) (—o0,00) : =K.

(ix) Iste € K*, so nennt man U.(a) := (a—¢,a+¢€) bzw. K.(a) :=[a—¢e,a+¢]
offene bzw. abgeschlossene e-Umgebung von a.

Eine grundlegende Rolle in der Analysis spielt die Betragsfunktion:

Definition 1.8 Sei K ein geordneter Korper und a,b € K. Dann heiflen

o a fallsa>0
o = { —a fallsa <0 (1.27)

der Betrag von a und |a — b| der Abstand zwischen a und b.

Man stelle sich unter dem geordneten Korper den Korper R der rellen Zahlen
so wie aus der Schule bekannt vor. Man identifiziere ihn mit einer Geraden, der
Zahlengeraden:
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Ia 0 Il lb

Denkt man sich als Makband die Halbgerade R™ U {0},

Y

IO Il lr

so ist r :=| a — b | die Zahl die man auf der Halbgerade iiber der groferen der
Zahlen a oder b abliest. Wenn man den Anfangspunkt der Halbgeraden auf die
kleinere der beiden Zahlen a oder b legt. Wegen |a| = |a — 0] deutet man |a| als
Abstand von a zu 0.

Zum Umgang mit der Betragsfunktion:

Satz 1.9 In einem geordneten Korper K gelten

/\ la| >0 (| - | ist positiv definit), (1.28)
a€K\{0}

insbesondere wegen [0] =0

la| =0 a=0, (1.29)
N labl=lallb], (1.30)
a,beK
/\ la+b|<|a|+]|0b] (Dreiecksungleichung) . (1.31)
a,beK

Der Name Dreiecksungleichung wird klarer, wenn man (1.31) in der Form

A la—c|<|a—b|+|b—c| (1.32)

a,b,ceK

aufschreibt: Der (direkte) Weg von a zu c ist nie gréfer als der Umweg von a zu
c uber 1rgendein b.

Auch liefert (1.30)
A la=bl=lb-a]| (1.33)

a,beK

Beweis:
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zu (1.30): Essinda € {|a|,— |a|},be {|b]|,— |b]|}, daher ist ab eine der
beiden Zahlen — | a || b | oder | a || b |} und mithin | ab |=| a || b |.
zu (1.31):

B a+b, fallsa+b>0
|a+b|_{ —a—b, fallsa+b<0 }§|a|+|b|’

denn fiir jedes ¢ € K ist sowohl ¢ <| ¢ | als auch —c <| ¢ |.

q.e.d.
Im zweiten Semester wird der Begriff des Abstands und der Lénge im allgemei-
neren Situationen eingefithrt. Dabei werden i. w. die in Satz 1.9 beschriebenen
Eigenschaften verwendet.

Weitere Eigenschaften der Betragsfunktion:

Satz 1.10 In einem geordneten Kdérper K gelten

A A ’%‘:% (1.34)

aeK beK\{0}
A llal = bl < la+b], (1.35)

a,beK

A N\ Ula) ={z €K: |z —a| < e} (1.36)

a€K eecK+

A N\ Ea)={zeK: |z —a| <c} (1.37)

a€K ecK+

Beweis:

zu (134): [ ]| b]=]§-b|=[al=] %=k
zu (1.35): Wir nehmen o. B. d. A.! an, dass | a |[>] b | ist. Dann folgt
lal=Tbl=la]=Tbl=[abFb| = [b[<|atb[+]b]—]|b|=[axtd] .

zu (1.36) Im anderen Fall ist < an den entsprechenden Stellen durch < zu er-
setzen.

lz—al<ese (x>aNr—a<e)V(r<aha—x<eg)
Srefa,at+e)Vr e (a—ea)s e Udla).

Lohne Beschrankung der Allgemeinheit
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(1.37) beweist man analog zu (1.36).

1.3 Die naturlichen Zahlen

Zugrunde gelegt sei ein geordneter Korper, den wir ab jetzt R nennen wollen. Es
ist aber in diesem Abschnitt unwichtig, ob das tatséchlich der Korper der reellen
Zahlen ist. Dennoch wollen wir seine Elemente Zahlen nennen. Jedenfalls ent-
halt er eine Teilmenge, die unseren Vorstellungen von der Menge der natiirlichen
Zahlen entspricht:

1 3 2=1+1 ; 3:=24+1 ; 4:=3+1 ;

Die Menge der natiirlichen Zahlen soll so definiert werden, dass sie die 1 enthélt
und alle durch sukzessive Addition von 1 entstehenden Zahlen. Nach deutscher
Industrienorm wird auch 0 als natiirliche Zahl angegeben. Das wird aber nicht
von allen Mathematikern mitgetragen, auch nicht in dieser Vorlesung.

Definition 1.11 Fine Teilmenge M von R heifst induktiv, wenn

leM (1.38)
und
N\ m+ieM (1.39)
meM
gelten.

Beispiele fiir induktive Mengen sind R, [1,00) , RT = (0, 00) und natiirlich N, die
Menge der natiirlichen Zahlen. Genauer: Wir werden N als die kleinste induktive
Teilmenge von R definieren.

Satz und Definition 1.12
N := ﬂ{M C R: M ist induktiv } (1.40)
={x € R: z liegt in jeder induktiven Teilmenge von R }

ist (selbst) induktiv und heifft (Modell fir die) Menge der natirlichen Zahlen.
Ihre Elemente heiffen natiirliche Zahlen. Insbesondere ist N # () und N C M fiir
jede induktive Teilmenge M von R.
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Beweis: Zeigen muss man, dass N induktiv ist. Dann ist klar, dass N nicht leer
ist (1 € N), und aus der definierenden Gleichung (1.40) erhélt man N C M fiir
jedes induktive M, d. h. N ist kleinste induktive Teilmenge von R. Da 1 € M
gilt fiir jede induktive Teilmenge M C R, ist auch 1 € N, und liegt n in N, also
in jeder induktiven Teilmenge M von R, so liegt auch n + 1 in jeder induktiven
Teilmenge M von R, d. h . n+ 1 € N. N ist also induktiv.

q.e.d.
Da [1, oo ) induktiv ist, kénnen wir festhalten:

Korollar 1.13 N C [1, 00).

Die Definition von N als kleinste induktive Teilmenge von R erlaubt das Beweis-
prinzip der vollstdndigen Induktion. Wir stellen noch einmal heraus:

Satz 1.14 Sei L eine Teilmenge von N. Ist

lel (1.41)
und gilt
N\ (+1eLl | (1.42)
el
so ist L = N.

Denn (1.41) und (1.42) bedeuten, dass L induktiv ist, also N C L gilt. Da aber
nach Voraussetzung auch L C N ist, muss N = L sein.

Hat man nun eine Aussageform A(n) iiber N, zum Beispiel
An) = N\ (1+a)">1+na, (1.43)
ac(—1,00)

so kann man die Losungsmenge
L:={neN: A(n)}

dieser Aussageform bilden, also die Menge aller natiirlichen Zahlen, die A(n) zu
einer wahren Aussage machen. Zum Beispiel rechnet man fiir die Aussageform in
(1.43) leicht nach

A2)e N\ (+aP>1+20e N\ 1+20+d*>1+2

a€(—1,00) a€(—1,00)
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und das stimmt. Also erhélt man 2 € L. Will man nun beweisen, dass A(n) fiir
alle n € N wahr ist, so muss L. = N bewiesen werden. Hierzu kann man A(1)
zeigen sowie “Gilt fir irgendein n € N die Aussage A(n), so gilt auch A(n+1)”.
Ein Induktionsbeweis besteht also aus zwei Schritten, der Induktionsverankerung
(Nachweis von A(1)), und dem Induktionsschluss (Nachweis von A(n + 1) unter
Annahme der Giiltigkeit' von A(n)). In Formeln:

(A Am)] < [A)A N\ (An) = A(n+1))] (1.44)

neN neN

In unserem Beispiel ist

N\ (Q+a)'>1+1-a

ne[—1,00)
die Induktionsverankerung und die ist offensichtlich wahr.

Zur Durchfithrung des Induktionsschlusses machen wir die Induktionsannahme,
fiir irgendein n € N gelte A(n). Dann folgt

A Q+a)™ =(1+a)"(1+a) > (1+na)(l+a)
a€(—1,00)

=1+(n+la+na*>>1+(n+1a
denn 14 a > 0 und (1 + a)” > 1 4 na nach Induktionsannahme.

Damit haben wir die Bernoullische Ungleichung bewiesen:

Satz 1.15
A A (1+a)">1+na (1.45)

neN (-1, 00)

Es gibt vieles aus der Arithmetik, das fiir Sie selbstverstandlich ist. Hiervon wollen
wir einige wenige Beispiele beweisen:

Satz 1.16 Es gelten:

A /N m+neN, (1.46)

A N\ m-neN (1.47)

'Die Annahme der Giiltigkeit von A(n) fiir irgendein n € N bezeichnet man als die Indukti-
onsannahme




1.3. DIE NATURLICHEN ZAHLEN 27

/\ /\ m>n=m-—n€ecN, (1.48)
neN meN

A (n—=1,n)NN=90. (1.49)
neN

Beweis: Durch Induktionen:
zu (1.46):

An) & /\ m+néeN.

meN

Induktionsverankerung: Da N induktiv ist, gilt m + 1 € N fiir alle m € N.
Induktionsschluss: Ist fiir irgendein n € N

m+neN |
so gilt fiir n + 1:
m+n+1l)=m+n)+1eN ;
denn m + n € N nach Induktionsannahme und N ist induktiv.
zu (1.47):
A(n) & /\ m-n€N.
meN

Natiirlich gilt A(1), denn m -1 =m € N, weil m € N ist. Gilt fiir irgendein
n € N, dass m - n € N ist fiir jedes m € N, so ist fiir jedes m € N auch

mn+1)=mn+meN

wegen der Induktionsannahme und wegen (1.46).

zu (1.48):

An) = N\ (m>n=m-neN)

meN

Induktionsverankerung: Wire A(1) falsch, so gébe es m € N mit m > 1
und m — 1 ¢ N. Sei dann M := N\ {m}. Offenbar ist 1 € M. Ist ferner
k € M, so ist k + 1 zundchst einmal aus N aber insbesondere auch von m
verschieden, denn wére k+ 1 = m, so hiatte man £k =m —1 € N. M ist also
induktiv, und das liefert einen Widerspruch.
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Induktionsschluss: Gilt nun fiir irgendein n € N und jedes m € N mit
m > n, dass m —n € N ist, so gilt fiir jedes m > n + 1:

m—(n+1)=(m-1)—neN ;

denn m — 1 € N nach Induktionsverankerung, m — 1 > n, und damit ist
nach Induktionsannahme (m — 1) —n € N,

zu (1.49):
An) = NnNn(n—1,n)=0.

Das ist richtig fiir n = 1, denn N C [1, 00) und damit ist NN (0,1) C [1,00)N
(0,1) = (). Wenn es fiir irgendein n € N richtig ist, so gilt (n,n+1)NN = (J;
wére nédmlich p € (n,n 4+ 1) NN, so wire p > 1 und p — 1 € N nach (1.48).
Also wire p—1 € (n—1,n) NN, ein Widerspruch zur Induktionsannahme.

q.e.d.

Eng verwandt mit dem Beweisprinzip der vollstédndigen Induktion ist das Prinzip
von der rekursiven Definition. Hiermit kann man Folgen definieren. Dabei ist eine
Folge eine Funktion! von N in irgendeine nicht-leere Menge S. Jeder natiirlichen
Zahl wird also ein Element von .S in eindeutiger Weise zugeordnet. Man spricht
genauer von einer Folge in S.

Beispiele fiir Folgen sind etwa

n? 4+ Tn+8
N—=R _— 1.50
fN-R e LIS (1.50)
meist in der Form
247 8
ntrimte (1.51)
n® +6 neN

geschrieben. Hier miissen Sie prézise sein: Mit (1.50) oder (1.51) wird das gesamte
mathematische Objekt Folge beschrieben, wiahrend % ein Term ist, der bei
Einsetzung einer Zahl n eine andere Zahl als Ergebnis “ausspuckt”. Ist k fixiert,

ot K2HTE48 : n?+7n+8
so ist “55= der Funktionswert von f bzw. von (55 ).en an der Stelle k.
Nun tritt hier so etwas wie k° auf. Was ist das? Sei a € R; dann definieren wir

al::a.

In diesem Kapitel wird bereits an einigen Stellen der Begriff einer Funktion (synonym:
Abbildung) verwendet. Dieser Begriff wurde in der Linearen Algebra eingefithrt. Auch findet
man eine Einfiihrung im folgenden Kapitel
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Wenn fiir irgendein n € N festgelegt ist, was a” bedeutet, so definiert man
A" i=a-a".

Jetzt weift man, was a® ist:

—

.a/’

-a-a,

ca-a-a,

2 2 o o
I
2 2 2 °

a-a-a-a.

Ohne Beweis soll von Thnen das Prinzip der rekursiven Definition geglaubt wer-
den. Konkret: Mit obigem Verfahren wird eine Folge (a™),en in R erklédrt. Die
abstrakte Formulierung lassen wir teilweise unbewiesen:

Satz und Definition 1.17 Sei S eine nicht-leere Menge und s € S vorgegeben.
Zu jedem n € N sei ¢, : S — S eine Funktion. (@,)nen ist also eine Folge
in F(S,S5), der Menge der Funktionen von S in sich. Dann existiert genau eine
Folge

d:N-—F

i S mit den Figenschaften

d(1) =3 (1.52)
/\ O(n+1) =, (P(n)) (1.53)

Beweis (der Eindeutigkeit): Ist sowohl ® als auch ¥ eine solche Folge, gilt
also (1.52), (1.53) auch mit ¥ statt ®, so ist

O(1) = U(1) = 3,

und ist fiir irgendeinein n € N

so gilt
O(n+1) = pn(B(n)) = en(¥(n)) = ¥(n+1).

Damit ist ®(n) = ¥(n) fir alle n € N, und ® und V¥ sind gleiche Folgen.
q.e.d.
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Beispiel 1.18 Seien S =R, § =1 und
1
n+1

on: R— R, 2 — o+

Definiert man ® gemdf$ 1.17, so erhdlt man

d(1) = 1;

B(2) = o1 (B(1)) = 1+ 3

B(3) = @a(B(2)) = 1+ 5 + 5

B(1) = p5(B(3) = 1+ 5+ 5+
@(5>:¢4(¢(4)):1+%+%+£+é

Die folgenden Definitionen liefern weitere Beispiele.

Definition 1.19 Fir a € R seien

a' :=a und /\ a"i=a-a", (1.54)
neN
a’ =1, (1.55)
1
a":=—, falls neN, a#0. (1.56)
a/'ﬂ

In Definition 1.18 ist S =R, s =a und ¢, : R — R, t —— at. Natiirlich
hétte man auch die Definition von a” fiir n € Ny := NU {0} in der Form

a’:=1 und /\ a®=a-a""
neN

aussprechen konnen.

Machen Sie sich an dieser Stelle klar, dass die iiblichen Potenzgesetze gelten:

A N\ (@p=ar, (1.57)

PEZL a,beRT

/\ /\ ala? = a*? | (1.58)

P,qEZL acRT*
A N\ (@) =a. (1.59)
P,qEL acRt

Hat man es nur mit nicht negativen ganzzahligen Exponenten zu tun, kann jeweils
unter dem zweiten Quantor R™ durch R ersetzt werden.
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Definition 1.20 (a,);en sei eine Folge in R. Die Folgen

(i aj> bzw. <ﬁ aj>
j=1 neN j=1 neN

heiflen die Reihe bzw. das Produkt iber (die Folge) (a;);jen, wobei

1 n+1 n
Zaj =a; A /\ Zaj = <Z aj> + any1 (1.60)
j=1 neN  j=1 j=1

Ha] =a; A /\ Ha] = (Ha]) CQptq - (1.61)

neN  j=1

Ist eine weitere Zahl ag festgelegt, so schreibt man mit n € Ny

n+1 n+1

Z = Zaﬂl’ Hajz Haj_1 (1.62)

7=0

sowie firn, m € Ny

- - Z?:_om i fallsn >m
20 { 0 fallsn <m (1.63)

j=m

H 0= { [[=" amsi  fallsm >m . (1.64)
j=m

1 fallsn <m

Den Index j nennt man den Laufindez. Sie konnen ihn durch (fast) jedes andere
Symbol ersetzen. Ist (a;);en gegeben, so ist Z?:m a; eine Funktion von m und
n, und statt j diirfen Sie alles aufser n und m schreiben.

Die in Beispiel 1.18 beschriebene Folge ® 1aft sich also in der Gestalt
1 1 1
d(n) = == —+... 4+ -
A 2om) Z =l

neN j=1

schreiben, wobei der letzte Term nur verdeutlichen soll, was Z?Zl % bedeutet.

Einige Regeln fiir den Umgang mit Summen und Produkten sollten Sie beherr-
schen:
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Satz 1.21 Seien (a;)jen, (b;)jen. Folgen in R sowie av € R. Dann gelten fiir alle
n, mée N:

Z(&aj) =a- Zaj : H(aaj) = &”Haj (1.65)

3

Za]—i—Zb—Za]—l—bj); (Haj>~(f[bj> f[ (1.66)

J=1 j=1 j=1 j=1
m+n m n+m m+n m n+m
Z Clj = Zaj + Z Clj N H aj = (H aj) . < H aj) (167)
j=1 j=1 j=m—+1 j=1 j=1 j=m+1
> ai=) i i JJa =]l (1.68)
Jj=1 J=1 j=1 j=1
sofern m eine bijektive Abbildung von {1,2,... n} auf sich bezeichnet (also eine
Permutation der Zahlen 1,...,n)

Beweis: (1.65) — (1.67) beweist man leicht mit vollstdndiger Induktion beztiglich
n. Der Beweis von(1.68) soll fiir die Summe durchgefiihrt werden.

Ist n = 1, so ist nichts zu sagen. Wir nehmen an, dass (1.68) fiir irgendein n € N
richtig ist. Sei m eine Permutation von {1,...,n + 1} mit n + 1 = 7(k).

Dann ist

T {1w--7n}—>{1,...,n},j._>{ r(j)  falls j <k

m(j+1) fallsj >k

eine Permutation von {1,...,n}. Es gilt (fiir Begriindungen siehe die Fufnoten)
n+1 n+1 9 k
s £ i+ 3 o (St ) + S
Jj=1 j=k+1 =1 j=k

n+1

i (Z ar(j) + Z aT(j)) + apt1 ; Z Qr(j) + Qn1 i Z aj + Qpy1 = Z a;
j=1 =k j=1 j=1

q.e.d.

Inach (1.67)

Znach (1.60) oder im Fall £ = 1 nach (1.63)

3nach Assoziativ- und Kommutativgesetz (Def. 1.1) sowie der Definition von 7
4nach Induktionsannahme

®nach (1.60)
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Die Regeln werden analog zu Def. 1.1 ebenfalls Assoziativ— bzw. Kommutativge-

setz genannt.

Mit den oben eingefiihrten Begriffen léft sich mit Induktion die allgemeine bino-

mische Formel beweisen. Hierzu definieren wir mit Hilfe der Fakultaten

k
kKl=T]j firkeNy (lies: “k Fakultit”)

=1

die Binomialkoeffizienten:

j—1

[1(n—1) |
n 1=0 n: . . .
(.):: : = - , fiir 3,mn € Ny, j < n.
J i gl (n —7)!
I

Insbesondere gelten also

ol=1,

AN ()=0)

Jj€Np, j<n

Schlieflich ist

A jeN,Ajgn(?%(jﬁl):(n?l);

(?)*(jﬁl):ﬂmﬁﬁf+@—m£tj+m

denn

jin—j+0t N (n+1) =5

:n![(n—j+1)+j] (n+1)! _(n{rl

J

Satz 1.22 Fir alle n € N gilt

A (fv+y)”=i(?)ﬂy”‘j

z,yeR 7=0

(1.69)

(1.70)

(1.71)

(1.72)

(1.73)

(1.74)

(1.75)
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Beweis (durch Induktion iiber n): Wegen (1.72) gilt (1.75) fiir n = 1:
1 1 ~ (1
1_ _ 0,1 1,0 _ G, 1—j
/\ (x"‘y)—Z/‘i‘x—(o)xi/-i-(l)xy—Z(j)xy .
x:yGR ]ZO

Gilt (1.75) fir irgendein n € N | so erhélt man fiir alle z, y € R (Begriindungen
findet man in den Fufnoten):

(x—l—y)”“
n . n | n—j
— G =) 3 (1)
7=0
— [E]+1 n ]+ ( )x] n+1—j
S5 ) ()
7=0 7=0
1 n—1
_ ( ) xj+1y(n+1)—(j+1) + ( n ) $n+1yo
— \J n
J:

und das ist (1.75) fur n + 1.

q.e.d.
In Zukunft benotigen wir auch die geometrische Summenformel
Satz 1.23 Fiir alle n € N gelten
AN -9 d=1-¢"" (1.76)

qgeR 7=0

n

A Y= 1= (1.77)

qeR\{1} ~ j=0

Inach (1.67)
Znach (1.72) und (1.66)
3nach (1.72), (1.67) und (1.74)
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Beweis: Division beider Seiten von (1.76) durch 1 — ¢ # 0 liefert (1.77).
Man erhélt (1.76) aus

-9 @d=> d—q> =) - "
=0 =0 =0 =0 =0

n n+1 n n
Jj=0 Jj=1 j=1 j=1

q.e.d.
Eine andere Variante des vollstdndigen Induktionsprinzips ist der Wohlordnungs-
satz. Hierzu benotigen wird den Begriff des Minimums.

Definition 1.24 Ist T' C R eine nicht-leere Teilmenge und erfillt T € T die
Ungleichung

N <t (baw. N\ T>1),

teT teT

so nennt man T das Minimum (bzw. das Mazimum) von T. Wenn in T ein
Minimum (bzw. Maximum) ezistiert, sagt man: T besitzt ein Minimum (bzw.
Mazimum,).

Zum Beispiel besitzt (0, 1] das Maximum 1, aber kein Minimum. Man beachte,
dass T hochstens ein Minimum und hochstens ein Maximim besitzt. Man schreibt
dafiir min 7', bzw. max T

Satz 1.25 (Wohlordnungssatz)
Jede nicht-leere Teilmenge T von N besitzt ein Minimum.

Beweis: (indirekt) Annahme: 7" besitzt kein Minimum. Sei

U:={neN: /\ngt}

teT

Dann ist UNT = (), denn ein Element von U NT wire gerade das Minimum von
T.

Offenbar ist 1 € U, denn 1 < t fiir jede natiirliche Zahl t. Liegt nun irgendein
neNinU,sogiltn < tfirallet € T, daUNT = () ist. Dann ist auch n+1 € U:
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anderenfalls gibe es t € T mit n < t < n + 1, ein Widerspruch zu (1.49). Nach
dem Induktionsprinzip ist also U = N und damit T = NNT =UNT = () im
Widerspruch zur Voraussetzung.

q.e.d.

Definition 1.26 Firn € N sei N(n) := {k € N: k <n} = NN[1, n]. Eine
Menge M heifit endlich, wenn M = () ist oder wenn es ein n € N und eine
bijektive Abbildung von M auf N(n) gibt. Die Zahl n ist dann eindeutig bestimmt
und heifst Mdchtigkeit oder Kardinalzahl von M. Wir schreiben dafir #M und
legen noch #0 := 0 fest.

Dass die Kardinalzahl einer endlichen Menge tatséchlich eindeutig definiert ist,
soll hier nicht bewiesen werden. Man bendtigt dazu einen Satz des Inhalts, dass
fir n,m € N dann und nur dann eine bijektive Abbildung von N(n) auf N(m)
existiert, wenn n = m ist.

Ebenfalls ohne Beweis halten wir fest:

Satz 1.27 Ist T' C R eine nicht-leere endliche Menge, so besitzt T' Maximum
und Minimum.

Versuchen Sie selbst einen Beweis, z. B. durch Induktion tiber #71. Hierzu for-
muliere man Satz 1.27 in der Form

/\ (#T = n = T besitzt Maximum und Minimum).

neN

Man kann nun die Menge Z der ganzen Zahlen und die Menge QQ der rationalen
Zahlen definieren:

Definition 1.28
Z =NU{0}Uu{peR:—peN}=NU{0}U{-n:neN}

heifst Menge der ganzen Zahlen.

Q:={aeR: \/ \/ azg}

pEZ qeN

heifst Menge der rationalen Zahlen.
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Wir haben zu Beginn dieses Unterabschnitts betont, dass R irgendein geordneter
Korper sein kann. So lassen sich ganze und rationale Zahlen in jedem geordne-
ten Korper definieren und sind charakterisiert durch die Eigenschaften: Z ist der
kleinste Ring in R, der N enthélt; Q ist der kleinste Korper in R, der N enthélt.
Dabei ist die mathematische Struktur eines Rings (genauer: eines kommutativen
Rings mit 1) definiert wie ein Korper (siehe Definition 1.1), jedoch ohne die For-
derung nach der Existenz inverser Elemente beziiglich der Multiplikation. Spricht
man iibrigens von einem Ring bzw. Korper in R, so meint man, dass Addition
und Multiplikation durch die entsprechenden Operationen in R erklart sind. Q
ist ibrigens selbst ein geordneter Korper.

1.4 Die reellen Zahlen

Wie eben gesagt, bildet die Menge der rationalen Zahlen einen geordneten Korper.
Aber wie man schon seit Pythagoras weifs, entsprechen die rationalen Zahlen nicht
allen Punkten auf einer Geraden. Zum Beispiel lasst sich die Lange der Diagonalen
eines Quadrats der Seitenlénge 1 nicht als rationale Zahl deuten. Der klassische
Beweis gehort zur Allgemeinbildung nicht nur eines Mathematikers:

Satz 1.29 Es gibt keine rationale Zahl, deren Quadrat 2 ist:

/\ a?#£2.

acQ

Dem Beweis schicken wir einen Hilfsatz voraus

Lemma 1.30 Mit G := {2n: n € N}, U := {2n — 1: n € N} gelten

(i) N=UUG
(i) UNG =10
(iii) A n?eU
nel
(iv) A n’€G
neG

(i) und (ii) sagen aus, dass jede natiirliche Zahl entweder gerade oder ungerade
ist. Versuchen Sie selbst, das zu beweisen. Ist n € U also ungerade, so ist mit
einem m € N

n=2m—1,
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also
n?=4m? —4m+1=22m* —2m+1) - 1.

Da 2m? — 2m + 1 eine natiirliche Zahl ist, ist also n? ebenfalls ungerade. Analog
zeigt man (iv).

Beweis (von Satz 1.29): Wir fithren die Annahme, es géibe eine rationale Zahl,
etwa «, fiir die a® = 2 ist, zum Widerspruch. Dann koénnen wir « als positiv
annehmen und in der Form o = ™ mit m,n € N schreiben.

Sei

p =min{n € N: \/ a:@}:min{neN: an € N},
n
meN

und setze
q:=apeN.
Dann ist
P = =22€G

Nach Lemma 1.30 ist auch ¢ € G. Es gibt also ein s € N mit ¢ = 2s. Setzt man
dies in obige Gleichung ein, erhilt man

48% = 2p?,
also
p? =252 .
Dann ist aber auch p? und damit p gerade, p = 2t mit t € N, und es folgt

q 2s s

p 2t
Da t < p ist, widerspricht dies der Festlegung von p als Minimum der mé&glichen

Nenner von o.
q.e.d.

Zur Definition der (Ordnungs)vollstdndigkeit benotigt man den Begriff der oberen
bzw. unteren Schranke und der kleinsten oberen bzw. gréfsten unteren Schranke
(des Infimums und des Supremums).
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Definition 1.31 Ist T' Teilmenge eines geordneten Korpers K, so heifst
T nach oben beschrinkt < \/ /\t <s,

seR teT

T nach unten beschrinkt :< \/ /\ t>s,

seR teT
T beschrinkt ;= T ist nach oben und nach unten beschrankt

s\ Altl<s.

seR teT
Jede Zahl s € R, fiir die gilt

N t=s (baw t <s),
teT

heifst untere bzw. obere Schranke von T'. Das Infimum bzw. Supremum von T ist
dann die grof$te untere bzw. kleinste obere Schranke von T':

inf T := max{s € R: s ist untere Schranke von T} |

sup T := min{s € R: s ist obere Schranke von T} .

Infimum oder Supremum einer Menge sind somit nur definiert, wenn die Menge
der unteren bzw. oberen Schranken tatsdchlich ein Maximum bzw. Minimum be-
sitzt. Wenn T selbst ein Minimum bzw. Maximum besitzt, so ist dieses auch das
Infimum bzw. Supremum. Infimum und Supremum einer Menge 7" sind charak-
terisiert durch

a=infT <— (/\ a§t>/\</\\/t<a+5) : (1.78)

teT e>0 teT
b=supT <~ </\ bzt>/\</\\/t>b—5). (1.79)
teT e>0 teT
Ist K = Q, der geordnete Korper der rationalen Zahlen, so gelten:
inf (0,1]=0,
min (0, 1] existiert nicht,
sup (0,1]=1,

max (0,1]=1,
inf {a € Q: a > 0,a® > 2} existiert nicht.

Der Korper R der reellen Zahlen ist durch die Eigenschaft, (ordnungs)-vollstéandig
zu sein, ausgezeichnet.
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Definition 1.32 Fin geordneter Korper K heifit (ordnungs)-vollstandig, wenn
jede nach oben beschrankte Teilmenge T' C K ein Supremum besitzt.
Dann besitzt auch jede nach unten beschrankte Menge ein Infimum.
Damit sind die Begriffe in unserem Definitionsprogramm fiir die reellen Zahlen

geklart.

Definition 1.33 Finen geordneten, (ordnungs)-vollstindigen Korper nennt man
ein Modell fiir den Kérper R der rellen Zahlen.

Man kann beweisen, dass je zwei vollstéindige geordnete Korper isomorph sind:
Sind K; und K, ordnungsvollstéandige geordnete Korper, so gibt es (sogar genau
eine) eine bijektive Abbildung

(Yol Kl — KQ
mit den Eigenschaften

A { (r+s)=p(r)+o(s) Ap(r-s)=p(r) - p(s) f

Ny r<s=p(r) <es

@ erhélt also die algebraische und die Ordnungsstruktur. Will man diesen Beweis
wirklich durchfithren, benttigt man die folgende Archimedische Eigenschaft:

Satz und Definition 1.34

(i) N ist unbeschrinkt. (Archimedische Eigenschaft von N)
(ii) Jedes Intervall I C R positiver Linge enthdlt rationale Zahlen
(iii) Q st dicht in R, d. h. zu jedem x € R und ¢ > 0 gibt es ein g € QN U.(z).

(iv) Jedes r € R ist Supremum einer Menge rationaler Zahlen, genauer:

/\ r=sup((—oo, r)NQ)

reR

Beweis: (i) Da N nach unten durch 1 beschrankt ist, muss gezeigt werden, dass
N nicht nach oben beschrénkt ist. Ware N nach oben beschrinkt, dann gébe es
wegen der Vollstéandigkeit eine reelle Zahl r mit

r=supN .
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Die Zahl s := r — 1/2 kann dann nicht obere Schranke von N sein, d. h. es gibt
ein n € N mit

n>r—1/2.

Aber dannist n+1>r—1/241=r+1/2 > r, d. h. r war keine obere Schranke
von N.

(ii) Seien a,b € R mit a < b und a = inf[,b = sup /. Bestimme k € N mit
k > —a -+ 1 und definiere

a=a+k , b=b+k.
Dann ist b > a > 1.
Wir zeigen, dass (a, lA)) eine rationale Zahl o enthélt. Dann ist 8 := a—k € QN1I.

O. B. d. A. kann angenommen werden, dass (@, b) keine natiirliche Zahl ent-
hélt. Sonst wére diese das gesuchte or. Man bestimme nun n € N mit (a, b) C
(n,n+1) sowie ein ¢ € N mit

1 .
-<b—a.
q

gemé$ (i). Bestimme ferner j € N als die kleinste Zahl, fir die

n+l>d
q

ist: j = min{i € N: i > ¢(a —n)}. Dann ist

&::n+ze(d,5),
q

denn

11 1 ) .
i<a=n+l——4+-<a+-<a+(b—a)=h.
q q q

Natiirlich ist a € Q.
(iii) folgt direkt aus (ii).

(iv) r ist sicher obere Schranke von M := QN (—oo,r). Ist s < r, so existiert
q € Q mit g € (s,r). Dann ist aber ¢ € M und daher s nicht obere Schranke von
M. Es gibt also keine kleinere obere Schranke von M als r.

q.e.d.

In der Menge der reellen Zahlen existieren Wurzeln aus positiven Zahlen. Zu-
néchst formulieren wir aber als Lemma:
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Lemma 1.35 Firallen e Nundz,y e R mit 0 <z <y gilt

n

T <y

n

Das zeigt man leicht mit vollstdndiger Induktion oder mit der Formel (vgl. Satz
1.23)

n—1
y'r—at=(y -2 (Z 2ty I > 0)
=0

Satz 1.36 Zu jedem k € N und a € R" existiert genau ein b € Rt mit
V=a.

Schreibweisen: /a := a*/* :=b | \/a := ¥a.
Man erklirt auch /0 := 0% := 0

Beweis: Wir definieren
M(a, k) :={x ¢ R": ¥ <a}.

M(a, k) ist nicht leer: ist a < 1, so ist a € M(a, k), ist a > 1, so ist 1 € M(a, k).
Auch ist M (a, k) nach oben beschrénkt, etwa durch 1 im Fall a < 1 oder durch
a im Fall @ > 1. Es existiert mithin

b:=sup M(a, k) >0.
Sei nun
O<e<l1.
Dann ist nach der binomischen Formel

(b+e) = i ( ’; )aﬂ‘bk—j

j=0
"k
= +e g ( . )aj_lbk_J <b4c.e
— J
7=1
mit

=2 (5

Jj=1
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a—bk

o wahlen und erhielte

denn 0 < € < 1. Wire b* < a, so kénnte man e <

— b 1 1
ko< gk a _ ik '
(b+¢e)"<b +c< 5 ) 2b +5a<a
b wire also nicht obere Schranke von M (a,b).
Andererseits liefert die Bernoullische Ungleichung (Satz 1.15) fiir e € (0, b)

(b— &)k = bk(1 — %)’f > (1 — %) = b — kb e

Wiire b* > a, so hitte man mit € := (¥ — a):

b —a
kbk—l

(b—e)f >bvF — kit

=a
Wegen des Lemmas 1.35 wére fur z € M(a, k)

r<b-—e¢.
Damit wére b nicht kleinste untere Schranke von M (a, k).
Insgesamt muss also

V=a

sein.

Schlieflich folgt wieder aus Lemma 1.35, dass keine weitere positive Zahl y der
Gleichung y* = a geniigen kann.
q.e.d.

Wichtige Bemerkungen:
(i) Beachten Sie, dass fiir a > 0 stets

Va>0

ist. Daher erhilt man

N Var=lz],

zeR

und die Betragsstriche darf man auf keinen Fall vergessen.

(ii) Der Ausdruck a'/* bleibt fiir negatives k undefiniert, auch dann, wenn k
ungerade ist. Eine Begriindung hierfiir geben wir spéter.
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Nun kann man Potenzen mit rationalen Exponenten definieren. Beachten Sie
bitte, dass man dies nur fiir positive Basen tut (allenfalls noch fiir die Basis 0),
da sonst Widerspriiche entstehen.

Satz und Definition 1.37 Seiena € Rt p € Z, q,r € Z\ {0}. Dann ist
(a”)/ = (a"7)V/ 9, (1.80)
Fiir a .= § € Q sei

a® = (a?)M9 . (1.81)

Formel (1.80) zeigt, dass a®* durch 1.81 wohldefiniert ist. Man mache sich klar,
dass 1.80 unsinnig wird, wenn man a < 0 zulaft und etwa p = 1,q = 3,r = 2
setzt.

Man definiert auch

0:=0 fir a€Q,a>0. (1.82)

Beweis: Mit = := (a?)"/9,y := (a")"/ "D geniigt es 277 = y™? zu zeigen wegen des
Lemmas 1.35. Nach Satz 1.36 ist

yrq —a'?
Ferner liefern Satz 1.36 und (1.59)

x"’q — (xq)’f‘ — (ap)'l’ — a’f‘p — y'l’q .

q.e.d.
Fiir die Potenzen und rationalen Exponenten gelten wieder die Potenzgesetze

(vel. (1.57)-(1.59)):

A N\ (ab)=a (1.83)

acQ a,beR+t

/\ /\ a®tP = qa” (1.84)

a,BeQ  aeRt

A N @) =a? (1.85)

a,B€eQ acRt+



1.4. DIE REELLEN ZAHLEN 45

Wir wollen noch die erweiterte reelle Achse einfiihren:
R:=RU{—00;00} (1.86)

Damit werden zum Korper R noch zwei Elemente hinzugefiigt. Rechenregeln hier-
fiir setzen wir spater fest. Beziiglich der Ordnung wird

/\ —00 < T <00 (1.87)

reR

vereinbart. Es ist tiblich Supremum und Infimum einer beliebigen Teilmenge von
R als Element in R festzulegen, indem man fiir M C R setzt

sup M := oo, falls M nicht nach oben beschrankt ist. (1.88)
inf M := —oo , falls M nicht nach unten beschrankt ist. (1.89)
sup ) := —o0 (1.90)

inf () := oo (1.91)

Damit hat jede Teilmenge von R ein Supremum und ein Infimum in R. Ist M
nicht leer, so ist

inf M <supM .
Ferner gilt fiir Teilmengen S, T"C R mit S C T
inf 7" <inf S, sup S <supT (1.92)

denn jede untere bzw. obere Schranke von 7" ist auch untere bzw. obere Schranke
von S.

SchlieBlich halten wir noch fest:

Satz 1.38 Fiir jedes n € N sei I, C R ein abgeschlossenes, beschrinktes und
nicht—leeres Intervall. Es gelte

N LacCl.. (1.93)
neN
Dann st
) L#0
neN

es gibt also eine reelle Zahl x, die in allen Intervallen I,,n € N, liegt.



46 KAPITEL 1. DIE REELLEN ZAHLEN

Beweis: Sei [, = [a, , b,]. Dann gilt fiir alle n € N

aq S Qp S bn S b1 . (194)
Also sind
M :={a,: ne N} | M = {b,: n € N}

beschrankte nicht-leere Mengen, und

a:=supM b:=inf M

existieren. Wegen a,, € I,,, fir m < n und b, € I, fir m > n 1aft sich (1.94)
verschéarfen zu

N a1 <a,<b, <0 (1.95)

n,meN

Hieraus erhalt man

N a<b,Ab>a,. (1.96)
neN

Wegen b = inf M folgt a < b.

Dies fassen wir mit (1.96) zu

A a<as<b<i,

neN

zusammen. Folglich ist a,b € () I,, genauer sogar [a, b] C () I,, und [a, b]
neN neN
ist nicht leer.

q.e.d.



Kapitel 2

Reelle Funktionen und der
Konvergenzbegrift

2.1 Funktionen

Eines der wichtigsten Konzepte in der Mathematik ist das Konzept der Funkti-
on. Wie beim Begriff der Menge kann man vielleicht ohne eine formale Definiton
auskommen: Sind S und 7 zwei nicht-leere Mengen, so ist eine Funktion (oder
Abbildung) von S nach (in) 7" eine Zuordnung, vermoge der jedem Element s € S
genau ein Element ¢ € T zugeordnet ist. Die Funktion f ist also definiert durch
Angabe ihres Definitionsbereichs S, ihres Zielbereichs T" und einer Vorschrift, wie
einem vorgegebenem s € S ein Element ¢t € T zuzuordnen ist. Zum Beispiel kann
S die Menge aller Telefonnummern sein, die im Ortsnetz von Essen vergeben wer-
den, und 7' ist die Menge aller Essener Telefonkunden. Dann kann man etwa f
als die Funktion definieren, die jeder Telefonnummer den Kunden zuordnet, der
diese Telefonnummer besitzt. Da einzelne Kunden auch verschiedene Nummern
haben konnen (ISDN), habe ich die Funktion f als Funktion von S nach T" de-
finiert. Umgekehrt hat man keine Funktion. Um das Wirken einer Funktion zu
veranschaulichen, notieren wir sie meist in der Form

f: 8 —1T,s+— f(s).

Dabei ist S der Definitionsbereich von f, T" der Zielbereich und f(s) die Vorschrift,
wie zu gegebenem s € S (statt s darf da auch ein anderes Symbol stehen) der
Funktionswert gebildet wird. Trégt man fiir s ein spezielles Element der Menge S
ein, so bezeichnet f(s) den Funktionswert von f an der Stelle s, das ist dasjenige
Element aus der Menge T, welches s zugeordnet ist.

In diesem Semester werden S und 7" meist Teilmengen von R sein. In diesem Fall
sprechen wir von reellen Funktionen.

47
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Beispiele 2.1
f: R— R, s+— s2+8+17 (2.1)
Dann ist etwa f(2) =22 +8-2+ 17 = 37.

. 1, falls p rational ist
g: R —R, p— { 0 , falls p irrational ist
Eine irrationale Zahl ist eine Zahl aus R\ Q. Wir haben g(31) =1, g(11++/2) =
0.

t2

h:R\{Z}—>R,tI—>t 5

(2.3)
Dann ist h(3) = 9.

ko [-1,1] — R, o — V1—2a2. (2.4)
Dann ist k(3) = 3v/3. Berechnen Sie g(k(1/2)) sowie k(g(1/2)).

1
1—¢?

z: (-1,1) — R, ¢ — (2.5)

Mit einer Funktion f : S — T ist der Graph von f assoziiert:
Lp={(s,f(s):s€S}CSxT.

Fiir reelle Funktionen kann man sich den Graphen von f als Punktmenge einer
Ebene veranschaulichen. Man zeichne z. B. zwei senkrecht aufeinander stehende
Geraden, die man als reelle Zahlengeraden interpretiert und die sich im jeweiligen
Nullpunkt schneiden. Die beiden Geraden nennen wir erste und zweite Achse
oder x— und y—Achse. Jetzt entspricht jedem Punkt der Ebene ein Zahlenpaar
(21, x9), das man geometrisch erhilt, indem man jeweils das Lot auf die erste
und die zweite Achse féllt. Umgekehrt erhélt man zu jedem Paar (x1,x2) den
zugehorigen Punkt der Ebene als Schnittpunkt der in x; bzw. x4 auf die erste
bzw. zweite Achse errichteten Lote. I'; ist interpretierbar als Teilmenge der Ebene
mit der Mafsgabe, dass auf jeder Parallelen zur zweiten Achse hochstens ein Punkt
von I'y liegt.

Der Graph I'; einer Funktion f : § — T ist aber eigentlich nur die andere Seite
ein und derselben Medaille. Eine mathematische Definition einer Funktion l&ft
sich wie folgt aussprechen:
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Definition 2.2 Seien S,T zwei nicht-leere Mengen. Eine Funktion f von S in
T ist eine Teilmenge von S x T mit der Eigenschaft

ANV Goer. (2.6)

seS teT

Fiir das Element t in (2.6) schreiben wir f(s).

S heifft Definitionsbereich von f, den wir manchmal auch mit D(f) abkirzen.
Der Wertebereich W (f) von f ist die Menge aller Elemente aus T, zu denen ein
s € S mit (s,t) € f existiert
W ={teT: \/ (st)€ f}
ses
Sind 8" C S, T" C T, so nennen wir
f(s)={teT: \/ (s',t) e [},
s'es’
fUT) ={ses: [ (s,t) € f}
teT

das Bild von S" bzw. das Urbild von T'. Insbesondere ist also W(f) = f(S) ,
D(f) = f~YT). Mit F(S,T) bezeichnen wir die Menge aller Funktionen von S
nach T'.

Eigentlich haben wir in Definition 2.2 den Graphen von f definiert. Wir wollen
aber bei der suggestiveren Schreibweise

f: 8 —T, s+— f(s) (2.7)

bleiben und fiir den Graphen von f weiterhin I'y schreiben. Mit der Schreibweise
(2.7) hat man dann

f(8") ={f(s): s €S},
AT ={se€S: f(s) €T}
f=Tr={(s, f(s):s€S}CSxT

Definition 2.3 Fine Funktion f : S — T heifst
ijektiv = A\ #{H<1e A (f) =f") =8 =

teT s',s"eS
surjektiv. & W(f)=T
bijektiv & f  ist injektiv und surjektiv.

Bei einer surjektiven Abbildung f : S — T spricht man auch von einer Abbildung
auf T.
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Man kann diese drei Begriffe deuten durch das Losungsverhalten bei Gleichungen
des Typs

flz) =y (2.8)
mit vorgegebenen y € T

f ist injektiv, wenn fiir jedes vorgelegte y € T' die Gleichung (2.8) héchstens eine
Losung besitzt.

f ist surjektiv, wenn man fiir jedes vorgelegte y € T die Gleichung (2.8) iiberhaupt
16sen kann.

f ist bijektiv, wenn Gleichung (2.8) fiir jedes vorgelegte y € T' genau eine Losung

x besitzt.

Definition 2.4 Sind R, S, T nicht-leere Mengen und f € F(R,S), g € F(S,T),
so heift

gof: R — T, r— g(f(r))

die Hintereinanderschaltung von g nach f (lies: g “nach” f.)

Beispiel 2.5 Seien: f : R — R, x —— 3x+4undg : R — R, x
4x + 5. Dann erhdlt man

gof: R— R, 2 — 48z +4)+5=12z+21
fog: R— R, 2+ 3(4zx+5)+4=12z+19

Offenbar ist go f verschieden von fog. Zwar haben gof und fog beide den gleichen
Definitionsbereich und die gleiche Zielmenge, aber es gibt wenigstens eine Zahl,
z. B. 61, der durch fog und durch go f verschiedene Funktionswerte zugeordnet
werden:

fog(61l):751 |, go f(61)="753

Beachten Sie hierbei: Zwei Funktionen F,G sind gleich, wenn sie gleichen Defi-
nitionsbereich und gleichen Zielbereich haben und wenn fiir jedes Element des
gemeinsamen Definitionsbereichs F'(z) = G(z) ist.

Beispiel 2.6 Seien

g: [0,0) — R, z — z,

f:R—[0,0), v — 2%.
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Dann st

gof : R — R, z \/f(x):\/ﬁ:\x\,
fog: [0,00) — [0,00),  +— g(z)* = (Va)’ =z,

Ist aber

so gilt

FoG=GoF : [0,00) — [0,00), z +—> x

Definition 2.7 Ist S eine nicht-leere Menge, so heifst
id=1idg : S — §, s —> s

die Identitat auf S. Ist R C S eine nicht-leere Teilmenge von S, so heif§t
ti=tps : R — S8, s — s

die Einbettung von R in S. Ist T eine weitere nicht-leere Menge und f € F(S,T),

so heifit fir := f ors die Einschrinkung von f auf R. Schlieflich heifit f €
F(S,T) Fortsetzung einer Funktion h € F(R,T), wenn fir = h ist.

Im obigem Beispiel ist F' = f\[O 00 )

Satz und Definition 2.8 Seien S, T nicht-leere Mengen und f € F(S,T).

(i) f ist genau dann surjektiv, wenn es eine Funktion f € F(T,S) gibt mit
fofr=idr. f" heifit eine Rechtsinverse von f.

(ii) f ist genau dann injektiv, wenn es eine Funktion f' € F(T,S) gibt mit
flo f =idg. f' heifit eine Linksinverse von f.

(iii) Ist f bijektiv, so existieren genau eine Rechts— (f") und genau eine Links-
inverse (f') von f. Sie stimmen dberein und werden die inverse Funktion
(Inverse) von f genannt.

Bezeichnung: ' := " = f'.
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Beweis: zu (i): Wir nehmen an, es gibt eine Rechtsinverse f" € F(T,S) zu f.
Ist t € T, so gilt mit s = f7(¢) die Bezichung f(s) = f(f"(t)) = t. D. h. jedes
t € T ist Bild eines Elementes s € S unter f.

Ist umgekehrt f surjektiv, so erhélt man die Existenz einer Rechtsinversen aus
dem Auswahlaxiom der Mengenlehre, das wir als eine grundlegende Tatsache aus
der Mengenlehre akzeptieren wollen:

Axiom 2.9 (Auswahlaxiom) Sei S eine nicht-leere Menge und P(S) die Potenz-
menge von S. Es gibt eine Funktion

¢:PO\{0} — 5
mit der Eigenschaft
o(M)e M

fiir jede nicht-leere Teilmenge M wvon S.

Ist nun f surjektiv, so ist f~1({t}) # 0 fiir jedes t € T". Dann ist
froT — S, t— ¢of({t}
eine Rechtsinverse.

zu (ii): Besitzt f eine Linksinverse und gilt fiir 51,50 € S

f(s1) = [f(s2),
so folgt

si= f{(f(s1)) = f'(f(s2)) = 52,
f ist also injektiv.

Ist andererseits f injektiv, so existiert zu jedem t € W(f) genau ein s € S mit
f(s) = t. Ist ferner § ein beliebiges Element aus S, so ist
s , falls  f(s) =

t
fl:T—’S’tH{é falls £ ¢ W(/)

eine Linksinverse zu f.

zu (iii): Im Beweis zu (ii) erkennt man:
f! muss auf W(f) notwendig durch “f!(t) = s mit t = f(s)” definiert sein. Da
im Fall bijektiven f’s aber W (f) = T ist, gibt es genau eine Linksinverse, und
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diese ist auch Rechtsinverse. Im Beweis von (i) sicht man: f"(¢) muss notwendig
ein Element aus der Menge f~'({t}) sein. Ist aber f bijektiv, so enthélt f~'({t})
genau ein Element, und dieses muss dann f"(¢) sein. Damit gibt es genau eine
Rechtsinverse.

q.e.d.
In der modernen Analysis werden Funktionen oft als Punkte eines Raumes auf-
gefasst. Entsprechend betrachtet man spater auch Funktionen die anderen Funk-
tionen, also Punkten eines Raumes, wieder Punkte eines Raumes zuordnen. Zum
Beispiel im Raum P der Polynome, das sind Funktionen vom Typ

p: R— R, t%iajtj mit gegebenen ay,...,a, € R,
j=0
ist etwa
¢g: R— R, t — 434172 + 13t +2
ein spezieller Punkt. Die Funktion
D:P—"P, p+—yp

ordnet jedem Polynom seine Ableitung zu — Sie wissen aus der Schule, wie man
Polynome differenziert. Dann ist

D(q) = ¢’ mit ¢'(t) = 12t> + 34t + 13 .

Die eben beschriebene Sichtweise untermauert folgender Satz, den wir ohne Be-
weis aufschreiben wollen:

Satz 2.10 Sei S eine nicht-leere Menge und J die Menge aller bijektiven Funk-
tionen von S in sich:

J(S) :={f € F(S,S): f ist bijektiv} .
Dann ist (J(S),0) eine Gruppe: Fiir jedes f,g € J(S) ist fog e J(S5) und es
gelten:

i) N\ folgoh)=(fog)oh

1.9:heJ(S)

(i) N  foid=idof=f

feJg(s)

(i) N\ fofl=flof=id

feJg(s)
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Man beachte, dass (i) und (ii) in allgemeinerem Kontext gelten:

/\ /\ /\ fo(goh)=(fog)oh=:fogoh,

feEF(S,T) geF(R,S) heF(Q,R)

/\ foidg=idrof=f.

FEF(S,T)

(Hier sind @, R, S, T nicht-leere Mengen).

2.2 Uber die Michtigkeit von Mengen

In Definition 1.26 haben wir festgelegt, was eine endliche Menge ist. Unter einer
unendlichen Menge (oder einer Menge mit unendlich vielen Elementen) versteht
man eine Menge, die nicht endlich ist. Wir wollen aber den Grad der Unendlichkeit
einer Menge noch genauer spezifizieren:

Definition 2.11 Fine Menge S heifst abzdhlbar unendlich, wenn es eine bijektive
Abbildung ¢ € F(N,S) gibt. S heifst dberabzihlbar unendlich, wenn S unendlich,
aber nicht abzdhlbar unendlich ist. Ist S abzdhlbar unendlich, so schreiben wir

#S =Ny, N : Aleph, hebrdischer Buchstabe

S heifit abzdhlbar, wenn S endlich oder abzdihlbar unendlich ist.

Ohne Beweis bemerken wir:

Satz 2.12 Sei S eine nicht-leere Menge. S ist genau dann abzdahlbar, wenn es

eine surjektive Abbildung ¢ € F(N,S) gibt.
Es folgt:

Satz 2.13

(i) Ist S abzihlbar, so ist jede Teilmenge von S abzdhlbar.

(i) Sind S, T abzdihlbar, so auch S x T.
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(iii) Ist F eine abzihlbare Familie abzihlbarer Mengen, so ist

X:UF:{JJ: \/ r e F}

FeF

abzahlbar.

Beweis:
zu (i): Sei T nicht-leere Teilmenge der abzdhlbaren Menge S und ¢ : N — S
surjektiv. Ferner sei ¢ € T. Dann ist

‘ e(n) , falls p(n)eT
v NHT’”H{ P falls o(n)¢T

surjektive Abbildung von N auf 7.

zu (ii): (Beweisskizze) Zunéchst soll die Idee erlautert werden. Wir schreiben die
surjektiven Funktionen ¢ € F(N,S) und ¢ € F(N,T) als Folgen: ¢ = (Sp)nen,
) = (t,)nen und denken uns S x T notiert in einem Schema in der Form eines
Quadranten:

(Shtl) ) (517t2) ) (Slvtf’)) ) (517t4) ’
/ e / /
(827t1) ) <827t2) ) (52’t3> ) (327t4) )
/ / / /
(s3,t1) ,  (s3,82) , (ss,83)  (ss,ta)
/ e / /
(S47t1) ) (547t2) ) (S47t3) ) (547t4) ’
/ e / /

In der i-ten Zeile und j-ten Spalte steht (s;,t;) = (p(i),%(j)). Nun wird S x
T abgezdhlt, indem man nacheinander die Elemente (s;,t;) abzéhlt, fir die die
Indexsumme fest ist: i + j = k.

Ausgeschrieben erhélt man

O:N—-SxT
wie folgt: man mache sich zunéchst klar, dass

Mg :={(,j)eNei+j=k} , k€N mit k>2
k — 1 Elemente enthalt:

#Mk:k_la
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und dass
k
k
keN v=1

Wir definieren

(: N— N, n+— min{fk€N:n

IN

Dann ist

O N — SxT, nr— (s, cm 1)t cmysn)-ni1)

eine surjektive Abbilung.

(iii): kann man &hnlich beweisen.
q.e.d.

Fiir unser Zahlensystem erhalten wir

Satz 2.14 (i) N,Z und Q sind abzdihlbar unendlich.

(ii) R st iberabzihlbar unendlich.

Ist eine Menge M {iiberabzéhlbar unendlich und gibt es eine bijetive Abbildung
von R auf M, so schreibt man

#M =c

Man nennt ¢ die Machtigkeit des Kontinuums. Die Kontinuumshypothese, von
Cantor 1878 aufgestellt, besagt, dass jede iiberabzahlbare Menge mindestens die
Maéchtigkeit des Kontinuums besitzt, also surjektiv auf R abgebildet werden kann.
Es ist nicht gelungen, diese Hypothese zu beweisen — im Gegenteil: die Kontinu-
umshypothese ist auf der Grundlage der heute verwendeten mengentheoretischen
Axiomensysteme weder beweisbar (Cohen 1968) noch widerlegbar (Gédel 1938).

Beweis (von Satz 2.14):

zu (i): Natiirlich ist N abzéhlbar unendlich, denn idy € F(N,N) ist bijektiv.
Wegen Z = NU{0}U{—n: n € N} ist nach 2.13 (iii) auch Z abzé&hlbar. Schlieflich
ist

Y ZxN — Q, (p,q>H§
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surjektiv. Nach 2.13 (ii) existiert eine surjektive Abbildung ¢ € F(N,Z x N).
Dann ist ¢ o ¢ € F(N, Q) surjektiv.

zu (ii): Wir nehmen an, R wire abzéhlbar und ¢ € F(N,R) wére surjektiv.
Sei

[1 ::[al,bl] s a1<61
ein abgeschlossenes beschranktes Intervall, in dem (1) nicht liegt:
p(1) ¢ I,

etwa [ == [¢(1) + 1, p(1) 4+ 2]. Wir definieren eine Folge (1,,),en abgeschlosse-
ner nicht-leerer Intervalle mit den Eigenschaften

N IL.=la,, by] mit a,<b,. (2.9)
neN
N Lacl, (2.10)
neN
N o) ¢l (2.11)
neN

I, haben wir soeben definiert. Ist I, fiir irgendein n € N definiert, I,, = [a, , b, ],
so sei mit ¢, := 2a, + b, und d,, := 1a, + 2b,

[ [an, ¢, ], falls p(n+1)€[d,, b,]
i [dy, b,]  sonst

ap Cn d, b,

Die so definierte Folge von Intervallen besteht aus abgeschlossenen Intervallen,
und eine leichte Induktion zeigt, dass (2.9), (2.10), (2.11) gelten. Nach Satz 1.38
existiert ein x € R mit

/\ rxel,.

neN

Aber z = ¢(m) fiir ein m € N. Daher ist « ¢ I,,, und das ist ein Widerspruch.
q.e.d.

In der Menge I := R\ Q sind die irrationalen Zahlen zusammengefaftt. Wegen
des Satzes 2.13 muss es davon iiberabzahlbar viele geben. Eine Q umfassende
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Teilmenge von R ist die Menge A der algebraischen Zahlen. Das sind alle Zahlen,
die als Nullstellen irgendeines nicht konstanten Polynoms mit rationalen Koeffi-
zienten auftreten'. Zum Beispiel ist v/2 als Nullstelle des Polynoms z2 — 2 eine
algebraische Zahl. Da es nur abzdhlbar viele Polynome mit rationalen Koeffizi-
enten gibt und jedes nicht konstante Polynom hochstens endlich viele Nullstellen
besitzt, ist auch die Menge der algebraischen Zahlen abzahlbar. Das Komplement
R\ A, die Menge der transzendenten Zahlen, ist folglich iiberabzéhlbar. Ferdinand
von Lindemann (1852-1939) hat bewiesen, dass e (siche Definition 3.38) und 7
(siche Definition und Satz 5.40(vi)) transzendente Zahlen sind. Einen Nachweis
fiir die Irrationalitdt von e werden wir am Ende des Skriptums angeben.

2.3 Reelle Funktionen und Konvergenz

Definition 2.15 Fine reelle Funktion ist eine Funktion, deren Definitionsbereich
eine Teilmenge von R und deren Zielbereich R ist.

Zum Beispiel:

5+n
7’L2+1 neN

ist eine reelle Funktion. Ihr Definitionsbereich ist N C R, ihr Zielbereich R.

Ferner

1
(x—=1)(z+1)

f:10,1) — R, 2z —

ist eine reelle Funktion mit Definitionsbereich D(f) =1[0, 1)

Oft schreibt man: Die Funktion f ist durch (z. B.) f(z) := 22 + (z — 2)7! defi-
niert. Dann wollen wir darunter die reelle Funktion f verstehen, deren Zielbereich
R und deren Definitionsbereich aus all den z € R besteht, fiir die die angegebe-
ne Abbildungsvorschrift durchfithrbar ist. In obigem Beispiel erhélt manD(f) =

(0,2)U(2, 00) =R*\ {2}.

Die Funktion g sei durch g(z) = x® definiert. Da wir bisher Potenzen nur fiir
rationale Exponenten definiert haben, miissten wir jetzt D(g) = (QN [0, o0 ))UZ
als Definitionsbereich aufschreiben. Wir werden spéter fiir positives a € R und
jedes r € R auch die Potenz a” definieren. Mit diesem Wissen erhélt man dann
D(g) =Rt UZ.

!Erkenntnisse iiber die Nullstellen solcher Polynome zu gewinnen, ist ein grundlegendes
Problem der Algebra; daher der Name algebraische Zahlen.
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Die Operation der Hintereinanderschaltung wollen wir etwas modifizieren:

Selen

f:[0,00) —R, 2+ 2?2 | g: R — R, z — 22,

Da der Zielbereich von g ganz R ist, kann man f o g geméfs Definition 2.4 nicht
bilden.

Aber in diesem Fall kann man argumentieren, das der Wertebereich von ¢ in
[0, c0) enthalten ist, und man kénnte ¢ als Funktion mit Zielbereich [0, co0)
auffassen und wieder f o g schreiben. Ersetzt man nun g durch

g: R— R, 2 +— 25-1

so liegt der Wertebereich von ¢ nicht in [0, co). Man kann aber f o g |[1 )
bilden.

Fiir reelle Funktionen legen wir fest:

Definition 2.16 Sind f,g reelle Funktionen, so verstehen wir unter f o g die
reelle Funktion

fog: D(fog) — R, x — f(g(x))
mat dem Definitionsbereich
D(f og) = {z € D(g9): g(z) € D(f)} = g~ (D(f)),

sofern diese Menge nicht leer ist.

Sind also f und g durch f(z) = 2'/2, g(z) = 2* — 1 gegeben, so erhélt man

fog: [1,00) — R, @ —> (a3 —1)12
gOf : [0,00) — ]R, T —— x3/2—1

Da man reelle Zahlen addieren und multiplizieren kann, kann man auch reelle
Funktionen addieren und multiplizieren:

Definition 2.17 Seien f, g reelle Funktionen. Dann heiffen

f+g: D(f+9):=D(f)ND(g) — R, z — f(x)+g(z)
f—9: D(f-9)=D(f)ND(g) — R, z — f(z)—g(z)
fg D(f-9)=D(f)NnD(g) — R, z — f(z)-
flg « D(f/g)==D(f)ND(g)\N(g) — R, = —
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(mit N(g) := {x € D(g): g(x) = 0}) Summe, Produkt, Differenz bzw. Quotient
von f und g, sofern D(f) N D(g) bzw. D(f) N D(g) \ N(g) nicht leer sind.

Mit o € R sei schliefslich

of : D(f) — R, & — af(x).

Man beachte, dass bei der Festlegung von Summe, Produkt etc. von Funktionen
es nicht darauf ankommt, dass der Definitionsbereich eine Teilmenge von R ist,
sondern der Zielbereich muss R oder allgemeiner ein Korper sein. Genauer gilt:

Satz 2.18 Ist S eine nicht-leere Menge und K ein Korper, so ist F(S,K) ein
Vektorraum iber K, wenn man fir f,g € F(S,K) und o € K definiert

f+g: S — K, z — f(x)+g(z), af : S — K, z — af(z).

Auf den Beweis wollen wir verzichten.

Der grundlegende Begriff fiir die Analysis ist der Begriff des Grenzwerts. Hat man
eine reelle Funktion, etwa gegeben durch

_932—|—:17—2
a2 —4 7

/()

wiisste man gern, ob sich die Werte von f einem gewissen Wert anndhern, wenn
man sich mit der freien Variablen x einem der Werte 2 oder —2 oder aber sogar
oo oder —oo anndhert:

Zunéchst benotigen wir den Begriff eines Haufungspunkts. Hierzu erinnern wir
an den Begriff einer offenen e-Umgebung eines Punktes a € R in Definiton 1.7.
Um —oo und oo mitbehandeln zu kénnen definieren wir fiir € > 0

U.(0) := (%, ) , Uf—=00):= (-0, —1/¢)

und nennen diese Mengen ¢-Umgebungen von co bzw. von —oo.

Definition 2.19 (i) Seia € R= RU{—00, 0}. Fine Umgebung von a ist eine
Teilmenge U C R, die mit einem ¢ > 0 eine e-Umgebung von a enthdlt.
U(a) bezeichnet die Familie aller Umgebungen von a, also

U(a) ={UCR: \/ U.(a) CU}

e>0
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(ii) Sei M eine Teilmenge von R. Ein Punkt a € R heifst Haufungspunkt von
M, wenn jede Umgebung von a wenigstens einen von a verschiedenen Punkt
aus M enthdlt:

N\ Un(M\{a}) #0 (2.12)

Ueld(a)
b =00 bzw. b = —00 heifit uneigentlicher Haufungspunkt von M, wenn
N UNM#D. (2.13)
U€U(b)

Beachten Sie: (2.12) ist dquivalent mit

/\ \/ O<|z—al|<e (2.14)

e>0 zeM

und (2.13) mit

/\ \/ x>1/e (im Fall b= 00) (2.15)

e>0 zeM
/\ \/ r<—1/e (im Fall b= —o0) (2.16)
e>0 zeM

Wir kommen zur Grenzwertdefinition:

Definition 2.20 Sei f reelle Funktion und xo € R:=RU {—00,00} ein (unei-
gentlicher) Hdaufungspunkt von D(f). a € R heifst Grenzwert in R von f bei xg,
wenn

AV A f(z) € Usa) . (2.17)

e>0  6>0 xeUs(zo)ND(f)\{zo}

Wir schreiben

a=R-lim f(z) oder f(z)—a fir z— 0, (2.18)
T—x0
und sagen in diesem Fall: f besitzt bei xy einen Grenzwert in R. Liegt a in R,
also a ¢ {—o0, 00}, so sagen wir: f konvergiert (gegen a) und schreiben auch
a= lim f(z). (2.19)
T—x0
Gibt es kein a € R, gegen das [ fir x gegen xo konvergiert, so sagt man: f

divergiert fiir x gegen xq. Ist oo (oder —oo) Grenzwert in R von f bei xg, so sagt
man auch: f divergiert gegen oo (oder gegen —oo) bei xq.
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Die Aussage (2.17) kann man wie folgt interpretieren. Ganz gleich, wie grofs eine
Fehlerschranke (¢) angenommen wird, liegt die unabhéngige Variable x nur hin-
reichend nah (9) bei o, so liegt der Funktionswert innerhalb des vorgeschriebenen
Fehlerintervalls.

Zu (2.17) ist dquivalent:

AV FvVaD()\{xe}) CU. (2:20)

UeU(a) VeU(x)
Eine Funktion kann bei zg € R hochstens einen Grenzwert a € R besitzen:

Satz 2.21 Besitzt f bei xg einen Grenzwert in R, so ist dieser eindeutig be-
stimmdt.

Beweis: Sind a, b verschiedene Punkte in R, so gibt es e-Umgebungen U.(a) von
a und U.(b) von b mit

U(a) NU(b) = 0. (2.21)

Sind a,b € R, so wihle man ¢ =| a—b | /2. Ist a = 00, so gibt es eine Zahl R > 0

mit b < R,und (2.21) gilt mit ¢ = 5. Ist a = —o0, so existiert eine Zahl R > 0

mit b > —R und 2.21 gilt wieder mit ¢ = ﬁ. Gébe es nun zwei verschiedene

Grenzwerte a, b in R fiir f bei zo, so kénnte man £ > 0 so bestimmen, dass (2.21)
giiltig wére. Geméf (2.21) gébe es aber ein d, > 0 und ein 0, > 0, so dass

A f(z) € U.(a) (2.22)

x€Us, (z0)ND(f)\{zo}

A f(x) € Ue(b) (2.23)

z€Us, (zo)ND(f)\{z0}

Dann gilt mit ¢ := min{d,, d}:

A f(z) € (U.(0) N Ud(a)) = 0

z€U(zo)ND(f)\{zo}

Dies ist ein Widerspruch, denn Us(xg) N D(f) \ {zo} ist nicht leer.
Es ist also verniinftig, von dem Grenzwert bei xq zu sprechen.
Natiirlich ist (fiir f(z) =z , z € R).

R-lim z =z .

Tr—X0
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Wenn Sie namlich eine Fehlerschranke € > 0 vorschreiben, so kann ich Ihnen eine
Zahl 0 nennen, so dass

x € Uc(xp) ,
sofern « € Us(xg) \ {zo} ist, ndmlich 6 := e.
Ebenfalls ist (fiir f(z) = a mit einer Zahl a € R, zy € R)

lim o = o .

T—T0

Zu vorgegebenen ¢ wihle man § > 0 irgendwie, z. B. § = 7. Dann ist
f(z) = a € Uda),

sofern x € Us(xo) \ {xo} ist.

Mit Grenzwerten kann man rechnen:

Satz 2.22 Seien f,g reelle Funktionen und xo ein (eventuell uneigentlicher)
Héiufungspunkt von D(f) N D(g). Es mdgen lim f(z) und lim g(z) ezistieren.
T—x0 T—T0

Dann gelten

lim [f(z) £ g(x)] = lim f(x) £ lim g(x) (2.24)

T—T0 T—T0 T—x0

i (/e)g(o)) = (1 f(0)) - (Jim g(0)) (2.25)

T—T0 T—T0 T—T0
sofern die Grenzwerte auf der rechten Seite existieren.
Ist zo (uneigentlicher) Haufungspunkt von D(f/g), so ist

. (fm) _ Jim (@) 2.26)

w0 \g(e) ) lim g(z) °

sofern lim g(z) # 0 ist.

T—X0

Beispiel 2.23

-1 (-1 +x+1)
ao1x2 — 1 a—l (x —1)(z+ 1)
2 +r+1 limz-limz +limz 4+ lim 1

. _ z—l1 z—1 r—1 r—1
a—1  x+1 limz 4 lim 1
z—1 z—1

114141 3

1+1 2
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Beweis: Sei a := lim f(z), b:= lim g(z).
zu (2.24): Zunéchz;gilt o

| f(z) £ g(z) —(axb) <[ f(z) —a|+|g(zx)-b] . (2.27)
Ist € > 0 vorgegeben, so existieren §>0undd >0 derart, dass

| flx) —al<e/2 , [g(z) —bl<e/2,

falls x € (D(f) \ {zo}) NUz(zo) und = € (D(g) \ {zo}) N Us(xo).
Man beachte, dass stets

Us;(so) NUs(zo) = Us(xp) mit 0 := min(é,9) .
gilt. Daher und wegen (2.25) ist mit & := min{d,d} fiir jedes
z € [D(f) N D(g)I\ {zo} N Us(xo):

| f(x) £ g(x) —(axb)|<e/2+¢/2=c¢,
d. h. f(z) £ g(z) € U(a £ D).
zu (2.25): Zunéchst gilt

| f(x)g(x) — ab |=] f(x)(g(x) —b) + (f(x) —a)b|

<[ f) [l g(z) =b[+ bl f(z) —a] (2.28)

<[ f@)=allglz)=bl+|allglx)=b|+[b] f(z)—a]
(2.29)

Sei nun ¢ > 0 vorgegeben. Dann gibt es 6 > 0, so, dass fiir alle z € Us(zy) gelten:

1 € . ) g
<§W ) |f<x)_a|<mlﬂ{1am}'

Dann folgt aus (2.26) fir diese z € Us(x):

[ g(z) = b

| f(x)g(x) —ab|<1- % + % + % =¢e ,also f(x)g(x) € U(ab) .

zu (2.26): Wegen (2.25) geniigt es, den Fall der durch f(z) = 1 gegebenen Funk-
tion zu behandeln. Zunéchst ist fiir alle x € D(1/g) = D(g) \ N(g):

1 1 b—g(x) 1
Ll - | g(z)—b] - (2:30)
'9(1‘) b‘ ‘ ge)b | Tg@) [l b]
Wiéhle nun § so, dass fiir x € Us(xg) gelten
_ple L]
| g(z) —b< (2.31)

2
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b
Fiir diese x ist zunéchst wegen (2.31)
0]
9(e) [210] ~ | gla) b > . (2.39)
und (2.32) liefert zusammen mit (2.33):

1 1 1 2
(= 3) = oy a7 |90 01 o Lot b 1<

q.e.d.

Wir wollen noch die uneigentlichen Grenzwerte oo und —oo mit einbeziehen und
definieren in gewissen Situationen Summen, Produkte, Differenzen und Quotien-
ten fiir Elemente a € R und b € {—o00, 00}:

Definition 2.24 Im folgenden seia € R, b € {—o00, 00} und
—b'—{ oo, falls b= —o0

—o00 , falls b= o0
Dann werden festgelegt:
a+b:=b+a=0

a—0b:=—b
b+b:=0

—b—b:=-b
a/b:=0

a-b=b-a=0>b falls a>0
a-b=b-a=-b falls a<0
b-b:=o00

(=b)-b:=0b-(=b) = —00

a» «

Beachten Sie, dass “57,

0 - 00”, “22” undefiniert bleiben!

Nun kann Satz 2.22 erweitert werden zu

Satz 2.25 Seien f,g reelle Funktionen und zo ein (eventuell uneigentlicher)
Héaufungspunkt von D(f) N D(g). Die R-Limiten von f und g bei xo mdgen exi-
stieren. Dann gelten
R lim (f(z) £ g(z)) =R~ lim f(z) £ R lim g(x) (2.34)
T—T0

T—T0 T—T0
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anmf@g-mxnzz(ﬁ1m1f@g)-(R1mlg@g), (2.35)

T—T0 T—x0 T—x0
R- lim f(x)
Rhm.(fuﬂ)::A I (2.36)
v \ §(2) R- lim g(z)
T—x0

sofern jeweils der Ausdruck auf der rechten Seite definiert ist.

Beachten Sie, dass in (2.36) die rechte Seite nur dann definiert sein kann, wenn
R- lim g(z) # 0 ist. Dann ist aber N(g) N Us(xq) \ {xo} # O fiir alle § > 0, und
r—x0

damit ist xy (eventuell uneigentlicher) Haufungspunkt von D(f/g).

Beweis: Es soll nur der Beweis von (2.34) mit + := + durchgefiihrt werden. Wir
schreiben R- lim f(z) =: a, R— lim ¢(z) =: b und nehmen wegen des Satzes 2.22
T—T0

T—T0

an, dass b = oo ist. (Den Fall b = —oo iiberlassen wir dem Leser). Dann ist a € R
und a # —oo. Zunéchst gibt es ein § > 0, so dass fiir z € (U(zo) \ {zo}) N D(f)

gilt

f(x) € Ui(a) -

Daher folgt mit

[ 14+]al] , falls a# o0
711 . falls a=o0

fir x € Us(xo) N D(f) \ {zo}:

1 , falls a=o00

f(:v)>{a_1 , falls G#OO}Z—C.

Zu vorgegebenen ¢ > 0 wahle nun 6 > 0 so, dass § < 6 und dass fiir alle
x € Us(xo) N D(f) \ {0}

also

1
g(a:)>c+g,

g(x) € U_+_(oc)

ist. Dann folgt fiir x € Us(xo) N D(f) N D(g) \ {zo}

f(x)+g(x) > —c+c+1/e=1/e, also f(z)+ g(x) € U(0) .

q.e.d.
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Beispiele 2.26

3 _ R _ 1 _
R olmZ f R lim 2 =27 g
z—oo 12 — 1 z—o0 ] — 1-0
24 dr 415 . 14441 14040 1
]thm —:]thm :?f xl = — _
z—o0 202 +3x + 1 I—>002+;+x—2 24+0+0 2

Im zweiten Fall liegt Konvergenz gegen 1/2 vor.

. 443,319 1 R 14342 1
A LG - S PO A
T—00 ZE7+3ZE IT—00 1+F
_ 0404040 _
N 1+0 B

Beachten Sie: sind P, () Polynome, also Funktionen vom Typ

N
f: R— R, 2+ Zaij_j
j=0
mit Konstanten ag,...,ay € R, ag # 0, so bestimmt man
n Pz
R- lim L ,
700 Q()

P(x)
Q(z)

indem man den Bruch mit der hochsten im Nenner auftretenden Potenz

kiirzt.

Fiir die Grenzwertbildung bei geschachtelten Funktionen formulieren wir

Satz 2.27 f, g seien reelle Funktionen und a ein (eventuell uneigentlicher) Héu-
fungspunkt von D(f o g). In R existiere

~

b :=R-lim g(x)

r—a

und sei ein (eventuell uneigentlicher) Héiufungspunkt von D(f). Mit ¢ € R gelte

R-lim f(y) = c, (2.37)
f(b)=c im Fallb € D(f) . (2.38)
Dann ist

R-lim f o g(z) = Rflirrll)f(y) =c
y—)

r—a
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Beweis: Die Grenzwertdefinition (2.17) zusammen mit der Bedingung (2.38)
liefert

AV AN el (2.39)

e>0  §>0 yeUs(b)ND(f)

Unter dem letzten Allquantor kann also die Einschrinkung y # b entfallen. Ist
nun ¢ > 0 vorgelegt, so findet man 6 > 0 mit f(y) € U.(c) fiir y € Us(b) N D(f).
Andererseits gibt es zu diesem § eine Zahl § > 0 mit g(x) € Us(b), falls

z € (Us(a) \ {a}) N D(g) .

Fiir alle z € (Us(a) \ {a}) N D(fog) C (Us(a) \ {a}) N D(g) gilt dann f(g(x)) €
U.(c), und das war zu zeigen.

q.e.d.
Grundlegende Begriffsbildungen der Analysis, etwa Stetigkeit, Differenzierbarkeit
verwenden den Grenzwertbegriff. Ist f reelle Funktion mit b € D(f), so ist (2.39)
gerade die Definition der Stetigkeit von f im Punkte b. Wir werden darauf noch
genauer eingehen, geben aber fiir die Stetigkeit einer reellen Funktion bereits die
Definition — allerdings ohne genauere Erlauterung des Begriffs:

Definition 2.28 Sei f eine reelle Funktion und xo € D(f). f heif§it stetig in
xo € D(f) , wenn (2.39) gilt:

AV A @) € U(f(xo)) (2.40)

e>0 >0  zeUs(zo)ND(f)

(2.40) ist dquivalent zu

AV A (e-wl<d=|flz) - flzo)|<e)

e>0 >0  zeD(f)

f ist also stetig in xg, wenn
Jim f(z) = f(zo)

gilt, sofern zy Haufungspunkt von D(f) ist, oder wenn z( kein Haufungspunkt
von D(f) ist. Insbesondere beinhaltet Satz 2.27 also, dass

lim f o g(z) = lim f(y)
ist, sofern a € R Haufungspunkt von D(f og) ist,
b := lim g(z)

existiert, in D(f) liegt und f stetig in b ist.



Kapitel 3

Folgen

3.1 Grenzwerte von Folgen

Am leichtesten ist der Grenzwertbegriff zu verstehen, wenn man Folgen unter-
sucht. Eine Folge (a,,)nen (in R) ist bekanntlich eine auf N definierte reelle Funk-
tion, und nur oo ist Haufungspunkt in R von N. Fiir eine Folge 1aft sich die
Grenzwertdefinition auch in folgender Form aussprechen:

Satz 3.1 Eine Folge (a,)nen kovergiert genau dann gegen einen Grenzwert a €
R, wenn zu jedem ¢ > 0 ein Index N € N existiert, so daf$ fiir alle héheren
Indizesn € N, n > N, gilt:

la, —al<e.

Mit Quantoren:

/\ \/ /\ |a, —al<e.

e>0 NeN n>N,neN

Dies folgt aus der Archimedischen Eigenschaft der reellen Zahlen, Satz 1.34, wo-
nach zu jedem 6 € R" eine natiirliche Zahl N € N mit Uy n(o0) C Us(oo)
existiert.

Natiirlich ist fiir die Folge (n),en:
R- lim n = 0o

und daher liefert Satz 2.25:
lim —=0.
n—oo 1

(£)nen ist also eine Nullfolge:

69
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Definition 3.2 FEine Nullfolge ist eine Folge (by,)nen mit
lim b, =0.

n—oo

Wir erinnern an die Definition 1.31 des Supremums und des Infimums und die
Erweiterung dieser Begriffe auf R (Formeln (1.88) — (1.91)).

Definition 3.3 Fiir eine Funktion f: T — R st
sup f :=sup f(z) :=supW(f) , inff:= 1n:fpf(x) =inf W(f),
zeT z€
verstanden als Elemente der erweiterten reellen Achse R. f heifit nach oben bzw.
nach unten beschrinkt, falls
sup f < oo bzw. inf f > —oc0

ist. f heifit beschrinkt, wenn f sowohl nach unten als auch nach oben beschrdnkt
15t.

Satz 3.4 Ist (ay)nen eine Nullfolge und (b,)nen €ine beschrinkte Folge, so ist
(anbp)nen ebenfalls eine Nullfolge.

Beweis: Da (b,,) beschriankt ist, gibt es eine Konstante ¢ > 0, so daf
A lbal<c.
neN

Fiir ¢ kann man irgendeine positive Zahl wéhlen, welche

c¢>|supb, | und c>|infb, |

erfiillt. Die Abschétzung
A lanby |<clay |

neN

zeigt, dak man zu gegebenem € > 0 den Index N € N so wéhlen sollte, daf
£
| a, |< =
c

ist fiir Indizes n > N.
q.e.d.

Aus Satz 3.4 folgt auch, dak(a,)men genau dann Nullfolge ist, wenn (| a,, |)nen
Nullfolge ist.

Offenbar gelten:
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Lemma 3.5 Fir eine Folge (a,)nen und eine Zahl a € R sind dquivalent
(i) lim a, =a
(ii) Es gibt eine Nullfolge (by,)nen mit

/\ ‘an_a‘gbn

neN

(iii) Es gibt Folgen (an)nen und (an)ney mit im a, = lim a, = a und

n—oo n—oo

N <an <,
neN

Lemma 3.6 FEine Folge (a,)nen divergiert genau dann gegen oo (bzw. —o0),
wenn es eine gegen oo divergierende Folge (by,) gibt mit

N =t (bzw. ay < <by) .

neN

Beweis (nur von Lemma 3.5): Wahlt man b, :=| a, — a |, so erkennt man,
dak (ii) aus (i) folgt.

Umgekehrt folgt auch (i) aus (ii). Denn fiir vorlegtes ¢ > 0 gibt es N € N mit
| b, |< € fir n > N. Dann folgt auch | a, —a |[< b, < ¢ firn > N.

Natiirlich folgt wieder (iii) aus (i), indem man a,, = a,, = a,, setzt fiir jedes n € N.

Umgekehrt liefert (iii) fiir jedes n € N

la, —al|<|ap—al|+|a,—al|=b,—0.

q.e.d.

Beispiel 3.7 Mit Lemma 3.5 erkennt man, daff bei gegebenen q € (—1,1) die
Folge (¢")nen eine Nullfolge ist:

Schreibe

g = (1+h)"
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1
him——1>0.
| q|

Dann folgt unter Verwendung der Benoullischen Ungleichung (Satz 1.15):

1 1
= < ,
(1+h)™ = 14+hn

| ¢" |

und ( st Nullfolge, weil

1+hn>

R-lim (1+An)=14o00-h =00

n—oo

18t.

n

Beispiel 3.8 Ist (a,)nen eine Folge, so kann man die Folge <Z aj> bilden.
neN

Man nennt diese die "Reihe der (a;)”. Zum Beispiel ist das vierte Glied von

<Z aj> durch
7=l neN

E a; =a1+ az+az+ as
Jj=1

gegeben. Fiir g € R heifst (Z qj) die geometrische Reihe (zur Basis q).

neN

Aus der Formel (1.77) erkennt man fir q # 1:

1—q"+1_{oo fallsq > 1

R-1lim =R — lim fallsqe(—l,l)

n—oo n—00 1——q

Ist ¢ < —1, so existiert R- lim Z?:o ¢’ nicht, und ist ¢ = 1, so folgt

R- hleJ R lim (n + 1)

n—oo

.

n

Es ist tblich, mit ) a; sowohl die Folge <§ aj> als auch den eventuell
=1
neN

=1

existierenden R-Grenzwert zu bezeichnen, je nachdem in welchem Kontext das
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Symbol verwendet wird. Oben haben wir gezeigt, dass > ¢’ keinen Grenzwert
=0

in R besitzt, falls ¢ < —1 ist. Hier steht 3 ¢/ fiir die Folge (Z ¢ ) . In der
- =0 neN

j=0
Formel
> i J oo fallsg>1
z;q— & fallsge (-1,1)
J:

0 A
steht Y ¢/ fiir den R-Grenzwert.
j=0

3.2 Grenzwerte monotoner Folgen

Bei den bisherigen Konvergenznachweisen war es nétig, den Grenzwert bereits
zu ahnen. Wir bendétigen aber auch Kriterien, fiir die Konvergenz von Folgen,
die ohne eine Kenntnis iiber den Grenzwert greifen. Am einfachsten ist das fiir
monotone Folgen.

Definition 3.9 Fine reelle Funktion f heifit

e monoton wachsend, wenn f(s) > f(t) ist fir alle s, t € D(f) mit s > t.

e streng monoton wachsend, wenn f(s) > f(t) ist fir alle s, t € D(f) mit
s> t.

e monoton fallend bzw. streng monoton fallend, wenn f(s) < f(t) bzw. f(s) <
f(t) ist fir alle s, t € D(f) mit s > t.

Eine Folge ist monoton wachsend (streng monoton wachsend, monoton fallend
bzw. streng monoton fallend), wenn

/\ Qn S Ant1 (an < Qp+1 Qn Z An+1 bzw. Qn > an—i—l)
neN

ist, wie man leicht mit vollstandiger Induktion beweist.

Jede monotone Folge hat einen Grenzwert in R:

Satz 3.10 Fir eine monoton wachsende bzw. fallende Folge (a,)nen it

R- lim a, = supa, (bzw. R-lim a, = inf a,)
n—oo neN n—oo neN

Insbesondere sind beschrankte monotone Folgen konvergent.
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Beweis: Wir beschranken uns auf den Fall einer monoton wachsenden, beschréank-

ten Folge. Die iibrigen Félle beweise der Leser analog. Setze a := supa,. Ist ¢ > 0
neN
vorgelegt, so existiert ein Index N € N mit

a—e<any <a;.

Da (a,) monoton wachst und a obere Schranke ist, erhdlt man fiir alle Indizes
n>N

a—ec<any <a,<a.

Also konvergiert (a,) gegen a.
q.e.d.

Beispiel 3.11 Die Folge (ay)nen = (ﬁ) ist streng monoton fallend, denn
neN
fir jedes n € N st

_\/H—HZ—\/HQ_ 1
e /== oy Y e ey

>0

und daher

1 - 1
= — > —— =Gy -
vn o ovn+1 +1

Da a,, > 0 ist fiir alle n € N, ist (a,)nen konvergent, etwa gegen a € R.

an

Es folgt aus Satz 2.20:

1
a®> = (lim a,)- (lim a,) = lim @ = lim — =0.

n—oo n—oo n—oo n—oo N,

Daher ist a = 0; die Folge <L> ist eine Nullfolge.
vn neN

Beispiel 3.12 Ist (a,)nen eine Folge nicht negativer Zahlen, so ist die Reihe der
(a,) eine monton wachsende Folge. Unter der harmonischen Reihe versteht man

n

die Folge [ > % (oder in der in Beispiel 3.8 eingefiihrten Sprechweise: » % 15t
j=1 j=1

die harmonische Reihe). Fir diese Reihe gilt:

ilzR,}E&i%:m (3.2)
j=1

=17
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L unbeschrinkt ist. Die Idee

Es muss nachgewiesen werden, dass die Reihe Z]oil ]

erkennt man, wenn man sich 5, % fiir ein grofles n ausgeschrieben denkt:

—_

Zl— IR URE IR VI I S S
jo=~ 2 3 4 5 6 7 8

j=1 =1 N S~~~ ~~
=12 >2.4=1/2 >4-1=1/2
1 1 1 1
+§+”.+1_64+\1_7+”.3_21+.”
2&1—{;:1/2 216~;i;:1/2

Wir fassen die unterklammerten Terme zusammen und schditzen jeden der Sum-
manden tber einer Klammer durch den letzten der Summanden nach unten ab
wie oben beschrieben. Genau formuliert: Fir alle m € N ist

om m 2k m ok
DEEE T SENED DI -5 D DENED SR
j=1 k=1 j=2k-141 k=1 j=2k-141
1 m
= 1+ @ FH)=1+2
k=1

Hieraus erkennt man (3.2).

Beispiel 3.13 Mit einer vorgegebenen Zahl 6 > 0 gilt:

o0 1 1446
S(5) <
=1 N

0 1+46
Die Reihe ) <%) konvergiert also.
j=1
Zum Nachweis ordnen wir die Summanden etwas anders als in Beispiel 3.12 und
schdtzen die unterklammerten Summanden jeweils durch ihren ersten nach oben

ab:
n 1 1+0 1 1+6 1 1+46 1 1+6 1 1+6
-) =1+ (3 - . -
>() ~+-G) -6 ) - -6)
j=1 =1 ~~ -~ ~~
§2~(%)1+5 §4'<%)1+5
1 1+9 1 1+46 1 1+9
O @)
§8~(é>1+6

Denn die innere Summe hat 2¢~1 Summanden.
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Genauer: Fir jedesn € N gilt

Jé (%>1+5 < 221 (%>1+6:

A
N
g

KAPITEL 3. FOLGEN

3.3 Teilfolgen und Haufungspunkte von Folgen

Eine wesentliche Rolle spielt der Begriff der Teilfolge einer Folge. Man stelle
sich die Folgenglieder einer Folge (a,)nen in der durch die Abbildungsvorschrift

gegebenen Reihenfolge aufgeschrieben vor:

ai; Gg; a3; Q43 - - -5 G,y - - -

Durchlauft man diese Zahlenschnur von links nach rechts und markiert hin und
wieder ein Folgenglied, so bilden die markierten Glieder eine neue Folge, sofern
man nicht nach endlich vielen Markierungen seinen Durchlauf beendet. Die so

erhaltene Folge nennt man eine Teilfolge. Prézise:

Definition 3.14 Fine Teilfolge einer Folge (a,)nen ist die Hintereinanderschal-
tung von a, mit einer streng monoton wachsenden Abbildung von N in sich.

Ist also

m:N—N

streng monoton wachsend — die "Auswahlfunktion” —, so ist

(a”(”) ) neN

eine Teilfolge von (a,),en. Man beachte, dass fiir jede Auswéahlfunktion 7 gilt:

/\ m(n) >n.

neN

(3.3)

Das erhélt man mit einer leichten Induktion aus der strengen Monotonie von 7.

Zwegen (3.1)
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Beispiel 3.15

i) 7m: N — N, n — 2n—1 wdhit aus einer Folge alle Glieder mit
ungeraden Indizes aus. Das dritte Glied der Teilfolge (aﬁ(n))neN ist also
aﬂ(g) = as.

(ii) Die Folge (i ist die Teilfolge der Folge (1),en, die durch die durch

n2>n€N n
7(n) := n? gegebene Auswihlfunktion entsteht.

(iii) Die mittels m(n) = n + 28 ausgewdhlte Teilfolge von (a,) entsteht durch
Streichung der ersten 28 Folgeglieder von (ay,)nen-

Aus Satz 3.1 folgt direkt — fiir den ersten Teil des Satzes beachte man (3.3) — :

Satz 3.16 Sei (a,)nen eine Folge.

~

(i) Euxistiert a := R- lim a,, so ist auch

R—lim Qr(n) = a

fiir jede Teilfolge (aﬂ(n))neN Vo1 (an)nen-

(ii) Ist mit einer Zahl k € N die Auswihlfunktion m durch m(n) = n+k gegeben
und existiert a :== R — lim a(,, so gilt

n—oo

R- lim a, = a

n—oo

auch fir die urspringliche Folge (a,).

Beispiel 3.17 Mit p € RT sei (ayp)nen durch

definiert. Dann st a, > 0 fiir jedes n € N und

An+1 o p

ay, n+1"

Ist

=max{j € N: j <p},
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so folgt fiirmn > k

ant+1 p <k+1

<1.
an n+1 " " n+1

Die Teilfolge (anik)nen ist also monton fallend und beschrinkt und konvergiert
nach Satz 3.10. Satz 3.16(ii) liefert, dass (a,) konvergiert. Bezeichnen wir den
Grenzwert mit a, so konvergiert auch (an41)nen gegen a. Andererseits ist a,1 =
L-a, fir jedes n € N. Mit Satz 2.22 folgt

n—oo n—oo

. . p
=1 ne1 = 1 —a, | =0-a=0.
a im a4 m (n 1a > 0-a=0

Insgesamt ist also

Etwas anders als fiir Teilmengen von R (Punktmengen) definiert man Héufungs-
punkte von Folgen:

Definition 3.18 Ist (a,)nen eine Folge, so heift a € R ein Hiufungspunkt in R
von (ap)nen, wenn gilt

/\ /\ \/ n>mAay, € Ula). (3.4)

eeRt meN neN

Liegt a in R, so nennt man a Héaufungspunkt; ist a € {—o00, 00} so nennt man a
uneigentlichen Haufungspunkt.

Definition 3.18 besagt, dass in jeder e-Umgebung von a unendlich viele Folgen-
glieder liegen (d. h. Folgenglieder zu unendlich vielen Indizes).

Man beachte: ein a € R kann Haufungspunkt der Folge (a,,),en sein, ohne gleich-
zeitig Haufungspunkt des Wertebereichs

W :={a,: n € N}

der Folge zu sein: z. B. ((—1)"),, oy hat die Zahlen —1 und 1 als Haufungspunkte,
aber der Wertebereich ist W = {—1,1} und hat keinen Haufungspunkt.

Lemma 3.19 a € R ist genau dann Héiufungspunkt in R der Folge (ay)nen, wenn
es eine Teilfolge (a”(”))neN gibt mit

R-1im arp) =a.

n—oo
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Beweis: Wenn es eine in R gegen a strebende Teilfolge ar,) gibt, so zeigen wir,
dass a Haufungspunkt in R von (a,)ney ist:

Sind € > 0 und m € N vorgelegt, so gibt es zunéchst einmal eine Zahl N € N mit

/\ Qr(k) € Ue(a) .

k>N
Waéhle nun k£ € N so, dass
k > max{N,m};
dann ist a, € U.(a) fir
n=mnk)>k>m.
(beachte (3.3)).

Ist nun umgekehrt a ein Haufungspunkt in R von a, so wollen wir eine Teilfol-
ge (Ar(n))nen konstruieren, die gegen a strebt. Konstruktionsidee: Wéhle fiir ¢
sukzessive die Glieder einer Nullfolge, etwa (1/n),en und finde zu jedem n eine
natiirliche Zahl 7(n) mit ar) € Uijn(a). Man muss dabei nur darauf achten,
dass 7 streng monoton wéchst! Die Funktion m wird mit dem Rekursionsprinzip
definiert:

Zu € = 1 gibt es eine Zahl 7(1) € N mit a1y € Uy(a), etwa
7(1) ;== min{k € N: a;, € Uy(a)} .
Dies wird durch (3.4) garantiert.
Wir nehmen an, wir hitten zu einem n € N ein 7(n) mit
ar(n) € Uijn(a)
gefunden. Dann gibt es nach (3.4) eine Zahl 7(n + 1) € N mit
n+1)>7n)+1 und arpi1) € Urymiry(a) ,
etwa
m(n+1):=min{k € N: k> 7(n) +1 A ar € Uijmi1)(a)} -

Die so definierte Funktion 7 : N — N ist streng monoton wachsend und

A ey € Uiyn(a) . (3.5)

neN
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Ist nun a € R, so ist lim a(,) = a, denn

N Nty —al<1l/n—0.
neN
Ist a = 0o bzw. a = —00, S0 ist ar(n) > n bzw. drp,) < —n fiir alle n € N und

daher R lim Ur(n) = Q.

n—oo

q.e.d.

Satz 3.20 Sei (a,)nen eine Folge und
H :={a € R: a ist Hiufungspunkt von (a,)} . (3.6)
Ist H# 0, so sind sup H und inf H Haufungspunkte in R von (ay).

Beweis: Sei H # (). Dann ist b := inf H < oo. Zu gegebenem ¢ > 0 existiert ein
h € H welcher in U.(b) liegt. Fixiere nun 6 > 0 so, dass Us(h) C U.(b) ist. Ist
nun m € N vorgegeben, so existiert ein Index n > m mit a,, € Us(h) C U.(b),
denn A ist ein Haufungspunkt der Folge (a,,).

q.e.d.

Nun definieren wir lim inf a,, bzw. lim sup a,, als kleinsten bzw. grofiten Haufungs-

n—oo n—oo

punkt in R von (a,):

Definition 3.21 Seien (ay)nen eine Folge, H C R die Menge der Haufungspunk-
te von (a,) (wie in (3.6)) und H C R Die Menge der Hiufungspunkte in R von
(ay). Dann heiffen

—00, falls —oco € H

liminfa, :==< inf H, falls H+# (0 und inf H > —oc0 (3.7)
e 00 falls H = {0}
00 falls 0o € H
limsupa, :={ supH , falls H+# () und sup H < oo (3.8)
e —00 falls H = {—0c0}

Limes inferior bzw. Limes superior der Folge (ay,).

Nach einem fundamentalen Resultat der Analysis, dem Satz von Bolzano und
Weierstrak, besitzt jede Folge einen Haufungspunkt in RR. Dies ist aquivalent mit
der Aussage, dass Limes inferior und Limes superior einer jeden Folge (ay)nen
existieren. Um den Beweis dieses Satzes vorzubereiten, wird eine alternative Mog-
lichkeit zur Bestimmung von Limes superior und inferior angegeben.
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Lemma 3.22 Sei (a,)nen eine Folge und fiir jedes n € N

b, :=inf{a;: j >n} , ¢y i=sup{a;: j > n}.

Dann gelten (i) oder (ii) bzw. (iii) oder (iv):

(i)

(ii)

(iii)

(iv)

A b, eR.
neN R
In diesem Full existiert R— lim b,, und

n—oo

liminf a, = R- lim by,

n—oo n—oo

A b,=—oc0
neN
In diesem Fall gilt

liminf a, = —c0 .
n—oo
A @ eR
neN
In diesem Full existiert R — lim ¢,, und
n—oo
limsup a, = R- lim ¢,
n—oo n—oo
N =
neN

In diesem Fall gilt

limsupa, = oo .

n—oo

81

Beweis: Wir fiithren den Beweis nur fiir die Alternative ”(i)V(ii)”, da die andere
vollig analog bewiesen wird.

Mit

A, :={a;: j > n}

folgt fiir jedes n € N

Q)#AnJrlCAn-

Dann liefert (1.92)

b, =inf A, <inf A, 1 = b1 < 0

(3.10)
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Gilt by = —oo fiir einen Index k£ € N, dann folgt aus (3.10) fiir Indizes n < k,
dass b, = —oo ist. Fiir n > k ist —oo = b, = min{ay, axs1,...,a,_1,b,}. Da
Qpy ... 0,_1 € R sind, muss b, = —oo sein. Ist also b, = —oo fiir ein £ € N, so
auch fiir alle weiteren k£ € N, und wir sind im Fall (ii). Sind in diesem Fall € > 0
und m € N vorgelegt, so gibt es wegen b,, = inf A,, einen Index n > m mit

an, € U.(—00),
d. h. —oo ist uneigentlicher Haufungspunkt von (a,)neny und geméfs (3.7) gilt

liminfa, = —o0 . (3.11)

n—oo

Andererseits folgt aus (3.10), dass

inf a,, <liminfa, = —o00
neN n—oo
ist, also by = —oo. Wie oben folgt, dass wir dann im Fall (ii) sind.

Gilt b, € R fiir alle n € N, so ist (b,,) eine monton wachsende Folge und

b:=TR— lim b, =supb, > —©

existiert wegen Satz 3.10.

Wir zeigen, dass b Hiaufungspunkt in R von (an)nen ist. Sind € > 0 und m € N
vorgelegt, so gibt es eine Zahl £ € N mit £ > m und

by € Us(b) .
Insbesondere ist by, < b. Wegen b, = inf A, existiert ein Index n > k mit
b < ap, < by + ¢, also a, € U(b)

Mithin ist b Hiufungspunkt in R von (@) nen-

b ist kleinster Hiufungspunkt in R von (an)nen- Gébe es einen R-Hiufungspunkt
b von (@n)nen mit b < b, so wire — wir sind in Fall (i) — nach dem ersten Teil des
Beweises b # —o00. Wegen b < b folgt b€ R. Es gibt ein e € R* mit

?)+5<b.

Dann gibt es d > 0, so dass U.(b) N Us(b) = 0 ist. Zu diesem § findet man m € N
mit

bm€U5(b> ) bmgb
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Fir alle n > m ist dann
3+€<bm§an.

Wir haben also gesehen

V.V Aweud).

eeRT* meN n>m

Dies heifit, dass b nicht Haufungspunkt von (a,,) war.

Insgesamt haben wir also gezeigt: Entweder tritt Fall (i) oder Fall (ii) ein. Im Fall
(ii) ist —oo uneigentlicher Haufungspunkt von (a,,). Im Fall (i) ist (mit H wie in
Definition 3.21)

b=inf H > —o0,
und dieses Infimum ist oo, falls H = () ist. In jedem Fall folgt

b = liminf a,, .

n—oo

q.e.d.
Wir ziehen aus Lemma 3.22 einige Schliisse:

Korollar 3.23 Ist (a,)nen €ine Folge, so gilt fir jeden Hdufungspunkt a von
(an)neN

inf a,, <liminfa, <a <limsupa, < supa,
neN n—0o0 N—00 neN

Denn mit den Folgen (b,) und (¢,) aus dem Beweis von Lemma 3.22 ist
inf a,, = by < supb, = liminfa,
neN neN neN

limsupa, = inf ¢, < ¢ =supa, ,
n—oo neN neN

und lim inf a,, bzw. lim sup a,, sind kleinster bzw. grofter Haufungspunkt in R.

n—0oo n—oo

Satz 3.24 (von Bolzano-Weierstraf) )
Jede Folge (ay)nen besitzt wenigstens einen Haufungspunkt in R. Insbesondere
enthdlt jede beschrankte Folge eine konvergente Teilfolge.
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Beweis: liminf a,, und lim sup a,, sind Haufungspunkte in R von (ay). Nach Ko-

rollar 3.23 besitzt eine benscﬁorénkte Folge keinen uneigentlichen Haufungspunkt;
eine Teilfolge von (a,),en aber, die gegen einen Haufungspunkt a € R strebt, ist
konvergent.

q.e.d.

Eine in der Analysis wesentliche Begriffsbildung steht im Zusammenhang mit
dem Satz von Bolzano — Weierstraf:

Definition 3.25 FEine Teilmenge M C R heifst kompakt, wenn jede Folge in M
eine konvergente Teilfolge mit Grenzwert in M besitzt.

Eigentlich spricht man in diesem Fall von “Folgenkompaktheit” im Gegensatz zu
“Uberdeckungskompaktheit”. Letzteren Begriff werden wir spéter noch kennen-
lernen. Beide Begriffe werden auch in allgemeineren Situationen definiert. Fiir
Teilmengen von R sind sie aber dquivalent.

Definition 3.26 Fine Teilmenge M C R heifit abgeschlossen, wenn jede Hdu-
fungspunkt von M selbst zu M gehort.

Beachten Sie: Da Kompaktheit und Abgeschlossenheit von M durch eine Allaus-
sage liber M definiert sind, ist insbesondere die leere Menge sowohl kompakt als
auch abgeschlossen.

Der Satz von Bolzano — Weierstrafs 1afst sich nun auch in folgender Formulierung
enthalten:

Satz 3.27 M C R ist genau dann kompakt, wenn M beschrinkt und abgeschlos-
sen 1st.

Als weiteres Konvergenzkriterium fiir Folgen halten wir fest:

Satz 3.28 Fine Folge (a,) konvergiert genau dann in R, wenn
liminf a,, = limsup a,, .

~

Dieser gemeinsame Wert ist dann der Grenzwert von (a,) in R.
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Beweis: Wir setzen a := limsupa,, = liminf a,, und setzen wie im Beweis von

Lemma 3.22: o o

b, :=inf{ag: k >n} | ¢, :=sup{ap: k>n}.
Dann gilt fiir alle n € N

by, <a,<c,. (3.12)
Ist a endlich, also a € R, so folgt mit Lemma 3.5

i =

denn b, ¢, — a.

Ist a = oo bzw. a = —o0, so divergiert (b,)nen gegen 0o bzw. (¢, )nen gegen —oo,
und die Behauptung folgt wegen (3.12) unter Verwendung von Lemma 3.6.
q.e.d.

Man kann auf folgende Weise aus der Konvergenz von Teilfolgen auf die Konver-
genz der urspriinglichen Folge schliefsen:

Satz 3.29 Sei (a,)nen eine Folge und a € R. Wenn jede Teilfolge (ar(n))nen eine
Teilfolge (Gr(u(n)))nen enthilt, die in R gegen a strebt, so gilt fir die urspriingliche
Folge

R—lma,=a.

n—oo

Beweis: Die Folge (a,)nen hat a als einzigen R-Hiufungspunkt. Ist nimlich a
ein Haufungspunkt in R von (ay)nen, so strebt eine Teilfolge (ar(n))nen gegen a.
Damit strebt aber jede Teilfolge von (ar())nen gegen a. Eine dieser Teilfolgen
aber strebt gegen a. Damit muss a = a sein.

Andererseits ist ¢ auch Haufungspunkt in R von (an): es gibt ja eine gegen a
strebende Teilfolge von (ay,).

Wir folgern

a = liminf a,, = lim sup a,,,

n—00 n—00

und mit Satz 3.28

R—lma,=a.

n—oo
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q.e.d.

Eine weitere Methode, die Konvergenz von Folgen nachzuweisen, liefert das Kon-
zept der Cauchy-Folge (Augustin Louis Cauchy, 1789-1857)

Definition 3.30 FEine Folge (a,)nen heifit Cauchyfolge, wenn

AV A | an —am |< € (3.13)
c€RT - NEN  p meN
n,m >N

Bei vorgelegtem ¢ unterscheiden sich die Glieder zu geniigend grofen Indizes also
um weniger als €.

Aquivalente Formulierungen liefert folgender Satz
Satz 3.31 Fir eine Folge (ay)nen sind dquivalent

(1) (an)nen ist Cauchyfolge.
(i) Es gilt

AV A N ansr —an|<e. (3.14)

eeRt NeN n > N keN
neN

(iii) Es gilt

AV A lavu—avl<e. (3.15)

eeRt NeN [eN

Beweis: Die Aquivalenz von (i) und (ii) sowie die Implikation (ii) = (iii) sind
unmittelbar klar. Wir beweisen die Implikation (iii) = (ii):

Ist € > 0 vorgelegt, so existiert N € N derart, dass

/\ |CLN_H—CLN|<E/2.
leN

Dann folgt fiir alle n € N mit n > N und k € N:
’@nJrk_an’S‘anJrk—aN’"i_‘an—aN‘
=| ansnth-n) —an | + | ansm-n) —an [< €/2+€/2 =€,
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dennn+k—N € N, n— N € NU{0}, (und fiir n = N ist die Abschétzung
| ANt (n-n) — an |= 0 < /2 natiirlich richtig).

q.e.d.
Beachtet man

Satz 3.32 Cauchyfolgen sind beschrinkt,
so erhilt man eine weitere niitzliche Aquivalenz:

Satz 3.33 (a,)nen ist genau dann Cauchyfolge, wenn eine Nullfolge (by)nen €xi-
stiert, mit der

/\ | Gpsre — an |< by, (3.16)

k,neN

abgeschdtzt werden kann.

Beweis: von 3.32
Zu € := 1 bestimme man N so, dass fiir alle £ € N geméf (3.15) gilt:

|anye—an |[< 1.
Dann folgt fiir alle n > N:

| an |<|an —an | + | ay |<| ay | +1
Also ist

sup{| ax | : k € N} <max{|a ;] az]|;...;|an|,| an | +1} < o0

Beweis: von 3.33
Ist (a,)nen Cauchyfolge, so ist wegen Satz 3.32

by :=sup | apyp — a, |< 00
keN

fir alle n € N. Die Folge (b,,) ist wegen (3.15) eine Nullfolge, und

/\ |an+k_an‘§bn-
k,neN
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Ist umgekehrt (b, ),en eine Nullfolge, mit der Abschitzung (3.16) gilt, so existiert
fiir vorgelegtes ¢ > 0 ein N € N, so dass fiir n € N mit n > N gilt

b, < e,
und damit

| Gy — an |< b, <€
fir alle Kk € Nund n > N.

Konvergiert eine Folge (a,)nen und ist etwa a ihr Grenzwert, so gilt fiir alle
n,k €N

| angre —an |<| G —a | +]a,—al .
Ist € > 0 vorgelegt, so existiert N € N mit
| apm —a |< e/2
fiir alle m > N. Daher folgt fiir n > N und k£ € N

| Gpar —an |<e/24¢/2=c¢.
q.e.d.

Konvergente Folgen sind also Cauchyfolgen. Aber auch das Umgekehrte ist richtig:

Satz 3.34 (Volistindigkeitssatz) Eine Folge ist genau dann konvergent, wenn sie
Cauchyfolge ist.

Ist ndmlich (a,)nen eine Cauchyfolge, so ist sie beschrénkt und enthélt nach
dem Satz von Bolzano-Weierstrals eine konvergente Teilfolge (ar(y))nen. Deren
Grenzwert sei a. Beachtet man m(n) > n fiir die Auswihlfunktion 7 und alle
n € N, so folgt fiir n € N

|an_a|§‘an_a7r(n)|+|a7r(n)_a|§bn+|a7r(n)_a|,

wobei (by,) eine (3.16) erfiillende Nullfolge ist. Insgesamt ist (b,+ | azm) — a |))
Nullfolge, und

lim a, = a
n—oo

folgt mit Lemma 3.5.

Eine erste Anwendung ist das Majorantenkriterium fiir die Konvergenz von Rei-
hen:
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Satz 3.35 Gegeben sei eine Reihe ) a;, und es gebe eine konvergente Reihe
j=1

j=1
Vo A eIt

keEN  jeN,j>k

[&.°]
Dann ist auch ) a; konvergent.
j=1

o0 [&.°]
Man nennt > b, eine Majorante der Reihe ) a,. Beachten Sie, dass dieses

n=1 n=1

(o.9]
Majorantenkriterium auch die Konvergenz der Reihe ) | a,, | impliziert. Indem

n=1
oo
man b, :=| a, | setzt, erkennt man auch, dass die Konvergenz von > | a, | die
n=1
o
Konvergenz von »_ a, impliziert.
n=1

Definition 3.36 Die Reihe ) a; heifit absolut konvergent, wenn ) | a; | kon-
=1 J=1
vergent 1st.

Das Majorantenkriterium liefert also sogar die absolute Konvergenz der vorgeleg-
ten Reihe.

Beispiel 3.37 Die Exponentialreihe ) ’Jc—f konvergiert fiir jedes vorgelegte x € R.
j=0
Denn fiir jedes n € N ist

()

nach Beispiel 3.17 ist (== 2|x‘ ) eine Nullfolge, also beschrinkt durch eine Zahl
¢ > 0, und die Reihe iiber c - (%) konvergiert.

xn

n!

Definition 3.38

= 7'

heifft Eulersche Zahl (Leonhard Euler 1707-1783).
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Satz 3.39 Die FEulersche Zahl e ist irrational.

Der Beweis wird am Ende von Kapitel 5 ausgefiihrt.

Beweis (von Satz 3.35): Fiir n, k € N ist

n+k n+k n+k n+k
IZ% Zaa\—l Sl Y lal 3 h< Y by
Jj=n+1 Jj=n+1 Jj=n+1 Jj=n+1
und durch

Z b _Zb ibﬂ ,TLEN,
j=1

Jj=n+1

ist eine Nullfolge definiert. Satz 3.33 liefert die Cauchykonvergenz von (Z aj) ,
neN

und die Behauptung folgt aus dem Vollstéandigkeitssatz 3.34.

q.e.d
Beispiele 3.40 Die "Cosinusreithe”
(=1
;] (27)!
und die "Sinusreihe”
> o 241
S
g (27 +1)!
konvergieren fiir jedes x € R. Denn fir jedes 7 € N gelten
) x2j (’ T |2)] . I2j+1 ‘x|2j
1yl < By |
(24)! j! (25 +1)!
also ist mit p :=| x |* die Ezponentialreihe j;)% bzw. jz::O ‘xjﬁ eine konvergente

Majorante.

Sind N Zahlen ay,...,ax gegeben (N € N) und ist

a:{l,...,.N} = {1,...,N}
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eine Bijektion (also « eine Permutation der Zahlen 1,..., N), so ist
N N
D= tagw,
n=1 n=1

d. h. man kann die Reihenfolge, in der summiert wird, beliebig umordnen. Dies
stimmt aber nicht mehr allgemein, wenn man es mit Reihen zu tun hat. In diesem
Fall gilt der "grofse Umordnungssatz™
Satz 3.41 Sei ) a; eine konvergente Reihe.

=1

=

(i) Ist > a; absolut konvergent, so gilt fiir alle Bijektionen o : N — N :
j=1
D4 =D aag
j=1 j=1

(i) Ist 3. | a; |= oo, so gibt es zu jedem x € R eine Bijektion a : N — N, s0
j=1

dass Y aq(j) = x ist.
=1

Beweis (zu (i)): Seien a : N — N eine Bijektion, ¢ := >  a; und ¢ > 0
=1

vorgegeben. Es gibt eine Zahl Ny € N, so dass fiir alle m > n z_No gelten

m

9 £

<§, E |6Lj|<§.
j=n

Waéhle nun N € N so grof, dass

n

CL—Eaj

=1

{1,...,No}  {a(1),...,a(N)}.

Dann ist N > N; und es gibt eine Permutation 7 : {1,..., N} — {1,..., N}, die
die Zahlen von 1 bis Ny so ordnet, dass a(m(j)) = j ist.

Fir j > N und fir i € {Ny +1,..., N} folgt dann

a(j) > Ny , a(m(i)) > Ny .
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Fir n > N gilt dann mit m := max{m(No+ 1);...,7(N); N +1;...;n}:

n N n
a— Z Ga(j)| = |@ — Z Qa(j) — Z Ga(j)
j=1 j=1

j=N+1

n

N
il Z Qa(r(j)) — Z Ga(j)
j=1

j=N+1
No N n

< la— Zaa(ﬂ(j)) + Z ’ Ao(7(5)) ‘ + Z ‘ Qa(y) ’
j=1 j=No+1 J=N+1
No m

<la=dal+ Y la]
j=1 Jj=No+1

< i + E = £

2 2

q.e.d.

Beweis (— Skizze zu (ii)): Wir skizzieren nur den Fall x € R*. Da >’ a;
j=1

konvergiert, nicht aber Y | a; |, enthélt (a;);en sowohl unendlich viele positive
j=1

als auch unendlich viele negative Folgenglieder. (ar(j))jen bzw. (a(j));en seien die

Teilfolgen der positiven bzw. der nicht positiven Folgenglieder. Es gelten dann

A @) > 0N ay <0,

jeN
N = W(r) U W(v), (3.17)
Y oangy ==y =00, (3.18)
j=1 J=1
Die Bijektion a erhdlt man, indem man sukzessive Indizes aus W(r), dem Wer-
k1
tebereich von 7, auswahlt bis ) a) > « ist; dann wahlt man Indizes aus dem
i=1
k
Wertebereich W(y) von v aus, bis ) as) < @ ist; dann wéhlt man wieder aus
j=1

W(m) aus u.s.w.

Genau definiert man o rekursiv wie folgt:

a(l) :=m(1)
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und fiir k € N
w(7), j:=min{i:7(i) ¢ {a(l),...,a(k)}} ,falls iaa(i) <z

alk+1) = k
v(7), j:=min{i:v() & {a(1),...,a(k)}} ,falls ;aa(i) >

Dass dieses Verfahren eine Bijektion liefert, folgt aus (3.17) und (3.18). Dass dann
tatsachlich

[e.9]

Z Ga(j) =T

Jj=1

ist, folgt aus der Tatsache, dass (a;) Nullfolge ist.



Kapitel 4

Stetige Funktionen

4.1 Stetigkeit

Wir wollen nun reelle Funktionen untersuchen, deren Definitionsbereich nicht auf
N beschréankt ist. Insbesondere interessieren uns Funktionen, deren Definitions-
bereich z. B. ein Intervall ist. Die riesige Menge solcher Funktionen mochten wir
aber durch fiir Anwendungen verniinftige Bedingungen einschrénken. Eine erste
solche Bedingung wird mit dem Begriff der "Stetigkeit” formuliert.

Man stelle sich eine Funktion
fi:la,b] =R

vor, die eine physikalische Messung beschreibt: Ist etwa h € [a, b] die Hohe
einer Quecksilbersdule (in mm) so sei f(h) die Temperatur (in °C) die um die
Séule herum (oder an ihrem Fufipunkt) herrscht. Nehmen wir an, es herrsche die
Temperatur 6y = f(hg). Da physikalische Messungen immer ungenau sind, wird
man eine Hohe h der Quecksilbersédule ablesen, der nahe bei hq liegt und auf die
Temperatur 6 schliefsen 1aft, und man erwartet, dass dann auch 6 nahe bei 6,
liegt, dass also ein geringer Ablesefehler zu einem gerinen Interpretationsfehler
fiihrt.

Genauer: Ist eine Fehlertoleranz ¢ fiir die zu bestimmende Temperatur vorgege-
ben, so fragt es sich, wie grofs die Ablesetoleranz  sein muss, damit beim Ablesen
eines Werts h im Ablesetoleranzbereich (hg — 6, ho + d) die daraus interpretierte
Temperatur f(h) im Toleranzbereich (6y — €,y + ¢) liegt.

Handelt es sich bei dem Thermometer etwa um ein Fieberthermometer, so in-
teressiert besonders der Wert 6, = 37 und man wird den Patienten als weder
unterkiihlt noch fiebrig auffassen, wenn z. B. ¢ = 0,4 ist. Die dann zugelassene
Ablesegenauigkeit § wird von #y abhéngen.

94
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Hat man aber keine Temperatur 6, vorgegeben, so ist man daran interessiert,
dass die Ablesetoleranz d nicht von 6, abhéngt. Diese beiden Standpunkte fiihren
auf zwei Stetigkeitsbegriffe: der erste fiihrt auf "Stetigkeit”, der zweite auf den
scharferen Begriff der "gleichméfigen Stetigkeit”.

Definition 4.1 Eine reelle Funktion f heifst genau dann stetig in einem Punkt
z € D(f), wenn

A VDG NUsE) € UL (F(@) - (4.1)

e>0 6>0

f heif$t stetig in einer Teilmenge M C D(f), wenn f stetig in jedem Punkt aus
M ist. f heifit stetig, wenn f stetig in D(f) ist.

Bevor wir Beispiele fiir stetige Funktionen angeben, sollen einige dquivalente Be-
dingungen zu (4.1) formuliert werden:

Satz 4.2 Sei f eine reelle Funktion und & € D(f). Dann sind dquivalent:

(1) f ist stetig in T

(ii) die Bedingung

AV A (e-il<s=|f@)-f@)l<e) ; (4.2)

e>0  §>0  zeD(f)
(iii) die Bedingung

AV DUHNUs(@) € FHUF(#) (4.3)

e>0  6>0

(iv) lim f(z) = f(2), sofern & Hdaufungspunkt von D(f) ist;

(v) lim f(x,) = f(2) fir jede gegen & konvergente monotone Folge (x,,)nen in
D(f) ;
(vi) lim f(x,) = f(Z) fir jede gegen & konvergente Folge (xy)nen in D(f).

(iv) schreibt man auch oft in der Form lim f(Z + h) = f(&).

h—0

Beweis: Die Aquivalenz von (i), (ii) und (iii) ist unmittelbar einsichtig.
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Auch erkennt man direkt, dass (4.1) die Bedingung (iv) impliziert. Sei nun ande-
rerseits (iv) erfiillt. Fiir Z miissen zwei Moglichkeiten diskutiert werden: Entweder
ist Z kein Haufungspunkt von D(f); dann ist fir ein § > 0 der Punkt & einziger
Punkt in D(f) N Us(z) und mithin f(D(f) NUs(z)) = {f(2)} C U.(f(2)) fir
jedes € > 0, d. h. f ist stetig in . Oder Z ist Haufungspunkt von D(f); dann
liefert die Bedingung lim f(x) = f(&), dass zu jedem € > 0 ein § > 0 existiert

mit f(Us(z) \ {#}) C U.(f(%)). Da natiirlich f(z) € U.(f(z)) ist, folgt sogar
f(Us(z)) C U(f()); f ist also auch in diesem Fall stetig in .

Ferner folgt (vi) aus (iv): Ist 2 kein Haufungspunkt von D(f), so miissen gegen &
konvergente Folgen (z,,)nen in D(f) von einem Index 7 an konstant Z sein: z,, = &
fiir n > n. In diesem Fall folgt also (vi) aus (iv). Ist aber & Haufungspunkt von
D(f) und ist (z,) C D(f) eine monotone Folge mit lim x,, = &, so folgt (v) mit
Satz 2.27.

Das folgende Lemma liefert, dass (iv) aus (v) folgt, und da (vi) trivalerweise (v)
impliziert, ist dann der Satz bewiesen.
q.e.d.

Lemma 4.3 Seien [ eine reelle Funktion, z ein R—Hdufungspunkt von D(f) und
a € R. Dann sind (i) und (i) dquivalent:

(i) R—lim f(z) = a

r—z

(ii) Fiir jede streng monotone Folge (xn)nen in D(f) ist R — lim f(x,) = a.

n—oo

Beweis: Wir beschranken uns auf den Nachweis “ii = i” — das ist der Schluss,
der zur Vervollstdndigung des Beweis von Satz 4.2 noch benédtigt wird. Gilt (ii)
und wire (i) falsch, so wiirde gelten

VA \/  z#2Af(x)¢Ud(a).

e>0 >0 zeUs(z)ND(f)

Wir withlen also ein solches € und finden (setze § = 1/n) zu jedem n € N eine Zahl
t, € Uyyn(2) N D(f) mit f(z,) ¢ U.(a) und x,, # 2. Dann ist R — lim z,, = z,

und (z,,) ist Folge in D(f) \ {z}. o

Nun ist z,, > z fiir unendlich viele Indizes n oder x,, < z fiir unendlich viele
Indizes. Ingesamt gibt es also eine Teilfolge (Tx(n))nen mit Ty > 2 fiir alle

n € N oder z,¢,,) < z fir alle n € N. Wegen R — lim z,(,) = 2z kann man aus
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(Z7(n))nen wieder eine Teilfolge (2 (a(n)))nen auswéhlen, die streng monoton ist.
Wegen (ii) folgt dann

R — lim f(xwooe(n)) =a

im Widerspruch zu f(2x(a(n))) ¢ Us(a).

q.e.d
Beachten Sie: Wegen des Lemmas 4.3 14t sich 4.2(v) auch in der Form
wenn & Haufungspunkt von D(f) N (—oo, ) ist: lim f(x)
/% = 1(@) . (44
wenn & Haufungspunkt von D(f) N (z, oo) ist: h{{g f(x)
Hierbei sind
m =l Fl(—oo, d)ann - 1= (2, 00 )i (45)

die Grenzwerte von unten und von oben von f in z. Statt unten bzw. oben sagt
man auch links bzw. rechts.

Satz 4.4 Sind die reellen Funktionen f, g in & € D(f) N D(g) stetig, so auch
f+g, f—g, [-g, f/lg — letzteres, sofern g(z) # 0 ist.

Das erhilt man aus Satz 2.25. Satz 2.27 liefert

Satz 4.5 Sind f, g reelle Funktionen und sind g in & € D(g), f in g(z) € D(f)
stetig, so ist f o g in T stetig.

So erhalt man

Beispiel 4.6 Gebrochen rationale Funktionen (das sind Quotienten von Polyno-
men) sind stetig.

Ferner:

Beispiel 4.7 Die durch r(x) :=| x| definierte Funktion ist stetig.

Denn fir alle x , h € R st

|r(@+h)—r@) [=llz+h|—|z||[<[z+h—z|=[h[=0 fir h—0.
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4.2 Gleichmafiige Stetigkeit

Nach Definition 4.1 und nach 4.2(ii) ist eine Funktion f genau dann stetig, wenn

A AV A Is—tl<é=|fs)-ft)]<e. (4.6)

seD(f) €>0 §>0 teD(f)

Die zu wéhlende ”Abszissentoleranz” § hangt also nicht nur von der vorgegebenen
"Ordinatentoleranz” € sondern auch vom jeweiligen Punkt s ab, um den herum
die Toleranz ¢ anzugeben ist. Beim Begriff der gleichméfigen Stetigkeit soll die
Toleranz 0 vom Punkt s unabhéngig angegeben werden konnen: der sich auf s
beziehende Allquantor muss hinter den Existenzquantor riicken.

Definition 4.8 Die reelle Funktion f heifst gleichmdfig stetig, wenn

AV /\ (|s—t|<d=| f(s)— f(t) |<e)

e>0 >0 steD(f

Beispiel 4.9 Durch f(z) := iz Ust eine gleichmdfig stetige Funktion gegeben.
Denn fir alle s,t € R ist

t | 1— st |
_ o — —t
[ fls) =110 1= '1+32 e T areare  f
1 t
Flstl gyt

T 1482t s%t

(wegen | st |< 1/2(s* 4+ t2)). Ist also € > 0 vorgegeben, so gilt mit § := ¢, dass
| f(s) — f(t) |< € ist, sofern | s —t|< 0 ist.

Beispiel 4.10 Die durch f(x) = 22 gegebene Funktion ist micht gleichmdfig ste-
tig.
Denn fir alle s,t € R ist

| f(s) = f@) |=ls+t]ls—t].

Hieraus ersieht man: Ist z. B. € = 1, so existieren zu jedem § > 0 Zahlen s,t € R
mit | s —t|< & und | f(s) — f(t) |> 1. Setze zum Beispiel s := 2,t := s+ /2.

Aber fiir Funktionen auf kompakten Intervallen fallen “Stetigkeit” und “gleichmé-
Rige Stetigkeit” zusammen:

Satz 4.11 Jede stetige Funktion f mit kompaktem Definitionsbereich D(f) ist
gleichmdfig stetig.
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Beweis: Wire eine stetige Funktion f mit kompaktem Definitionsbereich nicht
gleichméfig stetig, dann gébe es ein £y > 0 so, dass

ANV (t=sI<on [ f) = f(s) > &) .

6>0 t,seD(f)
Dann gibt es insbesondere Folgen (¢, )neny und (8, )nen in D(f), fir die gelten
1
A (1= sl 1) = s 1220 ) (47)
neN
Da D(f) kompakt ist, enthélt (,)ney eine gegen ein ¢ € D(f) konvergierende
Teilfolge (tr(n))nen, und wegen

. N 1 R
m(n —t|< m(n _tﬂ'n tﬂ'n_tg_ tﬂn —t 0
[ = IS Sn) = tni [+ Ty = 1S Zo5 4 [e —11=

konvergiert auch (Sx(n))nen gegen t. Aber f ist stetig in t; also gibt es zu 5 eine
Zahl § > 0 mit

teD(f)

sofern | t —t |< & ist.

Fiir hinreichend grofes n liegen aber t.(,) und s, in Us(t), und daher ist
| ftrmy) = F(Sn) [ Ftaimy) = FE) [+ | f(52m) = F(E) [< 20

im Widerspruch zu (4.7).

4.3 Eigenschaften stetiger Funktionen

Wir wollen nun drei wesentliche Eigenschaften stetiger Funktionen nachweisen:
Stetige Funktionen bilden kompakte Mengen in kompakte Mengen ab; stetige
Funktionen bilden zusammenhingende Mengen in zusammenhangende Mengen
ab; auf einem Intervall definierte stetige, injektive Funktionen besitzen eine stetige
Umkehrfunktion.

Satz 4.12 Jede stetige Funktion f mit kompaktem Definitionsbereich hat einen
kompakten Wertebereich.
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Beweis: Sei (y,)nen eine Folge im Wertebereich von f. Dann gibt es eine Folge
(Tn)nen in D(f) mit y, = f(z,), und wegen der Kompaktheit von D(f) enthélt
(x,,) eine gegen ein x € D(f) konvergente Teilfolge (2(,)). Nach Satz 4.2(vi) folgt

JLIEIO Yr(n) = nll_{folo f(@zmy)) = f(x) € W(f),

also ist W (f) kompakt.
q.e.d.

Man beachte, dass kompakte Mengen Minimum und Maximum besitzen. Kom-
pakte Mengen sind namlich beschrankt, und Infimum bzw. Supremum einer be-
schriankten Menge M sind zumindest Haufungspunkte von M, wenn sie nicht
bereits Elemente von M sind. Da aber eine kompakte Menge abgeschlossen ist,
miissen Infimum und Supremum in ihr enthalten, also Minimum bzw. Maximum
sein.

Als Korollar von Satz 4.12 erhalt man also:

Korollar 4.13 Ist f eine stetige Funktion mit kompaktem Definitionsbereich, so
st f beschrankt und nimmt thr Minimum und ihr Mazimum an.

Korollar 4.13 wird haufig in dem Fall angewendet, dass D(f) ein kompaktes, also
ein beschranktes und abgeschlossenes Intervall ist.

Bevor wir die zweite Eigenschaft formulieren, wollen wir noch gewisse topologi-
sche Grundbegriffe einfiihren.

Definition 4.14 Fine Teilmenge M C R heifst offen, wenn mit jedem Punkt aus
M eine ganze Umgebung des Punktes in M enthalten ist:

AV Ulx)cm.

zeM  6>0

Beispiele fiir offene Mengen sind die offenen Intervalle (a, b) mit a < b, a,b € R.
Inshesondere sind also alle offenen 6 Umgebungen Us(a) von Punkten a € R of-
fen. Man mache sich klar, daf eine Menge sowohl nicht offen als auch nicht abge-
schlossen sein kann. Z. B. M := (0, 1] ist weder offen noch abgeschlossen. Aber
das Komplement einer offenen Menge ist stets abgeschlossen (und umgekehrt):

Satz 4.15 M C R ist genau dann offen, wenn das Komplement R \ M abge-
schlossen ist.
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Beachten Sie:
Das Intervall (0, 1] ist weder offen noch abgeschlossen. Ist aber —oo < a < b <
00, s0 ist (a, b) stets offen.

Beweis (von Satz 4.15): Ist M offen und ist z ein Haufungspunkt von R\ M,
so liegen in jeder Umgebung von z Punkte aus R\ M; d. h. keine Umgebung von
z liegt ganz in M. Mithin ist z ¢ M, also z € R\ M. R\ M ist also abgeschlossen.

Ist umgekehrt R \ M abgeschlossen, so ist jeder Punkt z € M sicher nicht Hau-
fungspunkt von R\ M, d. h. jeder Punkt = € M besitzt eine Umgebung, in der
kein Punkt aus R \ M liegt, die also ganz in M liegt. M ist also offen.

q.e.d.

Satz 4.16 A, Ay seien abgeschlossene, Vi, Vo offene Teilmengen von R. A sei
eine Familie abgeschlossener, O eine Familie offener Teilmengen von R. Es gelten

(i) 0 ist offen (i) R ist abgeschlossen
(ii) R ist offen (ii”) 0 ist abgeschlossen
(iii) V1 N V4 ist offen (iii’) Ay U Ay ist abgeschlossen
(iv) Upyeo U st offen (iv’) Naen A ist abgeschlossen

Beweis: Es geniigt wegen Satz 4.15, sich auf die Aussagen (i)—(iv) zu beschrén-
ken, die die offenen Mengen betreffen.

(i) und (ii) sind trivial.

Ist z € ViNV4, so gibt es §; > 0 und 0o > 0 mit Uy, (z) C Vi, Us,(z) C V5. Mithin
ist Us(z) C Vi NV, mit 6 := min{dy, 52} > 0. Also gilt (iii).

Ist x € |J U, so gibt es eine offene Menge V' € O, in der x und somit auch Us(x)
UeO
mit geeignetem § > 0 liegt. Es folgt

Us(xycvecl|JU.
UecO

Damit ist (iv) bewiesen.
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Man nennt eine Menge X einen topologischen Raum, wenn eine Familie S, be-
stehend aus Teilmengen von X, ausgezeichnet ist mit (i) - (iv) entsprechenden
Eigenschaften:

hes,

Xes§,

A winkes,
Vi,Vo €S

/\ UVES.
0ocs Ve

Eine Menge aus der Familie & nennt man eine offene Teilmenge von X. In to-
pologischen Rdumen kann man die Begriffe der Konvergenz und der Stetigkeit
formulieren, und eine Reihe von anschaulichen Eigenschaften lassen sich beschrei-
ben, indem man nur aus “offenen Mengen” abgeleitete Begriffe benutzt. Solche
Eigenschafen nennt man dann “topologische Eigenschaften”. Zum Beispiel ist die
Uberdeckungskompaktheit (vgl. die Ausfithrung hinter Definition 3.25) ein topo-
logischer Begriff, und wir werden spéter sehen, dass Satz 4.12 in weit groferer
Allgemeinheit gilt.

Auch folgende Charakterisierung der Stetigkeit gilt in weitaus groferer Allge-
meinheit:

Satz 4.17 FEine reelle Funktion f ist genau dann stetig, wenn zu jeder offenen
Menge W C R eine offene Menge V- C R so existiert, dass

W) =D(f)nV. (4.8)

Ist insbesondere D(f) offen, so heifit dies: das Urbild offener Mengen ist offen.

Beweis: Sei f stetig und z € f~1(W). Wahle €, > 0 so, dass U._(f(z)) C W.
Dann gibt es 6, > 0 mit D(f) NUs.(z) C f~H(U-.(f(x))) € f~*(W). Nach Satz
4.16(iv) ist V := | J{Us.(2): z € f~1(W)} offen und

[7W)=D()nV.

Existiert umgekehrt zu jeder offenen Menge W C R eine offene Menge V' C R
mit (4.8), so ist zu jedem € > 0

FHU(f(2) =D(f)nV

mit einer offenen Menge V', welche z enthélt. V' enthilt dann auch eine geeignete
0-Umgebung von z:

\/ D)NUs(z) € FHUf(2))),

d>o
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d. h. f ist stetig in z und damit insgesamt stetig, denn z war beliebig.
q.e.d.

Wir wollen nun zusammenhdngende Mengen definieren. Das ist fiir Teilmengen
von R einfach: Zusammenhéngende Teilmengen von R sind genau die Intervalle.
Aber tatsichlich ist Zusammenhang eine topologische Eigenschaft:

Satz 4.18 Fiur eine Teilmenge X von R sind dquivalent:

(i) X ist ein Intervall

(ii) Sind U und V offene Teilmengen von R mit den Eigenschaften
XnUunv=0, (XnU)uXnV)=X |, (4.9)

soist XNU =0 oder XNV = 0.

Teilmengen von X C R, die sich als Durchschnitt von X mit einer offenen Menge
O schreiben lassen, nennt man auch relativ offen (in X).

Satz 4.18 besagt, dass die Intervalle genau die Teilmengen von R sind, die sich
nicht als punktfremde Vereinigung zweier nicht-leerer relativ offener Teilmengen
darstellen lassen.

Beweis (von Satz 4.18): Der Leser mache sich klar, dass ein Intervall I C R
durch die Bedingung

/\ r<y=(r,y) CI (4.10)

zyel

charakterisiert ist: Gilt (4.10) fiir eine Menge I, so ist [ ein Intervall mit den
Grenzen inf I und sup I oder I = (); aber die leere Menge ist auch ein Intervall.

Zu “(i) = (ii)”: Wenn (ii) nicht gilt, so gibt es offene Mengen U,V C R, die (4.9)
sowie X NU # 0, X NV #  erfiillen. Seien dann v € X NU, v € X NV und
o. B. d. A. u < v. Wir definieren

t:=sup{s € [u,v]: se U} =sup[u,v]NU.

Da U und V offen sowie (X NUNV) = () sind, muss u < ¢ < v sein. ¢ kann nicht
in U liegen, sonst wére ¢ keine obere Schranke fiir [u, v] N U. t kann aber auch
nicht in V' liegen, sonst gébe es eine kleinere obere Schranke fiir [u, v]NU als ¢.
Dies aber widerspricht der zweiten Gleichung in (4.9).
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Zu “(ii)) = (i)™ Ist X kein Intervall, so gibt es z,y € X mit 2 < y und ein
z € (z,y) mit z ¢ X. Mit U := (—o00, z) und V := (z, c0) ist dann (4.9)
erfiillt, aber z € X NU und y € X NV im Widerspruch zu (ii).

q.e.d.

Definition 4.19 Fine Teilmenge X C R heif$t zusammenhdngend, wenn die Be-
dingung 4.18(ii) gilt: Sind U,V offene Teilmengen von R mit den Eigenschaften
XNUNV=0und ( XNU)UXNV)=X, soist XNU =0 oder XNV =10.

Wegen Satz 4.18 liefert Definition 4.19 eine topologische Charakterisierung von
Intervallen.

Wir kommen nun zur zweiten wesentlichen Eigenschaft stetiger Funktionen

Satz 4.20 Ist [ eine stetige Funktion mit zusammenhdangendem Definitionsbe-
reich, so ist der Wertebereich von f auch zusammenhdngend.

Etwas lidssig gesprochen, beinhaltet Satz 4.20 die Eigenschaft stetiger Funktionen,
dass man "sie durchzeichnen kann”. (sofern ihr Definitionsbereich ein Intervall ist).
Dies wird im folgenden Korollar aufgeschrieben, welches man den Zwischenwert-
satz nennt.

Korollar 4.21 Sei f eine stetige Funktion, fir die [s,t] C D(f) ist. Es sei
a :=min{f(s); f(t)}, b :== max{f(s); f(t)}. Dann gibt es zu jedem c € (a,b)
einen Punkt £ € (s, t), fir den ¢ = f(§) ist.

Siehe Abbildung auf der folgenden Seite.

Beweis (von Satz 4.20): Ist W(f) nicht zusammenhéngend, so gibt es zwei
offene Mengen U, V mit den Eigenschaften

W(HNUNV =0 (4.11)
(W(HNT)YUW()nV)=W(f) (4.12)
UNW(f)#0 , VAW(f)#0. (4.13)

Nun gibt es nach Satz 4.17 offene Mengen U, V' mit
O =unD(f) , f1(V)=VnD().

Wegen (4.11) ist UNVND(f) = 0, wegen (4.12) ist (UND(f))U(VND(f)) = D(f)
und wegen (4.13) ist UND(f) # 0 sowie VN D(f) # (. Dann aber ist D(f) nicht
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zusammenhéangend.
q.e.d.

Irgendwo schneidet der Graph von f die Parallele zur Abszisse durch die Ordinate c.
Kombiniert man die Sétze 4.12 und 4.20, so erhélt man

Korollar 4.22 st der Definitionsbereich der stetigen reellen Funktion f ein kom-
paktes Intervall, so ist auch thr Wertebereich ein kompaktes Intervall.

Die dritte wesentliche Eigenschaft stetiger Funktionen ist die Tatsache, dass jede
injektive stetige Funktion, deren Definitionsbereich ein Intervall ist, eine Umkehr-
funktion besitzt. Dabei definiert man natiirlich

Definition 4.23 Ist f eine reelle injektive Funktion, so heifft
f7r W) — R, yi=fla) — 2
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Umkehrfunktion von f.

Der Definitionsbereich von f~! ist also der Wertebereich von f, und f~! ordnet
jedem y € W(f) die eindeutige Losung der Gleichung f(x) = y zu.

Satz 4.24 Ist [ stetige und injektive reelle Funktion, und ist der Definitionsbe-
reich von f ein Intervall, so ist f streng monoton und die Umkehrfunktion f=1
15t stetig.

Damit erhélt man die Stetigkeit der durch f(z) = x® mit rationalem « gegebenen
Funktion oder — allgemeiner — von algebraischen Funktionen. Das sind Funktio-
nen, die man mittels algebraischen Operationen aus td : R — R, =z +— =z
und den konstanten Funktionen erhélt. Algebraische Operationen sind: Addition,
Multiplikation, Division und Wurzelziehen (zum Exponenten n € N).

Beweis (von Satz 4.24): Wir beweisen zunéchst die strenge Monotonie. Hierzu
seien p, q,u,v € D(f) mit p < ¢ und v < v. Wir haben zu zeigen, dass

[f(a) = f)] - [f(v) = fw)] >0 (4.14)
ist. Setze v := f(v) — f(u). Da f injektiv ist, ist v # 0.

Da D(f) ein Intervall ist, ist

g:10,1] — R, t w— 7 (f(1=t)v+ig) = f((1—=1)u+tp)))

eine wohldefinierte und stetige Funktion, und ¢(0) = 7? > 0. g besitzt keine
Nullstelle: Ist ndmlich g(¢) = 0 fiir ein ¢ € [0, 1], so ist wegen der Injektivitét
von f

1—thw+tg=1—-thut+tps (1 —t)(v—u)+tlg—p)=0.

Aber (1 —t)(v —u) + t(p — q) > 0. Nach Korollar 4.22 ist daher ¢g(1) > 0, und
das ist (4.14). f ist also streng monoton.

Wir nehmen nun o. B. d. A. f als streng monoton wachsend an — anderenfalls
gehen wir zu —f iiber. Ist y € W(f) und ist (y,)nen eine gegen y konvergente
monotone Folge in W (f), so ist auch die durch x, := f~'(y,) definierte Folge im
gleichen Sinne wie (y,,) monoton. Ist (y,) monoton wachsend, so folgt

/\ Qflgl'ngf_l(y),

neN
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und die Ungleichheitszeichen kehren sich um, wenn (z,) fallend ist. Jedenfalls
existiert x := lim x,, und liegt in D(f), da D(f) Intervall ist. Satz 4.2(iv) liefert

n—oo

f(z) = lim f(z,)= lim y, =y,
folglich f~1(y) = z. Also gilt
Tim £ (ya) = £ ()

fiir jede gegen y konvergente monoton wachsende Folge (y,,) in D(f~1) = W (f).
Analog argumentiert man fiir eine monoton fallende Folge.

q.e.d.
Schlieflich fithren wir noch als Schreibweise ein

Definition 4.25 Sei ) # D C R.
C(D) :=C%D) :={f € F(D,R): f ist stetig}

heiffit Raum der stetigen reellwertigen Funktionen auf D.

Man iiberlege sich, dass C'(D) ein Vektorraum ist, wenn man mit «, 3 € R und
f,g9 € C(D) erklart

af+pPg: D — R, z — af(z)+ fg(x) .



Kapitel 5

Differenzierbare Funktionen

5.1 Der Ableitungsbegriff

Es gibt verschiedene Vorstellungen, die zur Ableitung einer Funktion f in einem
Punkt £ ihres Definitionsbereichs fiihren. Newton stellt sich die Funktion f vor,
als eine Vorschrift, die jedem Zeitpunkt ¢ eine Weglédnge f(¢) zuordnet, die etwa
ein Massenpunkt bis zu diesem Zeitpunkt zuriickgelegt hat. Die Ableitung dient
dann der Geschwindigkeitsdefinition.

Bei Leibniz steht die Frage nach der Definition einer Tangente im Vordergrund.
Wir wollen von der Vorstellung der Approximation von f durch eine affin lineare
Funktion (ein Polynom ersten Grades) ausgehen (Brook Taylor (1685-1731)).

Zunachst:

Definition 5.1 FEin Punkt x heifst innerer Punkt einer Teilmenge M C R, wenn
eine Umgebung U.(z) von x mit U.(x) C M existiert.

Eine offene Menge besteht also nur aus inneren Punkten.

Definition 5.2 Sei f eine reelle Funktion und x ein innerer Punkt von D(f).
f heifst differenzierbar in x mit Ableitung o € R in x, wenn es eine in 0 stetige
Funktion R, mit R,(0) =0 gibt, so dass fiir alle h € R mit x + h € D(f) gilt

flx+h)= f(x)+ah+ R,(h) h. (5.1)

Satz und Definition 5.3 Sei f eine reelle Funktion und & ein innerer Punkt
von D(f).

108
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(1) Ist f differenzierbar in &, so ist die Ableitung in & eindeutig bestimmt und

wird mit f'(§) bezeichnet.

(ii) f ist genau dann differenzierbar in & wenn

o 6+ 1) = F(©)

h—0 h

existiert. Dieser Grenzwert ist gleich f'(€).

(iii) f ist genau dann differenzierbar in , wenn es eine in & stetige Funktion
F: D(f) — R gibt, so dass fir alle x € D(f) gilt

f(@) = (&) + F(x)(x =€) - (5.2)
Dann ist f'(§) = F(&).

Beweis:

Zu i): Sei § > 0 so, dass Us(§) € D(f). Sind sowohl « als auch & Ableitungen
von f in £, so gilt geméf (5.1) mit in 0 stetigen und verschwindenden Funktionen
R, und R,:

N\ (a—a)h=(Ry(h) — Ry(h)h
|h|<d

Folglich ist fiir h € Us(0) \ {0}

o —a = Ry(h) _RNm(h) — 0 (fiir h— 0);

d. h. a = &, und das war zu zeigen.

Zu ii): Ist f differenzierbar in &, so gilt nach (5.1) mit a := f'(&)

}lli%f(g"'_h}i_f(g) :}llii%ah-i-R}f(h)'h :}llii%(@"'Rg(h)):@
Ist umgekehrt

i LEED = 1O

h—0 h

so ist durch

JEH=JE) _ | falls h # 0 und € + h € D(f)
- h ’
Re(n) : { 0, falls h = 0

eine in 0 stetige Funktion R definiert, fiir die (5.1) (mit £ statt x) gilt:
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Zu iii): Dies ist klar mit den Beziehungen

F(z) = Re(z = &) + f'(€§) . Re(h) = F(§+h) — f(§) -

Aus 5.3(iii) erhélt man sofort:
Korollar 5.4 Ist [ differenzierbar in &, so ist f stetig in &.
Um einen Anschluss an die Leibnizsche Vorstellung zu gewinnen, definieren wir

Definition 5.5 Ist f differenzierbar in &, so heif$t die durch

Tre : R — R, o +— f(O+ (-9

gegebene affin lineare Funktion die Tangente an f in &.

Die Definition 5.2 der Ableitung wird IThnen ungewohnt erscheinen. Sie erlaubt
im Gegensatz zur Formulierung in Satz 5.3(ii) eine Verallgemeinerung auf Funk-
tionen, deren Definitionsbereiche in RY oder noch allgemeineren Vektorriumen
liegen. Dennoch erlaubt Satz 5.3, Grundableitungen so zu berechnen, wie Sie es
vielleicht von der Schule her kennen.

Definition 5.6 Ist f eine reelle Funktion, so heifit
D(f") :=={x € D(f): fist differenzierbar in x}

der Definitionsbereich der Ableitung von f, und
/'iD(f) — R,z — f(x)

heifit die Ableitung von f, sofern D(f’) nicht leer ist.

Ist D(f") = D(f), so heifit f differenzierbar.

Man beachte, dass D(f’) stets eine Teilmenge von D(f) ist.

Wir wollen nun die Ableitungen mdoglichst vieler Funktionen gewinnen. Beispiele,
die wir direkt mit der Definition gewinnen wollen, sind
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Beispiel 5.7 Sei id die Identitit, also gegeben durch id(x) = x. Dann ist
D(id)=D(id) =R, id(zx)=1 firalexeR.
Denn fir z,h € R ist
id(x +h)—idlx)=h=1-h+0-h.
Die Bedingung (5.1) aus Definition 5.2 ist also mit o = 1 und R,(h) = 0 (fir
alle h) erfiillt.

Beispiel 5.8 Mit einer gegebenen Zahl € R sei k durch k(z) = [ gegeben. k
ist also die konstante Funktion mit Wert . Dann ist D(k') = D(k) = R und
K'(x) =0 fir alle z € R.

Denn
k(x+h)—Fk(x)=0=0-h+0-h,
d. i. (5.1) mit « =0 und R,(h) =0 (fir alle h).

Beispiel 5.9 Sei K = ﬁ, also K(x) = % fiir alle v € R\ {0}. Dann ist D(K) =

Tz

R\ {0} und fir x € R\ {0}, h €e R\ {—x} gilt

h 1 1 1

Da die durch Ry(h) = & — :t(lerh) gegebene Funktion in h = 0 stetig ist mit Wert
R.(0) =0, ist

D(K') =R\ {0} =D(K), K'(x)= 1 .

2
Beispiel 5.10 Sei r die Betragsfunktion: r(x) := |z| fir x € R. Diese ist fir
jedes x € R\ {0} differenzierbar: Mit 6 := |z| gilt namlich fir alle h € Us(0)

B 1-h+0-h falls x > 0 st )
r(x+h)—7’($)+{_1.h+0-h falls x < 0 ist ’

also ist r'(x) = fay Jir © # 0.
In x =0 aber ist r nicht differenzierbar, denn fiir h # 0 ist

r(0+h)—r0) |h| (1  firh>0
h ~ h | =1 firh<0O

der Grenzwert fiir h gegen 0 existiert also nicht. Wohl aber ist r iiberall stetig
nach Beispiel 4.7. Wir haben also eine Funktion aus C(R) gefunden, die nicht
tiberall differenzierbar ist.
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5.2 Die Ableitungsregeln

Nun sollen Sitze angegeben werden, wie man aus den Ableitungen zweier Funk-
tionen auf die Ableitung einer Funktion schliefsen kann, die aus diesen beiden
Funktionen aufgebaut ist.

Satz 5.11 Seien f,g zwei in x € R differenzierbare Funktionen. Dann sind die
Funktionen f + g, f — g, f-g und, sofern g(x) # 0 ist, f/g in x differenzierbar
mit den Ableitungen

(f£9)(x)=f'(z) £d(2), (5.3)
(f-9)(x) = fi()g(x) + f(x)g'(x)  (Produktregel), (54)
(f/9) (x) = flw)g) = J@)g'(x) (Quotientenregel). (5.5)

(9(x))?

Insbesondere ist fiir o, f € R
(af + B9) (x) = af (z) + B¢ () (Linearitit).

Definition 5.12 Ist D eine offene Teilmenge von R so ist

CYD) = {feC(D): f st differenzierbar und f'€ C(D)},
C(D) = C(D).

CY(D) heift Raum der einmal stetig differenzierbaren Funktionen auf D.
Geméf Satz 5.11 ist durch die Ableitung also ein linearer Operator von C'(D)
nach C°(D) definiert:

d: CYD) — C"(D), | — f

ist linear.
Beweis (von Satz 5.11): Wir verwenden Satz (5.3)(iii) und schreiben

f@t) = f(z) + F@)(t - x)
9(t) = g(z) + GO)(t — x)

mit Funktionen F', GG, die in einer Umgebung U von x definiert und in x stetig
sind mit den Werten F(x) = f'(z), G(z) = ¢'(x).

Dann erhélt man fur t € U

(fE9)(t) = (
(f-9)@) =(
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mit
H(t) = F(t)g(x) + f(2)G(t) + FO)G()(t — x)
Offenbar sind F'£G bzw. H in einer Umgebung U von z definiert und in x stetig

mit den Werten (F £+ G)(z) = f'(z) £ ¢'(x) bzw. H(x) = f'(z)g(x) + f(z)g'(z).
Damit sind (5.3) und (5.4) bewiesen.

Mittels der Kettenregel, die im folgenden Satz formuliert wird, wird gezeigt wer-
den, dass

Ny 9@ d@
@><> @) )P (5:6)

ist. Die Quotientenregel (5.5) erhélt man dann direkt aus (5.6) und der Produkt-
regel (5.4). Bis auf Formel (5.6) ist Satz 5.11 jetzt bewiesen.

q.e.d.

Die Kettenregel beschreibt, wie man die Hintereinanderschaltung zweier Funk-
tionen differenziert:

Satz 5.13 (Kettenregel) Ist g differenzierbar in x und ist f differenzierbar in
g(x), soist f o g differenzierbar in x und

(fog)(x)= f'(g9(x)d (x) .

Die Funktion 1/g, fiir die (5.6) noch nachzuweisen ist, lafst sich mit K aus Beispiel
5.9 schreiben in der Form

l/g=Kog.

Die Kettenregel liefert dann

(Uwuﬁdﬂ%mﬂ@:—gémﬂ@,

also (5.6).

Beweis (der Kettenregel): Da eine Umgebung U.(z) von z := g(z) existiert,
welche in D(f) liegt, und da g stetig ist in z, gibt es eine Umgebung Us(x), fiir
welche ¢g(Us(z) N D(g)) C U.(z) ist. Da zudem z innerer Punkt von D(g) ist,
kann § so gewdhlt werden, dass Us(z) C D(g). Mithin ist Us(z) C D(f o g). Also
ist = innerer Punkt von D(f o g).

Wir verwenden zum Nachweis der Kettenregel Satz 5.3(iii). Danach gibt es Funk-
tionen F,G, die in D(f) bzw. D(g) definiert sind, in z bzw. x stetig sind und mit
denen gelten

N ) =FE+F6)s—2) N\ g() =g(x) + GO)(t - )

seD(f) teD(g)
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F(z) = f'(2) = f'(g(x)) , G(z)=4g(v).
Dann ist fiir t € D(f o g)
fog(t)=flg(t) = f(g(z)) + F(g(t)) - (g(t) — g(z))
=fog(x)+Fog(t)-Gt)-(t—x),

und Fog- G ist stetig in x mit Wert Fog-G(z) = f'(g(z)) - ¢'(x) Damit ist die
Kettenregel bewiesen.
q.e.d.

Wir sind jetzt in der Lage, Potenzfunktionen, Polynome und gebrochen rationale
Funktionen zu differenzieren:

Beispiel 5.14 Fiirn € N sei
falz) = 2"

Nach Beispiel 5.7 ist fi differenzierbar, fi(x) =

Nach der Produktregel gilt: Ist f, differenzierbar, so auch f,.1 = f. - fi und
Fora(@) = fo(@) - fr(@) + fol@) - fi@) = 2f(2) + ful2) -

Mt Induktion folgt nun: fn ist fiur alle n € N differenzierbar und

A N fiw) =na®

neN zeR
Beispiel 5.15 Fiirn € N sei

1
fon(x)=2"" = :
Nach der Quotientenregel ist f_, differenzierbar und zwar ist

/\ /\ fo(x) = —nz ",

neN zeR\{0}

Beispiel 5.16 Sei P ein Polynom:

/\ P(x) = Zajxj .

Tz€R
Nach Beispielen 5.14, 5.8 und nach Satz 5.11 ist P differenzierbar und

n—1

/\ P'(z Z a;jrit = Z(z + 1)a;12"

z€R =0
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Beispiel 5.17 Mit zwei Polynomen P und Q, QQ #Z 0, seit f die durch
P(x)
Q(x)

gegebene gebrochen rationale Funktion. Nach Beispiel 5.16 und der Quotienten-
regel ist f differenzierbar und

() P@)Ql) - P@Q(@
N IO=—""Gwr

flx) =

zeD(f)

f! ist also wieder eine gebrochen rationale Funktion.

Die Satze 5.11 und 5.13 wollen wir etwas formaler aufschreiben. Hierzu fithren
wir fiir zwei reelle Funktionen u, v die Relation

u < v & wuist Einschrankung von v (5.7)

ein. Dann lassen sich die Sétze 5.11 und 5.13 wie folgt formulieren:

Satz 5.18 Flir reelle Funktionen f, g gelten

g =< (f£9),
g+ fd <(fa), .
F9—1d ;fg/ < (i) , (5.10)
g g
(f'og)d = (fog), (5.11)

sofern der Definitionsbereich des Ausdrucks auf der linken Seite jeweils nicht leer
15t.

Die Schreibweise in diesem Satz macht deutlich, dass eine Funktion u, die aus
f und ¢ mittels einer der Operationen + , — ,... , o gebildet ist, in einem
Punkt differenzierbar sein kann, obwohl die entsprechende Ableitungsregel nicht
anwendbar ist.

Beispiel 5.19 Nach der Kettenregel ist die durch

fla) =z
gegebene Funktion fir x # 0 differenzierbar:
x

f@) =8 P oy =se e
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Die Stelle x = 0 muss gesondert untersucht werden: fir alle t € R ist
f&)y=ItP=(t]t)t=f(0)+ Ft)t

mit F(t) :==| t|t, F ist stetig in 0 und F(0) = 0. Daher ist f auch in O differen-
zierbar mit Ableitung 0. Insgesamt ist also f differenzierbar und fir alle x € R
qilt

fl(x)=3|x]| x.
Wir fithren nun transzendente Funktionen ein, ohne zunéchst Angaben machen zu

wollen, wie man Funktionswerte konkret berechnet. Die beiden folgenden Sétze
werden erst nach und nach im Laufe dieses Kapitels bewiesen.

Satz und Definition 5.20 FEs ¢ibt genau eine reelle Funktion f mit den Eigen-
schaften

D(f)=R, (5.12)
FO)=1, (5.13)
f'=r. (5.14)

Diese Funktion nennen wir die Exponentialfunktion und schreiben in Zukunft
exp = f.

Satz und Definition 5.21 Es gibt genau ein Paar von reellen Funktionen (C', S)
mit den Figenschaften

D(C)=D(S) =R, (5.15)
coy=1 , S(0)=0, (5.16)
C'=-SAS=C. (5.17)

Diese beiden Funktionen C', S nennen wir Cosinus- und Sinusfunktion und schrei-
ben in Zukunft cos := C bzw. sin := §.

Es ist tiblich, cos x := cos(x) und sin x := sin(x) sowie cos” = := (cos x)" und
sin” z := (sin x)" zu schreiben.

Die Funktion exp bzw. das Funktionenpaar (cos, sin) sind als Losungen eines so-
genannten Anfangswertproblems zu einer gew6hnlichen Differentialgleichung bzw.
zu einem gewohnlichen Differentialgleichungssystem definiert. Es gibt recht allge-
meine Sitze dariiber, wann solche Probleme eindeutige Losungen besitzen, und
diese Séatze lassen sich auch in unserem Zusammenhang anwenden. Wir werden
solche Aussagen im kommenden Semester kennenlernen.
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Beispiel 5.22 Auch wenn tiber Exponential-, Sinus— und Cosinusfunkton noch
kaum etwas bekannt ist — insbesondere nichts, was letztere mit den aus der Schule
bekannten Winkelfunktionen verbindet —, konnen wir doch Funktionen ableiten,
in denen diese Funktionen als Bausteine auftreten. Ist etwa f gegeben durch

f(z) := 2" exp(cos® ) ,

so erhdlt man aus Produkt— und Kettenregel, dass f differenzierbar ist mit Ablei-
tung

f(z) = 423 exp(cos® x) — 22*(sin x)(cos ) exp(cos® z) .

Ist f eine injektive differenzierbare Funktion und bezeichnen wir die Umkehrfunk-
tion mit g, so kann man aus der Kettenregel folgern: Ist ¢ in = differenzierbar, so

ist f'(g(z)) # 0 und

, 1
g(z) = Fle@)

)
Denn fiir alle x € D(g) ist f o g(x) = x und Differentiation liefert
)=

froglx)-g(x
In der Tat gilt

Satz 5.23 Die Funktion f sei auf dem Intervall D(f) stetig und injektiv. Es sei
g := f~! mit Definitionsbereich D(g) := W(f).

(i) Ist x innerer Punkt von D(g) und ist f in z := g(x) differenzierbar mit
Ableitung f'(z) # 0, so ist g in x differenzierbar und
1 1

@) = 70y = Fogla)

(ii) Ist f'(z) =0, so ist g nicht differenzierbar in x.
Wie in Satz 5.18 kann man schreiben:

1
f, f -1 (f_l), )

wobei f~! hier die Umkehrfunktion von f bezeichnet.

Beweis: Fiir alle s € D(f) gilt
f(s) = f(z) + F(s)(s — 2)
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mit einer in z stetigen Funktion F': D(f) — R, und F(z) = f’(z). Beachtet man
z = g(x), so folgt fiir alle t € D(g)

Fg(t)) = f(g(x)) + F(g(t))(9(t) — 9(x))

und hieraus

t—x=(Fog)(t)(g(t) — g(x)) .

Da f injektiv und F'(z) # 0 ist, besitzt F o g keine Nullstelle, und es folgt fiir alle
t € D(g)

1
Fog(t)

9(t) = g(z) + (t—x).

Da mit f auch g stetig ist, ist F%g eine in D(g) stetige Funktion und

1 1 1

Fog(z) F(z) f(2)°

Damit ist (i) bewiesen. Behauptung (ii) ist bereits mit der Vorbemerkung zu Satz
5.23 bewiesen.
q.e.d.

Beispiel 5.24 Die Funktion
g: [0,00) — R, t— tu
mit n € N ist die Umkehrfunktion von

f:]0,0) — R, 2z +— 2

Da f differenzierbar ist in (0, 0o ), ist auch g in (0, oo ) differenzierbar, und fir
x>0 gilt

Wir nehmen o« ¢ Z an und stellen es dar in der Form

a==-, peZ , qeN.
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Dann ist f in (0, co) differenzierbar und Beispiele 5.14, 5.15 und 5.24 sowie die
Kettenregel liefern wegen f = F o G mit G(z) := ze und F(z):=2P:

f'(@) = F'(G(@))G (x) = ple )" - 3 ot
Damit sind wir in der Lage, algebraische Funktionen zu differenzieren; das sind
Funktionen, die aus der Identitdt und konstanten Funktionen durch addieren,
multiplizieren, dividieren, potentzieren mit rationalen Fxponenten und hinterein-
anderschalten gebildet werden konnen. Man beachte in diesem Zuammenhang die
Komplikation, die aus der Tatsache entsteht, dass fiir positives, nicht ganzzahliges

rationales o die Funktion f nicht in O differenzierbar ist.

5.3 Der Mittelwertsatz der Differentialrechnung

Wir wollen uns nun iiberlegen, welche qualitativen Auswirkungen die Ableitung
auf den Verlauf des Graphen einer Funktion hat. Ausgehend von Satz 5.3(iii)
denken wir uns eine in £ € D(f) differenzierbare Funktion f dargestellt in der
Form

N &) =FE)+F@)(t—¢)
teD(f)

mit einer in £ stetigen Funktion F' : D(f) — R, mit Wert f'(§) in £. Ist nun
f(§) > 0 (bzw. f'(§) < 0), so ist wegen der Stetigkeit F' > 0 (bzw. F' < 0) in
einer Umgebung Us(&) von &. Folglich gilt fiir alle ¢ € Us(€) \ {¢}

(f(O) = fE)Et—&) = F(t)(t —€)* >0 (bzw. <0).

Wir erhalten also

Satz 5.26 Ist f differenzierbar in & € D(f) und ist f'(§) > 0 (bzw. f'(§) <0),
so qibt es eine Zahl 0 > 0 so, dass gelten

B A fl@)>fE)  (baw f(z) < f(E)

ze(£,649)

i) A fl@) <[ (bzw. f(x) > f(E))

z€(£—-6,8)

Ist also f/(£) > 0, so sind in einer Umgebung von ¢ die Werte an Stellen "links
von &7 kleiner als der Wert in &, wiahrend die Werte an Stellen "rechts von &£”
grofer als der Wert in ¢ sind.

Hieraus folgt aber: Nimmt f in £ sein Maximum oder Minimum an, so ist f'(£) =
0. Dies ist bereits richtig fiir lokale Extrema:
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Definition 5.27 Die reelle Funktion [ besitzt in xy € D(f) ein lokales (oder
relatives) Minimum (bzw. Mazimum), wenn es eine Umgebung Us(xy) von xqy so
gibt, dass

Den Wert f(zg) nennt man das lokale (oder auch relative) Minimum bzw. Ma-
ximum. Besitzt f in xg ein relatives Minimum oder ein relatives Mazimum, so
sagt man auch: f besitzt in xqo ein relatives (lokales) Extremum. xo nennt man
Extremalstelle bzw. Minimal- oder Mazimalstelle.

Beachten Sie, dass das Minimum bzw. Maximum einer Funktion f auch ein lokales
Minimum bzw. Maximum ist, nicht aber umgekehrt.

In folgender Skizze ist f auf I; U I, U {w} erkléart. Die Punkte p, q,7,s,t, u, v, w
sowie alle Punkte aus I, sind Extremalstellen von f. In p,r, ¢, v, w sowie in jedem
Punkt des Intervalls I liegen lokale Maxima; in ¢, s, u, w sowie in jedem Punkt
von [, liegen lokale Minima. Das Maximum von f liegt in v, das Minimum in s
und wu.

Aus Satz 5.26 gewinnt man ein notwendiges Kriterium fiir das Vorliegen eines
Extremums:

Satz 5.28 Die reelle Funktion f besitze in xq € D(f) ein lokales Extremum.
Dann gilt (i) oder (ii):

(i) f ist in xo nicht differenzierbar

(ii) f ist in xo differenzierbar und f'(xq) = 0.
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I I

Abbildung zu Definition 5.27

Zunéchst erhalten wir hieraus ein Verfahren zur Bestimmung des Maximums und
des Minimums einer Funktion auf einem kompakten Intervall.

Beispiel 5.29 Bestimme Maximum und Minimum von

f:[-1,2] —m R, o +—|z|+2”.

Losung: Da f stetig ist und D(f) = [—1, 2] kompakt ist, missen min f und
max f angenommen werden. Nach Satz 5.28 kann dies nur in Punkten geschehen,
in denen f nicht differenzierbar ist oder in denen f die Ableitung 0 besitzt. Das
liefert eine Kandidatenliste: f ist nicht differenzierbar in —1, in 0 und in 2,

oy T s [ —1+432% in (=1,0) | « 1
f(a:)—‘m‘+3x—{ 14322 i (0,2) =0 2= 3\/5.

Die Kandidatenliste ist also

1
K :={-1, —5\/5,0,2} ,
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und 1 eimnem der vier Punkte aus dieser Liste muss f jeweils Minimum und
Mazximum annehmen. Wo das ist, erkennt man durch einen Wertevergleich:

f(=1) =0; f<—§ﬁ>=§¢§; F0)=0: f(2)=10.

Also ist 0 das Minimum von f, und dieses wird bei —1 und bei 0 angenommen;
das Maximum von f wird bei 2 angenommen und hat den Wert 10.

Man erkennt tibrigens auch, dass f in —%\/g ewn lokales Maximum annimmt,
denn mit gleichem Argument wie oben sieht man, dass f| [—1,0] sein Maximum

m —é\/g annimmdt.

Beispiel 5.30 Man bestimme Supremum und Infimum von

| x|
1422

f: R— R, z+—

Handelt es sich um ein Mazimum bzw. ein Minimum?

Losung: Die Funktion liegt in C(R) und ist differenzierbar in R \ {0} und fir
x # 0 ist

w1l +2%) -2z || (-2
(1+ 22)? Sz | (14?2

f'(x) =
Kandidaten fiir Extrema sind daher die Nullstellen 1 und —1 der Ableitung sowie
0 als Punkt, in dem f nicht differenzierbar ist:

K={-1;0;1}

(In der Tat ist f in 0 nicht differenzierbart. Anderenfalls wére r, darstellbar durch

r(z) =|z|=1+2")f(x) |
in O differenzierbar.)

Es gelten f(—1) = f(1) = 1/2, f(0) = 0. Wegen f > 0 nimmt f in 0 sein
Minimum 0 an. Ferner ist

lim f(z) = lim f(z)=0.

r—00 r——00

Daher existiert eine Zahl R > 1 mit

flz) <1/2 fir |xz|>R.

LOb in einem Punkt f tatsiichlich nicht differenzierbar ist, ist fiir die Aufnahme in die
Kandidatenliste unerheblich. Wichtig ist nur, dass jeder Punkt, in dem f nicht differenzierbar
ist, in der Kandidatenliste auftaucht. Fiir die Aufnahme in die Liste geniigt also der Verdacht.
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Es folgt
max fl{_p p=1/2 . (=)= (1) =1/2

Daher ist 1/2 das Mazimum von [ und wird in 1 und in —1 angenommen.

Man fiithre den Beweis des folgenden Satzes selbst aus.

Satz 5.31 Sei [ eine auf dem offenen Intervall I = (a,b) definierte stetige
Funktion, oo < a < b < oco. In den Punkten x1,...,xx € I sei f nicht differen-
zierbar oder habe Ableitung 0. Es madgen

A=R-— lim f(z), B:= R— hrrll?f(:z:)
existieren. Dann ist das grofite der Elemente A, f(x1),..., f(xk), B das Supre-
mum von f, und das kleinste von A, f(x1),..., f(zrk), B ist das Infimum von f.
Ist fir ein k € {1,..., K} die Zahl f(xy) das Supremum bzw. das Infimum, dann
nimmt [ in xp sein Mazimum bzw. Minimum an.

Ein wesentliches Resultat fiir den Zusammenhang zwischen Funktion und Ablei-
tung ist der Mittelwertsatz der Differentialrechnung, der auf Joseph Louis La-
grange (1736 - 1819) zuriickgeht. Man leitet diesen Satz aus einem Spezialfall,
dem Satz von Rolle her (Michel Rolle 1652 - 1719). Diesen stellen wir als Lemma

voran.

Lemma 5.32 (Rolle) Sei I := [a, b] ein kompaktes Intervall und f € C(I) sei
im Inneren von I differenzierbar, und es gelte f(a) = f(b). Dann gibt es ein
e (a,b) mit

f'(€)=0.

Beweis:
Unter den angegebenen Voraussetzungen nimmt f im Inneren von I, etwa in &,
sein Maximum oder sein Minimum an. Nach Satz 5.28 gilt an dieser Stelle

f'(€§)=0.



124 KAPITEL 5. DIFFERENZIERBARE FUNKTIONEN

q.e.d.

Wir beseitigen nun die Voraussetzung f(a) = f(b) und erhalten den Mittelwert-
satz:

Satz 5.33 Sei —oo < a <b< oo, und f € C([a, b]) seiin (a,b) differenzier-
bar. Dann gibt es ein £ € (a, b), so dass

Zur Sekante durch die Punkte (a, f(a)) und (b, f(b)) gibt es also eine Tangente an
den Graphen von f in einem Punkt zwischen a und b, welche parallel zur Sekante
ist. Siehe nachfolgende Skizze

Beweis (von Satz 5.33): Die Sekante durch (a, f(a)), (b, f(b)) ist der Graph

der durch ¢(z) := f(a) + W - (x — a) gegebenen affin linearen Funktion.

Die Differenz f — ¢ =: f geniigt den Voraussetzungen des Satzes von Rolle 5.32:
f e C(I)ist in T differenzierbar und

fla) = f(b)=0.

Mithin existiert ein & €] mit

und das war zu zeigen.
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Skizze zum Mittelwertsatz 5.33

Folgendes Korollar enthilt zwei weitere Formulierungen des Mittelwertsatzes so-
wie die Mittelwertabschétzung:

Korollar 5.34 Sei I ein Intervall, und f € C(I) sei differenzierbar in j’, dem
Inneren von I. Dann gelten

(1) Zu jedem x1,x9 € I mit x1 < x4 existiert ein & € (xq,x2) mit
f(@2) = f(21) = f/(§) (22 — 71) .
(ii) Zu jedem x € I und h € R\ {0} mit v+ h € I gibt es ein 6 € (0, 1) mit

Fx+h) = fz)+ hf'(z+0h) .
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(iii) Ist f’ eine beschrinkte Funktion, so gilt mit

L=|| f" [looi=sup | f"|
I

die Abschdtzung
/\ | f(22) = f(21) [S L@y —a1 | .

xy,x2€l

Ist in (ii) tibrigens = innerer Punkt von (i), so kann man trivialerweise auch o = 0
zulassen.

Definition 5.35 Gilt fiir eine reelle Funktion f mit einer Konstanten L > 0 die
Abschdtzung

A | f(@1) = flz2) [SL|za—a | (5.18)

z1,22€D(f)

so nennt man f Lipschitzstetig mit der Lipschitzkonstanten L.
(Rudolf Lipschitz 1832-1903)

Beweis (von Satz 5.34):
(i) ist der Mittelwertsatz 5.33 angewandt auf das Intervall [z, z2].
(ii) erhélt man, indem man je nach dem Vorzeichen von h in (i) setzt

r1:=x, To:=x+h bzw. x1 == x4+ h,x9 :==2x

und beachtet, dass dann jeder Punkt £ aus (z1,25) in der Form & = z + 6h mit
einem 6 € (0, 1) geschrieben werden kann.

(iii) folgt direkt aus (i).

q.e.d.
Aus Satz 5.34 erkennt man den Einfluss der Ableitung auf den Verlauf einer
Funktion.

Satz 5.36 Ist I ein Intervall und f € C(I) im Inneren von I differenzierbar, so
gelten:

(1) Ist f'(t) > 0 bzw (f'(t) < 0) fiir allet E}, so ist f streng monoton wachsend
(bzw. streng monoton fallend).

(ii) f ist genau dann monoton wachsend (bzw. fallend), wenn f'(t) > 0 (bzw.
f'(t) <0) ist fir jedes t el.
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(iii) f ist genau dann eine konstante Funktion (d. h. \/ N\  f(x) =¢), wenn
ceR  zel

f'(t) =0 ist fiir alle t el.
Man beachte, dass in 5.34(i) keine Aquivalenz, sondern nur eine Implikation steht.

Beweis: Ist [/ > 0 in ;, so liefert Korollar 5.34(i) fur alle x1, 2o € I mit 7 < x5
und mit einem § € (1, z3)

fla2) = f(z1) + f(E)(z2 — 21) > fla1) - (5.19)
Also ist f streng monoton wachsend.

Ist f' > 01in I, so erhélt man (5.19) mit > statt >. f ist also monoton wachsend.

Ist umgekehrt f monoton wachsend und wére f'(t) < 0 fiir ein ¢ 6;, so erhielte
man einen Widerspruch zu Satz 5.26. Die Behauptungen fiir fallende Monotonie
erhélt man analog.

Insbesondere ist f sowohl monoton wachsend als auch monoton fallend, falls
f/'=0ist in J. Das aber ist genau (iii).
q.e.d.

5.4 Diskussion der transzendenten Funktionen

Der Mittelwertsatz, insbesondere der hieraus folgende Satz 5.36, hilft uns bei der
Aufklarung des Verlaufs der Exponential- sowie der Sinus— und Cosinusfunktion.

Satz 5.37 (i) A exp(z) >0

z€R

(ii) exp ist streng monoton wachsend

(iii) Ist I ein Intervall und f € C(I) differenzierbar in ;, so gilt

A f@=fa)e\ N fl@)=aexp()

o
zed a€R zel

Insbesondere ist exp durch (5.12), (5.13) und (5.14) eindeutig festgelegt.
(iv) Fir alle s,t € R gilt

exp(s +t) = exp(s) - exp(t) .
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Insbesondere ist
1
exp(t)

exp(—t) =

fiir alle t € R.

(v) Fir allen € Ny und x € [0, 00) gelten die Abschatzungen

n

n n+1

> T Sewl) £ 3 oy ele)

v
j=0 7" =0 7'

(vi) Fliir jedes a € Q! ist
lim [exp(—z)]z* = 0.

Tr—00

Insbesondere ist

Wi(exp) = (0, 00).

(vii) Fir jedes o € Q und x € R ist

(expx)® = exp(azx) .

Beweis: Wir zeigen zunichst

/\ exp(t) -exp(—t) =1

teR

Setze
g: R — R, t +— exp(t)- exp(—t).

Dann ist g(0) = exp(0) - exp(0) = 1 und fiir alle ¢t € R
g'(t) = exp(t) exp(—t) — exp(t) exp(—t) = 0.

Also ist g konstante Funktion geméf 5.36(iii) und zwar

teR

Insbesondere kann exp keine Nullstelle besitzen. Da exp stetig ist und im Null-
punkt positiv, ist exp(x) > 0 fiir alle x € R. Damit ist (i) gezeigt.

!Das gilt auch fiir € R, was wir bald definieren werden.
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Der Graph der Exponentialfunktion:

Man beachte, dass die beiden Achsen verschieden skaliert sind. Die Ableitung der Exponenti-

alfunktion in 0 ist 1, auch wenn das hier nicht so aussieht

(ii) folgt mit 5.36(i) aus exp’ = exp und (i).

Zum Beweis von (iii) "=" definieren wir

f(z)

g: I — R, z+—
exp()

und erhalten wegen f' = f in }:

A = L0 S
: (exp(z))
€]
Nach 5.36(iii) existiert v € R, so dass g(x) = « ist fiir alle # € I. Aber genau das
war zu zeigen. Die umgekehrte Richtung in (iii) ist trivial.
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Zum Beweis von (iv) fixieren wir s € R und definieren
f:R— R, t+— exp(s+1).

Dann ist fiir alle t € R
f'(t) = exp(s +1) = f(t)

nach (iii) also

A1) =aes()

teR
mit einem o € R. Man erhélt o aus

a = f(0) = exp(s +0) = exp(s) .
Damit ist (iv) bewiesen.

(v) beweist man mit vollstandiger Induktion: Setze hierzu fiir n € Ny und z € R

E,(x):= Z —
=0 7°

Fiir n = 0 erhélt man wegen (ii)

/\ exp(z) > exp(0) = 1 = Ey(z) .

x>0

Wir nehmen an, dass fiir irgendein n € Ny gilt

/\ exp(z) — En(x) > 0. (5.20)

2>0

Man rechnet leicht nach, dass £, | (x) = E,(x) ist fiir alle z € R. Nun ist
exp(0) — En41(0) =0

und fiir > 0 nach 5.36(i) mit einem & € (0, x)
(exp(@) — Euya(2) = 2 (xp(€) — Eul€)) = 0

wegen (5.20).

Analog weist man die Abschédtzung nach oben nach: Definiere mit n € Nj die
Funktion R,, durch
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Dann ist R, (0) = 0 und fiir alle z € RT
Ri(z) = zexp(xz) > 0.
Folglich ist Ry > 0 fiir z > 0.

Ist R,_1 > 0 fiir alle x > 0 und irgendein n € N, so folgt fiir x > 0

R (5) = Bucr(a) + 2 exp(e) — exp(a) + (nxfl)! exp(a)
= R,_1(x) + CES] exp(z) > 0.

Es folgt R, (z) > 0 fiir 2 > 0.

Zum Beweis von (vi) sei @ € Q und n € N mit n > a. Dann gilt fir alle x > 0
mit F,, wie oben

« o

0 < z%exp(—z) = p— < Ef(:c) —0 fir — o00.

Folglich ist lim x®exp(—z) = 0. Mit a = 0 und wegen exp(—z) = —— folgen

T—00 exp(x)

R — lim exp(z) =co , lim exp(z) =0 |,

und wegen W (exp) C (0, oo ) sogar
W(exp) = (0, o)
nach dem Zwischenwertsatz 4.21.

Schlieflich erhdlt man (vii) fiir o # 0, indem man

a

(exp )
exp(ax)

g: R— R, z+—

differenziert,

e

;o alexp(z)) ~Lexp(z) exp(ax) — aexp(az)(exp x)” B
A d= (esplan))? -

z€R

und ¢(0) = 1 beachtet und Satz 5.36(iii) verwendet. Fiir @ = 0 ist die Behauptung
trivial.

q.e.d.
Da exp streng monoton wachsend ist, besitzt exp eine (ebenfalls streng monoton
wachsende) Umkehrfunktion, die man den (natiirlichen) Logarithmus nennt:
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Satz und Definition 5.38 Die Umkehrfunktion von exp
In : RY — R, exp(t) — ¢t
heifit (natiirlicher) Logarithmus. Hierfir gelten:

(i) W(ln) =R sowie

R—limlnz = -0,

z—0

R— lim Inz = oo .

T—00

(ii) Fir alle x > 0 st

1
In'(z) = -

(iii)
In(1) =0.

(iv) Fir alle s,t € R ist
In(st) =Ins+Int.

Insbesondere ist fiir jedes t > 0

lnlz—lnt.
t

(v) Firallea >0 und T € Q ist
a” =exp(rlna)

Dies fiihrt auf die Definition von Potenzen mit positiver Basis und beliebi-
gem reellen Exponenten: Fir a € RT und 7 € R st

a” :==exp(rlna).

Insbesondere ist fiir jedes v € R

x

exp(z) = e .
Ist 7 >0, so setzt man auch 07 := 0.

(vi) Fiir alle s >0 und 7 € R ist

In(s") =7lns.
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(vii) Fir alle 7 >0 gelten

lim ln_:z: =limz"lnz=0.

rz—oo T z—0

Der Graph des Logarithmus ist umseitig abgebildet.

Korollar 5.39 (i) Fiir Potenzen mit reellen Ezponenten gelten die Potenzge-
setze: Fiir alle a,b € R und 0,7 € R gelten

aT+U — CLT . ao‘ 7 (aT)O' — aTU’ , (ab)T — aTbT

(ii) Mit 7 € R sei f definiert durch f(x) = z". f ist differenzierbar in (0, 00)
und fir alle z € (0, 00) gilt

flx) =727t

(iii) Fir alle 7 >0 gilt liIr(l) 7 =0.

Man beachte: Ist a > 0 und a # 1 soist f, : R — R, & +— a" injektiv.
Man nennt f, eine Exponentialfunktion zur Basis a und ihre Umkehrfunktion
den Logarithmus zur Basis a. Man schreibt dafiir log, und im Fall a = 10 auch
lg :=log,,. Zwischen log, und In besteht die Beziehung

Inx
log, 2 = —
Ina

fiir jedes z € RT.

Der Graph der Logarithmusfunktion:
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Man beachte, dass die beiden Achsen verschieden skaliert sind. Die Ableitung der Logarithmus-
funktion in 1 ist 1, auch wenn das hier nicht so aussieht

Beweis (von Satz 5.38): (i) folgt aus W(ln) = D(exp) sowie der strengen
Monotonie.

Nach der Differentiationsregel fiir die Umkehrfunktion, Satz 5.23, erhélt man (ii):

/\ In'(x) = ! = ! 1 :

Lo exp/(In(z))  exp(lnz) =z

(iii) erhélt man aus exp(0) = 1, also

In(1) = In(exp(0)) = 0.

Zum Nachweis von (iv) setze man

s=exp(x), t=exp(y) ,also z=Ins, y=Int.
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Dann erhélt man mit 5.37(iv):
In(st) = In(exp(x) - exp(y)) = In(exp(z +y)) =x+y =Ins+Int .

(v) erhdlt man aus 5.37(vii) und aus a = exp(lna) fir a« € RT; denn In ist
Umkehrfunktion von exp. Ersetzt man in (v) a durch s und wendet auf beide
Seiten der Gleichheit In an, so erhélt man (vi).

Zum Nachweis von (vii) schreibt man

. Inz 1 7lnz 1t
lim = lim ——— = lim — =0
z—oo T z—ooTexp(TInz)  t—oo T exp(t)

nach 5.37(vi), sowie

1 t
limz" Inz = lim —[exp(7Inz)](7lnz) = lim —exp(t) =0
z—0 z—0 T t——oo T

nach 5.37(vi).
q.e.d.

Beweis (von Korollar 5.39):
Die Potenzgesetze erhalt man sofort aus der Definition und den Eigenschaften
von exp.

Beim Nachweis von (ii) hat man die durch
f(z) = exp(TInz)

definierte Funktion zu differenzieren. Mit der Kettenregel erhéalt man:

fl(x)="7- - exp(Tlnz) = Texp(—Inz) - exp(rInx)

=7exp((t—1)nx)=72""".

q.e.d.
Ahnlich diskutieren wir nun die trigonometrischen Funktionen Sinus und Cosinus.

Satz und Definition 5.40

(i) Fiir alle t € R ist cos®t + sin?t := [cos(t)]? + [sin(¢)]? = 1.
(ii) Ist I Intervall und sind f,g € C(I) in _; differenzierbar mit

=9, ¢=-F,
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so gibt es a, B € R derart, dass fiir allet € I gelten
f(t) = acost+ fBsint, g¢(t) = —asint+ [Fcost .
Insbesondere sind sin und cos durch die Bedingungen
D(sin) = D(cos) =R, sin(0) =0, cos(0)=1, cos =—sin
eindeutig bestimmit.
(iii) cos ist gerade und sin ist ungerade !
(iv) Fir allet,s € R gelten
sin(t + s) = sint cos s + costsin s (5.21)
cos(t + s) = costcoss — sintsin s (5.22)

(v) Fir allen € Ng undt € [0, co) gelten:

2n+1 i tQk i t2k

—1)'——< t < —1) —— 0.23
2n+1 i t2k+1 2n L t2k+1

—1)f——— <sint < —1)' 5.24
kzzo< Voo s —;f N oT (5:24)

Insbesondere konvergieren die Cosinus— bzw. die Sinusrethe fiir jedes feste
t € R gegen cost bzw. sint:

e . t2k . > . t2k+1
cost = kz:%(—]_) @ s sint = kz:%(—]_) m . (525)

(vi) Die Funktion cos besitzt im Intervall [0, \/6] genau eine Nullstelle p und

es gilt p € [V2, V6 —V12].
Wir definieren

mTi=2p.

(vii) FEinige Werte:

s s
cos2 : sm2 ;
cosm=—1 ; sinmt=0;
3T 3T
0 - sin/— = —1-:
coS 5 ; sin 5 ;
cos2mr =1 ; sin27r=0.

!Eine Funktion f heift gerade (bzw. ungerade), wenn D(f) = —D(f) := {—t: t € D(f)} ist
und fiir jedes t € D(f) gilt f(t) = f(—t) (bzw. f(t) = —f(-1))
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(viii) Fir allet € R gelten
cos(t + 2m) = cost ; sin(t+ 27w) =sint ,
(Man sagt: cos und sin sind 27w-periodisch.)

cost =sin(t +7/2) ; cost=—cos(m—t).
(ix) Die Nullstellen und Ezxtremstellen von cos und sin sind:

N(cos) = {g VY kmkeZy , N(sin) = {kr: k€ Z},
N(cos—1) = {2km: k € Z} , N(sin—1) = {g +2km: k€ 7},

N(cos+1)={(2k+ 1)m: k€ Z} , N(sin+1) = {%T +2km: ke Z} .

(x) cos ist streng monoton fallend in [0, w] und streng monoton wachsend in

[7, 27 ]. sin ist streng monoton wachsend in [ =% | Z] und streng monoton

T 202
fallend in [ 3, 37 ].

In (vii) sind einige Werte angegeben. Mittels der Additionstheoreme (5.21), (5.22)
und mittels 5.40(i) lassen sich weitere Werte berechnen. Auch kann man weitere
Formeln wie in 5.40(viii) finden.

Umseitig sind die Graphen des Sinus (1) und des Cosinus (2) abgebildet. Man
beachte, dass die beiden Achsen jeweils verschieden skaliert sind, die Skalierun-
gen aber in beiden Abbildungen gleich sind. Die Nullstellen des Sinus sind alle
ganzzahligen Vielfachen von 7, die Nullstellen des Cosinus sind alle ungeraden
Vielfachen von 7 und —7.
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Beweis:
Zu (i): Man differenziere die durch f(t) = cos?t + sin® ¢ gegebene Funktion und
erhilt f = 0. Wegen f(0) = cos?(0) + sin*(0) = 1 folgt die Behauptung.

Zu (ii): Indem man das lineare Gleichungssystem

{f(t)] _ [COSt sint] [F(t)}

g(t) —sint cost| |G(t)

nach ZZ (), G(t) auflost, erkennt man: Zu f, g existieren Funktionen F,G € C(I),
die in [ differenzierbar sind und mit denen gilt

f(t) = F(t)cost + G(t)sint, g(t) = —F(t)sint + G(t) cost . (5.26)
F, G errechnen sich namlich zu

F(t) = f(t)cost — g(t)sint, G(t) = f(t)sint + g(t) cost . (5.27)
Wir differenzieren F' und G, und erhalten wegen ' =g, ¢’ = —f fiir alle ¢ Ej’:

F'(t) = —f(t)sint + f'(t) cost — g(t) cost — ¢'(t)sint =0,
G'(t) = f(t)cost + f'(t)sint — g(t)sint + ¢'(t) cost =0 .

Nach Satz 5.36(iii) gibt es «, 5 € R so, dass fiir alle t € I gelten

Setzt man dies in (5.26) ein, so erhélt man die Behauptung.

Zu (iii): Definiert man f, g durch

ft) = —sin(=t) ,  g(t) = cos(—t)
so ist D(f) = D(g) = R, f(0) =0, g(0) = 1 sowie f' =g, ¢ = —f. Also ist
f =sin, g = cos, und das war zu zeigen.
Zu (iv): Fixiere s € R und definiere fiir ¢t € R

f(t) =sin(t +s), g(t) =cos(t+s). (5.28)
Dannist f' =g, ¢ = —f, D(f) = D(g9) = R, also gilt mit «, 5 € R fiir alle t € R

/\ f(t) = asint + Bcost, ¢(t) =acost — Fsint . (5.29)

teR
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a und f erhélt man aus (5.28) und (5.29), indem man diese Gleichungen fiir ¢ = 0
auswertet:

B=f(0)=sins, a=g(0)=-coss.
Trégt man diese Werte fiir @ und 3 in (5.29) ein, erhélt man die Behauptung.

Zu (v): Wir definieren fiir gerade nicht—negative ganze Zahlen 2m, m € Nj:

Fiir ungerade natiirliche Zahlen 2m + 1, m € Ny schreiben wir

/\ P2m+1

teR k=0

t2k+1

2k + 1)l

k:

Ms

Fiir vorgegebenen n € Ny ist dann P, ein Polynom n-ter Ordnung und es gilt

N Put) = (—1)" ' Pa(t) (5.30)

neN
Nun schreiben sich (5.23) und (5.24) in der Form
/\ /\ /\ { P4m+2(t) S cost S P4m<t> (5 31)
< i < '
meNg  neN teR\{0} P4m+3(t) s sint < P <t)

Wir zeigen zunéchst:
Gilt fiir ein m € N und alle t € [0, c0)

cost < Py, (t) , (5.32)

so gelten auch fiir alle t € [0, c0)

sint < Pypni1(t) (5.33)
Pyna(t) < cost, (5.34)
Pppis(t) <sint. (5.35)

Zum Beweis definieren wir fir t € [0, c0)
Uo(t) = P4m(t) — cost s U1 (t) = P4m+1 (t) —sint

Ug(t) = cost — P4m+2(t) s U3<t) =sint — P4m+3(t)

und berechnen
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sowie fiir alle t € (0, o0)

ull(t) = uo(t) )
uy(t) = () ,
ug(t) = us(t) -

Satz 5.36 liefert, dass uy in [0, co) monoton wichst, und daher u,(¢) > 0 fiir
t > 0 erfiillt. Analog folgen dann, dass uy und schlieflich ug fiir ¢ > 0 ebenfalls
grofer oder gleich 0 sind, und das ist (5.33-5.35).

Nun beweist man (5.31) durch vollstdndige Induktion. Wegen Teil (i) des Satzes
ist cost < 1 fiir alle ¢, und damit gilt cost < Py(t) fiir alle ¢ > 0. Der obige
Schluss von (5.32) auf (5.33-5.35) zeigt nun, dass die tibrigen Ungleichungen im
Fall m = 0 erfiillt sind.

Nimmt man nun (5.31) fiir irgendein m € Ny als wahr an, so ist nach dieser
Annahme

ug 1= sin — Py,43

in [0, oo) nirgends negativ. Fiir
Uy 1= Pypiq — cos

erhélt man u4(0) = 0 sowie fiir ¢ > 0:
uy(t) = us(t) >0.

Daher ist uy monoton wachsend in [0, co) und insbesondere nirgends negativ.

Der obige Schluss von (5.32) auf (5.33-5.35) liefert dann die iibrigen Ungleichun-
gen aus (5.31) fiir m + 1.

Zu (vi): Nach (5.24) mit n =0 1ist fir t € [0, 00)

t2
t11—— | <sint.
() <o

Fiir ¢ € (0, v/6) erhilt man hieraus
0 <sint.

Damit ist cos streng monoton fallend in [0, v/6] und kann in diesem Intervall
hochstens eine Nullstelle besitzen.

Nun liefert (5.23) mit n =0 bzw. n =1 firt € [0, co)

t? 2t
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Mit t = v/2 liefert die erste Ungleichung
0 < cos V2

und mit £ = /6 — /12 — das ist die kleinste positive Nullstelle von Py — liefert
die zweite Ungleichung

cos\/6—\/ﬁ§0.

Als stetige Funktion muss cos in [\/§ , V6 —+/12] tatséchlich eine Nullstelle be-

sitzen, die wir auf den Namen 7 taufen.

Zu (vii): Da cos = sin’ positiv ist in (0, 7 ), und nach Teil (i) ist sin § = 1. Die
tibrigen Werte erhélt man dann mit den Additionstheoremen (5.21), (5.22).

Zu (viii): Erhélt man aus den Additionstheoremen (5.21), (5.22) und aus (vii).

Bei den Beweisen von (ix) und (x) beachte man, dass man sich wegen der Pe-
rodizitét auf das Intervall [0, 27| beschranken kann. Man kann dann alles mit
(5.21), (5.22), (vii) und (viii) folgern.

q.e.d.

Unter Verwendung von sin und cos definiert man den Tangens und den Cotangens.

Satz und Definition 5.41 Die Funktionen Tangens (tan) und Cotangens (cot)
sind durch
sin cosz 1

tanx := , cotx = — =
cos T sin x tanx

definiert. Es gelten:

(i) D(tan) =R\ N(cos) = R\ {5 +km: k € Z}
D(cot) =R\ N(sin) = R\ {km: k € Z}

(ii) Tangens und Cotangens sind m-periodisch, d. h.: fir alle t € D(tan) (bzw.
fir alle t € D(cot)) ist t +m € D(tan) (bzw. t +7 € D(cot)) und es gelten

tan(t +7) = tant bzw. cot(t + m) = cott .
(iii)

1
tan' = — =1+tan®, cot' = ——5 = —(1+ cot?).
sin
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(iv)
T
cott = —tan (t+ 5) .

Der Graph des Tangens:

15+

Man beachte, dass die beiden Achsen verschieden skaliert sind.

Beweis: (i) ist klar.

Zu (ii): Man beachte, dass nach den Additionstheoremen (5.21), (5.22) und
wegen Satz 5.40(vii) fiir alle ¢ € R gelten

cos(t + m) = costcosm — sintsinm = — cost

sin(t + ) = sintcosm + costsinm = —sint ,

mithin fiir alle ¢ € D(tan)

tan(t + m) =
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(analog fiir den Cotangens).
(iii) folgt direkt aus Quotientenregel und Satz 5.40(i).

(iv) erhélt man schlieflich unter Verwendung der letzten Gleichung in 5.40(viii).
q.e.d.

Da die trigonomen Funktionen sin, cos, tan, cot periodisch sind, kénnen sich nicht
injektiv sein. Schriankt man aber die Funktionen auf geeignete Intervalle ein, so
sind diese Einschrankungen injektiv.

Wir nennen

Sin = sm][_ E Cos := cos][o’ 7] (5.36)

e
ME

)

Tan := tan|(_ ) Cot := cot](O’ ) (5.37)

VB

J

VB

die Hauptzweige von sin, cos, tan bzw. cot. Die Intervalle, auf denen die Hauptzwei-
ge definiert sind, sind so gewéhlt, dass die Hauptzweige injektiv sind: Nach 5.40(x)
ist sin bzw. cos streng monoton wachsend bzw. fallend, und tan bzw. cot sind
streng monoton wachsend bzw. fallend geméf 5.41(iii).

Satz und Definition 5.42 Die Hauptzweige der trigonometrischen Funktionen
besitzen Umkehrfunktionen

arc sin := Sin ! (Arcussinus) ,

arc cos = Cos™! (Arcuscosinus) ,

arc tan := Tan " (Arcustangens) ,

arc cot := Cot ™" (Arcuscotangens) .
Es gelten:

D(arc sin ) = D(arc cos ) =[—1, 1],

Wi(arcsin ) = [—%5, 5],

W(arc cos ) = [0, 7] ;
Fiir allet € (0, 1) ist

1 1
arc sin '(t) = T AICeos "(t) = — : (5.38)
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D(arc tan ) = D(arc cot ) =R, (5.39)
Wi(arc tan ) = (—%, 5 ), (5.40)
W (arc cot ) = (0, 7). (5.41)

Fir allet € R ist
1 1

arc tan /(t) = m s arc cot /<t> = —m . (542)
Fir allet € [-1, 1] gilt
™ .
arc cos t = 5 —arcsin t. (5.43)
Fiir allet € R gilt
T
arc cot t = 5 —arc tan t . (5.44)
tlim arc tan t = — , tlim arc tan t = —g : (5.45)

Auf der folgenden Seite sind die Graphen des Arcustangens (1)und des Arcussinus
(2) abgebildet. Man beachte, dass alle Achsen verschieden skaliert sind.
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Beweis: Wir beschréanken uns auf die Nachweise von (5.38) - (5.43). Nach der
Regel fiir die Ableitung der Umkehrfunktion, Satz 5.23, ist fiir t € (—1, 1)

1

in'(t) = ———m——.
arc sin '(¢) cos(arc sin t)

Nun ist arc sin t € (=5, 5 ), und fiir s € (—7/2, 7/2) ist

coss = 1/1 — sin?(s)

denn cos ist positiv in (—7/2, 7/2) und sin® + cos? = 1.
Folglich ist

. 1 1
arc sin 't = =

V1 —[sin(arcsin t)2 V1 -2~

Analog erhélt man

, 1 1 1
arc cos 't = — = = —

sin(arc cos t) a \/1 — (cos(arc cos t))? Vv1—12

Nun liefert (5.39) zusammen mit Satz 5.36(iii), dass mit einer Konstanten oo € R

arc cos t +arc sin t = «

™

fiir alle t € [~1, 1]. Aus arc cos 0 = 7, arc sin 0 = 0 erhilt man o = §

q.e.d.

5.5 Differentiation von Potenzreihen

Die Aussagen iiber Exponential- und trigonometrische Funktionen beruhen auf
der gewagten Annahme, dass tatsdchlich auf ganz R definierte Funktionen exp,
cos, sin mit den Eigenschaften

exp' =exp, exp(0)=1,

cos’ = —sin, sin’=cos, cos(0)=1, sin(0)=0

existieren. Wir haben in den Satzen 5.37 und 5.40 gesehen, dass exp, cos und sin,
sofern es sie denn gibt, durch Exponential-, Cosinus- und Sinusreihe gegeben
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sein missen. Wir definieren nun die Funktionen

t
FE R—>R,t'—>2ﬁy
§=0
C:R—R Sy
—_— 7tl—) — Ty
= (27)!

Der folgende Satz zeigt, dass auch
EF=F, C=-S, §=C

gelten. Damit ist dann die Existenz von Exponential-, Cosinus— und Sinusfunk-
tion bewiesen.

Satz 5.43 Sei 0 > 0 und (a,)nen eine Folge mit der Eigenschaft, dass fiir jedes
x € (—0,0) die Reihe

f: anx" (5.46)

absolut konvergiert. Dann konvergiert fir jedes x € (=&, §) auch die Reihe

WE

Upyq - (N4 1)a™ . (5.47)

I
=)

n

Die Funktion

f:(=0,0) — R, z — Zanx”

n=0

ist differenzierbar, und fir alle x € (=6, 0) ist

F@) =3 annaln+ a"
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Beweis:
Die Reihe in (5.47) konvergiert absolut: Wéhle zu x € (=9, §) eine Zahl r mit

|z |<r<d.

Man schétzt jetzt

1 z | \"
| apyr(n+1)2" |< (n +1) (%) | @™ < e | apy | 7
ab mit
1 n
c:=—sup(n+1) (M)
T neN r

(wegen = 2 <1 gilt ja lim ((n +1) (‘M)n) =0).

Mit dem Majorantenkriterium (Satz 3.35) folgt die absolute Konvergenz der Rei-

he (5.47), denn » | a, | r" ist ja konvergent nach Voraussetzung. Mit einem

n=0
dhnlichen Argument erhélt man die Konvergenz von > n(n—1) | a, || ¢ |*2 fiir
n=2
te(—0,0):
Znn—l ) an || t]" < 0. (5.48)
n=2

Wir benétigen nun eine Abschatzung: Fiir alle n € N mit n > 2 und alle x, h € R
gilt

| (x+h)" —2" —nz" *h|<nn—1)(|z]|+]|h|)" 2. (5.49)
Zu ihrem Beweis definieren wir
g: [0,1] — R, t — (z+th)" +n(z+th)" (1 -t)h.
Dann ist
g(1) — g(0) = (x + h)" — 2" —na"'h
und fiir t € (0, 1):
g t) =n(n—1)(x+th)" (1 —t)h*.
Eine etwas grobe Abschétzung liefert fiir ¢t € (0, 1)
lg@) IS nn—1(z|+|h)"*R*
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und (5.49) folgt mit der Mittelwertabschétzung (Korollar 5.34(iii)).

Nun schreibt man

[o@) o
E api1(n+1)z" = E a,nx™*
n=0 n=1

und erhélt fir x € (=6, 0) und h, 0 <| h|< (0— | x |)/2

f:an ((:1:+h)” —in —hmn—l)'

'f(fﬂJrh)—f(m) 7
h

n=1

<IhIY lan|nn=1)(z|+ |0

n=2

A(z) [ ]
mit (beachte |z| + [h| < 3(|z| 4+ 6) < §)

. FI
:;]anln(n—l)(T—i—i < 00

nach (5.48). Wegen lllirr(l) A(z) | h |= 0 folgt, dass f tatsichlich die Ableitung von

f ist.
q.e.d.

Wir geben noch einen Beweis fiir die Irrationalitdt von e:
Beweis (von Satz 3.39): Wére e rational, so konnte man es in der Form

e==
q

mit p, ¢ € Nund p > ¢ (wegen e > 1) schreiben. Satz 5.37(v) liefert fiir e = exp(1)
die fiir alle n € N giiltige Abschétzung

]Zoﬁ 5<2 Tk

Die erste Ungleichung ist in der Tat strikt, da (> =0 1,)n€N eine streng monoton
wachsende Folge ist. Nach Subtraktion des Terms auf der dufersten linken Seite
dieser Ungleichung und Multiplikation mit n! erhdlt man mit
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fiir jedes n € N die Abschitzung
p
0<a, <——.
fIn = (n+1)q

Wertet man diese Abschétzung fiir n := p aus, so erhélt man

<1

p
O0<a, <
"= (p+1)g

Wegen p > ¢ ist aber a, eine ganze Zahl. Dies liefert einen Widerspruch.
q.e.d.
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5.6 Eine Liste der Grundableitungen

fz) = mit D(f) = f'(x) = D(f') =
z® aeN R az! D(f)
a€Z, a<0 R\ {0} D(f)
a e RT\N [0, 00) D(f)\ {0}
aeR\Z (0, 00) D(f)
|z R o D(f)\{0}
exp(z) = e R exp(z) D(f)
a* a€R* R (Ina)a” D(f)
Inz R* 1 D(f)
In |z| R\ {0} 1 D(f)
sin & R cos D(f)
cos T R —sinx D(f)
tan x R\ {# V" kez} | 1+tan’s D(f)
cot R\ {km: k € Z} —1 —cot?x D(f)
arc sin [—1,1] (1—a2)"2 | D(f)\{-1,1}
arc cos [—1,1] ~(1=2%)72 | D()H\{-1,1}
arc tan z R (142! D(f)
arc cot x R —(1+ 22! D(f)
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Kapitel 6

Hohere Ableitungen I

6.1 Konvexe Funktionen

a 3 v 5 E

Man stelle sich den Graphen I'; einer Funktion f vor, etwa den oben abgebildeten.
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Aufer den Monotoniebereichen [, 8], [d, €] bzw. [, ¢]. (darin ist f monoton
wachsend ! bzw. fallend) bemerkt man zwei Bereiche mit je einer weiteren geo-
metrischen Besonderheit: in [a, ] ist I'f rechts- und in [+, €] linksgekriimmt.

Anschaulich: Fahrt man mit einem Fahrrad in Richtung wachsender Abszissen-
werte den Graphen entlang, so muss man in [«, 7] den Lenker rechts und in
[+, €] links einschlagen. Beachten Sie, dass beim Ubergang von f zu — f rechts
und links vertauscht werden miissen. Das heifst aber, dass "rechts” oder "links”
von der Orientierung der Koordinatenachsen abhéngt. Wir werden deshalb lieber
von "konkav” 2 und "konvex” 3 sprechen.

Definition 6.1 Sei I C D(f) ein nicht entartetes Intervall (d. h. ;7& 0) inner-
halb des Definitionsbereichs D(f) einer reellen Funktion f. f heifst konvex in I,

wenn

A N\ A =Ns+M) < Q=N f(s)+Af(H). (6.1)

sitel  Ae(0,1)

[ heif§t streng konvex in I, wenn (6.1) mit der strikten Ungleichung "<” (statt
"<”) wahr ist. f heifit konkav bzw. streng konkav in I, wenn (6.1) mit ">" bzw.
> 7 statt "<” wahr ist.

Ist D(f) ein nicht entartetes Intervall und ist f (streng) konvex bzw. (streng)
konkav in D(f), so nennt man f (streng) konvex bzw. (streng) konkav.

Geometrisch bedeutet (strenge) Konvexitat von f in I, dass der Graph von f
zwischen zwei verschiedenen beliebigen Punkten nirgends iiberhalb (stets unter-
halb) der Sekante durch diese beiden Punkte liegt:

! Achtung: f ist monoton wachsend in [«, 3] und in [, €], nicht aber in [, B]U[d, €]
2statt rechtsgekriimmt
3statt linksgekriimmt
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(6.1) ist némlich dquivalent mit

t—¢& E—s
AN N Q= +T0) , (62)
- S t—s
stel,s<t  £€(s,t)
und die Funktion
t—¢& E—s
: t R t
S (57 )—> 7§|—>f<8)t—8+f()t—8
hat als Graphen die Sekante zwischen den Punkten (s, f(s)) und (¢, f(t)).
Beispiel 6.2 Folgende Funktionen sind streng konvex:
f:R—R, 2+ 2? (6.3)

f: R— R, x — exp(z) (6.4)
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Folgende Funktionen sind konvex
r: R— R, z — |z| (6.5)
f: R—R, 2+ ar+03 (mita,f€R) (6.6)
Die Funktion aus (6.6) ist sowohl konvex als auch konkav.

Die Konvezitit in obigen Beispielen “sieht man”, wenn man die Graphen skizziert.
Sie ist leicht nachzuweisen, sobald Kriterien fiir Konvexitdt bekannt sind.

Wir werden im Folgenden meist Resultate fiir konvexe Funktionen herleiten. Fiir
konkave Funktionen erhélt man dann entsprechendes, wenn man beachtet

Satz 6.3 Die reelle Funktion f ist im Intervall I genau dann (streng) konkav,
wenn —f in I (streng) konvez ist.

Dies folgt sofort aus der Definition 6.1.

Der folgende Satz bestétigt die Anschauung:

Satz 6.4 Ist f konvexe Funktion auf dem kompakten Intervall [a, b] = D(f),
so nimmt f ithr Maximum an einer der Intervallgrenzen an:

max] f=max{f(a), f(b)} . (6.7)

a,

Besitzt f im Inneren (a, b) von D(f) ein lokales Extremum, so ist dieses ein
lokales Minimum.

Beispiel 6.5

1, falls z=1

I [0’1]—>R’x'—>{0 sonst

ist konvez und in jedem inneren Punkt von D(f), also in jedem x € (0, 1), besitzt
f ein lokales Extremum. Dieses ist sowohl lokales Mazximum als auch lokales

Beweis (von Satz 6.4): Formel (6.7) folgt direkt aus der Definition der Kon-
vexitat: Ist © € [a, b], so liegt der Punkt (x, f(x)) nicht oberhalb der Sekante
durch (a, f(a)) und (b, f(b)):

T —a b—ux

f(z) < fb)y—— + fla);— < max{f(a); f(b)} .
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Besitzt nun f in £ € (a, b) ein lokales Maximum, so existiert ein § > 0 mit

f(§) = max f(z).

zeUs(€)

Daher und nach (6.1) ist fiir jedes x € Us(§) mit 6 := x — &:

F(O) < I (E+6) + 37(€~6) < 57O + 5() (63
also

1 1

Lo < L. (6.9)

Mithin liegt in £ zugleich ein lokales Minimum von f.
q.e.d.

Man beachte: Ist f streng konvex in I, so besitzt f im Inneren von I kein lo-
kales Maximum. In (6.8) konnte namlich die erste Ungleichung zu einer strikten
Ungleichung verschérft werden und (6.9) (mit ”<” statt ’<”) lieferte einen Wi-
derspruch.

Wir formen Formel (6.2) dquivalent um, indem wir von beiden Seiten f(s) sub-
trahieren:

t_
5—1
t—s

E—s _ f)—f(s)
t—s t—s

ﬂ@—ﬂ@ﬁf@( )+f@ (e—-s)

und erhalten

Satz 6.6 f : I — R st im Intervall I genau dann konvex, wenn fir alle
X1, To,T3 € I mit xy <z < T3 ngt

fxa) = f(z1) _ f(xs) — f(x1) ‘

< (6.10)
To — X1 €T3 — I1
f ist genau dann streng konver wenn (6.10) mit "<” statt "<” gilt.
Ist f konvex in I, so gilt ferner fiir x1, o, x3 wie oben:
flo2) = @) _ fog) = fw) _ flag) = flas) -
To — I1 T3 — 1 T3 — T2

(mit scharfen Ungleichungen im Fall strenger Konvexitdt).
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Man mache sich die Ungleichungskette (6.11) anhand folgender Abbildung klar:

Die in Differenzenquotienten in (6.11) sind die jeweiligen Sekantensteigerungen.

Beweis: Es bleibt, die zweite Ungleichung in (6.11) zu beweisen. Hierzu setzt man
s :=mx1,& := Ty, t := x3, und subtrahiert f(¢) von beiden Seiten der Ungleichung
(6.2) und erhélt

ft) = f(s)

£&) - £ < Lo

(€—1).

Dividiere beide Seiten dieser Ungleichung durch £ — ¢ und beachte £ — ¢t < 0.
q.e.d.

Korollar 6.7 Die Funktion f : I — R st wm Intervall I genau dann
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(streng) konvex, wenn fir jedes p € I die Funktion

f(x) — f(p)

o, I R
pt IV} — R, w s SO

(streng) monoton wachsend ist.

Beweis: Seien p € [ und s,t € I\ {p} mit s < ¢t. Dann sind folgende Konfigura-
tionen moglich.

e s <t < p: Wende Satz 6.6 an mit x1 := s, x5 :=1t, 3 := p.
e 5 < p<t: Wende Satz 6.6 an mit x, := s, 9 := p, 13 :=t.
e p < s <t: Wende Satz 6.6 an mit x, :=p, x5 := s, 3 :=t.

In jedem Fall erhélt man ®,(s) < ®,(¢) (bzw. ®,(s) < D,(1)).
q.e.d.

Aus Korollar 6.7 erhélt man, dass f im Inneren eines Konvexitétsintervalls stetig
und in jedem Punkt im Intervallinneren rechts- und linksseitig differenzierbar ist.

Zunéchst soll einseitige Differenzierbarkeit definiert werden.

Definition 6.8 Sei f eine reelle Funktion und x € D(f) ein Hdufungspunkt von
Df :=D(f)n(x, ) (bzw. von D; := D(f)N(—oo, x)). f heifit rechtsseitig
(bzw. linksseitig) differenzierbar in x, wenn es eine in x stetige Funktion F* (bzw.
F~), F£:Df — R, gibt mit

N f(t) = fle)+ FE0)(t - 2) .

teDE

Die Zahl
dtf(x) = F"(z) bzw. d f(z):=F (z).

heifit dann rechts- (bzw. linksseitige) Ableitung von f in x.

Wie die Ableitung, so sind auch rechts- und linksseitige Ableitung eindeutig.

Aquivalent sind die Bedingungen

lim [f(zn) = f(2)] /(20 — 2) = d* f(2) (6.12)

n—oo
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fir jede streng monoton fallende (bzw. wachsende) gegen = konvergente Folge
(,) in D(f) mit lim z,, = . Oder (vgl. Formel (4.6)):

lim 7f<t) — /(@) =dtf(x) (bzw.lim 7f<t) — /(@)

Ne t—x lim =——— " =d" f(z)). (6.13)

Natiirlich existiert in einem inneren Punkt x von D(f) die Ableitung von f genau
dann, wenn rechts- und linksseitige Ableitung in = existieren und iibereinstimmen.
Dann ist

fi(x) =d" f(z) = d" f(z).

Da fiir konvexe Funktionen laut Korollar 6.7 fiir jedes p der Differenzenquotient
bei p monoton wachsend ist, erhélt man:

Korollar 6.9 Ist f im offenen Intervall I konvex, so existiert in jedem p € I
sowohl rechts- als auch linksseitige Ableitung, und es gilt fir alle p € 1

d”f(p) <d" f(p)

Um etwa die Existenz von d* f(p) in p nachzuweisen, beachte man, dass fiir eine
streng monoton fallende, gegen p konvergente Folge (,)nen in I die durch

f (In> B f (p)
Tp — P
gegebene Folge ebenfalls monoton fillt und (mit irgend einem s € I, s < p)

durch ®,(s) beschrénkt ist. Daher ist (®,(z,)) konvergent gegen inf,cy @, ()
(vgl. Satz 3.10).

cbp(xn) =

Man iiberlegt sich aber leicht, dass
inf ®p(2n) = inf &y(z)
und damit existiert
4 () = inf By ()
Analog zeigt man die Existenz von d~ f(p) als

d” f(p) = sup @,(x) .

x<p

Da fiir jedes s,t € I mit s < p < t gilt
CI)P(S) S (I)p(t) )

folgt
d”f(p) <d"f(p).
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Korollar 6.10 Ist f auf dem offenen Intervall I konvex, so ist f stetig auf I.

Denn fiir jede streng monotone Folge (x,),en in I, die gegen = € I konvergiert,
gilt

f(en) = J(x)

Ty — T

= f(z) +d*f(2) -0 = f(x).

lim f(z,) = lim | f(z) +

n—oo

Schaut man sich den Graphen einer konvexen Funktion an, so erwartet man, dass
die Ableitung — so existent — monoton wéchst:

Satz 6.11 Seil ein Intervall, und f € C(I) sei differenzierbar im Inneren von I.
Dann gilt: f ist genau dann (streng) konvex, wenn f' (streng) monoton wachsend
15¢.

Beweis: Wir nehmen zunéchst f als konvex an und zeigen die Monotonie der
Ableitung. Hierzu seien p,q Punkte im Inneren von I mit p < ¢, und (p,)nen,
(Gn)nen seien streng monoton fallende Folgen in I mit Grenzwerten p bzw. ¢ sowie
pn < q fiir alle n € N.

Dann liefert (6.11):

fon) = f(p) _ flan) = f(p) _ flan) = f(9)
Pn—Pp N qn — D - dn — ¢
und folglich
n—oo Pn—D n—oo qn — ¢

f' ist also monoton wachsend.

Ist f sogar streng konvex, so ist zunéchst f/ monoton wachsend. Wére nun fiir
zwei Zahlen p, ¢ aus dem Inneren von [

a:=f(p)=f(¢g) wd p<q ,
so wire fir alle x € [p, q]

fla)=a
und nach Satz 5.36

N f@)=ale—p)+ ).
z€[p,q]
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Denn

g: [p,q¢] — R, z— f(z)—[alz—p)+ f(p)]
verschwindet in p und hat Ableitung 0 in (p, ¢q).

Dann aber ist fiir alle x € (p, q]

f(z) = f(p)
T —p

=«

im Widerspruch zu Satz 6.6.

Ist nun umgekehrt f’ (streng) monoton wachsend, so erhélt man (strenge) Kon-
vexitat mit Hilfe von Satz 6.6:

Sind x1, 29,23 € I mit 21 < g < w3, s0 gibt es s € (1, x2) und ¢t € (29, x3)
(nach dem Mittelwertsatz) mit

el Jan) _ gy HEDZTED _ g 2 g
Also ist
flas) = fw1) _ [F(as) = flaa)] + [f(ws) = f()
= O )
O R A s
= /'(s)
_ f(z2) — f(1)

und das ist (6.10).

q.e.d.
Ein Kriterium fiir die Monotonie der Ableitung f” erhélt man, indem man auf f
den Satz 5.38 anwendet. Hierzu muss man die Ableitung f” von f’ bilden, welche
man die zweite Ableitung von f nennt.

Rekursiv definiert man héhere Ableitungen einer Funktion:

Definition 6.12 Sei f eine reelle Funktion (mit Definitionsbereich D(f)).

Wir setzen
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und nennen f© auch “die 0-te Ableitung von f”. Fiir n € Ny existiere die n-te
Ableitung ™, eine reelle Funktion mit Definitionsbereich D(f™).

Ist

Dyy1 = {z € D(f™): f™ ist differenzierbar in x}
nicht leer, so heifst

FY s DY) == Dy — R, wo— (f™)(2)

die (n + 1)-te Ableitung von f. Ist D, leer, so existiert weder die (n + 1)-te
Ableitung noch irgend eine hohere Ableitung.

f heift n-mal differenzierbar in x € D(f), wenn x € D(f™) ist. f heifit n-mal
differenzierbar in M C D(f), wenn M C D(f™), f heifst n-mal differenzierbar,
wenn D(f) = D(f™) ist.

Ist n "geniigend klein”, so ersetzt man in der Schreibung ™ den Ezponenten (n)
durch n Striche:

f(5) _. f/////

Nun liefert Satz 5.36 in Zusammenhang mit Satz 6.11:

Satz 6.13 Ist [ stetig im Intervall I und zweimal differenzierbar im Inneren ;
von I, so gelten

f ist genau dann konvex in I, wenn f"(x) > 0 ist fur alle x Ej’.

Ist f"(x) > 0 fiir alle x E}, so ist f streng konvex in I.

Beispiel 6.14 Man beachte:

f:R—R, z+— 2t

ist streng konvex, aber die zweite Ableitung
"t R — R, z — 1222

besitzt in 0 eine Nullstelle.

Beispiel 6.15 Die Funktion f geniige im offenen Intervall I der Differentialglei-
chung

f'(@) + f(x) =0

fiir alle x € I. Dann ist f in jedem Teilintervall, wo es positiv ist, streng konkav,
und wo es negativ ist, streng konvex. Das gilt also insbesondere fiir die Cosinus-
und die Sinusfunktion.
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Definition 6.16 Sei f reelle Funktion, w € D(f). Fin Der Punkt (w, f(w)) €
R? heift "Wendepunkt” von f (oder: f besitzt in w einen Wendepunkt, w ist
Wendestelle von f), wenn w innerer Punkt von D(f) ist und es ein 6 > 0 so gibt,
dass f konvez (bzw. konkav) im Intervall [w — ¢, w] und konkav (bzw. konvez)
im Intervall [w, w+ §] ist.

Beispiel 6.17
f: R— R, x — sinzx
besitzt in 0 einen Wendepunkt. Denn
f"(x) = —sinx
ist negativ fir x € (0, m) und positiv fir x € (—n, 0). Entsprechend liegen in

allen Nullstellen der Sinusfunktion Wendepunkte des Sinus.

Merke:
Ein Kandidat fiir die Wendestelle einer Funktion ist eine Stelle w, wo f”(w) =0
ist.

Beispiel 6.18
f:R—R, 2 +— x|z

besitzt in 0 eine Wendestelle. Denn [’ ist gegeben durch f'(x) = 2|z| und f" durch
f'(x) = 21

Offenbar ist " negativ in R~ und positiv in RT. Aber f ist in 0 nicht zweimal
differenzierbar.

Merke:
Stellen, in denen f nicht zweimal differenzierbar ist, sind Kandidaten fiir Wen-
destellen.

Beispiel 6.19 Mit

Z lls ©#0
. R — R o o JO
gn I { 0 , falls 2=0

setl

f:R—R, zv+— (sgnz)-|z|'/3.
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f ist die Umkehrfunktion von g : R — R, x —— 23, also insbesondere
stetig. f besitzt in O eine Wendestelle, denn
1 2
fl(x) = §(952)_1/3 o f@) = —§$($8)_1/3

fir x € R\ {0}. Offenbar ist f" positiv in R~ und negativ in RY, existiert aber
nicht in 0.

Beispiel 6.20 Die Wendepunktdefinition impliziert auch, dass jeder Punkt Wen-
destelle vonr : R — R, z —— |z| ist.

Beispiel 6.21 Wir wollen eine Kurvendiskussion durchfiihren. Gegeben sei ei-
ne Funktion f durch eine "Abbildungsvorschrift” f(x). Fin verniinftiges Schema
scheint die Bearbeitung der folgenden Punkte zu sein:

e Bestimmung von D(f), D(f"), D(f"), den Abbildungsvorschriften fur f" und
f" sowie die Angabe aller Punkte, wo f nicht stetig ist.
o Bestimmung der Nullstellen von f.

o Aufklarung des Verhaltens von f an den Grenzen von D(f) und an eventu-
ellen Unstetigkeitsstellen. Mit "Grenzen des Definitionsbereichs” sind hier
alle Hiufungspunkte in R von D(f) gemeint.

e Bestimmung aller Intervalle, in denen f monoton wdchst bzw. fallt und
Angabe lokaler und globaler Extrema.

e Bestimmung aller Intervalle, wo f konvex bzw. konkav ist und Angabe der
Wendepunkte.

o Skizze auf Grund der gefundenen Resultate.

Untersucht werden die durch
f) = (@*+ 23 | g(z) = (a® + 2!

gegebenen Funktionen:

e D(f)y=D(g)={reR:2*+22>0}=[-1, )
f, g sind stetig (als Hintereinanderschaltungen stetiger Funktionen)
(@) =1aBx+2)(2® + 2272 | ¢(z)=1a(Bz+2)(a® + 2773/
D(f")=D(g') = (-1,0)U (0, 00)
Dass f und g tatsichlich nicht in O differenzierbar sind, erkennt man aus

A fO0)=1, d f(0)=-1
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h) — h|'/2|1 4 h|V/*
‘g(O—l— ) 9(0)’:| V21 + A — oo fir h—0.

h |h|
sowie mit D(f") = D(f") =D(¢") =D(¢') =(—1,0)U(0, c0):

F(z) = ix?’(ﬁ )23 4 4)

3 2\> 8
" _ 2/.3 2\—7/4 - _
g" () 6% (° + 2%) (<x+3) +9> :

o flz)=0&gx)=02’+2=0&2=0Ve=—1.
Also ist N(g) = N(f) ={-1; 0}

~

e R— lim f(z) =R — lim g(z) = o0

T—00 r—00

e fl(x) >0 d(x) >0 xe(—
fllx) <0 ¢(z) <0 xe(
fl#)=0&g(x)=0&2=—2.

Hieraus erkennt man

f und g sind streng monoton wachsend in [—1,
sind streng monoton fallend in [—% ,
jeweils ein lokales Maximum,

—2] und in [0, 00); sie

0]. Sowohl f als auch g besitzen in %

b::f(—g)zg\/g, a::g(—g):%\/ﬁ-é/g.

f und g nehmen in —1 und in 0 ihr (globales) Minimum an:

Weder f noch g besitzt ein globales Maximum wegen des Verhaltens bei oo.

o f"(x)<0in(—1,0)
f'(x) >0 (0, c0)
g"(z) <0in(—-1,0)U(0, )
Damit ist f konkav in [—1, 0] und konvex in [0, co]; g ist konkav in
[—1,0] und in [0, co]. f besitzt in O einen Wendepunkt, nicht aber g.
Man kann sich nun fragen, ob g konkav ist; aber das ist es nicht: nach Satz
6.3 wdre das Extremum in 0 ein lokales Maximum, wenn g konkav wdre.

o Skizze:
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Wir verwenden nun das Konzept der Konvexitéat zum Nachweis einiger wichtiger
Ungleichungen.

Satz 6.22 (Jensensche Ungleichung, J. L. Jensen 1895 - 1925)
Sei I ein Intervall, f : I — R eine konvexe Funktion und N € N. Sind
/\1,...,)\]\[ S (O, 1) mit

Z =1, (6.14)

so qilt fir alle x1,..., oy € 1

f(z Nixi) < Z Aif (i) - (6.15)
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Ist f sogar streng konvex, so gilt in (6.13) Gleichheit genau dann, wenn
Tl =2T9g=...= TN (6.16)
15t.

N N
Sind Ay,..., Ay > 0 mit Y A; = 1, so nennt man Y \;z; eine konvexe Kombi-
i=1 =1
nation der Punkte z1,...,zy. Der Begriff der konvexen Kombination lafst sich
auch definieren, wenn x4, ...,xy Punkte eines Vektorraums sind. Zeichnen Sie
einmal einige Punkte des R? und versuchen Sie, sich die Menge aller konvexen

Kombinationen dieser Punkte vorzustellen.

Man zeigt iibrigens leicht, dass alle konvexen Kombinationen von Punkten aus
einem Intervall I ebenfalls in I liegen.

Beweis (von Satz 6.22): Ist (6.16) erfiillt, so steht auf beiden Seiten von (6.15)
die gleiche Zahl, ebenso im Fall N = 1. Wir haben also (6.15) (mit scharfer
Ungleichung im streng konvexen Fall) zu beweisen fiir den Fall, dass x1,...,zy
nicht alle gleich sind. Den Beweis fiihrt man mittels Induktion tiber N. Fiir N = 2
entspricht die Behauptung gerade der Definition 6.1 der Konvexitidt bzw. der
strengen Konvexitét.

Wir nehmen nun an, die Behauptung sei fiir irgendein N > 2 richtig. Seien nun
Ay Ana1 € (0, 1) mit

N+1
> a1
i=1

und 1, ...,ry41 € I mogen nicht alle iibereinstimmen.

O. B. d. A. nehmen wir

xy =min{zy, ..., xy41} < max{zy,...,Ty11} = Tyl
an.

Setze

Ai
Z; .
L —p

N
Wi=ANy1 , t:=xny1 , S:= E
i=1

und beachte
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Dann ist ¢ > s und nach 6.1 gilt (mit ”<” statt des ersten ”"<” im Fall der strengen
Konvexitét)

N+1

D Fw) = (1= p)s + put)

=1

<(1—p) Z iiluf(xi) + Avif(engr)

N+1

= Z Aif (i) -

In der zweiten Abschatzung wurde die Induktionsannahme benutzt.
q.e.d.

Verwendet man die Exponentialfunktion als streng konvexe Funktion in der Jen-
senschen Ungleichung, so erhdlt man fiir alle Ay,..., Ay € (0, 1) mit

und alle z1,...,z5y € R die Abschitzung

N
H exp(x;)] "—exp (Z)\QCZ) <Z)\ exp(x;)
=1

Gleichheit gilt genau dann, wenn alle z; libereinstimmen. Beachtet man, dass jede
positive Zahl als Wert der Exponentialfunktion auftritt, erhélt man die wichtige
Ungleichung

Korollar 6.23 Sind y1,...,yny >0 und Ay,..., Ay € (0, 1) mit

N
IR
i=1

so gilt

N N
Hyz)\Z < Z)\iyi : (6.17)
i=1 i=1
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Im Fall \; := % ist dies die Ungleichung zwischen geometrischem und arithmeti-
schem Mittel:

N /N N
(H yz‘) < %Zy (6.18)

Eine ganz wichtige Folgerung ist die Holdersche Ungleichung, welche die Cauchy-
Schwarzsche Ungleichung verallgemeinert, die Sie aus der linearen Algebra ken-
nen:

Korollar 6.24 (Héldersche Ungleichung, Otto Holder 1859 - 1937)
Seien p,q € (1, c0) mit

1 1
T (6.19)
p q

Dann gilt fiir alle z,y € RY

N N /p /s N 1/q
inyi < (ZI%P) (ZL%"Q) : (6.20)
i=1 i=1 i=1

Beweis: Wegen

N N
i=1 i=1

kann o. B. d. A. x;,y; > 0 fiir i = 1,..., N angenommen werden.

Wir betrachten zunachst den Fall, dass x;,7; € R sind fiir alle7 = 1,..., N und
dass gilt

N
d yt=1. (6.21)
i=1

Wendet man die Jensensche Ungleichung mit der streng konvexen Funktion

f:]0,00) — R, t — ¢t

und mit \; := ;9 auf die Zahlen z,y;'79, ..., xyyn'"? an, so erhilt man
N p N p N
<Z xiyi) = (Z(Iiyil_q)yiq) < Z vl (wiy; )P
i=1 i=1 i=1

N
_ Z Py TP = Z P (6.22)
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denn 1 4+ 1 = 1 impliziert ¢ + p — pg = 0.

Schwécht man nun (6.21) zu

N 1/q
n:= <Z yiq> >0
i=1

ab, so ist
N N
>(5) -1
i—1 \1

und man erhélt aus (6.22)

N p N
=1 =1

Indem man beide Seiten mit 1/p potenziert, erhélt man (6.20).
Schliefslich sei P die Menge aller Indizes ¢, fiir die x;y; > 0 ist:
P={ieN:1<i<NAuzy >0}
Ist P =0, soist (6.20) trivial.
Ist L :=#P > 0 und ist
~:{l,...,L} — P

eine bijektive Funktion (also eine Abzéhlung von P), so liefert das bisher Bewie-
sene

N L L p , 1/q
DT = D Tn(i)Yns) < (Z xwmp) (Z yw(jf’)
i=1 j=1 Jj=1 J=1

N 1/p N 1/q
< (Z Iz‘p> (Z yiq> .
i=1 i=1

Wir werden spéter sehen, dass man die Funktion

N 1/p
o

j=1

zur Léngenmessung (als "Norm”) verwenden kann. In diesem Zusammenhang be-
notigt man die Minkowski-Ungleichung:
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Korollar 6.25 (Minkowski-Ungleichung, Hermann Minkowski 1865 - 1909)
Seipe (1, 00). Fiir alle z,y € RY gilt

<§§:xn%ynp>lﬁ)< <§§:Inp>lﬁ)+ (j;:ynp)]/p-

n=1 n=1

Beweis: Sei ¢ € (1, o0) so, dass

11
- =1 (6.24)
p q

ist, also ¢ := p/(p — 1). Fiir 2,y € RY gilt dann zuniichst unter Verwendung der
Dreiecksungleichung und dann der Holderschen Ungleichung:

N N N
>z Ayl <Yl A vl D 2+ yal” 7l
n=1 n=1 n=1

N 1/q N 1/p
< [Z |z + yn|q(p1)] (Z !xn|p>
n=1 n=1

N 1/q N 1/p
. z|xn+yn|q<p—l>] (Zw) 6.2
n=1 n=1
N 1/q N 1/p N 1/p
()| () ()
n=1 n=1 n=1
Fiir x = —y ist die Minkowskiungleichung trivialerweise erfiillt. Ist = # —y, so er-

N 1/q
hélt man die Minkowskiungleichung, indem man in (6.25) durch ( |Tn + yn’p)

n=1
dividiert und (6.24) beachtet.
q.e.d.



Kapitel 7

Das Riemannsche Integral

Die Berechnung von Flidchen (und Volumina), die von krummlinigen Kurven
(bzw. Fldchen) begrenzt sind, fiihrt auf den Begriff des Integrals. Methoden,
solche Flachen zu berechnen, gehen bereits auf Archimedes zuriick (2877 — 212
v. Chr.). Aber erst von Leibniz und Newton wurde der Zusammenhang zwi-
schen Inhaltsmessung und Differentiation entdeckt. Eine préazise Formulierung
geht dann zunéchst auf Augustin C. Cauchy (1789 — 1857) und allgemeiner auf
Bernhard Riemann (1826 — 1866) zuriick. Henri Lebesgue (1875 — 1941) hat zu
Beginn des inzwischen letzten Jahrhunderts einen weitaus flexibleren Integral-
begriff eingefiihrt, wie er in der modernen Analysis notig gebraucht wird. Das
Lebesgueintegral wird im kommenden Semester eingefithrt. Wir wollen bei der
Einfithrung des Riemannintegrals einer Idee von Serge Lang [8| folgen, und ein
leicht zu verstehendes Axiomensystem fiir das Integral angeben. Daraus werden
wir sehr schnell den Hauptsatz der Differential- und Integralrechnung gewinnen
konnen, welcher Differentiation und Integration verkniipft.

7.1 Eine Axiomatische Begriindung und der Haupt-
satz der Differential- und Integralrechnung

Auf einem kompakten Intervall I := [a, b], a < b, welches fiir den Rest dieses
Abschnitts vorgegeben ist, sei eine reelle Funktion f gegeben. Bei der axioma-
tischen Begriindung wollen wir uns diese Funktion zunéchst positiv vorstellen,
obwohl das nicht vorausgesetzt werden soll.

174
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Der Inhalt der Flache iiber I; U I5 ist die Summe der Inhalte der Flachen iiber I; und
I5. Der Inhalt Fléache iiber J liegt zwischen den Féacheninhalten des ein— und des um-
beschriebenen Rechtecks

Zunéchst einige Bezeichnungen: Die Menge aller beschrankten Funktionen auf
dem Intervall I bezeichnen wir mit

B(I):={f € F(I,R): fist beschrénkt} . (7.1)
Die Familie aller kompakten Teilintervalle von I nennen wir
T:=7Z(I):={J C I: J ist kompaktes Intervall} . (7.2)

Im Fall 7 = [0, 1] liegen zum Beispiel [%, %], [0,1/2],[0,1]in Z.

Eine Intervallfunktion iiber [ ist eine Funktion

po:I(I) — R,
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die jedem kompakten Teilintervall von I eine reelle Zahl zuordnet. Zum Beispiel
ist

|| Z(I) — R, [¢,d] — d—c¢
eine Intervallfunktion, und |J| nennt man die Lénge von J.

Definition 7.1 Sei f € B(I). Eine Flicheninhaltsfunktion (Fif) fir f ist eine
Intervallfunktion py dber I mit den beiden Eigenschaften:

A (inf £) - [J] < s () < (sup f)]J] (7.3)
JET(I) J
A #(L N L) =1= p(liUL) = pp(h) + pyp(l2) . (7.4)
I, I,eZ(1)

f heifst “"Riemann-integrierbar” auf I, wenn es fir f eine und nur eine Fldchen-
inhaltsfunktion dber I gibt. Die Menge der auf I Riemann-integrierbaren Funk-
tionen bezeichnen wir mit R(I). Fir [c, d] € Z(I) und f € R(I) schreiben wir

d
| de= (e . (7.5)
(Hier kann t durch ein anderes Symbol ersetzt werden.)

Interpretiert man fiir positives f € B(I) und [c¢, d] € Z(I) die Zahl us([c, d]) als
den Flacheninhalt — was immer das sein mag —, der von dem Intervall [ ¢, d] auf
der Abszisse, den Liniensegmenten von {(ﬂ bis [ f(cc)} sowie von {g] bis [ f(dd)l
und dem Graphen von 77 umschlossenen Fléche, so sagt Bedingung (7.3), dass
dieser Flacheninhalt zwischen dem des kleinsten einbeschriebenen und dem des
groften umbeschriebenen Rechtecks mit achsenparallelen Kanten liegt. Die oben
beschriebene Fléche wollen wir kurz "die Fliache iiber [¢, d]” nennen. Dann sagt
die zweite Bedingung, dass sich die Flacheninhalte der Flichen iiber [¢, d]| und
[d, e] (mit ¢ < d < e) zum Inhalt der Fliche tiber [c, e] aufaddieren — was
erwartet man anderes von einer Flacheninhaltsfunktion?

Auch wenn diese Interpretation fiir positives f gegeben wurde, so ist die Definition
7.1 doch fiir jedes f € B(I) formuliert!

Die Schreibweise (7.5) ist nur sinnvoll, wenn ([ c, d]) tatséchlich nur von dem
Intervall [¢, d] und der Einschrankung von f auf [¢, d] abhéngt. Dies wird sich
aber als richtig herausstellen. Da wir zur Zeit mit einem festen Intervall I arbeiten,
auf dem f definiert ist, steht es uns frei, die Schreibweise (7.5) bereits jetzt zu
benutzen.

Wir werden gleich sehen, dass fiir jede Funktion f € B([I) eine Fif iiber I existiert.
Der wesentliche Punkt bei der Definition wird also die Eindeutigkeit der Fif sein.
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Beispiel 7.2 Se:

0, fallszeR\Q
1, fallsz €@

f:1I —R, 2 +— {
Man sieht leicht, dass sowohl

pr o I(l) — R, J +— 0
als auch

vi: I(I) — R, J +— |J]

Flacheninhaltsfunktionen tber I fir f sind. Insbesondere ist f & R(I).

Beispiel 7.3 Sei a € R eine vorgegebene Zahl. Fiir die konstante Funktion
f: I —R, t+— «

existiert offenbar genau eine Fldcheninhaltsfunktion auf I, ndmlich
pr o I(I) — R, J — alJ].

Konstante Funktionen sind also Riemann—integrierbar.

Ist py eine Fif fiir f iber I und ist J € Z(I), so gilt nach (7.4)

D=3l (76)

sofern Jy, ..., Jy kompakte Teilintervalle von J derart sind, dass
#H( TN Jpyr) =1 firalle n=1,...,n—1 (7.7)
und
N
U J,=J (7.8)
n=1
gelten, sofern also Jy, ..., Jy das Intervall J so in kompakte Teilntervalle zerlegen,

von denen jeweils zwei der Teilintervalle héchstens einen Punkt gemeinsam haben.
Mit (7.3) folgt dann

N

> (nf L] < pg(J Z sup f) || (7.9)

n=1
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Definition 7.4 Sei [c, d] € Z(I). FEine endliche Teilmenge z C [c, d] mit
c,d € z heifit "Zerlegung des Intervalls” [c, d]. Z([c, d]) ist die Menge aller
Zerlegungen von [c, d]:

Z([c,d])) ={z C[c, d]: z ist endlich und c,d € z}
Enthdlt eine Zerlegung z genau (n+1) Punkte, so schreiben wir z = {zo, 21, ..., 2n}

mit zi—y < z; firi =1,...,n, sowie n(z) = n. Fir f € B(I), J € Z(I) und
z € Z(J) heiffen

3
—~

N
<

S(z,J, f) = sup  f | (zi —zi21) (7.10)

1 [Zi—la Zz]

7

bzw.

=1

Sz, J, f): Z ( T ) (z; — 2zi_1) (7.11)

Ober— bzw. Untersumme fiir f dber J zur Zerlequng z.

Laut (7.9) gilt fiir jede Obersumme S(z, J, f) und jede Untersumme S(z, J, f)
Sz, f) < pp(J) < S(= 1. f) (7.12)

sofern fiy eine Fif fiir f iiber I ist.

Lemma 7.5 Mit f € B(I),J € Z(I) und z,z2 € Z(J) gelten:
(i) S(¢,J.f) <8
(i) S(2,J,f) > 8(z,J, f) falls z C z ;
(iif) S(2,J,f) < S(z, J, f)

(z,J, f) falls z C z;

Beweis: Zum Beweis von (i) beachte man, dass es Zahlen
p=0<1 <1g... <zk:n(:2)

gibt mit
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Mit dieser Bezeichnung errechnet man

g(év J7 f) = sSup f (él - 2l71)
=X > | s f| (-0
§=0
< Z Z sup  f | (21— Zi-1)
=0

1=i+1 \[ 2, » Zijos |

= Z sup f <2i]‘+1 - élj)
=0

[2ij ) 2ij+1]

= sup  f | (211 —2) =8(2,J,f) .

i=0 \[%j, 2j+1]

Man erhélt (i) mit analoger Rechnung oder unter Beachtung von
S(z,J, f) = =8(z,J,—f)

(und entsprechend fiir 2).

(ili) erhélt man schlieflich aus (i) und (ii):

(i1) _ i)
S(&,J,f) < 8(zU2,J, ) <S(zUEJ[) < Sz J,f).

Die mittlere Ungleichung ist trivial.

q.e.d.
Aus Lemma 7.5 folgt, dass fir f € B(I) und J € Z(I) die Menge aller Obersum-
men zu f iiber J

S(, f) = {S(z,J. f): z € Z(J)}
nach unten und die Menge aller Untersummen
S(J. f) ={5(z,J. f): =€ Z(J)}

nach oben beschrénkt ist. Daher kénnen wir definieren
Definition 7.6 Fir f € B(I), J € Z(I) heifSen
f]f(t) dt == inf S(J, f)
7{ F(t) dt = supS(J, f)

das Ober— bzw. das Unterintegral von f iber J.
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Anders als die Schreibweise [, f(t) dt bereiten Schreibweisen [ f(t) dt bzw. -, f(t) dt
keine Kopfschmerzen. Die definierten Werte hingen offenbar nur vom Intervall J
und von der Einschrénkung von f auf J ab.

Ober— und Unterintegral liefern Flacheninhaltsfunktionen fiir f auf I: Wie be-
reits angekiindigt, gibt es also zu jedem f € B(I), eine Flacheninhaltsfunktion.
Aufserdem sind sie die "kleinste” und die "grofste” Fif fir f:

Satz 7.7 Sei f € B(I). Es gelten:

O A o< froa-—f o

JeI(I)

(i) gy : Z(I) — R, J +— f]f(t)dt
und
py II) — R, J — 7éf(lt)dt
sind Fif fir f diber I

(iii) Fir jede Flicheninhaltsfunktion py fir f dber I gilt

A ) <) <hg(d)

JEI(I)
Beweis: B
(i) folgt aus Lemma 7.5(iii) bzw. aus S(z, J, f) = —S(z, J, — f) fiir jede Zerlegung
z € Z(J).

Zu (ii): Zunéchst beweisen wir (7.3). Ist 2z irgendeine Zerlegung eines Intervalles
J € Z(I), so ist

S(z,J, f) = Z sup [ (% — zj_1)

(21, 2]
< ZSL}pf (25— zj-1) = Sl}pf- |J] .
Analog ist fiir jede Zerlegung z € Z(J):
(nf )1 < S(21 1)

Folglich ist

(ot £)- 191 < [ i< [ rde< -1l
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Zum Nachweis von (7.4) beachte man, dass es geniigt, fi; zu betrachten; denn fiir
jedes Intervall J € Z([) ist

Jroa-—fenwa.

Seien nun
Jy=lec,d),Jy:=[d,eleI(l),J:=1UJy=]c,e].
Sind (V) € Z(J;), 2% € Z(J,), soist 2V U z? € Z(J) und
g(2"(1) U 2(2)7 J7 f) = g(’z(l): Jla f) + E(Z(z)a J27 f) )
folglich
7[ F(#)dt = infS(J, f) (7.13)
J
<infS(Jy, f) +infS( o, f) = | f@t)dt+ [ f(t)dt.
J1 J2

Andererseits gibt es zu jedem € > 0 eine Zerlegung z € Z(.J) von J mit

| #®t+ 2500 2 S0 @) L) (719
J
Die letzte Ungleichung folgt mit Lemma 7.5(i). Nun sind

A= u{d)nJ e Z(N), :P = u{d)nJ e Z(R)
und

S(zu{d}, J, ) =SV, 0, f) + 522, Iy, f) (7.15)

> fydt+ 1 f(t)dt.
J1 J2

Die Formeln (7.13) , (7.14) und (7.15) liefern

fyde+f faeyae = f f(t)dt |

also (7.4) fiir 7i;.

(iii) erhélt man schlieflich aus Formel (7.12).
q.e.d.

Wir sind nun in der Lage, den Hauptsatz der Differential- und Integralrechnung
zu beweisen:
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Satz 7.8 (Hauptsatz) Sei I := [a, b] ein kompaktes Intervall. Dann gelten

(i) ¢() cR()
(ii) Fiir jedes f € C(I) ist

F:IHR,xI—>/f(t)dt

stetig und in ; differenzierbar. Es gelten
F(a)=10

sowie fir alle x €]

(iii) Sind f,G € C(I), und ist G differenzierbar in T mit Ableitung G' = f in ;,
so ist fir alle Intervalle [c¢, d] € Z(I)

d
/f@ﬁzG@—G@.

Schreibweise:

Gtz = G(d) - G(c)

Beweis:
Wegen Satz 7.7 gibt es fiir f € C([) eine Flécheninhaltsfunktion py iber I. Mit
so einer Flacheninhaltsfunktion setzen wir

F: 1 —R, zv— pa,x]).

Dann ist F'(a) = 0 und wegen (7.3) und (7.4) gilt fiir jedes z 7 und positives
h<b-—uzx:

min <

o, (F(o+0)~ F() = (e, 2+ h]) < max [

[z, 2z +h]

S

und fiir A\, 0 konvergieren

min  f und max f
[z, z+h] [z, z+h]
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gegen f(x).
Ist h < 0und a < z + h, so erhdlt man

i ! = i T T max .
G F S P ) = F@) = e thoa) € max g

Auch hier erhdlt man wieder Konvergenz gegen f(z) fir h 0.

Die beiden Argumente liefern sogar, dass F' in a rechts- und in b linksseitig
differenzierbar ist:

d"F(a) = f(a) . d"F(b)=f(b).
Der Schluss aus Korollar 6.10 liefert, dass I stetig ist.

Ist nun jis eine weitere Fif fiir f iiber I, so gilt auch fiir die auf I durch F(z) :=
fis([a, x]) definierte Funktion:

Fla)=0 und F'(z)= f(z) firalle €l .
Folglich ist
(F—F)a)=0 , (F=F)(x)=0 in [
also F' = F nach Satz 5.38(iii). Ist J := [¢, d] € Z(I) so folgt nach (7.4)
ni(J) = pr(la, d]) = ps([a, ¢]) = F(d) = F(c) = F(d) — F(c) = fig(J) -
Damit sind (i) und (ii) bewiesen.
Ist schlieklich G € C(I) und G’ = f in i , so liefert Satz 5.36(iii)
Gx)=F(z)+«
mit einer Zahl a € R fiir alle x € 1. Folglich ist fiir [¢, d] € Z({):

/f@ﬁ:wmmm:Fw—F@sz—G@.
q.e.d.

Nach dem Hauptsatz der Differential- und Integralrechnung sind alle auf einem
kompakten Intervall I stetigen Funktionen Riemann-integrierbar. Zugleich be-
sagt der Satz, dass jede auf [ stetige Funktion f eine Stammfunktion besitzt; das
ist eine auf [ stetige Funktion, deren Ableitung im Inneren von I mit f iiber-
einstimmt. Auferdem liefert der Hauptsatz eine Methode, wie man Integrale zu
gewissen Funktionen berechnen kann.
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Definition 7.9 Sei I ein Intervall und f € F(I, R). Unter einer Stammfunk-
tion zu f versteht man eine Funktion F € C(I), die fir alle x el

F(z) = f(z)

erfillt.

Beispiel 7.10

i) F: (0,00) — R, & — Inz ist Stammfunktion von

I (0,00)—>]R,J;|—>—,
xr

() F: [-1,1] — R, x +— arcsinz ist Stammfunktion von
L (1—a®) V2 fir |z| <1
[ 1,1]—>R,x»—>{27 fir =1,
(iii) £ : [-1,1] — R, z — 3% ist Stammfunktion von
f:[-1,1] — R, 2 — 2°.

Korollar 7.11 Zu jeder auf einem kompakten Intervall I stetigen Funktion f
gibt es eine Stammfunktion

F: I — R.
Ist F' eine Stammfunktion zu f, so ist
{F+a: acR}

die Menge aller Stammfunktionen von f.

Natiirlich:

F I%R,xl—>/f(t)dt
ist Stammfunktion zu f. Zwei Stammfunktionen zu f unterscheiden sich wegen
Satz 5.38(iii) nur um eine additive Konstante.

Bevor zu den Integrationstechniken iibergegangen wird, soll der oberen Integra-
tionsgrenze gestattet werden, kleiner als die untere zu sein:
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Satz und Definition 7.12 Mit —oco < a < b < 0o sei [ := [a, b]. Wir schrei-
ben fir f € R(I):

/baf(t)dt ::—/abf(t)dt

Dann gilt fir alle ¢,d,e € T

/cdf(t)dt+/def(t)dt:/:f(t)dt

Dies zeigt man, indem man die moglichen Reihenfolgen der Punkte ¢, d, e disku-
tiert.

7.2 Integrationstechniken

Der Hauptsatz der Differential- und Integralrechnung erlaubt zunéchst die Inte-
gration all der Funktionen, von denen eine Stammfunktion bekannt ist. Hierzu
lese man die Tabelle am Schluss des Abschnitts 5.6 von rechts nach links. Auch
kann man die Linearitat des Integrals ausnutzen, die spéter noch allgemein bewie-
sen wird. Fiir den Augenblick sei bemerkt, dass zumindest fiir stetige Funktionen
f,g€ C(I)und o, 8 € R die Formel

[ (arw+ ot de=a [ syt +5 [ gte)a (7.16)

giiltig ist. Sind ndmlich F' und G Stammfunktionen von f bzw. g, so ist aF'+ 3G
Stammfunktion von af + 3g. So erhélt man aus

A / (o + 1)t dt =t (7.17)

a€R a

(falls t* fiir jedes t € [a, b] definiert ist) die Integrale

A / t*dt = a+1ta“ b (7.18)

acR\{-1}

xT

@ o 12 13
P4+ 12t* — 130 dt = [ — + =7 — —=¢?
/a (" + 3t) (6 + 5 2

Liegt 0 nicht im Integrationsintervall, so ist

(7.19)

a

” 1
/ Sdt=Tn|t| == (7.20)
o T a
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Die Integration algebraischer oder gebrochen rationaler Funktionen kann auf
Funktionen fiihren, die weder algebraisch noch transzendent sind:

v 1
/ — dt = arcsint|? |, falls a,z€(—-1,1) (7.21)

S|
/a m dt = arctantm . (722)

Man kann aus den Differentiationsregeln weitere Integrationstechniken gewinnen.
Zum Beispiel aus der Produktregel

(uwv)" = v'v + u'’ (7.23)

fiir zwei Funktionen u, v. Kennt man eine Stammfunktion einer der beiden Sum-
manden auf der rechten Seite von (7.23), so kennt man auch eine Stammfunktion
des anderen Summanden. Dies fiithrt auf die Methode der partiellen Integration.
Wir geben hier aber nicht die scharfsten Voraussetzungen an v und v an.

Zunéchst jedoch eine Schreibweise:

Definition 7.13 Sein € N und I ein Intervall. Unter C™(I) verstehen wir den

Vektorraum all der Funktionen f aus C(I), die im Inneren ; von I n—-mal diffe-
renzierbar sind und deren Ableitungen fOV, ..., f) stetig auf ganz I fortsetzbar
sind. Mit f*) soll die stetige Fortsetzung der k-ten Ableitung von f auf I be-
zeichnet werden.

Satz 7.14 (Partielle Integration)
Sei I :=[a, b] ein kompaktes Intervall und u,v € C*(I).
Dann gilt

/ o (Du(t) dt = (u(t)o(t)]? — / w(t)'(8) dt . (7.24)

Denn

b b b
/ o' (H)v(t) dt +/ w(t)v'(t) dt = / (u-v)(t)dt = (uv)(t)[" .

Bei der Darstellung der Beispiele markieren wir den Funktionsterm fiir «' mit
einem Pfeil nach oben und den fiir v mit einem Pfeil nach unten:

/ u' (t) v (t)dt = u(t)v(t)| —/ w(t)v'(t) dt
a l a

u' wird integriert, v wird differenziert.
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Beispiel 7.15 Wir geben einige Beispiele:

v 1 b1 1

/ t* Int dt = [ ——t*"Int )| —/ ——th. gt (7.25)

a a+1 o a+1 t

Tl
1 1
ta+1l t— tOé+1 b
<a+1 " (a+1)2 )'a
(fir o € R\ {—1}, a,z > 0).
x x 1
/ 1 Int dt = (Int)*[} —/ (Int) - ~dt (7.26)
a T l a
“1 1
= i #ntdt: 5(1nt)2|§ :
Mit n € N:
/ tn et dt:t”et\g—n/ t"letdt=...=¢€"y (1) St
a l T a jIO (n - j) a
(7.27)
Ferner:
/ sin2tdt:/ sint sint dt:—costsintlg—l—/ cos® t dt
a a T l a

——costsint|§—l—/ (1 —sin?t) dt

xT 1 X
:>/ sinztdt:§(/ 1dt — costsint

1
=3 (t —costsint)|’ .

) (7.28)

Mitn,k e N, n # k:

/ sinnz sinkx dr = —— cosnxsinkz| + — / cosnx coskzr dx
0 nJo

1 l " 1 l
kE /1 T k[T
:0+—(—sinnxcosk:x +—/ Sinnxsinkzxda?>
n\n o nJo
E2 [T
=— sin nx sin kx dz
n= Jo

:/ sinnzsin kx dr =0 . (7.29)
0
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Als weitere Differentiationsregel haben wir die Kettenregel kennengelernt: Sei g €
C'([a, b]), f € C(J), wobei J ein Interall ist, welches g(I) umfasst: J D g([).
Dann ist die durch

9(x)
G(z) = f(s)ds

g(a)
fir « € [a, b] definierte Funktion G stetig und fir z € (a, b) gilt
G'(z) =g (2)f(9(x)) ;

genauer:
9(x)
G: [a,b] — R, z — / f(s)ds (7.30)
g(a)

ist eine Stammfunktion von
h:la,b] — R, x +— fog-g .
Da zudem G(a) = 0 ist, gilt die Regel

Satz 7.16 (Substitutionsmethode, Transformationssatz)
Seien [a, b] ein kompaktes Intervall, J ein Intervall, sowie f € C(J) und g €
C([a, b]) mit g([a, b)) C J.

Dann st

b
/ (f 0 9)(B) (1) di =

g(b)
f(s)ds . (7.31)
)

g(a

Die oben gegebene Begriindung fiir den Transformationssatz enthélt noch eine
Liicke: Natiirlich ist die Funktion G aus (7.30) stetig auf [a, b], und nach der
Kettenregel ist auch

G'(x) = (fog)(x)d'(z) | (7.32)

zundchst aber nur fiir diejenigen = € (a, b), fir die g(z) kein Randpunkt von
J ist. aber indem man sich f konstant iiber den Randpunkt hinaus fortgesetzt
denkt, kann o. B. d. A. J als offen angenommen werden.

Beispiel 7.17 Im folgenden sind a,z so zu wihlen, dass der Integrand in [a, x|
definiert ist. Zum Beispiel missen im letzten Integral (7.36) beide Grenzen a und
x entweder in (0, 1) oder in (1, co) liegen.

T q Inx 1
/ —lntdt:/ sds = —s?
a t Ina 2

1 1 1
= §(lnx)2 - i(lna)2 = é(lnt)2

Inz

(7.33)

Ina
T

a
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T 1—22 1—22
1 1
/ t3\/1—t2dt:—/ —(1—3)\/§ds:——/ (512 — s3/2) ds
a 1-a2 2 2 J1—a2
1-z
1—a?

1 1
_ (533/2 _ g55/2)
1
5

(7.34)

€T x 1
/ tantdt:—/ ——(—sint)dt (7.35)

cost
COosx
B 1d g cosa _ | cosa
= — —ds=lInls|[.; =1In
cosa S CcCoST

| g 1 Inx
— dt = Zds =1 nr oy (=2 )
/a tlntdt /lna Sds n sl n(lna) (7.36)

Bisher haben wir (7.31) von links nach rechts gelesen: ein Integral der Form,
wie es auf der linken Seite steht, wird berechnet, indem man es in die Form der
rechten Seite bringt und dann ausrechnet. Manchmal geht es aber auch in anderer
Richtung:

Beispiel 7.18
x §
/(1—t2)3/2dt:/(1—sin2s)3/2(:ossds Camel-1,1]  (7.37)

Hierbei sind o und & so zu wdhlen, dass sina = a und siné = x gilt, also etwa
a:=arcsina , & =arcsinx (7.38)
aber zum Beispiel auch
a = (arcsina) + 287 , & =arcsinz — 127
wdre maoglich.

Mit der Wahl aus (7.38) sind o,§ € [=5, §], also ist coss > 0 zwischen o und
&. Daher:

3 ¢ 3
/ (1—sin23)3/2cossds:/ cos4sds:/ coss - cos®s ds
«a [e «a T l

13
) ¢ )
= gin s - cos® 3‘(1 +3 [ sin?scos®sds
(07

¢ 13
= sinscos3s’a +3/

«

13
COSQSdS—?)/ cost sds .
o
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Folglich st

3 1 € 3 ¢
/ (1 —sin®s)*% cos s ds = 1 sinscos®s| + Z/ cos? sds . (7.39)

Dass wir in (7.28) bereits sin® integriert haben, machen wir uns zu Nutze und
erhalten

1 3

3 3
/ cos® sds = / (1 —sin?s)ds = 5(5 + cos s sin ) (7.40)

Kombiniert man (7.37), (7.39) und (7.40), und setzt man fir o und & gemdf
(7.38) ein, so erhalt man

arcsin x

v 1 3 3
/ (1 —t2)3/2dt = (Z sin s cos® s + gsinscoss—l— gs)

arcsin a
T

1 3 3
= (Zt(l — 1232 ¢ St = )12 4 S arcsint)

a

Die folgenden Beispiele bereiten die Integration gebrochen rationaler Funktionen
Vor.

Beispiel 7.19 Mit n € N ist

x

/x(t2+1)‘"dt:/ 1 - (2+1) "at (7.41)
“ a 1 |

=t(1+)7" + 2n/ t2(1 4 2)~ () gy

a

:t(1+t2)—"|§+2n/ (1+t2)_"dt—2n/ (143~ g

Mithin ist

e 1 t | S|
2 ———dt = ———— 2n —1 ————dt .
] = we, e  are
Dies liefert eine Rekursion zur Bestimmung von fax m dt.

Firn =1 ist namlich

o1
/a e dt = arctant|; (7.42)

Ist fax m dt fir ein n € N bekannt, so ist

oo —1 [* 1
dt . 7.43
o /a(l—i—t?)” (7.43)

/x 1 g — 1 t
] (1+t2)n+1 ) (1+t2)n
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Mitp e R und n € N sind

’ 1 _ In|t —p|[; L falls n=1
/a (t—p)"dt_{ L= falls n>1 (7.44)

- =1 (t-p)" 1
382
x ' 1 [ite? %ln SHLQ , falls n=1
/ m dt = 5/ s "ds = 1 T 1422 (745)
a 1+a? EE Tt reaz falls n>1

Sind p,q € R mit q—p?/4 > 0, so liefert der Transformationssatz 7.16 mit n € N

und d := \/q — p*/4:

r 1 v 1 v 1
—dt:/ dt:d—%/ L
/a (t* +pt+q)" o [E+5)+d?" o (52?2 + 1)
(7.46)

e
=dr ———ds
204p (524 1)7
2d

sowie
@ t 1 [* 92 @ 1
/ —dt:—/ idt—]—g/ Y g
o E4pt+q)n 2 ), (2+pt+q) 2 /), (2+pt+q)

2
1 r°+pr+q x 1
:—/ s_"ds—z—j/ o dt.
2 a?+pa+q 2 a (t +pt+Q)n

Ist also g gegeben durch eine der Gleichungen

1 1 t
g(t) = G—pr g(t) = @ttt g(t) = R (7.48)

mitn € N, p,q € R und q — p*/4 > 0, so liefern (7.42), (7.43), (7.44), (7.45),
(7.46) und (7.47) Formeln fiir die Berechnung von

/ xg(t) di . (7.49)

Das kann man ausnutzen, um gebrochen rationale Funktionen zu integrieren.
Vorgelegt sei f in der Gestalt

_ P
0= 50 (7.50)

mit zwei Polynomen P, (). Wir setzen voraus, dass () den Grad N € N hat mit 1
als flihrendem Koeffizienten:

N-1
Q) ="+ yut".
n=0
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Der Grad von P sei kleiner als der von Q. Ist etwa P ein Polynom, dessen Grad
groker oder gleich dem von () ist, so kann man wegen des Euklidischen Divisi-
onsalgorithmus

P(t) _ Pt)
an - " am

schreiben, wobei R, P Polynome sind und der Grad von P kleiner als der von @)
ist.

Der Fundamentalsatz der Algebra, welcher in einem der folgenden Kapitel noch
bewiesen wird, erlaubt es, das Polynom () zu faktorisieren in der Form

O | (o ﬁ(t—ck ® (=)™ . (7.51)

j=1 k=1
Dabei sind &, ...,&; die (paarweise verschiedenen) reellen Nullstellen von Q);
1, - - -, Cx sind die (paarweise verschiedenen) komplexen Nullstellen mit positivem

Imaginéarteil
Ck:za'k“‘iTk: , UkGR,TkER+,

und (,, ..., x sind die konjugiert komplexen Zahlen zu (i, ..., (x:

Ck:Uk—’iTk.

Es gilt
J K
D a(j)+2) B(k) =N =GradQ .
j=1 k=1

Da — und das setzen wir voraus — unsere Polynome reelle Koeffizienten haben,
sind (y,...,(x in der Tat die Nullstellen mit negativem Imaginarteil von Q.
a(g),j=1,...,J bzw. B(k),k =1,..., K, sind die Vielfachheiten der Nullstellen

von .

Der erste Schritt zur Integration von f besteht darin, das Nennerpolynom () in
der Gestalt

J K
=TIt =)D T + pat + qx)*® (7.52)
7=1

k=1

zu schreiben. Dabei ist

Pr=—20, , qr= |Ck|2 =02+ﬁ?,
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also
t—CG)t—C) =t +prt+qi -
Zum Beispiel ist
Q) =t"+4P + T +6t+2=(t+ 1)’ (> +2t+2) , (7.53)

und wir haben in diesem Fall J =1, a(1) = 2, § = —1 sowie K =1, (1) = 1
und ¢ = -1+, (; = —1—1.

Liegt @ in der Gestalt (7.52) vor, so kann man folgenden Satz iiber die Partial-
bruchzerlegung benutzen:

Satz 7.20 Gegeben seien zwei Polynome P,Q, 0 < GradP < Grad(@) =
wobei Q in der Gestalt (7.52) dargestellt ist mit (j = 1,...,J, k = 1...K)
&Py @k € R, g, — pi/4 > 0 sowie a(j), B(k) € N und

J K
Y a()+2) Bk)=N. (7.54)
j=1 k=1

Dann existieren eindeutig bestimmte reelle Zahlen A;j, by, Cu, 7 = 1,...,J,

i=1,...,a()),k=1,...,K,l=1,...,8(k)), so dass fir allet € R\{&,...,&;}
gilt

J a(j) K B(k)

t A; Blkt+pk + Ci,
. 7.55
QW) ;,th—sj tL g (7:35)

Der Satz soll nicht vollstdndig bewiesen werden. Wir begniigen uns mit dem
Beweis fiir den Fall K = 0.

Beweis ((im Fall K = 0)):

Die Behauptung ist dquivalent zu

/\ Pt Z Z Ay Qy(t) (7.56)

teR j=1 i=1

wobel

Qij(t) =

fiir t # & (7.57)

bzw. fir alle ¢:

Qyt) = | [Tt =&u) ™ |- =)V . (7.58)
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Bei den Polynomen @);; handelt es sich wegen (7.54) um N Polynome jeweils
hochstens (N — 1)-ten Grades. Sie sind, wie wir gleich sehen, linear unabhéngig,
und bilden daher eine Basis des /N-dimensionalen Vektorraums der Polynome
maximal (N — 1)-ten Grades. Daher gilt (7.56) mit eindeutig bestimmten Zahlen
Ajj.

Die Menge {Q;;: j=1,...,J,i=1,...,a(j)} ist in der Tat linear unabhéngig:
Ist O das Nullpolynom und gilt mit reellen Koeffizienten (A;;)

J a(y)
DD 4Q=0 (7.59)

j=1 i=1
so gilt auch fiir die Ableitungen
J a(j)
> AQ) =0. (7.60)
j=1 i=1

Wé&hlt man einen Index m € {1,...,J} und wertet man (7.59) an der Stelle &,
aus, so erhalt man

Aa (m),1 = 0 )
denn

Qa(m),1(§m> 7é 0 )
Qim(&n) =0 ,falls 1<i<a(m) ,

Qij(&n) =0 ,falls j#m und 1<i<a(j).
Ist a(m) > 1, so erhélt man sukzessive
Aamy—nm =0 , n=1,...,a(m)—1

indem man (7.60) jeweils fiir n = 1,...,a(m) — 1 an der Stelle ,, auswertet,
denn

Insgesamt erhélt man also A;, =0 firi=1,...,a(m).
q.e.d.

Beim Beweis im allgemeinen Fall ist es verniinftig, in C zur arbeiten. Das Vorge-
hen ist dann dhnlich.
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Beispiel 7.21 In allen folgenden Beispielen sind a und x so zu wdhlen, dass
zwischen a und x keine Nullstelle des Nennerpolynoms liegt.

T — 9t 4+ 1
—  —dt=7. 61
/a 3 —Tt+6 (7.61)

Beachte

N\t —Tt+6=(t—1)(t—2)(t+3)

teR

und mache den Ansatz:

/\ T2 — 9ot +1 A N A, N As
teR\{1,2—-3} t-DE-2)t+3) t—-1 t—-2 t+3

Indem man auf beiden Seiten mit dem Nennerpolynom multipliziert erhdlt man
die Gleichung
N\ =9t + 1= At — 2)(t +3) + At — 1)(t +3) + As(t — 1)(t - 2) .
teR

Wertet man diese Gleichung an den Stellen 1,2 und —3 aus, erhdlt man

71229 141=—-1=A;(1-2)(1+3) also A =1/4
7-22-0.241=11=Ay2—-1)(2+3) also A, =11/5
7-(=3)2—9-(=3)+1=91=A3(-3—-1)(—3—2) also As =91/20.

Damit folgt

/x7t2—9t+1 1 (% dt +11 Todt +91 Todt
. B3=Tt+6 4 ) t—1 5 ) t—2 20/, t+3

T

1 11 91
=(-Inlt—1 —In|t—2 —Inlt+3
(411\ ]—1-5 n| \+20 n|t+ \)

a

T t2 + 1
/a e U (7.62)
Der Ansatz
/\ 241 Ap n Ag L Ar
(t—2)2(t+3) (t—2) (t—2)2 t+3

teR\{2,—3}
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zusammen mit der Umbenennung A := Ayq, B := Agy, C := Ay liefert

N 1= At —2)(t+3)+ Bt +3) +C(t - 2)°

teR

Auswertung an den Stellen 2 und —3 liefert

224+1=5=DB(2+3) ,also B=

(=3)*+1=10=C(-3 —2)?

1
2
l C=-
, also 3

Mit diesen Werten fiir B und C folgt

2
AN +1) = (t+3) - £(t—2)’ = At —2)(t+3)
teR

und nach Differentiation

/\2t—1—%(t—2)éA(t+3)+A(t—2).

teR

Auswertung an der Stelle 2 liefert

2-2—1—5(2—2):3;A(2+3) , also A:3

Folglich st

/‘” t?+1 dt_§/‘” dt +/‘” dt +g/m dt
a (t_2)2(t+3> _5 a t—2 a a

t—22 " 5/, t+3
3 1 2 v
= (Zn[t—-2/———+=Injt+3
(Fimle—2l— g+ Fmieral)|
/x 1 dt =7 (7.63)
o (P2H2042)2(t—2) '
Mit dem Ansatz
1 B A N B(t+1)
(242t +2)2(t —2)  #242+2 242t +2
N C D(t+1) E

(+2012°  (Br2a+2r  i1-2
wird man auf

NE +2t+2)(t—2)A+ (P +2t+2)(t+1)(t—2)B

(7.64)
+(t—2)C+ (t+1)(t—2)D+ (* +2t +2)°E =1
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gefiihrt. Fin Koeffizientenvergleich wiirde zu einem linearen Gleichungssystem
fir A, B,C, D, E fihren mit reeller Koeffizientenmatrixz und reeller rechter Sei-
te. A,B,C, D, E sind daher reell. Wertet man (7.64) fir t = 2 aus, erhdlt man
100E =1, also

1
E=—.
100

Das Polynom t*> + 2t +2 hat die komplezen Nullstellen —1+1i und —1 —i. Wertet
man (7.64) firt = —14 i aus, erhdlt man

(=3+49)C+i(-3+i)D=1 |,
und da C, D reell sind,
-3C-D=1 , i(C-3D)=0.

Mithin
1 3
D=_—— -2
10 7 ¢ 10
Setzt man in (7.64) t = —1 ein, erhdlt man

—34A-3C+E=1

also

A=
100

Schlieflich erhdilt man B, indem man den Koeffizienten von t* auf beiden Seiten
von (7.64) bestimmt. Dieser ist auf der linken Seite B + E und auf der rechten
Seite 0. Also folgt

1

B=-E=——.
100

Insgesamt folgt

!/I dt :_“3_/“ dt __i_/“ t+1 it
o (B2+2t42)2(t—2) 100 J, 2 +2t+2 100/, t2+2t+2
_i/xL_i/deHL/i

10/, (#2+2t+2)2 10/, (t*+2t+2)? 100 ) t—2

3 1 3
= (—m arctan (t + 1) — 200 In (tQ + 2t + 2) ~ 30 arctan (t + 1)

3 t n 1 1 n 1 |t — 9|
—_—— —_— — — —_— n p—
20 \t2+2t+ 2 20 \ 2+ 2t 42 100

T

(7.65)

a
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7.3 Riemann—integrierbare Funktionen

Hier soll keine vollstdndige Charakterisierung gegeben werden. Andererseits sol-
len aber auch Funktionen aufgezeigt werden, die wiewohl nicht stetig so doch
Riemann-integrierbar sind. Ferner soll die Menge R (1) der Riemann-integrierbaren
Funktionen auf dem kompakten Intervall I := [a, b] — Bezeichnung giiltig fiir
den gesamten Abschnitt — als Vektorraum erkannt werden, in dem noch eine
zusétzliche Multiplikation erklért ist, welche nicht aus der Menge herausfithrt —
die Multiplikation zweier Funktionen.

So eine Struktur nennt man eine Algebra.

Bei den Beweisen werden wir zum Teil Gebrauch vom Riemannschen Integrabi-
litatskriterium machen, das wir zunéchst beweisen.

Satz 7.22 Sei f € B(I). Dann sind dquivalent:

(i) feR{)
(ii) fltydt =] f(t)dt
A, Jpoas]

(i) 7{ £t dt = ]f F(t)dt.

(iv) Riemannsches Integrabilititskriterium:
Zu jedem € > 0 gibt es eine Zerlegung z € Z(I) mit

S(z,I,f)—S(z,1,f)<e.

Ist f € R(I), so gilt fir jedes J € Z(I)
/Jf(t) dt = 7éf(zf) dt = f]f(t) dt . (7.66)

Beweis:

Dass (i) und (ii) dquivalent ist, folgt direkt aus Satz 7.7, ebenso (7.66).Natiirlich
folgt (iii) aus (ii); denn I € Z([). Umgekehrt folgt (ii) aus (iii): Hierzu nehmen
wir an, es gibe ein kompaktes Intervall [¢, d]| € Z(I) mit

7{df(t) it < ff(t) it .
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Da — mit der Bezeichnung aus Satz 7.7 — pu ; und g, Fliacheninhaltstfunktionen
fir f iber I sind, folgt fur I = [a, b]:

7{]—‘(15) it 7£cf(t) dt+7{df(t) dt+7£bf(t) dt
< f F(#) dt + f F(#) dt + f F(#)dt = jff(t) it

im Widerspruch zu (iii).

Aus (iii) folgt (iv); denn zu jedem & > 0 existieren Zerlegungen 2V, 22 € Z(I)
mit

S(zM 1 f) — d ) dt — Sz I 2
(=0, 1, f) jff(t) t<e/2 7{f<t>t S(.1,) <¢/2,
und fiir die Zerlegung z := z(Y U 2(? folgt
S(z,1,f) = S(z.1,f) <SEW. 1, f) = S(zP. 1, f) =
=SzW 1, 1) — d dt — S(z?. 1 :
(=0, 1, ) ff(t) t+7{f<t> SO I f) <e

Dass schlieflich(iv) die Bedingung (iii) impliziert, ist klar.
q.e.d.

Satz 7.23 Mit der iblichen Addition und Multiplikation mit Skalaren ist R(I)
ein Vektorraum tber R. Das Integral ist ein lineares Funktional auf R(I), d. h.

die Abbildung
R: RUI) — R, f /f(t)dt
I

ist eine lineare Abbildung des Vektorraums R(I) in seinen Grundkérper.

Dariberhinaus ist R monoton: Gilt f < g fir f,g € R(I), d. h. f(t) < g(t) fir
jedest € I, so ist

[was [swa

Insbesondere gilt mit ||f||s := sup|f|:

/abf“)d’f’ . /ab\f@)rdts 1£llo(b—a)




200 KAPITEL 7. DAS RIEMANNSCHE INTEGRAL

Beweis:
Seien f,g € R(I). Es gibt zu jedem € > 0 eine Zerlegung z € Z([) mit

/ () dt —e < S, f,1) < / F(t)dt (7.67)
/I F(6)dt < Sz £.1) / F(#) dt+ = (7.68)
/ gt dt — = < S(z,9.1) < / o(t) dt (7.69)
/Ig() <S4, )_/Ig(t)dt+a (7.70)

In der Tat kénnen (7.67) — (7.70) mit der gleichen Zerlegung z erfiillt werden:
sicher kann man die vier Ungleichungsketten mit vier eventuell verschiedenen
Zerlegungen 2z ... 2™ erfiillen; dann sind sie aber mit z := z(MUzP Uz Uz®
richtig.

Nun ist

S(z, f,1) + 8(z2,9,1) (j+m),

<
S(z, f+9.1) <S(z f. 1)+ 5(z,9.1) .

Es folgt mit (7.67) — (7.70)

/f dt+/ f)dt — 2= < S( f+g,f>s7[<f+g><t>dt
f<f+g><>dt<§<z,f+g,z>

/f dt+/ (t)dt + 2¢ .

Fiir jedes € > 0 gilt mithin

/f dt+/ )dt—25<7{(f+g)(t)dt

< J¢+awas [ [gwize,
folglich

[rwde+ [t = [+ o= [+
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Also ist f+ ¢ € R(I) und

Jur+awd= [ i+ [ g

Ist « € RT und f € R(I), so ist af € R(I) und

/Iozf(t)dt:a/lf(t)dt;

denn fiir jede Zerlegung z € Z(I) sind

g(zvafvl):ag(za.ﬂ[) ) §(z,ozf,[):a§(z,f,]).

Wegen 7.7(1) ist fiir f € R(I) auch —f € R(I) und

Jenwar=- [ wa.

Schliefslich ist nach dem Hauptsatz (Satz 7.8) die Nullfunktion aus R () und hat
Integral 0.

Damit ist R(I) Vektorraum und R ein lineares Funktional auf R (7).

Schlieflich ist R monoton: Wegen der Linearitdt geniigt es zu zeigen, dass fiir
nicht negatives f das Integral iiber I nicht negativ ist. Ist also f > 0, so ist

Mﬁ:j}wﬁzagnmzo.

Satz 7.24 Sind f und g Riemann-integrierbar auf I, so auch

(i) |f]
(ii) f-g

(iii) f/g, sofern |g(t)| > ¢ ist fiir jedes t € I mit einer Zahl § > 0. (Man sagt
in diesem Fall: g ist von 0 wegbeschrinkt)

(iv) u, v mit u(t) := max{f(t),g(t)}, v(t) == min{f(¢),g(t)} firte I.
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Bei den Beweisen beachte man, dass sich die Differenz von Ober— und Untersum-
me zu einer Zerlegung z € Z(I) schreiben lafst in der Form

S, f) — (2.1, f) = Z( sup \f(t)—f(8)1> (55— 25) . (171)

j=1 8,t€[z5-1,%]

Beweis:
Sei € > 0 vorgegeben, und z sei eine Zerlegung von I, fiir die

S(z,1,f) = S(z1,f) <, S(z,1,9) = S(z,1,9) <e¢
gelten. Im Folgenden erstrecken sich séimtliche Summen von 1 bis n(z).

(i) erhélt man aus

S(z L) =S L) =) sup |If1() = F1(s)] (5 = 2-1)

j s tG[ijl,Zj]

< Z sup — f(&)| (2 — zj-1)

s tElzi— 1zj]

g(sz) Sz, 1, f) <

Zu (ii): Mit C := max{|| f|]oc, ||g|]oc } ist

S(z,f9,1) = S(z, fg,1) =Y sup  |f(s)g(s) = f()g(t)](z; — 2-1)

;o st€lzi-1.7]

<> s (1f(s) = FO-Lg(s) + lg(s) = g - LFO) (5 = 25-1)

j s tE[ijl Zj]

SC( (z,1,f)— (z[f)) (S(z,[,g)—ﬁ(z,[,g))ﬁZCa.

Zu (iii): Es geniigt, 1/g € R(I) zu zeigen:

S(z,1/g.1) — S(2,1/¢,1) = su Zi — Zi_
o) =S(1fg D=3 s [EEEEE G5
1 — €
SE(S<Z7Q7 ) S(’Z g, )><§

(iv) folgt aus

1 1 ! L
=5(f+a)+5lf =gl v=5(f+9) - SIf —gl.
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q.e.d.
Sind f € C(I), g € R(I) mit g > 0, so liefert die Monotonie des Integrals
(min /) / P dt < / F()g(t) dt < (mas f) /1 o(t)dt (7.72)
Folglich ist
/ F(tgt)dt = a / o(t) dt (7.73)
mit einer reellen Zahl
ae[mlinf,mlaxf]. (7.74)

Nach dem Zwischenwertsatz (Korollar 4.21) existiert ein £ € I mit

a=f(e). (7.75)

Das kann man noch etwas verschiarfen zum Mittelwertsatz der Integralrechnung.

Satz 7.25 Fir jedes f € C(I) und g € R(I) mit g > 0 gibt es ein £ eI mit

[ rgyar =€) [ ooy (7.76)
I I

Beweis:

Zu zeigen bleibt, dass £ mit (7.76) sogar im Inneren des Intervalls existiert. Zu-
nichst kann o. B. d. A. angenommen werden, dass [, g( 7 9(t)dt >0 ist.

Fiir die Zahl « aus (7.74), (7.75) diskutieren wir die drei Moglichkeiten

min f < o < max f (7.77)
a = max f (7.78)
a = min f (7.79)

Im ersten Fall gibt es ein ¢ zwischen der Minimal- und der Maximalstelle von f,
also sicher im Inneren von I mit (7.76).

Im zweiten Fall argumentiert man wie folgt: Da [, g( ;9(t) dt > 0ist und da hm f a+5

llm fb 5 9(t)dt = 0 sind, gibt es ein Intervall J := [c, d] mit

Jci, (7.80)

t)dt =
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/g(t) dt> 0. (7.81)
Mit (7.72), (7.73) und (7.78) folgt

c d b
(max 1) [ a0yt + (g ) [ gty + (g ) [ gty = [ piorace)

d b
< mlaxf g(t)dt + m;zxf/c g(t)dt + m;zxf/d g(t) dt,

und da fcdg(t) dt > 0 ist:
<
max f< max f.
Andererseits ist natiirlich max f< max f, also folgt
max f= max f,
und es gibt ein £ € J C; mit f(§) = HI}Xf = mlaxf.

Analog schlieftt man im Fall (7.79).

Satz 7.26 Ist f € B(Z) monoton, so ist f Riemann-intgrierbar.

Beweis:
O. B. d. A. sei f monoton wachsend und f(b) > f(a). Ist € > 0 vorgegeben und
ist z € Z(I) eine "dquidistante” Zerlegung, fiir die

N (—zo)=0<

j=1,..n(z)

f() = f(a)
gilt, so folgt

S(z,1,f)=5(z,1,f) = Z(f(zj) — f(z-1))(z5 — zj-1) = (f(b) = f(a))d <e.

J

q.e.d.
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Satz 7.27 Sei M eine endliche Teilmenge von I, f € B(I) derart, dass fiir jedes
Intervall J € Z(I) mit JOM =0 gilt: fi; € R(J). Dann ist f € R(I).

Beweis:
Sei z € Z(I) die Zerlegung M U {a,b}. Ferner stehe - fiir das Ober— oder
Unterintegral.

Fiir jedes
1
)< §min{zj —zirj=1,...,n(2)}

gilt mit k := n(z)

7{f(t) . 7£:0+5 (1) dt+§ (ijj:;f(t) dt + 7[:5 (@) dt)

J

2 —0 2k
+ 7[ F)dt + F(t) dt

k71+5 Zk—5
k z;—0 z0+5 z]+6
:Z/ Ft)dt + 7[ dt+7[ Ft dt+z7[
j=1 2j—1+0

denn f € R([zj—1 + 6, z; — 6]) fiir jedes j. Die Betrége der Ober— bzw. Unterinte-
grale in der geschweiften Klammer lassen sich abschétzen durch

zo+6 zj+5
[ ol [ soal 5 o

Folglich ist

Yff(t)dt—%f(t)dt < 4K||f]| - 6

Da dies fiir jedes 6 > 0 wahr ist, folgt -, f(¢)dt = [, f(t)dt

k-1
< 2K|[flloo - 0

Jj=1

Insbesondere liefert der Beweis als Formel zur Berechung des Integrals

/I £(t)dt = lim Z / Zré (7.82)

J— 1+5

Nach Satz 7.27 ist zum Beispiel jede beschréankte Funktion f integrierbar, fiir die
es eine endliche Teilmenge M von I derart gibt, dass f stetig in I \ M ist.

Auch erkennt man aus Formel (7.82):
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Korollar 7.28 Sei M C I eine endliche Menge. Ist f € R(I) und ist g € B(I)
mit gipm = fina, so ist g € R(I) und

lﬂﬂﬁ:[ﬂwﬁ.

Denn g € B(I), fiir jedes J € Z(I) mit JN M = ) ist ¢ € R(J), und mit
z:= M U/{a,b} ist

/ t)dt = hm Z/
zj_1+9

n(z)
:iZf@dt—KgA (
7j=1

Korollar 7.29 Seienc e (a,b), f € R(]a, ¢]), g € R([c, b]) sowie o irgend-
etne reelle Zahl. Dann ist

J J

/:j11+6f(t) dt+/:j6f(t) dt) :/If(t) dt .

f(t) in |a,c)
h: la,b] — R, z — < g(t) m (c,b]

aus R(I) und

l%@ﬁ:l%@ﬁ+[%@ﬁ.

Denn h € B(I), fir jedes J € Z(I) mit J N {c} = 0 ist h € R(J) — dort ist
namlich A = f oder h = g —, und

[wmr¢$<cf@ﬁ+£jmmazlv@ﬁ+fgmw

7.4 Uneigentliche Integrale

Wir wollen nicht nur beschriankte Funktionen und nicht nur iiber kompakte Inter-
valle integrieren. Hierzu erklaren wir fiir eine Teilmenge X C R den Vektorraum

Rloc (X) als Raum der Funktionen f auf X, die auf jedem in X enthaltenen
kompakten Intervall J C X Riemann-integrierbar sind.

Zum Beispiel ist mit o € R

f: R\{0} — R, z +— |z|®
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ein Element aus RI°C (R \ {0}).

Zuniichst soll das Integral erklirt werden fiir gewisse Funktionen aus RIOC (X)
im Fall eines halboffenen Intervalles X.

Definition 7.30 Sei X ein halboffenes Intervall, X := [a, b) mita € R, b € R,

a <boder X := (a,b] mita € R, a < b. Die Funktion f € RIC (X) heift
unetgentlich Riemann—integrierbar uber X genau dann, wenn

/Xf(t)dt:/abf(t)dt - lim/aRf(t)dt im Fall X == [a,b) ,

R/
b b
/Xf(t)dt:/af(t)dt::}lzir\r;/}{f(t)dt im Fall X = (a, b]

existiert. Offenbar ist die Menge aller uneigentlich Riemann-integrierbaren Funk-
tionen, versehen mit tiblicher Addition und Multiplikation mit reellen Zahlen, ein
Vektorraum, und wir bezeichnen diesen mit R, (X).

Beispiel 7.31 Fir X := (0,0], b € R und f(z) .= 2%, a € R, gilt — sofern
der Limes existiert —

b —a
/ x~%dr = lim T %dr = lim lia‘rl |l]7% ’ falls « 7£ 1
(0, b] ENOJR RO | Inzly , falls a=1

Folglich ist f € R,(X), falls « < 1, aber f ¢ R, (X), falls a > 1.

Fir X :=la, ), a €R, a >0 und f(x) =27, a € R erhilt man
1 1-a|R
/ 7 %dx = lim { T—a’t ’a  falls a#1
[a, OO) R—o0

Inz|® ,falls a=1"
und folglich f € Ry([a, 00)) im Fallao > 1, f ¢ Ru([a, o0)) im Fall o < 1.

Fiir die Integrale erhalt man

11—«

/ r “dx = Lbl’o‘, falls o<1
(0, 0]

1
/ x%dr = a'™®, falls a>1.
[a, 00) a—1

Ist X Vereinigung endlich vieler halboffener Intervalle, von denen je zwei hoch-
stens einen Punkt gemeinsam haben, so definiert man das uneigentliche Riemann-
Tntegral einer Funktion f € RIOC (X) als Summe der uneigentlichen Riemann-
Integrale iiber die einzelnen halboffenen Intervalle:
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k
Definition 7.32 Sei X = |J X; mit halboffenen Intervallen Xy, ..., X}, derart,
j=1
dass

#(X;NX,) <1 fir j#m.

f € RI9C (X) heift uneigentlich Riemann-integrierbar iber X (f € Ru(X))
genau dann, wenn fix, € Ry(X;) ist fir alle j =1,... k. Dann schreibt man

/Xf(m)dx ::é/xjf(x)dx.

Zum Beispiel ist X := (0, 1) Vereinigung zweier halboffener Intervalle mit nur
einem gemeinsamen Punkt:

X=(0,1/r]u[l/m, 1),
aber zum Beispiel auch
X=(0,3/r]U[3/m,1).

Man mache sich klar, dass das uneigentliche Integral iiber X durch 7.32 wohl de-
finiert ist, also unabhéngig ist davon, auf welche Weise X in halboffene Intervalle
zerlegt wird.

Beispiel 7.33 X = (0, 00) = (0, c]U[c, c0) mit einem c € RY. Fir f mit

22— 1 1 2x
f<x)_x3+x__g+m

18t
/Cf(x) dr = [— Inz + In(1 —|-[E2)] |%
R

1+ ¢ 1 2
n te —1In ER — —oco  fur RN\, 0.
c

olglich st ” , c|) und damat ist auc - .
Folglich f\(Oc] R.((0 dd h fé& R (X

=1

Wohl aber kann man zum Beispiel

R
lim f(z)dr = lim (ln

R—o0 1/R R—o00

1 2 _ 2
HR LR
R /R

bilden. Aber das ist bei der Frage nach der uneigentlichen Riemann—Integrierbarkeit
vollig unerheblich.
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Satz 7.34 Die Menge X C R sei Vereinigung endlich vieler halboffener Inter-
valle, von denen je zwei hdchstens einen Punkt gemeinsam haben. Ferner seien

die Funktionen f,qg € Rloc (X) und g > 0.

(i) Ist g € Ru(X) und gilt |f| < g, so ist f € Ry (X)
(ii) Ist g ¢ Ru(X) und gilt f > g, so ist f ¢ R.(X)

Beweis:
Es muss nur (i) bewiesen werden und zwar fiir den Fall, dass X ein einziges
halboffenes Intervall (a, b] oder [a, b) ist. Wir beschridnken uns auf den zweiten

Fall: X =[a,b) mita e R, b>a,bce R. Zum Nachweis, dass }l%i%faRf(t) dt

existiert, geniigt es zu zeigen, dass zu jedem € > 0 ein § > 0 existiert mit
ft)dt| <e

fir alle R, S € Us(b) mit R < S. Aber fir alle R < S, R, S € X gilt

Sf(t)dt /If |dt</ g(t)dt < e

fir R, S € Us(b) mit geeignetem ¢; denn }%rrt faR g(t) dt existiert.

Beispiel 7.35

cost
[

ezistiert, denn |“%t| < 5 fir alle t € [m,00) wund [ % dt existiert nach
Beispiel 7.31.

Man kann uneigentliche Integration verwenden, um die absolute Konvergenz von
Reihen zu beweisen: Ist (a,),en eine Nullfolge, so gilt mit

f:[0,0) — R, t — a, ,falls te[n—1,n)

fiir jedes N € N

> an = /0 F(t)dt . (7.83)
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Bezeichnet fiir R € R
[R] :== max{n € Z: n < R}

die sogenannte Gauf-Klammer von R, so ist fiir jedes R > 0:
R [R]
| swyar= [ s@yar+ (r- (B)am (7.81)
0 0

Die Formeln (7.83) und (7.84) liefern: ) a, konvergiert genau dann, wenn f
n=1
uneigentlich Riemann-integrierbar ist iiber [0, co). Zusammen mit Satz 7.34

erhélt man das Integralkriterium fiir Reihen:
Satz 7.36 Sei mit k € N
f : [k7 OO) — R

eine nicht negative monoton fallende Funktion und (a,).en eine Folge. Es gelten:

(i) >_ an konvergiert absolut, wenn f € R,([k, 00)) ist und die Abschdtzung

n=1

NS

n>k

erfillt ist.

(i) > an konvergiert nicht, wenn f ¢ R,([k, o0)) ist und die Abschatzung

n=1

qgilt.

Beispiel 7.37

>
nlnn
=2
divergiert.
Denn f : [2,00) — R, t — = ist monoton fallend, nicht-negativ und
1
ay = = f(n).

nlnn
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Aber fiir alle R > 2 ist

R 1 InR 1
/ —dt:/ —ds =In(ln R) —In(In2) — oo
2 1

tint hy S

fiir R — oo.

Mithin ist f ¢ R.([2, 00)), und Satz 7.36(ii) ist anwendbar.

Andererseits ist mit o > 1

=~ 1
Z n(lnn)«

n=2

(absolut) konvergent. Denn f : [2,00) — R, t +——
fallend, nicht negativ,

und f € Ry([2, 00)), ndmlich:

/Oo F#)dt = ——(n2)i—e .

a—1

_1
DR
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Kapitel 8

Potenzreihen

Fiir die Funktionen exp, sin, cos hatten wir in Abschnitt 5.4 die Darstellungen

_ - 1 n o . (_1)n 2n . - - (_1)71 2n+1
exp(t)—;at ,cost—; (2n)!t ,smt—;mt

fiir alle ¢ € R gefunden. Die Reihen, die hier auftreten, nennt man Potenzreihen.
Wir haben also exp, sin und cos durch Potenzreihen dargestellt.

Es sei an Satz 5.43 erinnert: Konvergiert eine Potenzreihe

D an(t—to)" (8.1)

n=0
absolut fiir jedes t € Us(ty), 0 > 0, etwa gegen f(t), so konvergiert die Reihe der
Ableitungen

[e.9]

> (4 Dapa(t —to)" (8.2)

n=0

absolut fiir jedes t € Us(ty) gegen die Ableitung von f. Dies kann man natiirlich
wieder auf die Reihe in (8.2) anwenden und erhélt: f € C*°(Us(ty)).

Umgekehrt kann man fragen, welche Funktionen aus C*°(Us(to)) sich durch Po-
tenzreihen darstellen lassen — eventuell sogar alle? Eine Antwort darauf werden
wir mit Hilfe der Taylorformel gewinnen.

Wir wollen aber bereits jetzt feststellen: Ist f durch (8.1) in Us(ty) definiert,
erhilt man die k-te Ableitung f*) von f als

R => n ;k)!am(t —to)" (8.3)

212
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wie man mit einer vollstdndigen Induktion verifiziert. Hieraus erhélt man
fP(to) = Klay

also
L o)
Unsere Frage lautet also: Fiir welche C*°~Funktionen f auf Us(f) kann man
G 1 n n
N )= me( (to)(t — to) (8.5)
teUs(to) n=0

beweisen? Die Reihe in (8.5) nennt man die Taylorreihe von f um den Entwick-
lungspunkt ¢y (Brook Taylor, 1685 — 1731).

8.1 Die Taylorformel

Der Hauptsatz der Differential- und Integralrechnung liefert fiir eine im Intervall
I:=(z9— 0, xo+0) stetig differenzierbare Funktion f:

f(e) = flwo) + / St (8.6)

Ist f sogar aus C?(I), so kann man das Integral partiell intergrieren. Setzt man
u(t) ;== (t — x) und v(t) := f'(t), so erhdlt man

/x fl(t)dt = /m ' (t)u(t) dt = u(t)'(t)], — /w u(t)v(t) dt

o

= (x — x0) f'(z0) + /I(x —t)f"(t)dt .

o

Eingesetzt in (8.6) liefert das

f(@) = f(xo) + ['(wo)(z — x0) + /x(x —t)f"(t)dt . (8.7)

o

Ist f sogar aus C3(1), liefert erneute partielle Integration

2

Z0o

f@) = f(xo)+ f'(20)(x —x0) + %f”(%)(l’—xo)Q‘*‘ ! /x(x_t)2fm(t)dt . (8.8)

Mit vollstandiger Induktion erhdlt man nun die Taylorformel:
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Satz 8.1 Sei I ein Intervall mit nicht leerem Inneren ; und sei xog € I. Ist mit
n € N die Funktion f € C"(I), so gilt fiir alle x € I

- (k) Lo k ’ n p(n+1
fay =S M s [y ar. (89)

|
k=0 ! %o

Beweis: Man beachte, dass (8.6), (8.7), (8.8) auch gelten, wenn [ nicht offen ist
und xy oder x Randpunkt von [ ist.

Zum Beweis fehlt nur noch der Induktionsschluss: Ist (8.9) richtig fiir irgendein
n € N und ist sogar f € C""2(I), so folgt mit partieller Integration

n ) (g .
f) =3 T )

1 1 m
# i (o= e )+ [

n+1
:g i +<n+1)!/ (& = )" fO2 (@) de

Zo

q.e.d.

Definition 8.2 Ist im Punkt xq € D(f) die reelle Funktion f n—mal differenzier-
bar, so versteht man unter dem n—ten Taylorpolynom fir f um xy ein Polynom
T, =T, fu, hochstens n—ten Grades, fir das und dessen Ableitungen

F8 (x0) = T () firk=0,...,n (8.10)

gelten.

T, fz, und die ersten n Ableitungen von 7, ¢, stimmen also im Punkt xy mit f
und den n Ableitungen von f iiberein.

Setzt man 7T, an als
T,(x) = Z a;(z — x0)’
§=0

mit noch zu bestimmenden Koeffizienten a;, so liefern

(j + k)!
;!

aj—l—k(x_x(])j ) ke {Ovun} )
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sowie (8.10)

Das n—te Taylorpolynom von f um =z ist also eindeutig bestimmt durch

L FE) (g, .
A Tn,mo(m)zzf k(, )(:v—:co) . (8.11)

z€R

Die Taylorformel gibt also eine Darstellung des Fehlers, den man macht, wenn
man den Wert von f im Punkt z durch das n—te Taylorpolynom von f um zq
ersetzt. Diese Darstellung erlaubt, den Fehler — man nennt ihn den n—ten Tay-
lorrest — abzuschétzen. Die Berechnung mit hinldnglicher Genauigkeit so unzu-
ganglicher Funktionen wie der trigonometrischen Funktionen, der Exponential—
oder der Logarithmusfunktion in Computern oder Taschenrechnern wird mittels
der Taylorformel durchgefiihrt. Weitere zugénglichere Darstellungen des n—ten
Taylorrests gibt folgendes Korollar: .

Korollar und Definition 8.3 Sei I ein Intervall, ;7& 0, xzo € I und f € C™(I)
und n € N. Die Funktion

Rn = R’ﬂ,f,l‘o = f - Tn7f7x0

heifst n—ter Taylorrest von f um xy. Ist sogar f € C"(I), so lift der n—te
Taylorrest sich darstellen auf jede der folgenden Weisen:

(i) in integraler Form:

A Bale) = [ @t

zel Zo

(ii) nach Schlémilch (Oskar Schlémilch, 1823-1901) — ab hier bezeichne I(xq, x)
das Intervall (min{xg, z} , max{zg,z}) — :

A ANV R@- (Z__?)p<x—f>“+1f<"+l><£>,

pe[l,n+1] =zl  £€l(wo,z)

(iii) nach Lagrange (Joseph Louis Lagrange, 1736-1813):

1 +1 n+1
AV Ba@) = /O — o)™

zel  ¢el(zo,x) (TL T 1)
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(iv) nach Cauchy (Augustin Louis Cauchy, 1789-1857):

1 n p(n+1
AV Ry(z) = — (= 20)(x — )" F"D(&)

zel  ¢el(zo,x) ’

Beweis: Die Darstellung in integraler Form wurde in Satz 8.1 bewiesen. Die Dar-
stellungen von Lagrange und Cauchy erhélt man aus der von Schlémilch, indem
man p auf n + 1 bzw. auf 1 spezialisiert. Bleibt die Schlémilchsche Darstellung
nachzuweisen: Schreibt man im Fall z > x, das Restglied R, (z) in der Form

R = | o (o — R O ()

mit p € [1, n+ 1], so liefert der Mittelwertsatz der Integralrechnung (Satz 7.25):

Ruf) = (o =€y 0e) - [ @ — 0

_ 1 7 — 20\ (1 — n+1—x; (n+1)

mit einem & € I(xg, z).

Ist x < xp, geht man analog vor, mufs aber darauf achten, dass negative Zahlen
nicht zur p—ten Potenz erhoben werden diirfen, wenn p nicht ganzzahlig ist. Mit
der integralen Darstellung erhélt man

_1\n+1 zo
R, (x) = ( 2! / (t — )P~ 1 (t — )P FOFD (1) dt
= (€ —a)Hr (e - —(_2)!% /:0 (t —x)P~di

Beispiele 8.4 Fiir f =1n und xo = 1 erhdlt man
fO(x) = (=) Yk — Dlz™  fiir jedes k € N und z > 0,

wie man mit Induktion leicht zeigt.
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Folglich ist f©(1) = 0 und f® (1) = (=1)*1(k — 1)! und

Th(x) = Th(x) = Z(_l)k—l

k=1

(x — 1)k,

x>

1st das n—te Taylorpolynom von In um 1.

Die Lagrangesche Restglieddarstellung liefert

F) = Tale) = (~1)" =€ @ = )" it € € 1(a0,2).

Speziell fiir x = % erhdlt man

3 3 1 1 n+1 1 1 n+1
m=—T,(2)| = S - < = ,
2 2 n—+1 2 n+1\2

denn & € (1, 3/2). Diese Abschdtzung erlaubt die Vorhersage, dass der Wert von
T, an der Stelle 3/2 sich von In3/2 um hochstens € — mit vorgegebenem & —
unterscheidet, wenn man den Grad n des Taylorpolynoms so grof§ wdhlt, dass

— < e
n+1(2> -

L
64’

(3 _1_1 12+1 1\* 5
\2) 2 2 \2 3 \2/) 12
1

um hochstens o1

ist. Ist etwa € = so unterscheidet sich In3/2 von

Wir kennen sogar die Richtung der Abweichung:

4
(D)) <

Also ist
5 1 3 3 3 5
oder
0.4010416 < 1 < ln§ < & < 0.4166667 (8.13)

192 2 192

Unter Verwendung des Taylorpolynoms dritter Ordnung um 1 soll jetzt eine An-

nédherung an 111% bestimmt werden. Man beachte: 111% =—1In % Wir erhalten so

also auch eine zweite Anndherung an In %
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Zundchst ist

m(2)_ 1 1 12+1 1\* 65
\3)7 3 2\ 3 3\ 3/ 162°

Die Lagrangesche Restglieddarstellung liefert mit einem & zwischen % und 1:

Ry (g) = —25—4 (—%)4 <0. (8.14)

Folglich ist T5(3) > In 2.

Ferner laf$t sich der Abstand zwischen Tg(g) und In 2 abschitzen, indem man in
(8.14) das unbekannte & durch die Zahl & € [2, 1] ersetzt, die fir |—+64(—1)*]
den pessimistischen Wert, das ist der grofste Wert, liefert:

SORRONOR

Hieraus folgt:
65 | 2 65 1

620 "3 12 64

Verwendet man die Cauchysche Restglieddarstellung

n(Q)-3()E-) w3

. .. .. . . . . 2
(mit§ € (2/3, 1)) und trdgt man fiir § den pessimistischen Wert zwischen 5 und
1, ndmlich 1, ein, so erhdlt man

2 1
Ry = —.
()]s

Hieraus erhdlt man fir ln% =—1In %
65 3 67
4012345 < — < In—- < — < 0.41 4. 1
0.40 35_162<n2<162_0 3580 (8.15)

Diese Abschdtzung ist schdrfer als (8.13); ja, der in (8.12) gefundene Néiherungs-
wert liegt nicht einmal in dem in (8.15) beschriebenen Intervall.

Neben der Integralformel (8.9) gibt es einen weiteren Schliissel zum Nachweis des
Taylorschen Satzes, allerdings mit Lagrangescher Restglieddarstellung; das ist
der verallgemeinerte Mittelwertsatz der Differentialrechnung. Wir wollen diese
Methode benutzen, um den Taylorschen Satz in qualitativer Form unter etwas
schwécheren Differenzierbarkeitsannahmen an f zu gewinnen.
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Satz 8.5 (verallgemeinerter Mittelwertsatz) Sei I := [a, b] ein kompaktes In-
tervall. Sind f,g € C(I) differenzierbar in ;, dann gibt es ein & € (a, b) mit

(f(0) = f(a)g'(§) = (g(b) — g(a)) f(£) . (8.16)
Hat ¢' keine Nullstelle, so erhdlt man aus (8.16):

f) = fla)  f(&)
&e(>L/, b) g(0) —gla) — g'(&) (8.17)

Beweis: Man wendet den Satz von Rolle (Lemma 5.32) auf die Funktion

G: I — R, z+— (f(0) = fla)g(x) - (g(b) —g(a)) f()

an.

q.e.d.
Ist nun £ in einer Umgebung U von xy = 0 (n— 1)—mal differenzierbar und gelten
FU(0) =0 fiir j =0,...,n — 1, so erhilt man aus (8.17), indem man a durch 0,
b durch z € U, f durch F' und ¢ durch g(t) := t" ersetzt

Fa) P&) P& PV
" né™t nn -0 nl, 1
mit & zwischen 0 und z, ..., &1 zwischen 0 und &;. Ist nun F' in 0 sogar n-mal

differenzierbar mit F™(0) = 0, so folgt

F 1 F=(g, - 1
lim (z) = lim ——(§ v =—
z—0 ™ &n—1—0 n! fn—l n!

F™(0)=0.

Unter F' kann man sich das n—te Taylorsche Restglied vorstellen, und indem man
0 durch z( ersetzt erhélt man:

Satz 8.6 Ist f n—mal differenzierbar in xo € D(f), so gilt

"L PO (g |

J

Aus dem verallgemeinerten Mittelwertsatz erhélt man auch die Regel von de
I'Hospital (Guillaume Frangois Antoine de I'Hospital, 1661-1704).

Satz 8.7 Seien f, g reelle Funktionen und xy € R ein Hiufungspunkt in R eines
Intervalls I C D(f'/q"). Es mdge eine der beiden folgenden Voraussetzungen
erfillt sein:
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(i) lim f(z)= lim g(z) =0,

T—T0 T—T0

(ii) R_xhli«l f(x) € {—o0,00} A R— lim g(z) € {—00,00}.

T—x0

Ezistiert R — lim £ so existiert auch R — h L; und

r—To /( ) ¢

Der Beweis unter Voraussetzung (i) ist eine direkte Anwendung von Satz 8.5. Der
Beweis unter Voraussetzung (ii) soll hier nicht durchgefithrt werden.

Beispiel 8.8

1

arctan x 1322
lim ——— = lim 1+7x22 =1
z—0 tangx z—0 1 4 tan” x
Der Grenzwert liefS sich auf diese Weise wegen lir% arctanz = limtanz = 0
xr— xr—
bestimmen.
Mit o > 0 st
Inx 1/x 11
lim — = lim / =lim —— =0
x—00 I z—oo 1 z—oo o4 T

Der Grenzwert liefS sich auf diese Weise wegen lim Inx = lim % = oo bestim-
Tr—00 Tr—00
men.

Natiirlich kennt man das n—te Taylorpolynom fiir exp, sin, cos etwa um O:

n

Tn,exp(m) = Z ix‘j ;

|
=0 7’
k

(=17 s
T, sm(x) JZO mx J mit 2k+1¢ {n — 1,TL} ,

’FL COS

2% mit 2k € {n-1,n},

=0

und in den Ubungen gibt es weitere Anwendungsbeispiele.

Ist nun f € C*(I), I ein offenes Intervall mit xy € I, so kann man zu f das
Taylorpolynom einer jeden Ordnung bestimmen und eine Potenzreihe fiir f auf-
schreiben:
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Definition 8.9 Sei f in einer Umgebung eines Punktes xy € R beliebig oft dif-
ferenzierbar. Die Reihe

> fn)
Z . n(le) (2 — 20)"
n=0 ’

heifst Taylorrethe fiir f um den Entwicklungspunkt xg.
Es erhebt sich die Frage, fiir welche © € R die Taylorreihe konvergiert und ob
dann f(z) ihr Grenzwert ist.
Tatséchlich treten folgende Situationen wirklich ein:
(i) Die Taylorreihe von f um xy konvergiert fiir jedes x € D(f) gegen f(x)
(wie in den Féllen von f = exp, f = sin oder f = cos und xy = 0).

(ii) Die Taylorreihe von f um zy konvergiert fiir jedes x in einer Umgebung
Us(xo) gegen f(x). Aber fir |z — zo| > 0 ist sie divergent, obwohl f dort
auch definiert und beliebig oft differenzierbar ist (wir werden spéter sehen,
dass eine Taylorreihe, die fiir ein T # xy konvergiert, fiir alle x aus einer
Umgebung Us(xp) mit § := |& — x| konvergiert).

(iii) Mit einer Zahl 6 > 0 konvergiert die Taylorreihe fiir jedes x € Us(zg), aber
nicht gegen f(x) — es sei denn z = x.

(iv) Die Taylorreihe konvergiert fiir kein = # .
Fiir den Fall (iii) geben wir ein wichtiges Beispiel an:

Beispiel 8.10 Se:

. exp(—1/x?) fir x=#0
f.R—>R,x»—>{0 fir =0

Wir zeigen, dass f in der Tat eine C*°—Funktion ist und bestimmen die Ablei-
tungen von f in 0.

Aus dem Mittelwertsatz der Differentialrechnung (Korollar 5.34) erhdlt man:

Ist f in einer Umgebung U von zy € R definiert, in U \ {zo} differenzierbar, in
xo stetig und existiert

lim f'(z) ="«

T—T0

so ist f auch in zq differenzierbar und f'(zq) = «a.
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Die Funktion f ist stetig in 0, denn

glﬂif,% exp(—1/2%) = tlggo exp(—t) =0.
Ferner ist

F(2) = 20~ exp(—1/2%)

fiir x # 0 und

:l:2t3/2
. ! .
}UIH(I) f'(x) = thm oxpll)

(siehe Satz 5.37). Daher ist f auch in 0 differenzierbar mit f'(0) = 0 und f' ist
stetig wn 0.

Per Induktion zeigen wir nun:

Zu jedem n € N gibt es ein Polynom P,, so dass fir alle x € R\ {0} gilt

fmmx)zzal(%)emq—1ﬂﬁ). (8.18)

Dass dies fiir n = 1 richtig ist, ist soeben dargelegt worden. Gilt fiir irgendein
n € N die Formel (8.18), so erhdlt man fir (n+1) und x € R\ {0}

1
x

P (1) expl-1/)

)} exp(—1/2?)

mat dem Polynom P,.1, gegeben durch
Poii(t) = —t2PL(t) + 263 P,(t) .

Damit ist (8.18) bewiesen.

Fiir x gegen 0 ist nach Satz 5.37

i £ () — 1 1/2 ) — lim £
lim f*(w) = lim P, (%) exp(—t) = lim f*(x)

= lim P,(—t"*)exp(—t) = 0.

t—o0

Daher sind alle Ableitungen von f in O stetig ergdnzbar durch 0, folglich

feC®R) , f™0)=0. (8.19)
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Taylorreihe fir f um 0 st

Soat
k=0
und diese konvergiert fir alle x € R gegen 0.

Aber
f(z) >0 firalle x#0. (8.20)

Fiir den Fall (ii) dient

Beispiel 8.11 Die Taylorreihe fiir f mit f(z) = (1 +2*)™! um 0 ist

[e.9]

Z(_l)kx% )

k=0
Diese Reihe konvergiert fir jedes x € (—1, 1) gegen f(x) (geometrische Reihe!),
aber fiir |x| > 1 ist sie divergent.
Man beachte, dass es unndtig ist, tatsdchlich alle Ableitungen von f zu berechnen:
Mit

S 0 fiir ungerades n
" (=D)™2 fiir gerades

ist ja firx € (=1, 1)

f(z) = Z(—l)kx% = Zanx" ,
k=0 n=0

und Formel (8.4) liefert
0 fiir ungerades n
™) (0) = nla, =
f"(0) = nla, { (—=1)"2n!  fiir gerades n
Beispiel 8.12 Die Taylorreihe fiir g mit

2z
g(x) = —m
15t
i(—l)‘%%)x%‘l )

k=1

und g(x) = Y (=1)*(2k)2z**in (=1, 1). Denn g = f' mit f(z) = 5. Nach
k=1

Satz 5.43 erhalt man die Ableitung der in (—1, 1) konvergenten Potenzreihe als

in (=1, 1) konvergente Reihe der Ableitungen.
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Aber man kann Taylorreihen auch integrieren. Analog zu Satz 5.43 gilt

Satz 8.13 Wenn mit einem § > 0 die Reihe

oo
Z ag(z — xo)k
k=0

fir alle x € (xg — 6, kg + 0 ) absolut konvergiert, so auch die Reihe

o
k— 1
E 2 2?—-$0 s

k=1

Q

und zwar 18t

/w: <kZ:; ai(t — a:o)k> dt = ; akk_l (z — 20)" .

Beweis: Wegen des Majorantenkriteriums konvergiert

>

k=0

k

7k (x — )

absolut fiir allex € (xg — d, 9+ 9 ), denn fiir jedes k € Ngund z € (29 — 0, 29 + 0 )
ist

)k i (- xo)k‘ < Jan(x — z0)"] -

Damit ist aber

Z%akl(m’—xo (x — xo Z

k=1 k=0

ak x — x0)"

absolut konvergent fiir alle z € (zg — d, 2o + ). Den Grenzwert bezeichnen wir
mit F'(z). F ist nach Satz 5.43 differenzierbar und

'x):Z@k(x—xo)k , F(zg)=0.

Hieraus folgt die Behauptung.
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Beispiel 8.14 Wegen Beispiels 8.11 ist fiir allex € (—1, 1)

! S 1
tanz = dt =) (—1)F——a*" 8.21
arctan x /0 e ;( ) T (8.21)

Rechts steht also die Taylorreihe von arctan um 0, und diese konvergiert in
(_1 ) 1 )

Beispiel 8.15 Firx € (0, 2) ist

1 1 >

PTG e 52

(geometrische Reihe).
Daher gilt fir x € (0, 2)

oo

Inz= [ %dt =) %(—1)’“‘1(::: — 1)k, (8.23)

k=1

Auf den rechten Seiten von (8.22) bzw. (8.23) stehen jeweils die Taylorreihen fiir
i bzw. Inz um 1, und diese konvergieren im Intervall (0, 2).

Eine Antwort auf die Frage, ob eine Funktion f in einer Umgebung von xy durch
ihre Taylorreihe um xy dargestellt wird, kann man natiirlich mit Hilfe des Rest-
glieds finden.

Es ist ja fiir jedes n € N

n L FO) (g |
) =S L) oy iRy

= 7

falls f € C*°(U) und U eine Umgebung von x, ist. Also konvergiert die Taylor-
reihe gegen f(x), wenn R, s(z) fiir n gegen oo gegen 0 strebt. Verwendet man
noch die integrale, die Lagrangesche oder die Cauchysche Restglieddarstellung
aus Korollar 8.3, so erhalt man

Satz 8.16 Sei U eine Umgebung von xo € R und f € C*(U). Fir einx € U ist

° £0) (0 |
S

wenn (i), (i) oder (iii) gilt:
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() lim & J(o— 07 f (0t = 0

Zo

0e(0,1)

(ii) Tlim cE=y <|$ — 2" sup - |fOFY (1 - 0)z + +6’x0)}> =0.
0

(iii) lim % |z — xo\”ﬂ sup (9" . ’f("“) (1—-0)z+ 9:1;0)|) =

n—oo 0€(0,1)
Beispiel 8.17 (Die Binomialreihe) Die Taylorreihe fir

f:(-1,0) — R, z+— (1+2)* , a€R
um 0 nennt man die Binomialreihe. Ist « := N € N, so ist f ein Polynom:

N
N\ »
=)

nach der binomischen Formel und rechts steht naturlich die in diesem Fall abbre-
chende Taylorreihe von f.

Ist o = —1, so hat man die geometrische Reihe als Taylorrethe, und fiir o« = —N,
N € N erhdlt man die Taylorreihe durch Differentiation der geometrischen Reihe.

Wir wollen nun o ¢ N und o > 0 annehmen. Wegen

(1 —i—(L’)a_l 7

ala —1)(1+x)* 2,

erhalt man mit

(Z):%ﬁ(a—ﬂ 7 (3):1 (8.24)

die "Binomialrethe”
> ()
k=0

als Taylorreihe fir f um 0. Man beachte: (8.24) ist tatsichlich eine Verallgemei-
nerung der Binomialkoeffizienten auf beliebige reelle Zahlen als oberen Parameter.
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Sind o, k € Ny mit k < «, so stimmt (8.24) tatsdichlich mit den bereits definierten
Binomialkoeffizienten tiberein.

Ist |x| < 1 so erhdlt man mit Cauchyscher Restglieddarstellung fir das n—te
Restglied

Ra@) =) (0, )ete—erarornt

also mit £ :=0x, 0 <6 < 1:
« @ n —n—1
R <22 lel (T )l =g+ 0

< su 2°‘x”+1n+1( @ >1—9n1+9x_”_1
Sup |2|"T( L I N € A )

:2a|x|”+1(n+1)( )—>O fiir n— oo

@)
n+1

denn fiir positives « ist ( n i 1 ) 15t eine beschrinkte Folge.
Ist « € 7, aber negativ, so konvergiert die Binomialreihe fir x € (=1, 1) eben-
falls gegen f(z). Denn mit einer Konstanten c, einer natirlichen Zahl k > o und

mit g(z) := (1 +2)° ist f = cg™. Das Konvergenzresultat folgt aus Satz 5.43.

8.2 Potenzreihen in C

Eine Potenzreihe
o
) _ J
aj(x - o)
Jj=0

ist eine Folge von Polynomen

(Z CLj(.ZL’ — Io)j> s

und der Wert eines Polynoms kann auch fiir Argumente in den komplexen Zahlen
bestimmt werden. Das Ergebnis ist dann ebenfalls eine komplexe Zahl. Um dann
von Potenzreihen in C zu sprechen, muss man in den komplexen Zahlen einen
Konvergenzbegriff einfiihren.

Die komplexen Zahlen sind in der linearen Algebra eingefiihrt worden. Zur Er-
innerung: Der Korper der komplexen Zahlen besteht aus reellen Zahlenpaaren
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l( o )] € R? zusammen mit der iiblichen Vektoraddition und der Multiplika-

X2

tion
[51311 % |:y1:| _ |:371?Jl —332?/2} _ (8.25)
T Y2 T1Y2 + Ta1

Da man (8.25) auch unter Verwendung des Matrizenkalkiils schreiben kann

T —IQ_ i) _ Y Y2 [T _ (1 % n
Ty T1 | |Ye Yo Y1 | T2 Ty Ya|

kann man die Multiplikation zweier komplexer Zahlen als eine "Drehsteckung”

interpretieren: T it [P za multiplizieren, bedeutet im Fall o #+ 0,
T2 Y2 T 0

den Vektor {yl

f } mit den Faktor 0 := (|z1]? 4 |z2]?)"/? zu strecken und dann mit
2

6711’1 —5711'2
5_11‘2 5_11‘1
aus der linearen Algebra bekannt, ist C mit den Operationen +, X ein Korper.

der orthogonalen Matrix (mit Determinante 1) ] zu drehen. Wie

Um den Kérper C vom reellen Vektorraum R? zu unterscheiden, schreibt man die
Zahlenpaare in C in der Gestalt

. 1 0
:E::a:1+2552é:c1 [0] + Zo [1] .

Bei der Multiplikation kann man dann das Distributiv- und Assoziativgesetz ver-
wenden und muss nur ¢-7 = —1 bedenken. Man schreibt dann auch wieder - statt
x oder 1alt den - wie in R meistens fort:

(21 4 ix) (11 + 1y2) =x1Y1 + 121Ys + 1T2y1 + (—1) 22y
=(T1y1 — T2yp) + i(T1Y2 + T2U1)

Ist 2 = x + 4y mit z,y € R, so nennt man x den Realteil und y den Imaginéarteil
von z:

r=:Rez , y=:Imz.
Der Korper R der reellen Zahlen 14ft sich in C einbetten vermoge
t: R—C, 22— 24+1-0 ,
und man nennt ein Element aus C mit Imaginérteil 0 auch eine reelle Zahl.

Fiir z := x + iy, z,y € R, heiftt

Zi=x—1y
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die zu 2z konjugiert komplexe Zahl; sie entsteht geometrisch durch Spiegelung von
z an der reellen Achse {t +i0: t € R}.

Dann ist

] :
Rez = §(z+2) , Imz= 2—@_(2—2) :—%(Z—E).

Ferner fir z,w € C

zw=%z-w , 2=z , Rez=Rez , Imz=-Imz. (8.26)

In der linearen Algebra sind Skalarprodukt und Euklidische Norm in R? definiert
worden. Mit dem kanonischen Skalarprodukt

B[

erhdlt man mit z := z + iy, w == u + v

( m , m ) = Re (2W0) = Re (zw) = Re (7w) . (8.27)

Insbesondere ist z - Z € R. Daher

r? y2 =2z
und wir bezeichnen

| -]: C— R, z+— Vz-z2=(2+1)Y?  falls z=z+iy
als Betragsfunktion in C.

Hierfiir gilt:

Satz 8.18 Fliir alle a,b € C gelten:

la| >0 , Ja|]=0<a=0 (8.28)
|ab| = [al[b] (8.29)
la + 0] < |a| + |0] (8.30)

jal = lal (8.31)
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Man vergleiche Satz 1.9. Im Gegensatz zur Voraussetzung dort, ist C kein geord-
neter Korper.

Beweis: Man erhilt (8.28) und (8.30) direkt aus Resultaten der linearen Algebra,
indem man (8.27) beachtet, man erhélt (8.29) aus (8.26):

lab|* = ab - ab = abab = (a-a) - (b-b) = |a|?b]* ,

und schliefslich liefert (8.26) auch (8.31).

q.e.d.
Hat man in C eine Betragsfunktion erklért, kann man auch den Abstand zweier
Punkte (Synonym fiir Zahlen) aus C,

d(z,w) = |z —w| fiirz,weC (8.32)

erkldren und erhalt fiir d die Metrikeigenschaften

Satz 8.19 Fiir alle a,b,c € C gelten

d(a,b) >0 , d(a,b)=0&a=5b (8.33)
d(a,b) = d(b,a) (8.34)
d(a,c) < d(a,b) +d(b,c) . (8.35)

Definition 8.20 Fira € C, § > 0 heiffen
Us(a) :={z € C: d(z,a) < 0}
Ks(a) :={z € C: d(z,a) <4}
Ss(a) :={z € C: d(z,a) = 6}

Offene bzw. abgeschlossene 6—Umgebung um a (oder offene bzw. abgeschlossene
d-Kreisscheibe um a) bzw. §—Kreislinie um a.

Fine Teilmenge M C C heifit offen, wenn zu jedem a € M eine offene d—
Kreisscheibe um a existiert, die in M liegt:

AV Ula)cM.

aeEM  6>0

FEin Punkt z € C heifst Haufungspunkt von M, wenn in jeder 6—Kreisscheibe um
z ein von z verschiedener Punkt von M liegt, also wenn

AN U\ {zHnM#0.

6>0

FEine Teilmenge M C C heifit abgeschlossen, wenn jeder Hdufungspunkt von M
i M liegt.



8.2. POTENZREIHEN IN C 231

Die Menge Us(a) ist offen. Ks(a) ist abgeschlossen.

Man sieht, dass all diese Begriffe vollig analog zu den entsprechenden Begriffen
in R definiert sind. Insbesondere ist eine Teilmenge M C C abgeschlossen, wenn
C\ M offen ist.

Anders als in R fithrt man noch und nur einen uneigentlichen Haufungspunkt
oo einer Teilmenge von C ein. (Es wird wohl keine Probleme machen, hier das
gleiche Symbol wie in R zu benutzen).

Definition 8.21 Wir nennen oo einen uneigentlichen Hdufungspunkt der Teil-
menge M C C, wenn auflerhalb einer jeden Kreisscheibe (um 0) Punkte aus M
liegen, also wenn

AV mlss

>0 meM

C:=Cu {oo} nennen wir die erweiterte komplexe Zahlenebene, und fiir 6 > 0
heifst

Us(oo) :={2 € C: |2| > 1/0} = C\ Ky/5(0)

eine 6—Umgebung von oo.

Anders als bei R haben wir zu C nur einen uneigentlichen Haufungspunkt hinzu-
gefiigt.

Die Grenzwertdefinition 1aft sich aber wieder analog zu R durchfiihren:

Definition 8.22 Sei A C R oder A C C, a eigentlicher oder uneigentlicher
Hdiufungspunkt von A und f : A — C eine Funktion von A nach C. Wir
nennen w € C einen Grenzwert in C von f, wenn

AV F(WUsa)\{a})nA) C Ud(w).
e>0 >0

Wir schreiben

w=C —lim f(z) .

r—a

Ist w # 00, also w € C, so nennen wir f konvergent bei a, schreiben

w = lim f(z)

r—a

und nennen w den Grenzwert (—ohne das Adjektiv "uneigentlich” —) von f bei
a. Ist f nicht konvergent bei a, so nennt man f divergent bei a.
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Im Fall

~

C —lim f(z) = 00

r—a

sagt man: f divergiert ber a gegen co.

Wie in R zeigt man, dass Grenzwerte in C eindeutig bestimmt sind. Auch gilt
Satz 2.25 fiir C-Grenzwerte. Aber Vorsicht: fiir b € C\ {0} ist 2 := oo in C
definiert, aber nicht oo 4+ oc!

f konvergiert bei a genau dann gegen w € C, wenn Re f und Im f bei a gegen
Rew € R und Imw € R konvergieren. Denn es gelten die Abschétzungen

A\ [Rez||Imz| < |z < [Rez|+ |Imz| | (8.36)

zeC

und damit folgt

|Re f(z) — Rew|, |[Imf(z) — Imw| < |f(z) — w] (8.37)
<|Re f(z) — Rew| + |Im f(z) — Imw] .

Ist also in Definition 8.20 die Menge A Teilmenge von R, so bedeutet Konvergenz
von f gegen w in C nichts anderes als Konvergenz sowohl von Re f als auch von
Im f in R gegen Rew bzw. Im w.

Im Fall der Divergenz gilt: f divergiert genau dann gegen oo bei a, wenn |Re f]
oder |Im f| gegen oo divergieren.

Die angesprochenen Funktionen konnen natiirlich auch Folgen in C (komplexe
Folgen) sein, also Abbildungen von N nach C. Man schreibt eine solche Folge

n

dann wieder als (a,)nen. Die Reihe der a; ist die Folge <Z aj> . Sie wird
=1
neN

o)

wieder mit Z a; bezeichnet. Wie frither wird diese Bezeichnung auch fiir den
j=1
eventuell existierenden Grenzwert benutzt.

Wie bei reellen Folgen kann man komplexe Cauchyfolgen definieren.

Satz und Definition 8.23 Eine komplexe Zahlenfolge (ay)nen heifst Cauchyfol-
ge oder Cauchy-konvergent, wenn die folgenden dquivalenten Bedingungen gelten

(i) lim (supd(an+k,an)> ~0

n—0o0 \ keN
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(ii) Es gibt eine Nullfolge (vp)nen (in R), so dass
d(an+k> an) S Vp
ist fur alle n, k € N.

i) AV A danikan) <e

e>0 neN keN

A VvV A A nmym>n.=day,an) <e) .

e>0 neEN neN meN

Wegen der Abschétzung (8.37) ist eine komplexe Folge (ay,)nen genau dann eine
Cauchyfolge, wenn die beiden reellen Folgen (Re a, )nen , (Im @y, )nen Cauchyfolgen
sind. Da wie oben bemerkt Konvergenz von (a,),en dquivalent ist mit Konvergenz
von (Rea,) und (Ima,,), liefert der Vollstandigkeitssatz 3.34:

Satz 8.24 C ist vollstindig, d. h. fir eine Folge (ay)nen in C sind dquivalent

(1) (an)nen ist Cauchyfolge

(ii) (an)nen ist konvergent (gegen einen Grenzwert a € C).
Insbesondere gilt fiir Reihen:

Korollar und Definition 8.25 Ist (a,),en eine Folge in C, so ist die Reihe
> a;j genau dann konvergent, wenn (i) oder (ii) gilt:
j=1

(i) Es gibt eine Nullfolge (vy)nen und ng € N, so dass fir allen € N mit n > ng
und k € Ny:

n+k

2
j=n

<,

(il) Zu jedem e > 0 gibt es einen Index n, so dass fir alle k € Ny:
n+k

PR
j=n

<e€

o0 o0
Die Reihe Y a; heifft absolut konvergent, wenn Y |a;| konvergent ist. Absolut
j=1 j=1

konvergente Reihen in C sind konvergent.
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Wir wenden uns nun Potenzreihen
o
N J
a;j(z — 2p)
Jj=0

zu. Genauer bezeichnet man eine solche Reihe als Potenzreihe um z.

Eine Potenzreihe um z, konvergiert entweder fiir alle z € C (in C) oder nur
fiir z = zp, oder es gibt eine offene Kreisscheibe Us(zg) um zp, in der die Reihe
konvergiert, wahrend sie auflerhalb der abgeschlossenen Kreisscheibe divergiert.

Satz und Definition 8.26 Vorgelegt sei die komplexe Potenzreihe
Z a;(z — 2) .
5=0

(1) Konvergiert die Reihe fir ein Z # zy, so konvergiert sie sogar absolut fir alle
A U(;(Z()) mit 0 := |§ — Zo|.

Es tritt einer der drei folgenden File ein:

(ii) Die Reihe konvergiert absolut fiir alle z € C. In diesem Fall sagen wir: die
Potenzreihe hat Konvergenzradius oo.

(iii) Es gibt eine reelle Zahl § > 0, so dass die Reihe fiir alle z € Us(zg) absolut
konvergiert, aber fir jedes z € C\ Ks(zo) divergiert. In diesem Fall sagen
wir, die Potenzreihe hat Konvergenzradius ¢.

(iv) Die Reihe divergiert fir jedes z # zy. In diesem Fall nennen wir 0 den
Konvergenzradius der Reihe.

Beweis:
Zu (i): Da Y a;(2 — 2)? konvergiert, ist nach Korollar 8.25(i) (mit &k := 1) die

7=0
Folge (an(Z — 20)™)nen eine Nullfolge. Mithin ist

lim |a,|0" =0 ,

und insbesondere ist (|a,|0™),en beschrankt etwa durch v > 0.

Fiir z € Us(29) ist 0 < |2 — 29| 7!z — 20| =: ¢ < 1 und folglich

A lan(z = 20)" = (Janl6™)g" < vg" .
neN
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Nach dem Majorantenkriterium (Satz 3.35) konvergiert > |a;(z — 20)’|, d. h. die
=0

vorgelegte Reihe konvergiert absolut.

7

Um die Alternative "entweder (ii) oder (iii) oder (iv)” zu beweisen, nehmen wir
an, die vorgelegte Reihe konvergiere fiir wenigstens ein z # 2. Wenn die Reihe
sogar fiir alle z € C konvergiert, so konvergiert sie nach (i) auch absolut fiir alle
z € C. Nehmen wir also an, die vorgelegt Reihe konvergiere fiir ein z # 2y, aber
nicht fiir alle z € C. Setze

M :={r eR: Zaj(z —29)’  konvergiert fiir ein 2 € S,(2)}
=0

Dann ist M nach oben beschrénkt, denn anderenfalls konvergierte die Reihe fiir
jedes z € C nach (i). Ferner ist

d:=supM > 0.

Ist nun z € Us(2p), so gibt es ein r > |z — 29| mit » € M. Also konvergiert
oo

> aj(2— z)’ fiir ein 2 € S,(20). Nach (i) konvergiert Y a;(z — zp)? absolut. Da
7=0 i=0
d das Supremum von M ist, divergiert die Reihe fiir z € C\ Ks(2).

q.e.d.

Um den Konvergenzradius zu bestimmen, benétigen wir zwei Kriterien fiir die
Konvergenz von Reihen

Satz 8.27 (Wurzelkriterium) Vorgelegt sei eine Reihe Y b, in C.
n=0

(i) Wenn

1/n

limsup |b,|"/" < 1

n—oo
ist, so konvergiert die vorgelegte Reihe absolut.
(ii) Wenn

1/n

limsup |b,|"/™ > 1

n—oo

ist, so divergiert die Reihe.

Beweis:
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Zu (ii): Ist limsup |b,|'/™ > 1, so ist b, keine Nullfolge, und die Reihe kann nicht

konvergieren.

Zu (i): Sei

1/n

s = limsup |b,|/" < 1.

n—oo

Fixiere g € (s, 1). Dann existiert ny € N mit

b,V < q fiir n>ng.

o0

Fiir n > ng ist dann |b,| < ¢" und Y |b,| konvergiert nach dem Majorantenkri-
n=0

terium 3.35.

q.e.d.
Analog zeigt man das Quotientenkriterium:

Satz 8.28 (Quotientenkriterium) Vorgelegt sei eine Reihe Y b, in C.
n=0

(i) Wenn

by
o

lim sup

n—oo

n

ist, so konvergiert die vorgelegte Reihe absolut.
(ii) Wenn

b,
liminf |22 > 1

n—oo

n

ist, so divergiert die Reihe.

Achtung: In 8.27(ii) steht limsup, in 8.28(ii) steht lim inf.
Beweis: Es gibt ¢ € (0, 1) im Fall (i) bzw. p € (1, co) im Fall (ii), sowie N € N
mit

bn+1

<q bzw.

>Dp firn > N

n n

Hieraus folgt fir n > N

|bn+kz| < qk|b]\/| bzw. |bn+k| > pk|bN| .
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Das Majorantenkriterium 3.35 liefert absolute Konvergenz im ersten und Diver-
genz im zweiten Fall.
q.e.d.

Nun kann man den Konvergenzradius aus den Koeffizienten einer Potenzreihe
bestimmen.

o

Satz 8.29 Der Konvergenzradius & einer Potenzreihe Y a;(z — 29)7 ist
j=0
oo, falls limsup |a,|'” =0
§=1{ % , falls limsupla,|/" =seR" (8.38)
0 , falls limsupla,|'” = oo
Denn
lim sup |a, (2 — 20)" Y™ = |2 — 2| limsup |a,|Y™ < 1

n—oo n—oo

falls z # zp und |z — 2| < ¢ und ¢ wie in (8.38). Ist andererseits |z — 29| > 9, so
erhdlt man

lim sup |a, (2 — 20)" "™ > 1

n—oo

Beispiel 8.30 ) % hat Konvergenzradius oo — diese Rethe konvergiert ja fiir

n=0
jedes z € R. Daher folgt
1 1/n
lim sup (—) =0.
n—oo  \ 1!

S (=) VL(z — 1) hat Konvergenzradius 1, denn
n=1

1] 1
limsup‘(—l)”—‘ = lim —=1.
n

n—oo n—o0 nn
Definition 8.31

OOZn
exp:C—>C,zr—>Z—|
n!

n=0

heifit (komplexe) Exponentialfunktion. Die Schreibweise e := exp z ist tiblich!
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In den Ubungen ist nachgewiesen worden: Fiir Folgen (b,,)nen in RT ist

lim inf —2 < lim inf bi/ " < limsup b}/ " < lim sup 1

n—oo n n—oo

n—o0 n—oo n

. b .
Konvergiert also <'g—“> , SO ist
"/ neN

bn
lim supb/™ = lim bY/™ = lim 1

n—oo n—oo n—oo

n

Letzterer Grenzwert ist manchmal leichter zu berechnen, als der von (bi/ ™.

Beispiel 8.32 ) ( Z ) 2™ hat Konvergenzradius 1, denn
n=0
‘( s )‘
n+1 —
lim = lim [~ =1,
n+1

——~ — — lm
n—00 0% n—00
n

Zwischen komplexer Exponentialfunktion und den trigonometrischen Funktionen
besteht eine enge Beziehung:

Satz 8.33 (Moivre-Formel, Abraham de Moivre, 1667-1754) Fiir alle t € R ist

e = cost +isint

Beweis:

2n SN n
. t)’ —1 kt2k
Ree" :nh_{gORe Z(Zj—') :7}13)102% = cost,

j=0 ) k=0

2ndl gy n ky2k+1
: t) —1)"t
Ime” = lim Im g Q = lim ()7' =sint .
n—oo = I n—oo £— (2k + 1)!

q.e.d.

Man wiirde gern fiir die komplexe Exponentialfunktion ein Additionstheorem
herleiten, wie es fiir die reelle Exponentialfunktion gilt:

/\ W) — 7w (8.39)

z,weC
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Dann kann man sich zum Beispiel die Additionstheoreme fiir sin und cos besser
merken:

/\ cos(t +5) +isin(t 4+ s) = e't+s) = ¢t . s
t,s€R

= (cost +isint)(coss +isins)

= (costcoss —sintsins) + i(sint cos s 4+ costsin s) .

Formel (8.39) werden wir aus dem Satz tiber das "Cauchyprodukt” gewinnen:

Satz 8.34 ) a, und )_ b, seien absolut konvergente Reihen in C. Dann kon-

n=0 n=0
vergiert das "Cauchy-Produkt” ( akbnk) absolut, und zwar st
n=0 \k=0

SEe) 6B

n=0 \k=0

Beweis: Es geniigt, Konvergenz von Y (3 7_,arb,—x) gegen die rechte Seite
n=0

von (8.40) zu zeigen. Die absolute Konvergenz erhélt man dann, indem man den

gleichen Schluss auf die Reihen ) |a,| und > |b,| anwendet.
n=0 n=0

Zunichst schreiben wir

() (5] e (3 20)

n=0 k=0 1=0

N N
= lim E E apb; =:
e kb =:p
k=0 1=0
und veranschaulichen uns diese Summation anhand des folgenden Matrixschemas:

aobo a0b1 a0b2 Clobg Coe . aObN

albo CL1b1 a1b2 a1b3 o ale

a2b0 CLle a2b2 CLng o CLQbN

Clgbo Clgbl a3b2 a3b3 .. ang

CLNbO aNbl aNb2 CLNbg o CLNbN
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Die Doppelsumme

N N
pN = ZZakbl

k=0 1=0
erhélt man, indem man séamtliche Zahlen in obiger Matrix aufsummiert. Die N—te
Partialsumme

N n
CN = Z <Z akbn_k>
n=0 k=0

des Cauchyprodukts ist die Summe der Matrixelemente oberhalb und einschlieft-
lich der Diagonalen von axby bis bpay. Py — Cy ist dann die Summe der Matri-
xelemente unterhalb dieser Diagonalen. Mit [N/2] := max{K € Ny: K < N/2}
gilt:

[Py — On| =

2N N
DD laxlbusl

n=N+1k=n—N

£ (5 )

n=N+1 \k=n—N

N N [N/2] [N/2]
. (Zw) (Zw) () (] o
n=1 n=1

flir N — oo wegen der absoluten Konvergenz der beiden vorgelegten Reihen.
q.e.d.

Auf die Exponentialfunktion angewendet liefert Satz 8.34 fir z,w € C

Formel (8.39) ist also in der Tat richtig, und wir kénnen folgern

/\ et — e (cosy + isiny) (8.41)
z,yeR

N €=, (8.42)
zeC

/\ e = et (8.43)
zeC

die komplexe Exponentialfunktion ist also "2wi—periodisch”.

In vielen Anwendungen ist es iiblich, die Lage eines Punktes der Ebene in "Po-
larkoordinaten” anzugeben:
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Satz 8.35 Zu jedem x € R?\ {0} gibt es genau eine Zahl r > 0 und genau eine
Zahl ¢ € (=7, 7] so, dass

o= [rme]
7 sin
r, heiflen die Polarkoordinaten des Punktes x.
Man erhélt fiir x = {xl} :
)
= ol = (a} +a3) 2

sowie

arcsin 22 yfalls 21 >0
@ =< T —arcsin Jfalls 1 <OAz9 >0
. '
—m —arcsin 2 falls 71 <0Axe <0

In C 1483t sich dies schreiben als

Korollar 8.36 Zu jedem z € C\ {0} ezistiert genau ein “Radius” r > 0 sowie
ein “Winkel” ¢ € (—m, w] mit der Eigenschaft

z=re¥

(r, ) heiffen Polarkoordinaten fir z. Ist w € C\ {0} mit Polarkoordinaten s,,
50 st

Z T ite—y)
w S

2w = rse’@TY)

Die Polarkoordinaten von zw bzw. % sind also (rs, 0) bzw. (%, 7), wobei die

Winkel 0,7 € (—m, ] durch die Beziehungen
0 — (SO_I—Q/)) € {—271',0,271’} ;o T (QD—’QZ)) S {_27(’0727(}

definiert sind.
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Erlauterung der Multiplikation in C:

rs

Aus der Darstellung der Multiplikation mittels Polarkoordinaten erkennt man:

Korollar 8.37 Zu jedem a € C\ {0} undn € N gibt es genau n komplexe Zahlen
20 20D die die Gleichung

Z"=a
losen.

Ist a = 1, so nennt man diese n—Zahlen "die n—ten Einheitswurzeln w(()”), o ,wfl@l.

Diese sind

wﬁn) _ 6(2#%)-1’
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(n)

mit den Polarkoordinaten 1, ¢;™, wobei
my _ | 27j/n ,falls 2mj/m <
I\ 2nj/n—27 | falls 27j/n>T7

Ist mit >0 und ¢ € (—m, 7]
a=re? |
so erhdlt man 2@, ..., 21 durch

Z(O) — rl/neiw/n

b

Folgende Abbildung zeigt die dritten Einheitswurzeln:
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Kapitel 9

Strukturen der Analysis

Wir haben gesehen, dass man Begriffe wie Konvergenz, offene und abgeschlossene
Mengen (und anderes: Stetigkeit, Kompaktheit) nicht nur in R, sondern auch in
C einfiihren kann. Allerdings wurde dabei die Korperstruktur von C nicht beno-
tigt, sondern lediglich die Tatsache, dass man zwischen zwei Punkten aus C ein
Abstand definiert ist mit dem in Satz 8.19 angegebenen grundlegenden Eigen-
schaften. Fiir die Behandlung einer grofsen Klasse mathematischer Fragestellun-
gen ist es wesentlich, den Abstandsbegriff in moglichst grofer Allgemeinheit zu
definieren, zum Beispiel zwischen Punkten der RY, CV, zwischen stetigen oder in-
tegrierbaren Funktionen u. v. a. Mengen, zwischen deren Elementen ein Abstand
definiert ist, nennt man “metrische Rdume”.

Spezielle metrische Rdume lassen sich aus normierten Rdumen gewinnen. Das
sind Vektorrdume, fiir deren Elemente eine Lange, "Norm” genannt, definiert ist
mit Eigenschaften, die denen des Betrags dhneln. Wahrend man fiir Funktionen
zwischen metrischen Rdumen den Begriff der Stetigkeit definieren kann, kann auf
Funktionen zwischen (gewissen) normierten Rdumen der Differenzierbarkeitsbe-
griff verallgemeinert werden.

Diese Verallgemeinerung ist Ziel dieses Kapitels.

9.1 Metrische Raume

Definition 9.1 Unter einem metrischen Raum versteht man eine nicht leere
Menge X zusammen mit einer Abbildung

d: XxX — R

244
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so, dass gelten:

/\ dlz,y)=0x=y, (9.1)
N Az, y)=dly, z), (9.2)
N e, z) <d(z,y)+d(y, 2). (9.3)

Die Funktion d nennt man eine Metrik oder Abstandsfunktion auf X; fir den
metrischen Raum schreibt man (X , d).

Wendet man (9.3) mit z := 2 an, so erhélt man

/\ dlz,z)<d(z,y)+d(y, )

r,yeX

und zusammen mit (9.1) und (9.2)

AN dlz,y)>0. (9.4)

z,yeX

Die Eigenschaften (9.1) — (9.4) sind genau das, was man erwartet, wenn man sich
”Abstand” als "Lénge” des "kiirzesten Wegs zwischen zwei Punkten” vorstellt. Der
kiirzeste Weg zwischen zwei verschiedenen Punkten ist nicht negativ und genau
dann 0, wenn beide Punkte zusammenfallen (9.1), (9.4). Die Lange des kiirzesten
Wegs zwischen zwei Punkten héngt nicht davon ab, ob man hin oder zuriick geht
(9.2). Der direkte Weg ist nie langer als ein Umweg (9.3). Die Eigenschaft (9.1)
zusammen mit (9.4) nennt man "Positivitat”, (9.2) ist die "Symmetrie” und (9.3)
die "Dreiecksungleichung”.

Beispiele 9.2 (fiir metrische Riume)
(R, d) mitd(z,y) = |z —yl| firz,yeR;
(C,d) mitd(z,w) = |z —w| fir z,w e C;

N 1/2
(RY | dy) mit do(z, y) = (z m—ynf) fiir 7,y € RN

n=1

N 1/p
(RN, dy) mit dy(z,y):= (Zl|xn—yn|p> fiir z,y € RN mit p > 1.

(RN [ dy) mit doo(, y) := max |2 — yn| fiir z,y € RY.

-----

Analog: (CN | d,) firpe |1, oo].
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(C(I), doo ) mit doo( f, g):=sup|f(t) — g(t)| fir f,g € C(I), I: ein kompaktes
tel

Intervall.

(C(I), dy) mitdo( £, g) = ([, 1f — g> ())dt)""” fiir f,g € C(I), I ein kompak-

tes Intervall.

(F,d):F seidie Menge aller franzdsischen Orte mit Bahnanschluss, und d(z,y)
bezeichnet die Fisenbahnstrecke von x mach y: Dies ist die direkte Strecke falls
ein Ort auf der Strecke vom anderen Ort nach Paris liegt oder die Summe der
Strecken des einen Orts nach Paris und des anderen Orts nach Paris.

In der Tat ist etwa (RY | d, ) mit p € (1, 0o) ein metrischer Raum. Die kritische
Eigenschaft ist die Dreiecksungleichung (?7?). Die folgt aber mit der Minikowski-
Ungleichung (6.23).

Die Metriken bis auf die letzte in Beispiel 9.2 sind aus Normen gewonnen. Der
Normbegriff wird in der ndchsten Sektion genau eingefiihrt. Eine Metrik, die na-
tiirlich nicht aus einer Norm gewonnen werden kann, 14t sich auf jeder beliebigen
nicht leeren Menge X einfiihren:

1 falls x#y

d: XxX — R, (z,y) — {() Jalls 2=y

ist eine Metrik auf X, die "diskrete Metrik”.

Weitere Beispiele fiir metrische Rdume erhélt man aus

Satz 9.3 Ist (X, d) ein metrischer Raum und M C X eine nicht-leere Teil-
menge von X, so ist auch (M , |y« ) ein metrischer Raum.

Definition 9.4 Sei (X, d) ein metrischer Raum, z € X und § > 0. Dann
heiffen

Us(z) :={zx € X: d(z, z) <6}
Ks(z) ={r e X:d(z, z) <4}
offene bzw. abgeschlossene 6—Umgebung (oder 0—Kugel) um z.

Ferner nennen wir
Ss(z) ={r e X:d(x, z) =6}

die 0—Sphdre um z.
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Also ist Ks(z) = Us(z) U Ss(2).

Beachten Sie: Es ist moglich, dass Ss(z) = () ist, z. B. im Fall der diskreten Metrik
und § = 3. Ist S5(z) = 0, so ist Ks(z) = Us(z). Die Mengen Us(z) und Ks(2)
enthalten stets den Punkt z. Im Fall der diskreten Metrik und § = % enthalten
sie nur den Punkt z. Im Fall der diskreten Metrik ist

Si1(2) = X\ {z}, Ki(2) = X, U(2) = {z} .

Nach Einfiihrung der Kugeln kann man jetzt die Begriffe "offene Menge” , "Hau-
fungspunkt” definieren. Diese Definitionen sind v6llig analog zu den entsprechen-
den Definitionen aus dem ersten Semester, z. B. 4.14

Definition 9.5 Sei (X, d) metrischer Raum und M C X. M heifit offen, wenn
zu jedem m € M ein § > 0 existiert mit Us(m) C M:

/\ \/ U(s(m) Cc M.

meM 6>0

Fin Punkt & € X heifft Haufungspunkt von M, wenn in jeder Umgebung Us(Z)
wenigstens ein von T verschiedener Punkt aus M liegt:

N Us@\{EHnM#£0

5>0
M heifst abgeschlossen, wenn jeder Hdaufungspunkt von M in M liegt.
Zum Beispiel ist M := (—\/§ , \/ﬁ) N Q sowohl offene als auch abgeschlosse-
ne Teilmenge des metrischen Raums (Q, d) mit d(z,y) = |z —y|. Ist X =

(0,1)CR,d(z,y):=|x—uy|, soist (0, 1) sowohl offene als auch abgeschlos-
sene Teilmenge von (X, d).

Man beachte: Fiir jedes 6 > 0, x € X ist Us(z) offen, Ks(x) abgeschlossen. Ist
namlich z € Us(z) und p:= 39 — d(z, z) > 0, so gilt fiir jedes y € U,(2)

dlz,y) <d(x,z2)+dz,y) <dz,2)+p=9;

also ist U,(z) C Us(x). Ist 2z ein Haufungspunkt von Kj(x), so gibt es zu jedem
e>0einy € Ks(x) mit y € Us(z). Also ist

d(z, z) <d(z,y)+dly, z) <o +e.

Da d(x, z) < § + ¢ fir alle e > 0 gilt, ist d(x, z) < 4, also z € Ks(x).

Analog zu den Sétzen 4.14, 4.15 erhélt man
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Satz 9.6 Sei (X, d) ein metrischer Raum.

(i) M C X ist genau dann offen, wenn X \ M abgeschlossen ist.
(i) 0 und X sind offen, O und X sind abgeschlossen.

(iii) Ist U eine Familie offener, A eine Familie abgeschlossener Mengen, so sind

V= JU

UeU

offen und

C:zﬂA

AeA
abgeschlossen.

(iv) Sind Uy, Uy offen, Ay, As abgeschlossen, so sind Uy U U, offen und A; N Ag
abgeschlossen.

Aufgrund des Satzes 9.6 kann man einfithren

Satz und Definition 9.7 Ist M C X, (X, d) metrischer Raum, so heiffen
]\j[:: U U bxw. M := ﬂ A
UeU(M) AEA(M)

offener Kern bzw. Abschluss von M. Hier sind die Familien U(M) und A(M)
definiert durch

UM):={UcC X:U offen N UCM},
A(M):={AC X: A abgeschlossen N ADM}.

]\j[ ist die grifte offene Menge, die in M enthalten ist; M ist die kleinste M
umfassende abgeschlossene Menge. Insbesondere ist

M ={x € X:x ist Hiufungspunkt von M}U M . (9.5)

Beweis: Tatséchlich ist ]\04 grofste offene von M umfasste Teilmenge von X: ]\04 ist
ndmlich nach Satz 9.6 offen und nach Definition in M enthalten; ist schliefslich U
eine offene Teilmenge von M, so ist U eine der Mengen in U(M) und damit Teil-

menge von ]\j[ . Entsprechend ist und M die kleinste M enthaltende abgeschlossene



9.1. METRISCHE RAUME 249

Teilmenge von X. Die Familie A(M) ist ndmlich nicht leer: X € A(M), M ent-
hélt M und ist nach Satz 9.6 abgeschlossen. Ist schlieflich A abgeschlossene, M
enthaltende Menge, so ist A eine der Mengen aus A(M), und damit ist M C A.

Bezeichnet nun M die Menge auf der rechten Seite von Gleichung (9.5), so ist
sicher M C M, denn jeder Haufungspunkt von M muss zu M gehdren. M ist
aber abgeschlossen. Ist # Haufungspunkt von M, 0.B.d.A. & ¢ M, und ist € > 0
vorgelegt, so gibt es in U, /(%) einen Punkt & # & von M. In U.2(Z) gibt es aber
einen Punkt x € M: dieser kann ¥ selbst sein oder ein von & verschiedener Punkt,
falls # Haufungspunkt von M ist. Dann aber ist

€U () CU(2) .
q.e.d.

Man beachte: In vielen Fillen ist Us(x) = Ks(x), aber nicht in allen Fallen
(diskrete Metrik, X = Q mit iiblichem Abstand).

Wir sind nun in der Lage, Konvergenz zu definieren und starten — anders als in
der Analysis I — mit der Konvergenz von Folgen:
Definition 9.8 FEine Folge (r,)nen in einem metrischen Raum (X, d) heifst

konvergent gegen einen Punkt x € X, wenn

lim d(z,,z)=0

n—oo

1st. Wir schretben dann

lim z, =z

n—oo

In der Tat ist der Grenzwert einer Folge (x,)nen in X eindeutig bestimmt: Sind
némlich sowohl z € X als auch & € X Grenzwerte von (z,,), so ist fiir alle n € N:

Az, 7)< d(z, 2,) +d(z,, 7).
Da die rechte Seite gegen 0 strebt, folgt d(z, ) = 0, also = = 7.

Wie in der Analysis I kénnen auch Cauchyfolgen definiert werden.

Definition 9.9 FEine Folge (z,)nen @m metrischen Raum (X , d) heifft Cauchy-
folge (oder Cauchy—konvergent), wenn eine (reelle) Nullfolge (v, )nen existiert mit

/\ d<xn7xn+k)gyn
n,keN
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Satz 9.10 Jede im metrischen Raum ( X , d) konvergente Folge (x,)nen ist Cauchy-
folge.

Aber nicht umgekehrt!

Beweis: Sei (2,)nen gegen z in ( X, d) konvergente Folge und setze

Vp :=sup d( x,ip, x) .
keN,

Dann ist (¢, )neny monoton fallend,

lim v, = limsupd(x,,z)=0 |,

n—00 n—00

und fiir alle n € N, k € N gilt

d<xn7xn+k)Sd(xnax)+d($n+k7x>§2yn_>0

q.e.d.
Beispiele 9.11 Eine Folge (2),cn in (CN | dy) mit der Metrik
N 1/2
da(u, v) = (Z |uj — Uj\2>
j=1
konvergiert genau dann gegen z € CV, wenn die N Folgen (z%"))neN, N (z](\?))neN
in C jeweils (in C) gegen z1,...,zy konvergieren:
/\ lim z§n) = 2;
j=1,...,N

Auch ist (2MM) genau dann Cauchyfolge, wenn (z@), ce (z](\?)) Cauchyfolgen in
C sind.

Ist I ein kompaktes Intervall und (f,)nen eine Folge in (C(I), dy ), so bedeutet
"Konvergenz in (C(I), dy ) gegen f € C(I)”:

Jim (sup £,(6) ~ 10 ) =0 9

Aquivalent hierzu sind

AV N swlho -l <e 9.7)

e>0 NeN n>N
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AV AN A IBO-fol<e (0.8)

e>0 NeN n>N  tel

V A N 10— Ol <w (9.9)

Nullfolge (vn)nen 161 n€EN

Gemdf (9.8) darf bei vorgelegtem € > 0 der Index N, ab dem |f,(t) — f(t)| < ¢
ist, nicht von t abhdngen. Gilt (9.8) fiir eine Folge von Funktionen auf I, so
spricht man von “gleichmdfiger Konvergenz beziiglich t”. Zu unterscheiden ist
hiervon die "punktweise Konvergenz”; hier rickt der Allquantor tiber t nach vorn:
(fn)nen konvergiert genau dann punktweise gegen f, wenn

ANV A ILb-fol<e. (9.10)

tel e>0 NeN n>N

Natiirlich impliziert (9.8) die Bedingung (9.10): punktweise Konvergenz folgt aus
gleichmdfiger Konvergenz. Aber der umgekehrte Schluss ist falsch.

Will man sich 9.8 veranschaulichen, so zeichne man um den Graphen der Grenz-
funktion f einen e-Schlauch:

Se(f)={(t,s)eR*tel A f(t)—c<s< f(t)+e}
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e{

Ein e=Schlauch

Von einem gewissen Index N an miissen die Graphen der Funktionen (f,) in
diesem Schlauch verlaufen.

FEin konkretes Beispiel: Seien I := [0, 1], o € R vorgegeben und firn € N, t € I:

fn(t) := a4+ max{0;1 — |4nt — 3|} .

fn ist also identisch gleich o in [0, 5-]U [ L, 1], und zwischen 5~ und L besteht
der Graph aus den zwei gleichen Schenkeln des gleichschenkligen Dreiecks mit
Héhe 1 tiber einer Strecke der Linge i auf der durch y = « gegebenen Geraden
als Basis.




9.1. METRISCHE RAUME 253

o]

Punktweise Konvergenz impliziert nicht gleichmdjfSige Konvergenz

Istt > 0, so gibt es ein N € N mit f,(t) =0 fir alle n > N. Istt = 0, so ist
fn(t) = 0 fiir alle n € N. Daher konvergiert (f,)nen punktweise gegen die Null-
funktion f : I — R, t —— 0. Aber (f,)nen konvergiert nicht gleichmdfig
gegen [, denn der Graph von f, hdlt sich etwa fir e = 1/2 fir kein n € N im
e-Schlauch um [ auf.

Definition 9.12 FEin metrischer Raum ( X , d) heifit vollstandig, wenn jede Cauchy-
folge (xp)nen in (X, d) konvergiert.

Beispiele 9.13 Beispiele fiir vollstindige metrische Raume sind (R, d) mit der
iiblichen Metrik d(x , y) := |x —y|, ferner (CV | dy), denn hier sind Konvergenz
bzw. Cauchy-Konvergenz dquivalent zur Konvergenz bzw. Cauchykonvergenz der
einzelnen "Komponentenfolgen”.

Auch (R, d) mit d(s,t) := |arctans — arctant|, wobei arctan +oo0 := +71/2,
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st vollstandiger metrischer Raum, und die im ersten Semester eingefiihrte R-
Konvergenz entspricht der Konvergenz im metrischen Raum (R, d).

Wir werden spdter zeigen, dass auch (C(I), d ) vollstindig ist.

Weitere Beispiele erhalt man aus:

Satz 9.14 Sei (X, d) metrischer Raum und Y C X nicht leer.

Dann gelten:

(i) Ist (Y, d),., ) vollstindiger metrischer Raum, so istY abgeschlossene Teil-
menge von X

(i) Ist Y abgeschlossene Teilmenge von X und ist (X , d) wvollstindig, so ist
(Y, d., ) vollstindig.

Beachten Sie: (ii) ist nicht einfach die Umkehrung von (i)!

Beweis:

Zu (i): Ist y ein Haufungspunkt von Y, so gibt es eine Folge (y,)nen in Y, die
in (X, d) gegen y konvergiert: wihle namlich zu 1/n(n € N) jeweils y, € Y
mit d(y,, y) < 1/n. Da (y,)nen in (X, d) konvergiert, ist (y,)nen Cauchyfolge
(Satz 9.10). Da (y,) Folge in Y ist und die Metrik in (Y, d|, , ) genau die
aus (X, d) ist, ist (y,) auch Cauchyfolge im metrischen Raum (Y, d}, ., ). Als
solche besitzt sie — (Y, dj, ., ) ist vollstdndig — einen Grenzwert g in Y. Dieser
muss aber zugleich Grenzwert in X sein. Also ist § =y, d. h. y € Y. Y ist also
abgeschlossen.

Zu (ii): Ist (yn)nen Cauchyfolge in (Y, d}, ., ), so auch in (X, d), und da X
vollstandig ist, besitzt sie einen Grenzwert x € X. Lige z nicht in Y, wire
x Haufungspunkt von Y'; aber Y ist abgeschlossen nach Voraussetzung. Damit
liegt = in jedem Fall in Y, und die Cauchyfolge (v, )nen besitzt Grenzwert in Y.
Y ist also vollstandig.

q.e.d.

Wenn man die reellen Zahlen konstruktiv aus den rationalen Zahlen gewinnen
will, benutzt man eine Methode die nun in der abstrakteren Situation der metri-
schen Réume vorgefiihrt werden soll.

Definition 9.15 Sei (X , d) ein metrischer Raum. Ein metrischer Raum (X , d)
heifit “Vervollstindigung von ( X , d)”, wenn gelten
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() (X, d) ist vollstindig.
(ii) Es gibt eine isometrische Funktion
p: X — X
— das ist eine Funktion mit der Eigenschaft

N de@), ely) =d(z,y) —,

z,yeX

so dass X der Abschluf von p(X) ist:
p(X)=X.

Die Funktion ¢ nennt man die Einbettung von X in X und p(X) die Realisierung
von X in X.

Sind S, T Teilmengen eines metrischen Raumes (M, d) und ist S € T C S, so
sagt man: S ist dicht in 7T". Laut Definition 9.15 liegt die Realisierung von X also
dicht in der Vervollstandigung von X.

Satz 9.16 (Vervollstandigungssatz)

(i) Zu jedem metrischen Raum (X , d) gibt es eine Vervollstindigung (X , d).

(ii) Sind (X, d) und (X, d) Vervollstindigungen von (X , d), so gibt es eine
bijektive isometrische Funktion ® : X — X, welche die Realisierungen
von X wn X bzw. X aufeinander abbildet.

Beweis:
Zu i): Es wird die iibliche Konstruktion vorgestellt. Zunédchst sei Z die Menge
aller Cauchyfolgen in X. Auf dieser Menge Z wird eine Aquivalenzrelation ~
eingefiihrt. Zwei Cauchyfolgen (a,,)nen und (b, ),en heiffen dquivalent — in Zeichen
(an) ~ (by)nen, wenn

lim d(a,, b,) =0

n—oo
ist.

Dies ist in der Tat eine Aquivalenzrelation; denn fiir alle Cauchyfolgen (z,)nen,
(yn)nENv (ZTL)TLEN € Z gelten

(xN)neN ~ (l‘n>n€N ) (9.11)
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denn d(z,, x,) =0 — 0 fiir n — oo;

(xn)nEN ~ (yn)neN = (yn)neN ~ (xn)nEN ) (9.12)

denn d(y, , xn ) = d(z,, yn ) — 0 wegen (x,) ~ (yn);

(xn)neN ~ (yn)neN A (i%)néN ~ (Zn)neN = (xn>n€N ~ (zn)neN ) (9-13)

denn
d(zp, zn) <d(xy, Yn) +d(Yn, 2n) — 0.

Durch die Aquivalenzrelation ~ wird Z in Aquivalenzklassen eingeteilt. Sei M
eine nicht-leere Teilmenge von Z, deren sdmtliche Elemente jeweils paarweise
dquivalent sind und die in dem Sinn maximal ist, dass Z\ M kein Element enthilt,
das zu einem (und damit wegen (9.13) zu jedem) Element von Z dquivalent ist.
So eine Menge M nennt man eine Aquivalenzklasse. Jedes Element von Z liegt in
genau einer Aquivalentklasse und wird auch Reprisentant der Aquivalenzklasse
genannt. Die Menge Z ist dann disjunkte Vereinigung aller Aquivalenzklassen.
Ist (2,)nen eine Cauchyfolge, so bezeichnet

[(xn)neN] = {<yn)n6N € Z: (yn)neN ~ ($n)nEN} (9'14)

die Aquivalenzklasse, die (7,),ey als Reprisentanten besitzt. [(2,)nen] ist also
die von (x,)nen reprasentierte Aquivalenzklasse.

Beachte: Ist (2,,)nen ~ (Un)nen, 80 i8t [(Zn)nen] = [(Yn)nen]-
Dass all dies richtig ist, folgt aus (9.11), (9.12) und (9.13).

Wir definieren nun

X =2/ ~i= {[(za)nenlt (Tn)nen € Z} .

Die in X zusammengefassten Objekte sind also Mengen (genauer: Aquivalenz-
klassen) von Cauchfolgen in X.

In X wird eine Metrik eingefiihrt:

d([(@n)nen], [(Yn)nen] ) := lim d(z,, yn) (9.15)

Aus der Dreiecksungleichung erhélt man leicht die in jedem metrischen Raum

(X, d) giiltige Ungleichung

N ld(a,c)—d(b,d)| <d(a,b)+d(c,d). (9.16)

a,b,c,de X
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Hieraus erkennt man, dass der Grenzwert auf der rechten Seite von (9.15) exi-
stiert; die Folge (d( ., yn ))nen ist némlich Cauchyfolge in R nach (9.16) und
damit konvergent:

|d(xn+ka yn—i—k) —d(l’n, yn>| < d<l‘n+ka xn)+d(yn+ka yN) .

Auch ist die Festlegung (9.15) unabhéngig von der Wahl des Repréisentanten; ist
namlich (z,,) ~ (an),(yn) ~ (b,), so gilt

ld(an, bp) —d(zn, yo )| < d(an, x,) +d(b,, yn) =0 fir n—o0.

Auch ist d eine Metrik: Sind [(2,)], [(¥)], [(zn)] € X, so gelten

()] [()]) = 06 I (2, 9,) =0 () ~ () & [(2)] = [(3)].
()], o) = lim d(, ) = N d(yo, ) = d( ()] [(@)]),
(@), [(5)]) = i d(, 20) < T (d(2, 9) +d(yn s 7))

n—oo n—oo

= d([(@a)], [(g)]) +d([(ga)], [(2a)]) -

Sind nun (x,,)peny und (Y, )nen zwei konvergente Folgen in X mit den Grenzwerten
x bzw. y, so sind (z,)neny und (y,)neny bekanntlich Cauchyfolgen und

(In>n€N ~ (yn)neN & lim Tpn = lim UYn -
n—o00 n—o0o

Der Raum

Xo = {[(xn)nen]: lim z,, existiert}

ist mithin metrischer Unterraum von X und es gibt eine isometrische Abbildung
0 : X — X,z — [(%)nen]

mit Wertebereich )N(O.

¢ bildet also = auf die Aquivalenzklasse aller gegen z konvergenten Folgen ab,
und ein Reprasentant dieser Klasse ist die konstante Folge, deren jedes Glied =
ist. Mit

Y Xo — X, [(@n)nen] — lim z,
sind dann ¢ o ¢ bzw. ¢ o ¢ die Identitit auf X bzw. auf X,. In der Tat ist %
isometrisch, denn fiir x,y € X ist

d(p(x), py)) = lim d(z,y)=d(z,y).

n—oo
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Wir zeigen, dass ¢(X) = X, dicht liegt in X. Ist (z,)nen Représentant einer

Aquivalenzklasse 7 € X, also
[(xn)nGN] =1 )
so gilt mit 2™ 1= o(x,) = [(Tm)nen]

d(z™, z) = lim d(z,,, ©,) zklim d( Ty s Tyyr ) < sSUpd( Ty, Tipgr) — 0
n—00 —o0 keN

fiir m — oo; denn (z,)nen ist Cauchyfolge. Also ist )N(O in der Tat dicht in X.

Bleibt die Vollstéandigkeit von X zu zeigen. Hierzu sei (Z")nen eine Cauchyfolge
in X (jedes 2" ist also selbst eine Aquivalenzklasse von Cauchyfolgen in X). Sei
(Vn)nen eine Nullfolge (in R) mit

d(&", &) <,

fiir alle n, k € N. Da X, dicht ist in X gibt es zu jedem n € N ein z,, € X mit

A3, o) < 5

Die Folge (,,)nen ist dann eine Cauchyfolge in X; denn fiir n, k € N ist

d( Tntk xn) = %( ‘P(xnﬂv) ) gp(xn) )
< d( <P($n+k) ) *%nJrk ) + d( jnﬂv ) *%n) + d( i'n ) Qp(xn) ) (9'17)
1

1 2 .
+v,+—<v,+——0 (fir n—o0).
n n

Mit

Die letzte Ungleichung folgt mit (9.17).

Zu (ii): Seien ¢ bzw. ¢ die Einbettungen von X in X bzw. X und setze fiir
y € p(X) =X

(7)) == P(p (7)) € Xo == (X) C X .

Dann gilt fiir §, 2 € Xo:
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Sei nun 7 € X \ X,. Dann existiert eine Folge (Un)nen in X,, die in X gegen &
konvergiert. Diese ist insbesondere Cauchyfolge und damit ist (®(7,))nen Cauchy-
folge in X. Da X vollstindig ist, ist (®(7y,))nen in X konvergent, etwa gegen Z.

Man wiirde nun gern ®(Z) := % definieren. Hierzu muss man zeigen, dass &
unabhéingig ist von der Wahl der speziellen ¥ approximierenden Folge (n)nen-
Ist (Z,)nen eine weitere in X gegen 7 konvergierende Folge, so konvergiert auch

P Un/2 , falls n gerade
" Z(nt1)/2  falls n ungerade

gegen T, ist also eine Cauchyfolge und damit ist (®(,)) konvergent. Der Grenz-
wert muss wieder Z sein, denn (®(asgy,))nen konvergiert ja gegen &. Damit ist auch
(P(Z,))nen = (P(U2n—1))nen gegen & konvergent.

Die Definition

V@) lkieX,
d: X — X, 7 lim ¥(¢ ' (g,)) , falls 7 € X \ X, und

lim §, = %, §n € Xo

ist sinnvoll und fiir alle #, 2 € X gilt
A

d (D), ®(2)) = lim d( (&), D(2,)) = lim d(z,, 5,) =d(z, 2)

n—oo n—oo

wobei (2,), (2,) gegen Z bzw. Z konvergierende Folgen in X, sind. Zum Nachweis
der ersten bzw. letzten Gleichheit bendtigt man die Ungleichung (9.16).

® ist also isometrisch und damit injektiv.

® ist aber auch surjektiv. Ist & € X, so gibt es eine Folge (ip)nen in Xo, die

gegen & konvergiert. Die Folge (¢(¢ ™" (%)) )nen = (#n)nen ist dann Folge in X,

die Cauchykonvergent, damit konvergent gegen ein € X ist, und ®(z) = 7.
q.e.d.

Wir fithren nun stetige Funktionen zwischen metrischen Rdumen und den Grenz-
wert an einer Stelle ein.

Definition 9.17 (X, d), (Y, d) seien metrische Riume und f : X — Y
eine Funktion von X nach'Y (mit Definitionsbereich X ). f heifit stetig im Punkt
r € X, wenn

AV fUs() CU(f(x) ;

f heifst stetig in M C X, wenn f stetig ist in jedem Punkt x € M; f heif§t stetig,
wenn [ stetig ist in X.
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Eine reelle Funktion f : D(f) C R — R ist also stetig, wenn sie als Funktion
vom metrischen Raum ( D(f), d) in den metrischen Raum (R, d) stetig ist (mit
d(s,t):=|s—t]).

Definition 9.18 (X, d), (Y, d) seien metrische Riume und f : X — Y
eine Funktion von X nach Y. Ist & ein Hdufungspunkt von X, so heiffit y € Y
Grenzwert von f bei T, wenn

AV U@\ {#}) c Ualy) -

e>0 6>0

Man schreibt dann

lim f(z) =y .

T—I
Man erkennt leicht, dass der Grenzwert eindeutig bestimmt ist.

Satz 9.19 Seien (X, d), (Y, d) metrische Riume, f : X — Y ecine
Funktion und & € X. Folgende Aussagen sind dquivalent:

(1) f ist stetig in T

i@ AV A (daz,2)<d=d(f(2), f(2)<e)

e>0 6>0 zeX

(i) AV Us(@) c [ (U(f(2)))

e>0 6>0

(iv) lim f(z) = f(2), wenn & Hiufungspunkt von X ist

(v) Fir jede Folge (xy)nen in X mit lim x, = & konvergiert (f(x,))nen in

(Y, d) gegen f(#).

Korollar 9.20 Sind (mit metrischen Riumen (X ,d,), (Y, d,), (Z,d,)) die
Funktionen f : X — Y, g 1 Y — Z stetigin & bzw. f(z), so ist go f
stetig in T.

Beweis: Die Aquivalenzen von (i), (ii), (iii) und (iv) zeigt man analog zum Beweis
von Satz 4.2. Auch der Schluss von (iv) auf (v) verlduft analog zum Schluss von
(iv) auf (vi) im Beweis von Satz 4.2.
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Schlieflich folgert man (iv) aus (v), mittels indirekten Beweises: Wére (iv) falsch
und z ein Haufungspunkt von X, so gédbe es ein € > 0 und zu jedem n € N ein
T, € X mit

T € Urn(2) A f(2n) & Ue(f(2)) -

Die so gewonnene Folge (z,,) konvergiert in (X, d) gegen &, aber (f(z,)) kon-
vergiert in (Y, d) nicht gegen f(#) im Widerspruch zu (v).
q.e.d.

Satz 9.21 Seien (X, d), (Y, d) metrische Riume und f : X — Y eine
Funktion. Dann sind dquivalent

(1) f ist stetig

(ii) fY(U) ist offen fiir jede offene Teilmenge U von'Y

(iii) f~'(A) ist abgeschlossen fiir jede abgeschlossene Teilmenge A von'Y

Beweis:
i=ii: Ist z € f71(U) und y = f(x), so existiert ein £ > 0 mit U.(y) C U. Nach
Satz 9.19(i4i) gibt es 0 > 0 mit

Us(z) C fTH(U(f(x) C fFHU)
d. h. f71(U) ist offen.

ii = i: Ist z € X und € > 0 vorgegeben, so ist f~1(U.(f(x))) wegen (ii) offen und
r € f~YU.(f(z))). Mithin existiert § > 0, so dass Us(x) C f~(U.(f(z))), d. h.
f ist stetig in . Das liefert (i), denn x war beliebiger Punkt aus X.

q.e.d.

Viele der Eigenschaften reeller stetiger Funktionen lassen sich auf stetige Funk-
tionen zwischen metrischen Rdumen iibertragen:

Definition 9.22 FEin metrischer Raum ( X , d) heifst kompakt, wenn jede Folge
(T )nen i X eine (gegen ein v € X ) konvergente Teilfolge (Tr(n))nen besitzt.

Eine Teilmenge M C X heifit kompakt, wenn der metrische Raum (M , djyrxwr )
kompakt ist.
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Satz 9.23 Ist (X, d) kompakter metrischer Raum und f : X — Y
stetige Abbildung von X in einen weiteren metrischen Raum (Y , dy ), so ist der

Wertebereich W (f) = f(X) kompakt.

Stetige Funktionen bilden also kompakte Mengen in kompakte Mengen ab.

Der Beweis von Satz 9.23 1alst sich fast wortlich vom Beweis von Satz 4.12 iiber-
tragen.

Entsprechend Korollar 4.13 hat man:

Korollar 9.24 Ist (X, d) kompakter metrischer Raum und f : X — R
stetig, so nimmt f sein Minimum und sein Mazximum an.

Wir haben definiert, wann eine Teilmenge von R zusammenhéngend ist, und
haben dies in Satz 4.18 als topologische Eigenschaft erkannt. Wir orientieren uns
an Definiton 4.19 und definieren:

Definition 9.25 Ein metrischer Raum (X , d) heifst zusammenhdngend, wenn
sich X mnicht darstellen lifst als punktfremde Vereinigung zweier nicht leerer of-
fener Mengen, wenn also gilt:

N (X=UUV AUNV=0=U=0VV=0).
UVCX, UV offen

M C X heifst zusammenhingend, wenn der metrische Raum (M , djyxn ) 2u-
sammenhdngend ist.

Satz 9.26 Ist [ : X — Y stetige Abbildung eines zusammenhdngen-
den metrischen Raumes (X , d) in einen metrischen Raum (Y , d), so ist der
Wertebereich W (f) := f(X) zuammenhdingend.

Beweis: Wire f(X) nicht zusammenhéngend, gébe es nicht leere offene Teilmen-
gen U,V von f(X) (offen relativ zu f(X)) mit f(X)=UUV,UNV ={.

Dann aber ist
X=f1Ouf(v), 0=rUnVv)=fU)nf V),

und f~Y(U), f~1(V) sind nicht leere und nach 9.21(ii) offene Mengen. X wire
also nicht zusammenhéngend.
q.e.d.
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Definition 9.27 Sind (X, d) und (Y, dy ) metrische Riume so heifit
C(X,Y)={f:X — Y: X iststetig}
Raum der stetigen Funktionen von X nach Y .

Co(X,YV):={feC(X,Y): \/ N dv(f(@), fz2)) <C}

C>0 z1,22€X
heifst Raum der beschrinkten stetigen Funktionen von X nach Y.

Cyo( X, Y) wird zum metrischen Raum vermdge

dos - Cb(X7Y>XCb(X7Y) — R, (fag) — sup{dy(f(x),g(x)): xEX}

In der Tat ist dieses Supremum endlich: Gilt ndmlich dy ( f(z1), f(z2)) < dy(g(z1), g(z2)) <
C fiir alle x1, 9 € X, so erhdlt man mit einem festen Punkt z € X:

N dr(f(2), g(0) S dv(f(@). f(@) +dv(f(@). 9(#)) +dv(g(2), g(x))

zeX
<2c+dy(f(2), 9(2)) =11 < .

Ist (X, d) kompakt, soist C(X,Y )= Cy(X,Y): Fixiere namlich & € X und
definiere fiir f € C(X,Y)

F:X R, e d(fx). {(2)).
F ist stetig und nimmt damit sein Maximum an:

max F(z)=:7.

Dann ist fiir x1, 29 € X

d(f(z1), flx2)) < d(f(z1), f(2)) +d(f(2), fz2)) <27

Wir méchten nun zeigen

Satz 9.28 Sind (X, d), (Y, dy ) metrische Riume und ist (Y , dy ) vollstin-
dig, so ist auch (Cpo( X, Y ),dy) ein vollstindiger metrischer Raum.

Beweis: Sei f,, eine Cauchyfolge in (Cy( X, Y'), dy); es gibt also eine Nullfolge
(Vn)nen S0, dass fiir alle n,m € N mit m > n gilt

dOO(fTLa fm)zsude(fn(x>7 fm(x)) SVn. (918)

zeX
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Diese Abschitzung impliziert, dass fir jedes x € X die Folge (f.(x))nen eine
Cauchyfolge in (Y, dy ) ist. Aber Y ist vollstandig, (f,(z))nen konvergiert also
in Y fiir jedes feste x € X. ("punktweise” Konvergenz), und wir definieren

f: X —Y, z+— lim f,(x).

n—oo

Der Nachweis, dass f stetig ist, verlangt die Vertauschung zweier Grenzprozes-
se: Ist z € X und (xp)ken eine in X gegen = konvergente Folge, so haben wir
limy_o f(2x) = f(z) zu zeigen. Mit anderen Worten: zu zeigen ist

lim lim f,(z) = im lim f,(z) . (9.19)

k—o00 n—00 n—00 k—00

Aus der Abschétzung (9.18) gewinnt man

A dv(fule), f(2)) = lim dy(fu(2), ful@)) <vn (9.20)

zeX

und (9.20) — die gleichméfige Konvergenz von f,(x) gegen f(x) — liefert eine
hinreichende Bedingung fiir (9.19):
Fiir alle n, k € N ist ndmlich

dy(f(z), f(x))
< 20 +dy (fu(®), fulzw)) -

Hieraus erhélt man fir alle n € N

limsupdy (f(z), far)) <20

hoo
also

liglsogpdy(f(fv), flxg)) =0,
mithin

Jim f(zy) = f(@) -

Auch ist f € Co( X, Y ), denn fiir x1, 25 € X ist

dy (f(z1), f(x2))
<dy(f(z1), folx1)) +dy(folx1), fo(z2)) +dy( fo(z2), f(22))
<219+ Cy
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wobel

Cpi= sup dy(fu(z1), fu(z2)) -

r1,x2€X
Schliefslich ist lim f,, = f, denn (9.20) impliziert

doo(fn, 1) = supdy (ful@), f(@)) < vn —0.

q.e.d.

Hinter dem Nachweis von (9.18) steht ein Prinzip zur Vertauschung von Grenz-
prozessen, das wir herausarbeiten wollen:
Satz 9.29 (iber die Vertauschung von Grenzprozessen).

Sei (X, d) metrischer Raum und (Tpm)mm)enxn eine Doppelfolge, d. i. eine
Funktion von N x N nach X, (n,m) — um. Es mdgen gelten

(1) Fir jedes feste n € N konvergiert (Tpm)men gegen Tpe € X:

/\ im Z,;m = Thneo
m—0o0
neN

(i) Fir jedes feste m € N konvergiert (Tpm)nen gegen Toom € X :

/\ lim Z,m = Toom

n—oo
meN
(iil) (Znoo)nen konvergiert gegen Tooso € X:

lim 2,00 = Tooso
n—oo

(iv) Der Grenzibergang in (i) oder der in (ii) ist gleichmdflig beziiglich der an-
deren Variablen: Es gibt eine Nullfolge (v)gen mit

/\ A( Tpm s Tnoo ) < U (9.21)
(n,m)eNxN
oder
A A zam Toom) S Vn (9.22)
n,meNXN
Dann ist

im Zoom = Toooo -
m—0o0
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Beweis: Im Fall (9.21) ist fiir alle n,m € N
d( Tnoo » xnm) S Vm
Mithin ist fiir alle m € N

d(-roo<>07xoom): lim d(anO7xnm)SVm )

also strebt oo, gegen oo fiir m gegen oo.
Im Fall (9.22) gehen wir wie beim Beweis von 9.18 vor:
Fiir alle n,m € N ist

(Zoooo s Tnoo ) + A Tpoo , Tpm ) + A( Tnm » Toom )

d<xooooyxoom> d
A( Toooo s Tnoo ) + A Tpoo s Tom ) + Vn -

IAIA

Daher folgt
0 S hmsup d( Toooo 5 xoom) S d( L oooo -rnoo) + Un.

m—00

Da die rechte Seite n—tes Glied einer Nullfolge ist, folgt lim d( Zooeo ; Toom ) = 0.

m—0o0

q.e.d.

9.2 Normierte Raume

Bei einer Reihe von Beispielen metrischer Rdume, die im vergangenen Abschnitt
angegeben worden sind, handelt es sich um Vektorrdume tiber dem Korper K := R
oder K := C, und die angegebenen Metriken hatten die Eigenschaften, translati-
onsinvariant zu sein und im folgenden Sinn Streckungen zu respektieren: streckt
man zwei Vektoren mit einem Faktor A € K, so wird ihr Abstand um den Faktor
|A| gestreckt. Diese beiden Bedingungen bedeuten fiir die Metrik d:

d(z,y)=d(0,y—z) ; d(iv,\y)=[Nd(z,y).

Der Abstand zweier Punkte berechnet sich also als Abstand des Differenzvektors
zum Nullpunkt oder als "Lange des Differenzvektors”.

Definition 9.30 FEin normierter Raum ist ein reeller oder komplexer Vektor-
raum X — K bezeichne den Grundkérper — , auf dem eine Norm erkldrt ist.
Das ist eine Abbildung ||| : X — R mit den Eigenschaften
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® A(lzl=0s2z=0),

zeX

(i) A A [zl =[]l

zeX AeK

(i) Az +yll <l + 1yl -

z,yeX
Wir schreiben meistens X oder (X, || -]||) statt der korrekteren Schreibweise
(Xv—‘f_v ) H ) H)
Indem man in (iii) y := —x setzt und (ii) beachtet, erhélt man
AN = (9.23)
rzeX

(iii) nennt man wieder "die Dreiecksungleichung”; wegen (i) zusammen mit (9.23)
nennt man || - || "positiv definiert”, und (ii) nennt man die Homogenitit der Norm.

Der Beweis des folgenden Satzes ist sehr einfach, und wir wollen ihn hier nicht
ausfiihren:

Satz 9.31 Durch
d: XxX — R, (z,y) — |z -y

ist im normierten Raum (X , || -||) eine Metrik definiert, die natirliche Metrik
des normierten Raumes (X, || -] ).

Alle Begriffe, die in Abschnitt 9.1 fiir metrische Rdume eingefiihrt worden sind,
sind auch auf normierten Rdumen erklart, in denen man sich die natiirliche Metrik
als Metrik eingefiihrt denkt.

Beispiele 9.32 Mitp e [1, co] fiir x € KV sei

N 1/p
(Z ]xn]p> , falls p < oo
x|, ==

n=1
max |z, | , falls p=oo.

| |l st eine Norm auf KY. Insbesondere die Dreiecksungleichung ist genau die
Minkowski-Ungleichung (Korollar 6.25). Statt (KN ||| - ||,) schreibt man oft

l,(N) oder [,(N,K).
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Ist X ein normierter und M ein metrischer Raum, so ist
Cyo(M, X)

ein normierter Raum, wenn man zunéchst eine Vektorraumstruktur auf Cy( M, X )
durch

af +08g : M — X, m +— af(m)+ 8g(m)
fir a, 8 €K, f,g € Cy( M, X ) definiert und dann

[flloo := sup [[f(m)[| fir feC(M, X)
meM
als Norm einfiihrt. Hier ist || - || die Norm in X.

Definition 9.33 Ist der normierte Raum X mit seiner natirlichen Metrik voll-
standig, so nennt man X einen Banachraum (Stefan Banach, 1892 - 1945).

Beispiele fiir Banachrdume sind die Rédume Ip(N), N € N sowie Cy( M, X ), falls
M metrischer Raum und X Banachraum ist (siehe Satz 9.28.

Andererseits ist (mit einem kompakten Intervall ') der normierte Raum (C(I), || - ||2)

mit
Ife= (170 ar) "

kein Banachraum. Dazu gab es eine Ubungsaufgabe.

Typische Abbildungen zwischen Vektorrdumen sind die linearen Abbildungen.
Hat man es mit normierten Rdumen zu tun, interessieren besonders stetige lineare

Abildungen.

Satz 9.34 Seien X,Y normierte Riume tiber dem gleichen Korper K und ¢ :
X — Y eine lineare Abbildung (Es gilt also p(au+ Bv) = ap(u) + Bp(v) fir
alle u,v € X, aff € K). Dann sind dquivalent

(1) ¢ ist stetig

(ii) Es gibt einen Punkt x € X, in dem ¢ stetig ist
(iii) ¢ ist stetig in 0

iv) V. A @)y <Clllx.

C>0 zeX
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(v) sup{fle(@)[ly: = € 51(0)} < o0,

Beweis:

(i) = (ii) ist klar.

(ii) = (iii): Ist € > 0 vorgegeben, so existiert 6 > 0 mit p(Us(x)) C U.(¢(x)).
Dann aber ist

©(Us(0)) = o(Us(x) — ) = p(Us(x)) — p(z) C U(p(x)) — p(x)
— U.(0) .

(i) = (iv): Zu € := 1 existiert 6 > 0 mit p(Us(0)) C Ui (¢(0)) = U1(0). Ist nun
r e X, x+#0,so ist

o

1= §||x]|_1x € Us(0) .

Folglich ist
2 N
le@@)lf = lle(G5lllD2)]
2 A 2
= slzllle@) < 52l -

Also gilt (iv) mit C' := 2/0.
(iv) = (v) ist unmittelbar klar
(v) = (i): Mit

v = sup{||e(x)|ly: z € S1(0) C X} .
gilt fiir alle z € X

leI < Al=l -

Dies ist richtig fiir z = 0, und fiir z # 0 ist

le()lE = NIzl lle (Nl 2)1 < All=] -

Strebt nun die Folge (x,)nen in X gegen ein vorgelegtes = € X, so gilt

lp(zn) = (@) = llp(zn = )| < 20 — 2] — 0.

q.e.d.
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Korollar 9.35 Sei X normierter Raum und N € N. Jede lineare Abbildung von
lo(N) nach X ist stetig.

Beweis: Ist ey, ..., ey ein Orthonormalsystem in lo(N) und ¢ : lH(N) — X
N
linear, so gilt fiir jedes u := ) ppen:
n=1
N

H(p | = H ZMN@O en Z Mn| HQO en)|

n=1

< (;uf)l (i lio(en H2> :

= Cllu]

mit = (& ||¢<en>||2)”2.

q.e.d.

Man kann auf einem gegebenen Vektorraum verschiedene Normen einfiithren. Zum
Beispiel ist [,(N) mit p € [1, co] stets der Vektorraum KV, aber mit den ver-
schiedenen Normen || - ||,. Méglicherweise erzeugen aber alle diese Normen den
gleichen Konvergenzbegriff und die gleichen offenen oder abgeschlossenen Men-
gen. Dies ist der Fall, wenn sie dquivalent sind:

Definition 9.36 Seien X ein Vektorraum diber K und || - || und | - | Normen
auf X, also Abbildungen mit den Eigenschaften aus Definition 9.31(i — iii). Man
nennt die beiden Normen dquivalent, wenn Konstanten c_, cy > 0 existieren, so
dass fiir alle x € X gilt

el <lel < eslall . (9.24)

In der Tat wird hierdurch eine Aquivalenzrelation auf der Menge der Normen auf
X erklart. Zum Beispiel impliziert (9.24):

1 1
A Hal < Jlall < Hal
Cy C_
zeX

und gilt mit einer weiteren Norm || - ||

LV AN e Rt ) I

Y- y+>0  zeX



9.2. NORMIERTE RAUME 271
so folgt fiir alle x € X
cy-llell < flzll < eyl

Nun sind auf endlich dimensionalen Vektorrdumen alle Normen einander dquiva-
lent:

Satz 9.37 Ist X ein Vektorraum endlicher Dimension mit den Normen || - ||o
und || - |1, so sind [[ - |lo und || - [ dquivalent.
Beweis: || - ||; sei eine der beiden Normen || - ||p oder |- ||; und N sei die Dimension

des Raums X, welcher durch || ||; normiert sei. Es gibt dann eine lineare Bijektion
¢ : l3(N) — X , und diese ist nach Korollar 9.35 stetig. Setze

i == sup{[le(&)||: yi€ € 51(0) C la(N) .
Nun ist S1(0) C l(N) kompakt: Ist (£0),,cy eine Folge in Io(N) mit

N , 1/2
l€™) = (Z ‘ > =1,
j=1

e

so enthilt (£0)) eine Teilfolge (€7),,cy derart, dass (é‘f(")) firjedesi=1,...,N
konvergiert. Damit konvergiert auch (¢7),,cy in ly(N), und da S;(0) abgeschlos-
sen ist, liegt der Grenzwert in S;(0).

Durch f : 51(0) — R, & — [l@(§)|li wird eine stetige Abildung definiert,

~

und diese nimmt an einer Stelle & € S;(0) ihr Minimum an. Da ¢(&) # 0 ist, folgt
i v=min{[lp(&)[[i+ £ € S1(0) C lo(N)} > 0.

Ist nun x € X \ {0}, so gibt es ein £ € [5(N) \ {0} mit p(§) = =.

Aus

&

]l = lle @l = 1€ ||<P(|§|

i
folgt

Filléll < lzlls < Alléll
und damit

. Yo
zllo < Alléll < == ,
94!

Izl < 2l ;
Yo
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folglich:

N N
—llzllo < [lzfli < —ll=lo -
0 Yo

q.e.d.

Satz 9.38 Sind X,Y normierte Riume, mit Normen || - ||x und || - ||y, so ist
LIX,Y):={¢ : X — Y : ¢ stetig und linear} ein normierter Raum mit
der Norm

loll == sup lo(@)]y - (9.25)
z€S1(0)CX

Ist Y Banachraum, so auch L( X ,Y").

Beweis: Der Beweis soll nur skizziert werden. In der Tat ist £( X, Y ) ein Un-
tervektorraum von C'(X,Y’). Man weise selbst nach, dass durch (9.25) tatséchlich
eine Norm auf £( X, V') gegeben ist.

Wir zeigen, dass £( X, Y') vollsténdig ist, falls Y es ist. Hierzu benotigt man die
Ungleichung

AN le@l < ligl -l - (9.26)

PEL(X)Y) zEX

Diese Ungleichung ist fiir x = 0 trivial und folgt aus der Definition der Norm von
¢, wenn ||z|| = 1 ist. Fiir beliebiges x # 0 hat man schlieflich

o)l = [l ||<b(H H)II = [ - ||<b(H H)II < [loll -l -

Sei nun (¢,)nen eine Cauchyfolge in £(X,Y) und (v,)nen eine Nullfolge mit
|Onar — &nl| < vy, fiir alle n, k € N. Dann ist fiir jedes z € X und n,k € N

[@ntr(2) = On(2)| = [[(Dnsr — &) (2)]] < wanllz] -
Da Y vollstandig ist, ist durch

p: X — Y, z+— lim ¢,(x)
eine Funktion von X nach Y definiert. Man kann zeigen, dass diese linear und
stetig ist und der Grenzwert von (¢, )neny im normierten Raum £(X,Y).
q.e.d.
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9.3 Differentation in Banachraumen

In der linearen Algebra haben Sie lineare Abbildungen kennen gelernt. Fiir end-
lichdimensionale Réume sind alle linearen Abbildungen auch stetig. Wir definie-
ren in Analogie zu Definition 77:

Definition 9.39 Se:i Q) eine offene Teilmenge eines Banachraums X und
f:QCcX — Y

eine Funktion in dem Banachraum Y. [ heifit differenzierbar in T € €, wenn
eine stetige lineare Abbildung A € L( X ,Y') existiert, so dass fir alle x € Q gilt:

f(@+h) = f(Z) + Ah + |[hllxp(h) (9.27)

mit einer in O stetigen Funktion p : Us(0) — Y , die 6(0) = 0 erfillt.
Aus (77) erkennt man direkt:

Satz 9.40 Sind X,Y Banachriume,  C X offen und f : Q C X — Y
differenzierbar in T, so ist [ stetig in T.

Satz und Definition 9.41 Mit den Bezeichnungen aus Definiton 9.39:
Sind sowohl A als auch A Ableitung von f in Z, so ist A = A. Wir schreiben in
Zukunft f'(z) = A.

Beweis: Wir verwenden (9.27) mit h := r{, § € $1(0) und 0 < r < §: Sind A
und A Ableitung von f in Z, so folgt fur alle r € (0, ) und & € S;(0)

rAE +rp(ré) = rAL+rp(re)

mit p(r), p(r{) — 0 fur » — 0. Division durch r und Grenziibergang r gegen 0
liefert

A¢ = A¢

Da dies fiir jedes & € S;(0) gilt, folgt A = A.

Beispiele 9.42
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(i) X,Y seien Banachriume, § € Y. Dann ist die konstante Funktion
f: X —Y, 249
differenzierbar in jedem Punkt v € X und f'(x) =0, die Nullabbildung.

(i) IstAe L(X,Y)undf : X — Y, x — Az, soist f differenzierbar
(in jedem Punkt x € X ) und f'(z) = A.

(iii) Ist X Fuklidischer Raum mit Skalarprodukt (-, -), so ist
fi:XxX — R, (z,y) — (z,y)

differenzierbar in jedem Punkt (Z,7) € X x X.

Man beachte hier: Mit ||(a, b)|| := (||a||?+ [|b||*)"/? fir (a, b) € X x X ist
auch X x X ein Banachraum, und es gilt fir alle (x,y), h:= (§,n) € X x X

fle+& y+n)=(z,y)+(§, y)+(z,n)+ (& n)

= )+ A ) I e
wobel
A(E,m) = (& y)+(x,n)
und
lim ’ _ ‘ (€. ) < llllinl
(&, m)—o lICE T TCENR+ Tl Y21 = (N + lInlf*)*/2
< Sl ml—o.
Also st

ey (&, m) =z, n)+ (& y)
(iv) X wie oben und f : X — R, z +— ||z||*. Dann ist fiir h € X

fl@+h) =llz+n|* = [l +2(z, h) +[|hl|* = f(x)+2(z, h)+][A].
Daher f'(x)h =2(x, h) fir allex € X, h € X.

Der folgende Satz erlaubt, Ableitungen — sofern sie existieren — zu berechnen:
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Satz und Definition 9.43 Seien X,Y Banachriume tiber K, 2 C X offen und
f:QCX — Y seidifferenzierbar in x € . Dann gilt fir jedes ¢ € X

fla+1€) = ()

f'(x)€ = lim t
Den Grenzwert
d o flatt) - f(2)
(5 Dla) = lim HEE2

nennt man die Richtungsableitung von f in x zum Richtungsvektor &.

Beweis: Fiir geniigend kleines § > 0 und |t| < § ist

flz+18) = flx) +tf(2)§ + [l p(tS)
mit 15% p(t€) = 0. Daraus folgt die Behauptung.

Beispiele 9.44

(i) f: R® — R, x — exp(z17ycosx3)
Ist f differenzierbar in x, so wird die Ableitung f'(x) beschrieben durch eine
1 x 3-Matriz (ay, as, as), und zwar ist

B _{0 , fallsi #£ 3

a; = f'(x)e! mitel =6, = 1 fallsi = j
Nach Satz 9.43 ist

@)ed =tim 5 [+ 1) = f(2)] = 60

t—0

mat

0; 0 (=0,8) — R, t — flx+ted).
Wegen ¢1(t) = exp ((x1 + t)xg cosxy), pao(t) = exp (z1(x2 + ) cosxs) und
3(t) = exp (z122 cos(xs +t)) folgt

f'(x)et = zycosasf(x)

f'(x)e® = a1 cos s f(x)

fl(x)e® = —z1xgsinas f(x)

fl@)€ = (f'()e’, f'(z)e?, f'(x)e?) - ¢
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Gi) f: R — R?, 3 [exp (1 cos x5 sin x3) }

sin(xy + ) cos x3

. [#1;(0) : :

f’xejzl J mit ;i (t) := fi(x +te?)
= 2 (0= o +16)

also

[cos x5 sin 3 exp(z; cos T, sin z3)

Pl = | ]

cos(ry + x2) cos T3

fl(z)e? = [ —21 sin oy sin w3 exp (1 cos Ty sin 3)
B cos(xy + xa) cOS T3

F(2)e® = [ 1 cOS Ty cos T3 exp(1 cos 7o sin 13)
L — sin x3 cos(x1 + z2)

Dann wird fiir v € R? die Ableitung beziiglich der kanonischen Basis durch
die 2 x 3—Matriz

J(@) = (f'(z)e’, f(x)e?, f'(x)e?)

beschrieben.

Satz und Definition 9.45 Ist Q C RY offen und f : Q € RY — RM
differenzierbar in x € 0, so ist fiir £ € RY

ofi(x), ..., Onfi(z) &1
Py =| P N (9.28)
Ofu(z), .., Onfu(z) EN

mat
0ifi(x) == ]/z<0) mit  f;(t) .= fi(z —|—L‘ei) )
Die i-te Spalte dieser Matrix

0 f1(z)
Oif (x) = :
Oifu(x)

heifit i—te partielle Ableitung von f in x, und es gilt
1
0, (w) 1= lim 7 /(o + t€) — £ (o)

Die Matriz in (9.28) heifst “Jacobimatriz von f in x” (Carl Gustav Jacob Jacobi,
1804 - 1851) und wird mit J;(x) abgekiirzt.
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Wir wissen also nun, wie man die Ableitung zu berechnen hat, sofern sie existiert.
Unsere erste Aufgabe im folgenden Semester wird sein, an der Jacobimatrix able-
sen zu lernen, ob die vorgelegte Funktion in der Tat differenzierbar in x ist. Dann
namlich vermittelt die Jacobimatrix die Ableitung von f in z.

Wir beschlieffen diese Vorlesung mit der Einfiihrung des "Gradienten”. Das ist ein
Vektor, der fiir die Ableitung von f in x eine Interpretation gibt, sofern f eine
reellwertige Abbildung auf RY ist.

Bildet f eine Umgebung von 2 € RY nach R ab, und ist in # differenzierbar, so
gilt fiir alle ¢ € RV

&1
&2

fl(@)§ = (0:1f(2), 02f(2),...,0nf(2)) (9.29)

En
Diese Multiplikation einer (1 x N)-Matrix mit einem Vektor £ € RY ergibt ein

Element aus R!, also eine Zahl. Nun — und das ist direkt einsichtig — 1Rt sich
(9.29) auch schreiben in der Form

O f(z) S|

f@s=f o

On () N

wobei (-, -) das iibliche Skalarprodukt in RY bezeichnet.

)

Definition 9.46 Ist f : Q (offen) CRY — R differenzierbar in & € Q, so
heifst der Vektor

O f(
O f(

)
)

=

V)= :
Onf(Z)

der Gradient von f in .

Wir haben gesehen, dass f'(%)¢ nichts anderes ist, als die Richtungsableitung
von f in Richtung von &. Ist nun ¢ ein Einheitsvektor, so liefert die Cauchy-
Schwarzsche Ungleichung (Korollar 6.24 mit p = ¢ = 2) die Abschétzung

f@E< V@) - (9-30)

Ist Vf(z) # 0, so gilt in Abschitzung (9.30) genau dann Gleichheit, wenn £ =
IV f(2)|"" Vf(#) ist. Also weist der Vektor Vf(#) in die Richtung der groRten
Richtungsableitung, und sein Betrag ist die grofste Richtungsableitung.
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