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ÔÓÍÊÖÈÎÍÀËÜÍÛÅ ÀÏÎÑÒÅÐÈÎÐÍÛÅ ÎÖÅÍÊÈ
ÏÎÃÐÅØÍÎÑÒÈ ÄËß ÝËËÈÏÒÈ×ÅÑÊÈÕ ÇÀÄÀ×

ÂÎ ÂÍÅØÍÈÕ ÎÁËÀÑÒßÕ

Ïîëó÷åíû âû÷èñëèìûå ãàðàíòèðîâàííûå âåðõíèå îöåíêè ðàçíîñòè ìåæäó òî÷íûì è ïðè-
áëèæåííûì ðåøåíèÿìè âíåøíåé êðàåâîé çàäà÷è äëÿ ëèíåéíîãî ýëëèïòè÷åñêîãî óðàâíåíèÿ.
Àíàëèç îñíîâàí íà ÷èñòî ôóíêöèîíàëüíîì ïîäõîäå è íå ïðèâëåêàåò ñïåöèôè÷åñêèå ñâîé-
ñòâà ìåòîäà àïïðîêñèìàöèè, ïîýòîìó îöåíêè, ïîëó÷åííûå â äàííîé ñòàòüå, ïðèìåíèìû ê
ëþáîìó ïðèáëèæåííîìó ðåøåíèþ èç ñîîòâåòñòâóþùåãî ýíåðãåòè÷åñêîãî ïðîñòðàíñòâà. Òà-
êèå îöåíêè (íàçûâàåìûå òàêæå ìàæîðàíòàìè ïîãðåøíîñòè ôóíêöèîíàëüíîãî òèïà) ïîëó-
÷åíû ðàíåå äëÿ çàäà÷ â îãðàíè÷åííûõ îáëàñòÿõ ïðîñòðàíñòâà RN . Áèáëèîãðàôèÿ: 4 íàçâ.
Èëëþñòðàöèè: 1 ðèñ.

1. Ââåäåíèå

Öåëüþ íàøèõ èññëåäîâàíèé ÿâëÿåòñÿ ðàçðàáîòêà ìåòîäà âûâîäà ãàðàíòèðîâàííûõ è âû÷èñëèìûõ
âåðõíèõ îöåíîê ðàçíîñòè ìåæäó òî÷íûì ðåøåíèåì u ýëëèïòè÷åñêîé êðàåâîé çàäà÷è âî âíåøíåé
îáëàñòè è ëþáîé àïïðîêñèìàöèè èç ñîîòâåòñòâóþùåãî ýíåðãåòè÷åñêîãî ïðîñòðàíñòâà. Çàìåòèì,
÷òî òàêèå îöåíêè (íàçûâàåìûå òàêæå ìàæîðàíòîìà ïîãðåøíîñòè ôóíêöèîíàëüíîãî òèïà) áûëè
ïîëó÷åíû äëÿ çàäà÷ â îãðàíè÷åííûõ îáëàñòÿõ ïðîñòðàíñòâà RN â [2, 3].

Ìåòîä äåìîíñòðèðóåòñÿ íà ïðèìåðå ýëëèïòè÷åñêîé çàäà÷è
− div A∇u = f, â Ω, (1.1)

u|γ = g, íà γ := ∂Ω. (1.2)
Ïðåäïîëîæèì, ÷òî Ω ⊂ RN , N > 1, � âíåøíÿÿ îáëàñòü, ò.å. RN \Ω êîìïàêòíî è èìååò ëèïøèöåâó
íåïðåðûâíóþ ãðàíèöó γ (ñì. ðèñ. 1).

Â ñòàòüå èñïîëüçóþòñÿ âåñîâûå ôóíêöèîíàëüíûå ïðîñòðàíñòâà Ëåáåãà

L2
s(Ω) :=

{
ϕ | ρsϕ ∈ L2(Ω)

}
, s ∈ R,
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Ðèñ. 1. Âíåøíÿÿ îáëàñòü Ω ñ èñêóññòâåííîé ãðàíèöåé Γ.

ãäå ρ := (1 + r2)1/2 è r(x) := |x| � ðàäèóñ-âåêòîð, L2
s(Ω) � ãèëüáåðòîâî ïðîñòðàíñòâî ñî

ñêàëÿðíûì ïðîèçâåäåíèåì

〈ϕ,ψ〉s,Ω := 〈ρsϕ, ρsψ〉Ω :=
∫

Ω

ρ2sϕψ dλ,

ãäå ϕ è ψ ïðèíàäëåæàò L2
s(Ω) è λ � ìåðà Ëåáåãà. Ñîîòâåòñòâóþùèå íîðìû îáîçíà÷àþòñÿ

||ϕ||s,Ω = ||ρsϕ||Ω. Åñëè s = 0, òî L2
s(Ω) ñîâïàäàåò ñ îáû÷íûì ïðîñòðàíñòâîì Ëåáåãà L2(Ω). Äëÿ

óïðîùåíèÿ èçëîæåíèÿ òî æå îáîçíà÷åíèå èñïîëüçóåòñÿ äëÿ ïðîñòðàíñòâ âåêòîð-ôóíêöèé. Êðîìå
òîãî, ââåäåì âåñîâîå ïðîñòðàíñòâî Ñîáîëåâà

H1
−1(Ω) :=

{
ϕ ∈ L2

−1(Ω) | ∇ϕ ∈ L2(Ω)
}

.

Ýòî ãèëüáåðòîâî ãèëüáåðòîâî îòíîñèòåëüíî ñêàëÿðíîãî ïðîèçâåäåíèÿ

(ϕ,ψ) 7→ 〈ϕ,ψ〉−1,Ω + 〈∇ϕ,∇ψ〉Ω .

Îáîçíà÷èì ÷åðåç
◦
H1
−1(Ω) çàìûêàíèå ïðîñòðàíñòâà

◦
C∞(Ω) ôèíèòíûõ ôóíêöèé ïî íîðìå H1

−1(Ω).
Ïðè ðàññìîòðåíèè ïðîñòðàíñòâ Ñîáîëåâà â îãðàíè÷åííûõ îáëàñòÿõ ìû èñïîëüçóåì îáû÷íûå
(íåâåñîâûå) L2-ñêàëÿðíûå ïðîèçâåäåíèÿ è L2-íîðìû.

Ïðè ðàçìåðíîñòè N > 3 òåîðèÿ ðàçðåøèìîñòè äëÿ çàäà÷è (1.1)�(1.2) îñíîâàíà íà âåñîâîé
îöåíêå Ïóàíêàðå � Ôðèäðèõñà (ñì. ñëåäñòâèå 4.2 (i) è çàìå÷àíèå 4.3 â ïðèëîæåíèè)

||ϕ||−1,Ω 6 2
N − 2

||∇ϕ||Ω ∀ϕ ∈
◦
H1
−1(Ω), (1.3)

ëåììå Ëàêñà � Ìèëüãðàìà è, ïðè íåîáõîäèìîñòè, àäåêâàòíîì îïåðàòîðå ïðîäîëæåíèÿ äëÿ ãðà-
íè÷íûõ äàííûõ. Ïóñòü uγ � ôóíêöèÿ èç H1

−1(Ω), óäîâëåòâîðÿþùàÿ ãðàíè÷íîìó óñëîâèþ (1.2).
Ñëàáîå ðåøåíèå u ∈

◦
H1
−1(Ω) + uγ ⊂ H1

−1(Ω) çàäà÷è (1.1)�(1.2) òîãäà îïðåäåëÿåòñÿ âàðèàöèîííîé
ïîñòàíîâêîé

〈A∇u,∇w〉Ω = 〈f, w〉Ω ∀w ∈
◦
H1
−1(Ω). (1.4)
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Â ñèëó (1.3) ëåâàÿ ÷àñòü (1.4) ÿâëÿåòñÿ ñèëüíî êîýðöèòèâíîé ïîëóòîðàëèíåéíîé ôîðìîé íàä
◦
H1
−1(Ω), åñëè âåùåñòâåííàÿ ìàòðè÷íàÿ ôóíêöèÿ A èçìåðèìà, îãðàíè÷åíà ïî÷òè âñþäó, ñèììåò-

ðè÷íà è ðàâíîìåðíî ñèëüíî ýëëèïòè÷åñêàÿ, ò.å.

∃ cA > 0 ∀ ξ ∈ RN ∀x ∈ Ω cA|ξ|2 6 A(x)ξ · ξ. (1.5)

Åñëè f ∈ L2
1(Ω), òî â ñèëó íåðàâåíñòâà Êîøè � Øâàðöà ïðàâàÿ ÷àñòü (1.4) ÿâëÿåòñÿ ëèíåéíûì

íåïðåðûâíûì ôóíêöèîíàëîì íà
◦
H1
−1(Ω). Òàêèì îáðàçîì, ïðè ñäåëàííûõ ïðåäïîëîæåíèÿõ çàäà÷à

(1.4) îäíîçíà÷íî ðàçðåøèìà â
◦
H1
−1(Ω) + uγ â ñèëó ëåììû Ëàêñà � Ìèëüãðàìà.

Â ñëó÷àå N = 1, 2 ðàññóæäåíèÿ òàêèå æå, íî ñ íåêîòîðîé ìîäèôèêàöèåé (1.3). Ïðè N = 1 è,
íàïðèìåð, Ω ⊂ R+ ââèäó ñëåäñòâèÿ 4.2 (iii) è çàìå÷àíèÿ 4.3 èìååì

||ϕ||−1,Ω 6 2 ||ϕ′||Ω ∀ϕ ∈
◦
H1
−1(Ω). (1.6)

Ïîýòîìó ïîëó÷àåì ðàçðåøèìîñòü ïðè íåçíà÷èòåëüíûõ îãðàíè÷åíèÿõ íà Ω, êîòîðûå ëåãêî óñòðà-
íèòü ïðè ïîìîùè ñäâèãîâ. Â ñëó÷àå N = 2 ñèíãóëÿðíîñòè îêàçûâàþòñÿ áîëåå ñèëüíûìè, êðîìå
òîãî ñëåäóåò èñïîëüçîâàòü ëîãàðèôìè÷åñêèå ÷ëåíû. Â ñèëó ñëåäñòâèÿ 4.2 (ii) è çàìå÷àíèÿ 4.3
äëÿ îáëàñòåé Ω ⊂ R2 òàêèõ, ÷òî äîïîëíåíèå R2 \ Ω ñîäåðæèò åäèíè÷íûé øàð, èìååì

||ϕ/(r ln r)||Ω 6 2 ||∇ϕ||Ω ∀ϕ ∈
◦
H1
−1,ln(Ω), (1.7)

ãäå
H1
−1,ln(Ω) :=

{
ϕ | ϕ/(r ln r),∇ϕ ∈ L2(Ω)

}

ÿâëÿåòñÿ ãèëüáåðòîâûì ïðîñòðàíñòâîì ñ åñòåñòâåííûì ñêàëÿðíûì ïðîèçâåäåíèåì

(ϕ,ψ) 7→ 〈ϕ/(r ln r), ψ/(r ln r)〉Ω + 〈∇ϕ,∇ψ〉Ω
è, êàê è âûøå,

◦
H1
−1,ln(Ω) îáîçíà÷àåò çàìûêàíèå

◦
C∞(Ω) â íîðìå ïðîñòðàíñòâà H1

−1,ln(Ω). Ñëåäî-
âàòåëüíî, äëÿ âñåõ f òàêèõ, ÷òî r ln rf ∈ L2(Ω) è uγ èç H1

−1,ln(Ω), óäîâëåòâîðÿþùåé ãðàíè÷íîìó
óñëîâèþ (1.2) èìååì åäèíñòâåííîå ðåøåíèå u êëàññà

◦
H1
−1,ln(Ω) + uγ .

Ïîäâåäåì èòîã âûøåïðèâåäåííûõ ðåçóëüòàòîâ â ñëåäóþùåé òåîðåìå.

Òåîðåìà 1.1. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî N > 3, f ∈ L2
1(Ω) è uγ ∈ H1

−1(Ω) óäîâëåòâîðÿþò ãðà-
íè÷íîìó óñëîâèþ (1.2). Òîãäà âíåøíÿÿ êðàåâàÿ çàäà÷à (1.1)�(1.2) îäíîçíà÷íî ñëàáî ðàçðåøèìà â
◦
H1
−1(Ω) + uγ . Îïåðàòîð ðåøåíèÿ íåïðåðûâåí.

Ââèäó âûøåñêàçàííîãî ìîæíî òàêæå óñòàíîâèòü ñóùåñòâîâàíèå ñëàáûõ ðåøåíèé â ñîîòâåò-
ñòâóþùèõ ïðîñòðàíñòâàõ ïðè N = 1, 2.

Çàìå÷àíèå 1.2. Ìîæíî îïèñàòü áîëåå ïîäðîáíî ãðàíè÷íûå äàííûå g, ïðîäîëæàþùèå uγ .
Èçâåñòíî, ÷òî â ñëó÷àå îãðàíè÷åííîé îáëàñòè ñóùåñòâóåò îãðàíè÷åííûé ëèíåéíûé îïåðàòîð ñëå-
äà è ñîîòâåòñòâóþùåé îãðàíè÷åííûé ëèíåéíûé îïåðàòîð ïðîäîëæåíèÿ (ïðàâûé îáðàòíûé), îòîá-
ðàæàþùèé H1(Ω) â H1/2(γ) è íàîáîðîò. Ïîýòîìó ñ ïîìîùüþ ñóæåíèÿ ïîëó÷àåì îãðàíè÷åííûé
ëèíåéíûé îïåðàòîð ñëåäà

τγ : H1
−1(Ω) → H1/2(γ)

è ñ ïîìîùüþ ïðîäîëæåíèÿ è òåõíèêè ñðåçîê ïîëó÷àåì îãðàíè÷åííûé ëèíåéíûé îïåðàòîð ïðî-
äîëæåíèÿ

E : H1/2(γ) → H1
−1(Ω)

äëÿ íàøåé âíåøíåé îáëàñòè Ω, êîòîðûé îòîáðàæàåò äàæå íà ôóíêöèè ñ (ïðîèçâîëüíî òîíêèì)
êîìïàêòíûì íîñèòåëåì. Êàê è â ñëó÷àå îãðàíè÷åííîé îáëàñòè, E ÿâëÿåòñÿ ïðàâûì îáðàòíûì äëÿ
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τγ . Òîãäà ìîæíî óòî÷íèòü g ∈ H1/2(γ) è uγ := Eg ∈ H1
−1(Ω), à òàêæå âàðèàöèîííóþ ïîñòàíîâêó

äëÿ u = ũ + Eg: Íàéòè ũ ∈
◦
H1
−1(Ω) òàêóþ, ÷òî

B(ũ, w) := 〈A∇ũ,∇w〉Ω = 〈f, w〉Ω − 〈A∇Eg,∇w〉Ω =: F (w) ∀w ∈
◦
H1
−1(Ω).

Íàêîíåö, ââåäåì ãèëüáåðòîâî ïðîñòðàíñòâî
D(Ω) :=

{
ϕ ∈ L2(Ω) | div ϕ ∈ L2

1(Ω)
}

îòíîñèòåëüíî êàíîíè÷åñêîãî ñêàëÿðíîãî ïðîèçâåäåíèÿ
(ϕ,ψ) 7→ 〈ϕ,ψ〉Ω + 〈div ϕ,div ψ〉1,Ω .

2. Âåðõíèå îöåíêè îòêëîíåíèÿ îò òî÷íîãî ðåøåíèÿ â ðàçìåðíîñòÿõ N > 3

Ïóñòü v � ïðèáëèæåíèå u ∈
◦
H1
−1(Ω) + uγ ⊂ H1

−1(Ω), ãäå v ïðåäïîëàãàåòñÿ ëèøü èç êëàññà
H1
−1(Ω), ïîñêîëüêó ãðàíè÷íîå óñëîâèå íå îáÿçàòåëüíî áóäåò âûïîëíÿòüñÿ â òî÷íîì ñìûñëå. Íàøà

öåëü ñîñòîèò â âûâîäå âåðõíèõ îöåíîê ðàçíîñòè ìåæäó ∇u è ∇v â òåðìèíàõ íîðìû

||ϕ||A,Ω :=
∣∣∣
∣∣∣A1/2ϕ

∣∣∣
∣∣∣
Ω

= 〈Aϕ,ϕ〉1/2
Ω .

Èñïîëüçóÿ (1.4), ïîëó÷àåì äëÿ âñåõ w ∈
◦
H1
−1(Ω)

〈A∇(u− v),∇w〉Ω = 〈f, w〉Ω − 〈A∇v,∇w〉Ω . (2.1)

Ïðåæäå âñåãî îòìåòèì äâà ïîëåçíûõ óòâåðæäåíèÿ.

Òåîðåìà 2.1. Ïóñòü u, v ∈ H1
−1(Ω) òàêèå æå, êàê âûøå. Êðîìå òîãî, ïóñòü Φ � ëèíåéíûé

íåïðåðûâíûé ôóíêöèîíàë íàä
◦
H1
−1(Ω) è cΦ > 0 òàêîå, ÷òî äëÿ âñåõ w ∈

◦
H1
−1(Ω)

〈A∇(u− v),∇w〉Ω = Φ(w) 6 cΦ ||∇w||A,Ω .

Òîãäà
||∇(u− v)||A,Ω 6 cΦ + 2 ||∇(û− v̂)||A,Ω (2.2)

äëÿ âñåõ û, v̂ ∈ H1
−1(Ω) òàêèõ, ÷òî û− v̂ ñîâïàäàåò ñ u−v íà ãðàíèöå γ. Åñëè, êðîìå òîãî, u−v

ïðèíàäëåæèò
◦
H1
−1(Ω), òî

||∇(u− v)||A,Ω 6 cΦ. (2.3)

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïîëîæèì

w := u− v − (û− v̂) ∈
◦
H1
−1(Ω).

Â ñèëó íåðàâåíñòâà Êîøè � Øâàðöà

||∇w||2A,Ω = 〈A∇(u− v),∇w〉Ω − 〈A∇(û− v̂),∇w〉Ω 6
(
cΦ + ||∇(û− v̂)||A,Ω

)
||∇w||A,Ω

è òåì ñàìûì
||∇w||A,Ω 6 cΦ + ||∇(û− v̂)||A,Ω .

Â ñèëó íåðàâåíñòâà òðåóãîëüíèêà ïîëó÷àåì (2.2). Çàìåòèì, ÷òî (2.3) òðèâèàëüíî, òàê êàê ìîæíî
ïîëîæèòü w := u− v, ò.å. û := v̂ := 0. ¤

Ìîæíî óòî÷íèòü ðåçóëüòàò, èñïîëüçóÿ îïåðàòîðû ñëåäà è ïðîäîëæåíèÿ èç çàìå÷àíèÿ 1.2.
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Ñëåäñòâèå 2.2. Ïóñòü âûïîëíåíû óñëîâèÿ òåîðåìû 2.1. Òîãäà

||∇(u− v)||A,Ω 6 cΦ + 2 ||∇E(g − τγv)||A,Ω 6 cΦ + 2cγ ||g − τγv||
H1/2(γ)

,

ãäå cγ > 0 � êîíñòàíòà â íåðàâåíñòâå

||∇Eϕ||A,Ω 6 cγ ||ϕ||H1/2(γ)
∀ϕ ∈ H1/2(γ). (2.4)

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïîëàãàÿ û := Eg è v̂ := Eτγv è èñïîëüçóÿ (2.4), ìû ïîëó÷èì òðåáóåìûå
íåðàâåíñòâà. Çàìåòèì, ÷òî (2.3) íåïîñðåäñòâåííî âûòåêàåò òàêæå èç ñëåäñòâèÿ. ¤

Â ñëåäóþùèõ ðàçäåëàõ ìû ââåäåì è ðàññìîòðèì èíûå ôóíêöèîíàëû Φ è ñîîòâåòñòâóþùèå
èì êîíñòàíòû cΦ.

2.1. Ïåðâàÿ îöåíêà. Äëÿ ëþáûõ y ∈ D(Ω) è w ∈
◦
H1
−1(Ω)

〈div y, w〉Ω + 〈y,∇w〉Ω = 0. (2.5)

Êîìáèíèðóÿ (2.1) è (2.5), äëÿ âñåõ w ∈
◦
H1
−1(Ω) è y ∈ D(Ω) ïîëó÷èì

〈A∇(u− v),∇w〉Ω = 〈f + div y, w〉Ω + 〈y −A∇v,∇w〉Ω =: Φ(w). (2.6)

Â ñèëó íåðàâåíñòâà Êîøè � Øâàðöà, (1.3) ïðè cN := 2/(N − 2) è (1.5) ìîæíî îöåíèòü ïðàâóþ
÷àñòü Φ(w) â (2.6) ñëåäóþùèì îáðàçîì:

|〈f + div y, w〉Ω| 6 ||f + div y||1,Ω ||w||−1,Ω 6 cN ||f + div y||1,Ω ||∇w||Ω
6 cN√

cA
||f + div y||1,Ω ||∇w||A,Ω , (2.7)

|〈y −A∇v,∇w〉Ω| 6 ||y −A∇v||A−1,Ω ||∇w||A,Ω . (2.8)

Â ñèëó ñëåäñòâèÿ 2.2 ïîëó÷àåì òàêîé ðåçóëüòàò.

Ïðåäëîæåíèå 2.3. Ïóñòü u è v òàêèå æå, êàê â òåîðåìå 2.1. Òîãäà

||∇(u− v)||A,Ω 6 cN√
cA
||f + div y||1,Ω + ||y −A∇v||A−1,Ω + 2cγ ||g − τγv||

H1/2(γ)
, (2.9)

ãäå y � ïðîèçâîëüíîå âåêòîðíîå ïîëå â D(Ω).

Çàìå÷àíèå 2.4. Åñëè v óäîâëåòâîðÿåò çàäàííîìó ãðàíè÷íîìó óñëîâèþ, òî èç (2.9) ñëåäóåò

||∇(u− v)||A,Ω 6 cN√
cA
||f + div y||1,Ω + ||y −A∇v||A−1,Ω . (2.10)

Îöåíêè (2.9) è (2.10)) ïîêàçûâàþò, ÷òî îòêëîíåíèÿ îò òî÷íûõ ðåøåíèé âíåøíèõ êðàåâûõ çàäà÷
èìååò òàêóþ æå ñòðóêòóðó, êàê è â ñëó÷àå çàäà÷ â îãðàíè÷åííûõ îáëàñòÿõ, à èìåííî îíè ñîäåðæàò
âåñîâûå íåâÿçêè îñíîâíûõ ñîîòíîøåíèé ñ âåñàìè, çàäàííûìè êîíñòàíòàìè â ñîîòâåòñòâóþùèõ
íåðàâåíñòâàõ âëîæåíèÿ.
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2.2. Âòîðàÿ îöåíêà. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî Ω ðàçëàãàåòñÿ íà äâå ïîäîáëàñòè Ωi è Ωe ñ ãðà-
íèöåé Γ := ∂Ωe (ñì. ðèñ. 1) è ïîëÿ y ∈ D(Ω) óäîâëåòâîðÿþò ñëåäóþùåìó ñîîòíîøåíèþ â òî÷íîì
ñìûñëå:

div y + f = 0 in Ωe. (2.11)

Â ÷àñòíîñòè, òàêàÿ ñèòóàöèÿ ìîæåò âîçíèêíóòü, åñëè f èìååò êîìïàêòíûé íîñèòåëü è y ïðåäñòà-
âèìî (âî âíåøíåé îáëàñòè Ωe) Êàê ëèíåéíàÿ êîìáèíàöèÿ ñîëåíîèäàëüíûõ ïîëåé, çàòóõàþùèõ
íà áåñêîíå÷íîñòè. Â ýòîì ñëó÷àå îöåíêà èç ïðåäëîæåíèÿ 2.3 îêàçûâàåòñÿ òðèâèàëüíî ñëåäóþùåé
îöåíêîé:

||∇(u− v)||A,Ω 6 co ||f + div y||Ωi
+ ||y −A∇v||A−1,Ω + 2cγ ||g − τγv||

H1/2(γ)
(2.12)

äëÿ âñåõ y ∈ D(Ω), óäîâëåòâîðÿþùèõ (2.11), ãäå âåñîâàÿ êîíñòàíòà èìååò âèä

co :=
cN (1 + ||r||∞,Ωi

)
√

cA
, (2.13)

÷òî âûòåêàåò íåïîñðåäñòâåííî èç íåðàâåíñòâ
||f + div y||1,Ω = ||f + div y||1,Ωi

6 |ρ|∞,Ωi
||f + div y||Ωi

6 (1 + |r|∞,Ωi
) ||f + div y||Ωi

.

Îäíàêî ìû ìîæåì òàêæå âûâåñòè äðóãóþ îöåíêó. Çàïèøåì (2.7) è âîñïîëüçóåìñÿ íåðàâåíñòâîì
Êîøè � Øâàðöà â Ωi

|〈f + div y, w〉Ω| =
∣∣〈f + div y, w〉Ωi

∣∣ 6 ||f + div y||Ωi
||w||Ωi

(2.14)

è îöåíêîé

||w||Ωi
6 cΩi ||∇w||Ωi

6 cΩi√
cA
||∇w||A,Ω , (2.15)

ãäå cΩi îáîçíà÷àåò êîíñòàíòó èç íåðàâåíñòâà Ïóàíêàðå � Ôðèäðèõñà, àññîöèèðîâàííóþ ñ îãðà-
íè÷åííîé îáëàñòüþ Ωi, ò.å. íàèëó÷øàÿ êîíñòàíòà íåðàâåíñòâà

||ϕ||Ωi
6 cΩi ||∇ϕ||Ωi

∀ϕ ∈
{

ψ ∈ H1(Ωi) | τ∂Ωiψ|γ = 0 íà γ
}

,

ãäå τ∂Ωi
: H1(Ωi) → H1/2(∂Ωi) îáîçíà÷àåò îïåðàòîð ñëåäà. Â ýòîì ñëó÷àå ìû îïÿòü ïîëó÷àåì

(2.12), íî òåïåðü ñ (îïòèìàëüíîé) âåñîâîé êîíñòàíòîé

co :=
cΩi√
cA

. (2.16)

Çàìåòèì, ÷òî êîíñòàíòó (2.13) ìîæíî òàêæå ïîëó÷èòü ñ ïîìîùüþ (2.7) è (2.14), çàìåíèâ îöåíêó
(2.15) ñëåäóþùåé:

||w||Ωi
6 (1 + |r|∞,Ωi) ||w||−1,Ωi

6 (1 + |r|∞,Ωi) ||w||−1,Ω 6 cN√
cA

(1 + |r|∞,Ωi) ||∇w||A,Ω .

Ñóììèðóÿ ñêàçàííîå, ïîëó÷àåì âòîðóþ àïîñòåðèîðíóþ îöåíêó

Ïðåäëîæåíèå 2.5. Äëÿ âñåõ y ∈ D(Ω) ñ (2.11)

||∇(u− v)||A,Ω 6 co ||f + div y||Ωi
+ ||y −A∇v||A−1,Ω + 2cγ ||g − τγv||

H1/2(γ)
,

ãäå co îïðåäåëåíî ëèáî (2.13), ëèáî (2.16).
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Çàìå÷àíèå 2.6. Â îáùåì ñëó÷àå, ÷èñëî cΩi áóäåò ìåíüøå è òåì ñàìûì ïîëó÷àåì îöåí-
êó ëó÷øå, ÷åì cN (1 + ||r||∞,Ωi

). Ñ äðóãîé ñòîðîíû, ÷èñëî cN (1 + ||r||∞,Ωi
)/
√

cA ÿâëÿåòñÿ ëåãêî
âû÷èñëèìîé âåðõíåé îöåíêîé äëÿ íàèëó÷øåé èç âîçìîæíûõ êîíñòàíò co.

2.3. Òðåòüÿ îöåíêà. Ïóñòü yi è ye � ñóæåíèÿ íåêîòîðîãî y ∈ L2(Ω) íà Ωi è Ωe ñîîòâåò-
ñòâåííî. Ïðåäïîëàãàÿ, ÷òî yi ∈ D(Ωi) è ye ∈ D(Ωe), íî íå îáÿçàòåëüíî y ∈ D(Ω), âîñïîëüçóåìñÿ
óðàâíåíèÿìè

〈yi,∇w〉Ωi
+ 〈div yi, w〉Ωi

= 〈τn,Γyi, τΓw〉Γ , (2.17)

〈ye,∇w〉Ωe
+ 〈div ye, w〉Ωe

= −〈τn,Γye, τΓw〉Γ , (2.18)

êîòîðûå âûïîëíåíû äëÿ âñåõ w ∈
◦
H1
−1(Ω) è â ñìûñëå ñëåäîâ τΓ : H1

−1(Ω) → H1/2(Γ) è τn,Γ :
D(Ωi) → H−1/2(Γ) ñîîòâåòñòâåííî τn,Γ : D(Ωe) → H−1/2(Γ). Ñåé÷àñ ìû ïðåäïîëàãàåì, ÷òî Γ
ëèïøèöåâà (÷òîáû ãàðàíòèðîâàòü, ÷òî ñëåäû îïðåäåëåíû êîððåêòíî). Îáîçíà÷èì ÷åðåç 〈ϕ,ψ〉Γ
äâîéñòâåííîñòü ìåæäó H−1/2(Γ) è H1/2(Γ). Íàïîìíèì, ÷òî íîðìàëè ñëåäîâ τn,Γyi è τn,Γye èìåþò
ñëàáûå ïîâåðõíîñòíûå äèâåðãåíöèè â H−1/2(Γ). Åñëè y ∈ D(Ω), òî div yi = div y â Ωi è div ye =
div y â Ωe. Ïîýòîìó â ðàññìàòðèâàåìîì ñëó÷àå, ñêëàäûâàÿ (2.17) è (2.18), ïîëó÷àåì

〈τn,Γyi − τn,Γye, τΓw〉Γ = 〈y,∇w〉Ωi
+ 〈div y, w〉Ω = 0

äëÿ âñåõ w ∈
◦
H1
−1(Ω) â ñèëó (2.5). Ïîýòîìó

τn,Γyi = τn,Γye

äëÿ âñåõ y ∈ D(Ω) ââèäó ñþðúåêòèâíîñòè τΓ.
×òîáû íàéòè Φ, êàê â (2.6), ìû ïîäñòàâèì (2.17), (2.18) âìåñòî (2.5) â (2.1). Òîãäà ïîëó÷àåì

〈A∇(u− v),∇w〉Ω = 〈f + div yi, w〉Ωi
+ 〈f + div ye, w〉Ωe

+ 〈y −A∇v,∇w〉Ω + 〈τn,Γye − τn,Γyi, τΓw〉Γ =: Φ(w). (2.19)

Òðåòèé ÷ëåí â Φ(w) áóäåò îöåíèâàòüñÿ ÷åðåç (2.8), à äëÿ ïîñëåäíåãî ÷ëåíà ìû ìîæåì âîñïîëü-
çîâàòüñÿ íåïðåðûâíîñòüþ îïåðàòîðà ñëåäà τΓ â êîìáèíàöèè ñ îöåíêîé Ïóàíêàðå � Ôðèäðèõñà,
ò.å.

||τΓϕ||
H1/2(Γ)

6 cΓ ||∇ϕ||A,Ω ∀ϕ ∈
◦
H1
−1(Ω). (2.20)

Òîãäà ∣∣〈τn,Γye − τn,Γyi, τγw〉Γ
∣∣ 6 ||τn,Γye − τn,Γyi||H−1/2(Γ)

||τΓw||
H1/2(Γ)

6 cΓ ||τn,Γye − τn,Γyi||H−1/2(Γ)
||∇w||A,Ω . (2.21)

Äëÿ îöåíêè âòîðîãî ÷ëåíà â of Φ(w) ìû îïÿòü âîñïîëüçóåìñÿ (1.3) è (1.5):

∣∣〈f + div ye, w〉Ωe

∣∣ 6 ||f + div ye||1,Ωe
||w||−1,Ωe

6 ||f + div ye||1,Ωe
||w||−1,Ω

6 cN√
cA
||f + div ye||1,Ωe

||∇w||A,Ω . (2.22)

Äëÿ ïåðâîãî (è ïîñëåäíåãî) ÷ëåíà â Φ(w) ó íàñ ïî ìåíüøåé ìåðå äâå âîçìîæíîñòè, êàê â
ï. 2.2, ïîëó÷åíèÿ îöåíêè

∣∣〈f + div yi, w〉Ωi

∣∣ 6 co ||f + div yi||Ωi
||∇w||A,Ω (2.23)
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ãäå co îïðåäåëåíî ëèáî (2.13), ëèáî (2.16).
Íàêîíåö, ñ ïîìîùüþ (2.19), (2.8), (2.21), (2.22), (2.23) ââèäó ñëåäñòâèÿ 2.2 ïîëó÷àåì òðåòüþ

îöåíêó.

Ïðåäëîæåíèå 2.7. Äëÿ âñåõ y ∈ L2(Ω) òàêèõ, ÷òî yi ∈ D(Ωi) è ye ∈ D(Ωe)

||∇(u− v)||A,Ω 6 co ||f + div yi||Ωi
+

cN√
cA
||f + div ye||1,Ωe

+ ||y −A∇v||A−1,Ω

+ cΓ ||τn,Γye − τn,Γyi||H−1/2(Γ)
+ 2cγ ||g − τγv||

H1/2(γ)
(2.24)

ãäå co âçÿòî èç ïðåäëîæåíèÿ 2.5. Ïðàâàÿ ÷àñòü (2.24) îáðàùàåòñÿ â íóëü òîãäà è òîëüêî òîãäà,
êîãäà v ñîâïàäàåò ñ u è y ñîâïàäàåò ñ A∇u.

Çàìå÷àíèå 2.8. Èìååòñÿ ìíîãî âîçìîæíîñòåé âûâîäà (2.20). Ìû çäåñü ëèøü îòìåòèì, ÷òî
τΓϕ ìîæíî ðàññìàòðèâàòü êàê ñëåä ôóíêöèè, îïðåäåëåííîé â Ωi èëè Ωe, èëè äàæå êàê ñëåä ôóíê-
öèè, îïðåäåëåííîé ëèøü â ìàëîé îêðåñòíîñòè Γ. Òàêèì îáðàçîì, ìîæíî ïîäîáðàòü êîíñòàíòó cΓ

ñîãëàñíî íàøèì òðåáîâàíèÿì.

Çàìå÷àíèå 2.9. Áëàãîäàðÿ ýòîé îöåíêå ìîæíî ïðåäëîæèòü ìåòîä ðåøåíèÿ. Ìû ñòðîèì
ïðèáëèæåíèÿ ñ ïîìîùüþ ïðîáíûõ ôóíêöèé ëîêàëüíî ñ íîñèòåëÿìè â Ωi, íàïðèìåð, FEM, è
èñïîëüçóåì ãëîáàëüíûå ïðèáëèæåíèÿ äëÿ ó÷åòà ïîâåäåíèÿ íà áåñêîíå÷íîñòè â Ωe. Îáû÷íî ýòè
äâà òèïà ïðèáëèæåíèé íå ñîãëàñóþòñÿ íà èñêóññòâåííîé ãðàíèöå Γ. Îäíàêî â ñèëó ïðåäëîæå-
íèÿ 2.7 ýòî è íå òðåáóåòñÿ, òàê êàê ìû ìîæåì èñïîëüçîâàòü øòðàôíîé êîýôôèöèåíò cΓ âìåñòî
øòðàôíîãî ÷ëåíà. Êðîìå òîãî, ìû ðàñïîëàãàåì åùå îäíèì ïàðàìåòðîì: �ðàäèóñîì� ãðàíèöû Γ.
Ïîñêîëüêó Γ èñêóññòâåííàÿ è ïðîèçâîëüíàÿ, ìîæíî èñïîëüçîâàòü ýòîò ïàðàìåòð â àëãîðèòìå,
÷òîáû äîñòè÷ü ëó÷øèå ðåçóëüòàòû.

Çàìå÷àíèå 2.10. Òåïåðü îòìåòèì, ÷òî âñå íàøè îöåíêè íåóëó÷øàåìû, â ÷åì ëåãêî óáåäèòü-
ñÿ, ïîëîæèâ v := u ∈ H1

−1(Ω) è y := A∇u ∈ D(Ω).

Çàìå÷àíèå 2.11. Â ïðåäëîæåíèÿõ 2.3, 2.5, 2.7 ìîæíî âñåãäà çàìåíèòü ïîñëåäíåå ñëàãàåìîå
â ïðàâîé ÷àñòè íà 2 ||∇(û− v̂)||A,Ω èëè 2 ||∇E(g − τγv)||A,Ω â ñèëó òåîðåìû 2.1 è ñëåäñòâèÿ 2.2.

3. Âåðõíèå îöåíêè â ðàçìåðíîñòè N = 2

Òåîðåìà 2.1 âåðíà òàêæå äëÿ N = 2 è, ÷òîáû óáåäèòüñÿ â ýòîì, íàäî ëèøü èñïîëüçîâàòü
îöåíêó Ïóàíêàðå � Ôðèäðèõñà è çàòåì î÷åâèäíûì îáðàçîì íåðàâåíñòâî Êîøè � Øâàðöà. Òàêèì
îáðàçîì, ñëåäóþùåå óòâåðæäåíèå èìååò ìåñòî.

Ïðåäëîæåíèå 3.1. Ïóñòü Ω ⊂ R2 òàêàÿ, ÷òî R2 \ Ω ñîäåðæèò åäèíè÷íûé øàð.

(i) Äëÿ âñåõ y ∈ D(Ω)

||∇(u− v)||A,Ω 6 2√
cA
||r ln r(f + div y)||Ω + ||y −A∇v||A−1,Ω + 2cγ ||g − τγv||

H1/2(γ)
.

(ii) Äëÿ âñåõ y ∈ D(Ω) òàêèõ, ÷òî div y + f = 0 â Ωe

||∇(u− v)||A,Ω 6 co ||f + div y||Ωi
+ ||y −A∇v||A−1,Ω + 2cγ ||g − τγv||

H1/2(γ)
,

ãäå
co = min

{
2 ||r ln r||∞,Ωi

, cΩi

}
/
√

cA.



Àïîñòåðèîðíûå îöåíêè ïîãðåøíîñòè 9191

(iii) Äëÿ âñåõ y ∈ L2(Ω) òàêèõ, ÷òî yi ∈ D(Ωi) è ye ∈ D(Ωe),

||∇(u− v)||A,Ω 6 co ||f + div yi||Ωi
+

2√
cA
||r ln r(f + div ye)||1,Ωe

+ ||y −A∇v||A−1,Ω

+ cΓ ||τn,Γye − τn,Γyi||H−1/2(Γ)
+ 2cγ ||g − τγv||

H1/2(γ)
.

Àíàëîãè÷íî ñïðàâåäëèâû òàêæå çàìå÷àíèÿ 2.6, 2.8�2.11.

4. Ïðèëîæåíèå

4.1. Íèæíèå îöåíêè ïîãðåøíîñòè. Çàìåòèì, ÷òî ââèäó ñòàíäàðòíûõ âàðèàöèîííûõ ðàñ-
ñóæäåíèé èìååì

||∇(u− v)||2A,Ω = sup
y∈L2(Ω)

(
2 〈A∇(u− v), y〉Ω − ||y||2A,Ω

)
.

Òàêèì îáðàçîì, äëÿ âñåõ w ∈ H1
−1(Ω) ïîëó÷àåì îöåíêó

||∇(u− v)||2A,Ω > 2 〈A∇(u− v),∇w〉Ω − ||∇w||2A,Ω = 2 〈A∇u,∇w〉Ω − 〈A∇(2v + w),∇w〉Ω ,

êîòîðàÿ íåóëó÷øàåìà, ïîñêîëüêó ìîæíî ïîëîæèòü w = u − v. Îäíàêî, ÷òîáû èñêëþ÷èòü íåèç-
âåñòíîå òî÷íîå ðåøåíèå u èç ïðàâîé ÷àñòè, íàì íàäî w ∈

◦
H1
−1(Ω), ïîñêîëüêó òîãäà â ñèëó (1.4)

||∇(u− v)||2A,Ω > 2 〈f, w〉Ω − 〈A∇(2v + w),∇w〉Ω . (4.1)

Îäíàêî ýòà îöåíêà óæå íå áóäåò òî÷íîé, ïîñêîëüêó ïîäñòàíîâêà w = u − v íåïðàâîìåðíà. Ôàê-
òè÷åñêè, äëÿ A∇u ∈ D(Ω) è div A∇u = −f ïðè w ∈ H1

−1(Ω) ïîëó÷àåì

〈A∇u,∇w〉Ω = 〈f, w〉Ω + 〈τn,γA∇u, τγw〉γ .

Ïîýòîìó ïîëó÷àåì îöåíêó

||∇(u− v)||2A,Ω > 2 〈f, w〉Ω − 〈A∇(2v + w),∇w〉Ω + 2 〈τn,γA∇u, τγw〉γ

äëÿ âñåõ w ∈ H1
−1(Ω), êîòîðàÿ òî÷íàÿ è ñîâïàäàåò ñ (4.1) äëÿ w ∈

◦
H1
−1(Ω). Îäíàêî íåèçâåñòíîå

òî÷íîå ðåøåíèå u áóäåò åùå ïðèñóòñòâîâàòü â ïðàâîé ÷àñòè, ò.å. íîðìàëüíûé ñëåä A∇u íà γ.
Áîëåå òîãî, åñëè 〈τn,γA∇u, τγw〉γ > 0, òî (4.1) íå ìîæåò áûòü òî÷íîé.

4.2. Îöåíêè òèïà Ïóàíêàðå äëÿ âíåøíèõ îáëàñòåé. Îïðåäåëèì ðàäèàëüíóþ ïðîèç-
âîäíóþ ∂r := ξ ·∇, ãäå ξ(x) := x/r(x). Ïóñòü Bε è Sε îáîçíà÷àþò îòêðûòûé øàð è ñôåðó ðàäèóñà
ε ñ öåíòðîì â íà÷àëå êîîðäèíàò â RN ñîîòâåòñòâåííî. Ìû âîñïîëüçóåìñÿ èäåÿìè èç [4, ëåììà
4.1] è [1, Îöåíêà Ïàóíêàðå III, ñ. 57], ìîäèôèöèðóÿ èõ äëÿ íàøåãî ñëó÷àÿ.

Ëåììà 4.1. Ïóñòü Ω ⊂ RN , N > 1, � îáëàñòü è β ∈ R. Äëÿ âñåõ u ∈
◦
C∞(Ω) ñïðàâåäëèâû

ñëåäóþùèå îöåíêè Ïóàíêàðå:

(i) Åñëè β > 1−N/2, òî

(2β + N − 2)
∣∣∣∣rβ−1u

∣∣∣∣
Ω

6 2
∣∣∣∣rβ∂ru

∣∣∣∣
Ω

.

(ii) Ïóñòü B1 ⊂ RN \ Ω. Åñëè β > (3−N)/2 èëè β 6 1−N/2, òî
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|2β + N − 3|
∣∣∣∣
∣∣∣∣
rβ−1

ln r
u

∣∣∣∣
∣∣∣∣
Ω

6 2
∣∣∣∣rβ∂ru

∣∣∣∣
Ω

.

(iii) Åñëè N = 1, òî

|2β − 1|
∣∣∣∣(1 + r)β−1u

∣∣∣∣
Ω

6 2
∣∣∣∣(1 + r)β∂ru

∣∣∣∣
Ω

+ |2min{0, 2β − 1}|1/2 |u(0)|,

ãäå u áóäåò ïðîäîëæåíà íóëåì íà R.

Äëÿ îöåíîê, ïîëó÷åííûõ â äàííîé ñòàòüå, ìîæíî ñ÷èòàòü, ÷òî β = 0. Â ýòîì ÷àñòíîì ñëó÷àå
ïðèâåäåííàÿ âûøå ëåììà ôîðìóëèðóåòñÿ ñëåäóþùèì îáðàçîì.

Ñëåäñòâèå 4.2. Ïóñòü Ïóñòü Ω ⊂ RN , N > 1, � îáëàñòü. Äëÿ âñåõ u ∈
◦
C∞(Ω) ñïðàâåä-

ëèâûå ñëåäóþùèå îöåíêè Ïóàíêàðå:

(i) Åñëè N > 3, òî

||u||−1,Ω 6 ||u/(1 + r)||Ω 6 ||u/r||Ω 6 2
N − 2

||∂ru||Ω 6 2
N − 2

||∇u||Ω .

(ii) Åñëè N = 2 è B1 ⊂ R2 \ Ω, òî

||u/(r ln r)||Ω 6 2 ||∂ru||Ω 6 2 ||∇u||Ω .

(iii) Åñëè N = 1, òî

||u||−1,Ω 6 ||u/(1 + r)||Ω 6 2 ||∂ru||Ω +
√

2|u(0)| 6 2 ||u′||Ω +
√

2|u(0)|.

Ïîýòîìó, åñëè Ω ⊂ R±, òî

||u||−1,Ω 6 ||u/(1 + r)||Ω 6 2 ||∂ru||Ω 6 2 ||u′||Ω .

Çàìå÷àíèå 4.3. Ïî íåïðåðûâíîñòè, âñå ýòè îöåíêè îáîáùàþòñÿ äëÿ ïîäõîäÿùèõ âåñîâûõ
H1-ïðîñòðàíñòâ Ñîáîëåâà.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü Ω ⊂ RN , N > 1, � îáëàñòü è u ∈
◦
C∞(Ω). Èíòåãðèðóÿ ïî ÷àñòÿì,

äëÿ âñåõ α ∈ R è ε > 0 ïîëó÷àåì

2
∫

Ω\Bε

rαu∂rudλ =
∫

Ω\Bε

rα∂r|u|2 dλ = −(α + N − 1)
∫

Ω\Bε

rα−1|u|2 dλ− εα

∫

Sε

|u|2 dσ.

Òàêèì îáðàçîì, äëÿ âñåõ γ ∈ R è β := (α + 1)/2

∣∣∣∣rβ∂ru + γrβ−1u
∣∣∣∣2
Ω\Bε

=
∣∣∣∣rβ∂ru

∣∣∣∣2
Ω\Bε

+ |γ|2
∣∣∣∣rβ−1u

∣∣∣∣2
Ω\Bε

+ 2γ
〈
rβ∂ru, rβ−1u

〉
Ω\Bε︸ ︷︷ ︸

=
∫

Ω\Bε

rαu∂ru dλ

=
∣∣∣∣rβ∂ru

∣∣∣∣2
Ω\Bε

+ γ(γ − 2β −N + 2)
∣∣∣∣rβ−1u

∣∣∣∣2
Ω\Bε

− γε2β−1

∫

Sε

|u|2 dσ.
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Ëåâàÿ ÷àñòü ýòîãî ðàâåíñòâà ñõîäèòñÿ ââèäó òåîðåìû î ìîíîòîííîé ñõîäèìîñòè. Ïîñêîëüêó rν ∈
L1(U1) òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà ν > −N è

∣∣∣
∫

Sε

|u|2 dσ
∣∣∣ 6 cεN−1,

ïðàâàÿ ÷àñòü ñõîäèòñÿ ïðè β > 1−N/2 â ñèëó òåîðåìû Ëåáåãà â R. Ïîýòîìó ïðè ε → 0 ïîëó÷àåì

∣∣∣∣rβ∂ru + γrβ−1u
∣∣∣∣2
Ω

=
∣∣∣∣rβ∂ru

∣∣∣∣2
Ω

+ γ(γ − 2β −N + 2)
∣∣∣∣rβ−1u

∣∣∣∣2
Ω

.

Ïîëàãàÿ γ := 2β + N − 2 > 0 è èñïîëüçóÿ íåðàâåíñòâî òðåóãîëüíèêà, íàõîäèì

γ
∣∣∣∣rβ−1u

∣∣∣∣
Ω

6 2
∣∣∣∣rβ∂ru

∣∣∣∣
Ω

.

Ïîñêîëüêó íàñ èíòåðåñóåò ñëó÷àé β = 0, ýòà îöåíêà ïðèìåíèìà ëèøü ïðè ðàçìåðíîñòè N > 3.
Ïðè N = 1 ìû ðàññóæäàåì ñëåäóþùèì îáðàçîì. Äëÿ âñåõ α ∈ R èìååì

2
∫

R±

(1 + r)αu∂rudλ = ±2
∫

R±

(1± t)αu(t)u(t)′ d t = ±2
∫

R±

(1± t)α
(|u(t)|2)′ d t

= −α

∫

R±

(1± t)α−1|u(t)|2 d t− |u(0)|2

è òåì ñàìûì

2
∫

R

(1 + r)αu∂rudλ = −α

∫

R

(1 + r)α−1|u(t)|2 dλ− 2|u(0)|2.

Ïîýòîìó äëÿ âñåõ γ ∈ R è β := (α + 1)/2

∣∣∣∣(1 + r)β∂ru + γ(1 + r)β−1u
∣∣∣∣2
Ω

=
∣∣∣∣(1 + r)β∂ru

∣∣∣∣2
Ω

+ |γ|2 ∣∣∣∣(1 + r)β−1u
∣∣∣∣2
Ω

+ 2γ
〈
(1 + r)β∂ru, (1 + r)β−1u

〉
Ω︸ ︷︷ ︸

=
∫

Ω

(1 + r)αu∂rudλ

=
∣∣∣∣(1 + r)β∂ru

∣∣∣∣2
Ω

+ γ(γ − 2β + 1)
∣∣∣∣(1 + r)β−1u

∣∣∣∣2
Ω
− 2γ|u(0)|2.

Êàê è âûøå, â ñèëó íåðàâåíñòâà òðåóãîëüíèêà è âûáîðà γ := 2β − 1, íî òåïåðü áåç êàêèõ-ëèáî
îãðàíè÷åíèé íà β, ïîëó÷àåì

|γ| ∣∣∣∣(1 + r)β−1u
∣∣∣∣
Ω

6
∣∣∣∣(1 + r)β∂ru

∣∣∣∣
Ω

+
(∣∣∣∣(1 + r)β∂ru

∣∣∣∣2
Ω
− 2γ|u(0)|2

)1/2

6 2
∣∣∣∣(1 + r)β∂ru

∣∣∣∣
Ω

+ |2min{0, γ}|1/2 |u(0)|.

Äëÿ îñòàâøåãîñÿ ñëó÷àÿ N = 2 ïîòðåáóåòñÿ èñïîëüçîâàíèå ëîãàðèôìîâ. Áîëåå òîãî, â äàí-
íîì ñëó÷àå íà÷àëî êîîðäèíàò ÿâëÿåòñÿ ñèíãóëÿðíîé òî÷êîé, ïîäëåæàùåé óäàëåíèþ èç îáëàñòè
ðàññìîòðåíèÿ. Ïîýòîìó áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî B1 ⊂ RN \ Ω è N > 1, èìåÿ â âèäó N = 2. Äëÿ âñåõ
α ∈ R ðàññìîòðèì ñíà÷àëà
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2
∫

Ω

rα

ln r
u∂rudλ =

∫

Ω

rα

ln r
∂r|u|2 dλ = −(α + N − 1)

∫

Ω

rα−1

ln r
|u|2 dλ +

∫

Ω

rα−1

ln2 r
|u|2 dλ.

Îáû÷íîé ïðîöåäóðîé äëÿ γ ∈ R è β := (α + 1)/2 > 0 ïîëó÷àåì

∣∣∣∣
∣∣∣∣rβ∂ru + γ

rβ−1

ln r
u

∣∣∣∣
∣∣∣∣
2

Ω

=
∣∣∣∣rβ∂ru

∣∣∣∣2
Ω

+ |γ|2
∣∣∣∣
∣∣∣∣
rβ−1

ln r
u

∣∣∣∣
∣∣∣∣
2

Ω

+ 2γ

〈
rβ∂ru,

rβ−1

ln r
u

〉

Ω︸ ︷︷ ︸
=

∫

Ω

rα

ln r
u∂rudλ

=
∣∣∣∣rβ∂ru

∣∣∣∣2
Ω

+ γ(γ + 1)
∣∣∣∣
∣∣∣∣
rβ−1

ln r
u

∣∣∣∣
∣∣∣∣
2

Ω

− γ(N + 2β − 2)
∣∣∣∣
∣∣∣∣
rβ−1

√
ln r

u

∣∣∣∣
∣∣∣∣
2

Ω

.

Òàêèì îáðàçîì, äëÿ γ(N + 2β − 2) > 0 ìîæíî ïîëó÷èòü îöåíêó
∣∣∣∣
∣∣∣∣rβ∂ru + γ

rβ−1

ln r
u

∣∣∣∣
∣∣∣∣
2

Ω

6
∣∣∣∣rβ∂ru

∣∣∣∣2
Ω

+ γ(γ − 2β −N + 3)
∣∣∣∣
∣∣∣∣
rβ−1

ln r
u

∣∣∣∣
∣∣∣∣
2

Ω

,

èç êîòîðîé ñëåäóåò
∣∣∣∣
∣∣∣∣rβ∂ru + γ

rβ−1

ln r
u

∣∣∣∣
∣∣∣∣
2

Ω

6
∣∣∣∣rβ∂ru

∣∣∣∣2
Ω

,

åñëè ïîëîæèòü γ := 2β + N − 3 ñ äîïîëíèòåëüíûì îãðàíè÷åíèåì γ(γ + 1) > 0, ò.å. γ > 0 èëè
γ 6 −1. Íàêîíåö, îïÿòü æå ïî íåðàâåíñòâó òðåóãîëüíèêà

|γ|
∣∣∣∣
∣∣∣∣
rβ−1

ln r
u

∣∣∣∣
∣∣∣∣
Ω

6 2
∣∣∣∣rβ∂ru

∣∣∣∣
Ω

äëÿ âñåõ β > (3−N)/2 èëè β 6 (2−N)/2. ¤

Áëàãîäàðíîñòü. Àâòîðû âûðàæàþò áëàãîäàðíîñòü Èíñòèòóòó ìàòåìàòè÷åñêèõ èíôîðìàöèîí-
íûõ òåõíîëîãèé Þâÿñêþëüñêîãî óíèâåðñèòåòà (Ôèíëÿíäèÿ) çà ôèíàíñîâóþ ïîääåðæêó.
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