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ZUSAMMENFASSUNG

Wir behandeln das Strahlungsproblem der Totalreflexion zum verallgemeinerten

zeitharmonischen Maxwell-System

divH +iweE =F , rot E+iwuH =G , U"E =0
(rot : Cartansche Ableitung; div: Co-Ableitung; ¢ : 9Q — Q: natiirliche Einbettung)
in einem Aufiengebiet 2 C RY mit inhomogenen, anisotropen Koeffizienten und wol-
len seine Niederfrequenzasymptotik bestimmen.

Zunachst entwickeln wir eine Fredholm—Theorie zu der obigen zeitharmonischen
Maxwell-Gleichung. Wir sind in der Lage, Daten aus gewichteten L?-Réumen zu
behandeln. Mit Hilfe einer Zerlegung des elektrischen Feldes E und magnetischen
Feldes H gelingt es, das polynomiale Abklingen der Eigenldsungen und eine a—priori—
Abschétzung durch Riickfithrung auf die entsprechenden Ergebnisse der skalaren
Helmholtz—Gleichung zu zeigen. Die Methode der Grenzabsorption liefert dann fiir
Frequenzen aus R\ {0} die gesuchten Strahlungslosungen. Wir miissen endlichdimen-
sionale Kerne fiir gewisse Eigenwerte einrdumen, wobei sich diese Eigenwerte bei Null
nicht hiufen konnen. Fordern wir stiirkere Differenzierbarkeitsvoraussetzungen (C?)
an die Koeffizienten € und g, so miissen etwaige Figenlosungen sogar exponentiell
fallen.

Nach der Losungstheorie des zeitharmonischen Problems wird die Niederfrequenz-
asymptotik in Angriff genommen. Hier wird zunéchst eine exakte statische Losungs-
theorie in gewichteten Radumen benétigt. Diese ist im Vergleich zur z. B. Helmholtz—-
Gleichung wesentlich komplizierter, da die Losungen im Fall w = 0 vollig entkoppeln
und auferdem zu rot £ = G und div H = F' zusétzliche Bedingungen der Art

diveFk = f , rotuH =g

hinzutreten. Desweiteren besitzt dieses statische Problem, bestehend aus jenen Glei-
chungen und geeigneten Rand— sowie Integrierbarkeitsbedingungen, einen nichttri-
vialen Kern, die Rdume der harmonischen Dirichlet—Formen. Es ist auf einem Teil-
raum Reg?%((2) eines geeignet gewichteten L?-Raumes lésbar. Die Losung ist nach
Einfilhrung geeigneter Orthogonalitatsbedingungen eindeutig bestimmt. Wir erhal-
ten Losungen, welche bis auf endliche Summen spezieller verallgemeinerter ,spheri-
cal harmonics” in dem natiirlichen gewichteten Losungsraum liegen. Ziel ist es nun,
diesen statischen Losungsoperator Ly zu iterieren und damit eine verallgemeinerte
Neumann-Reihe zu definieren. Dies gelingt mit Hilfe explizit angegebener iterierter
Losungen des statischen Problems im Ganzraum.



Auf einem Teilraum endlicher Kodimension Reg??(Q) von Reg?’(Q) approximiert
diese verallgemeinerte Neumann—Reihe dann den Losungsoperator £, des zeithar-
monischen Problems bis zu einer vorgegebenen Ordnung J. Die exakte Niederfre-
quenzasymptotik von £, auf Reg?’(Q) erhalten wir dann, indem wir degenerierte
Korrekturoperatoren I'; konstruieren, die sich aus den Projektoren auf Reg?’ () und
Iterierten spezieller ,wachsender” statischer Losungen ergeben.

Wir erhalten mit A aus (1.29) eine Asymptotik der Gestalt

J J-N
Lo =) (—1w)Lo(ALeY =Y (=iw)VT; = O(|w|™™)
j=0 j=0

in (abhingig von J) geeigneten gewichteten L*-Réumen.
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1 Einfiihrung

1.1 Einleitung und Hauptergebnisse

JAMES CLERK MAXWELL (1831-1879) erkannte wohl als Erster die vollige Symmetrie zwischen elektrischem
und magnetischem Feld (bis auf die Tatsache, daf es keine magnetischen Ladungen und Strome gibt):

,,Ein sich zeitlich &nderndes elektrisches (magnetisches) Feld
erzeugt ein magnetisches (elektrisches) Wirbelfeld.”’

Der vollstiandige differentielle Feldgleichungssatz im R? lautet:

d
tH— —D =1 1.1
e 10 o (1.1)
d
tE+ —B=0 1.2
. ro +dt ( )
° divD=p (1.3)
. divB =0

Hierbei bedeuten

(E, H) : elektrische und magnetische Feldstérke
: Induktionsflufsdichte ,

: dielektrische Verschiebung ,

: Stromdichte

: Ladungsdichte

)

)

'DHUUUE

und rot := VA bzw. div := V- bezeichne den klassischen Rotations— bzw. Divergenzoperator der Vektoranalysis.
Seien desweiteren € die Dielektrizitéit und p die Permeabilitdt des Mediums, so gelten die Beziehungen

D =cE und B=uH

Nehmen wir an, daf ¢ und y linear und zeitunabhéngig sind, so gehen (1.1)—(1.4) in

d
° rotH—e—E =1

1.
dt ’ (1.5)
d
E —H = 1.
e rot +Mdt 0 , (1.6)
o diveE=p , (1.7)
° divpH =10 (1.8)

iiber. Ein zeitharmonischer Ansatz (bzw. Fourier—Transformation bzgl. der Zeit) liefert sodann das zeitharmo-
nische Maxwell-System mit Frequenz w

° rot H —iweE =1 , (1.9)
o rotE+iwuH =0 , (1.10)
. diveE =p , (1.11)
. divpH =0 . (1.12)

Da sich (1.11) und (1.12) durch Differentiation aus (1.9) und (1.10) ergeben, kénnen wir fiir w # 0 diese beiden
letzten Gleichungen vergessen. Zur exakten Formulierung der zeitharmonischen Maxwell-Gleichungen in einem
Gebiet  C R3 bendtigen wir noch eine Randbedingung. Modellieren wir die Totalreflexion des elektrischen
Feldes F am Rand 092, so lautet die Randbedingung

vANE=0 an o0 , (1.13)

wobei wir mit v die #ufere Einheitsnormle am Rand und mit A das Wedge Produkt im R? bezeichnen wollen.

Im Jahre 1952 schlug HERMANN WEYL in [56] eine Verallgemeinerung des obigen Systems (1.9), (1.10) und (1.13)
auf Riemannschen Mannigfaltigkeiten ) beliebiger Dimension N vor. Dies ist mit Differentialformen moglich,
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wenn wir F und I als ¢-Formen und H als (¢ + 1)-Form ansehen. Aus € und p werden dann entsprechend
lineare Transformationen auf g— bzw. (¢+ 1)-Formen und rot in (1.10) entspricht der &ufferen Ableitung d sowie
—rot in (1.9) der Co—Ableitung §. Im Fall N = 3 und ¢ = 1 ist diese Verallgemeinerung dann dquivalent zum
urspriinglichen Maxwell-System. Um den Bezug zur elektromagnetischen Theorie anzudeuten, wollen wir die
dufsere Ableitung bzw. Co—Ableitung mit

rot :=d bzw. div:=9¢

bezeichnen. Damit transformieren sich (1.9), (1.10) und (1.13) zu dem verallgemeinerten Maxwell-System

o divH +iweE=-1 , (1.14)
o rotE+iwpH =0 , (1.15)
. VE=0 . (1.16)

Hierbei sei ¢ : 9Q < Q die natiirliche Einbettung des Randes. Mit den formalen Operatoren

0 div e 0
M = [rot O} und A= {O H} (1.17)
schreiben sich (1.14)—(1.16) kurz
(M +iwA)(E, H) = (-1,0) , UE=0
Der Matrizenschreibweise entsprechend miifften wir Formenpaare eigentlich mit fl bezeichnen, doch aus ty-

pographischen Griinden wollen wir in dieser Arbeit Formenpaare stets als (E, H) schreiben.

Wir wollen nun in dieser Arbeit das Strahlungsproblem fiir das verallgemeinerte zeitharmonische Maxwell-
System mit Totalreflexion
(M +iwA)(E,H) = (F,G) , UE=0 (1.18)

in einem AuRengebiet Q C RY fiir beliebige ¢ betrachten und seine Niederfrequenzasymptotik bestimmen. Ein
wesentliches Ziel ist hierbei die Behandlung von Daten (F,G) aus gewichteten L?-Réumen sowie irreguliren,
inhomogenen und anisotropen Koeflizienten € und p , welche bei Unendlich mit einer Rate =7 (7 > 0) gegen die
Identitéat konvergieren. Das grobe Programm und die grundlegenden Ideen hierzu wurden von NORBERT WECK
und KARL-JOSEF WITSCH in [50] bzw. [52] und [53] fiir die Helmholtz—Gleichung bzw. die Gleichungen der
linearen Elastizitat entwickelt. Mit génzlich anderen Methoden und unter stérkeren Voraussetzungen erzielen
HABIB AMMARI und JEAN—CLAUDE NEDELEC in [3] dhnliche Ergebnisse fiir die klassische Maxwell-Gleichung.

Zunéchst stellen wir im vierten Kapitel fiir den zeitharmonischen Fall, d. h. w # 0, eine Fredholm—Theorie zu
(1.18) bereit, welche uns erlaubt, Daten aus Liql (Q) x L2>’(i+1(Q)T und L*—Koeffizienten ¢ und p zu behan-
2

deln. In diesem Abschnitt verallgemeinern wir im Wesentlichén die Methoden von RAINER PICARD, WECK und
WITSCH aus [37] und gelangen zu einem analogen Resultat (Man vergleiche auch mit [52].). Zeitharmonische
Aufsenraumprobleme zu der klassischen Maxwell-Gleichung wurden von CLAUS MULLER in [23] fir den Fall
glatter Rander und homogener, isotroper Medien mit Integralgleichungsmethoden und von ROLF LEIS in [1§]
(siehe auch [20]) mit Hilfe der Methode der Grenzabsorption fiir Medien, die in einem beschrankten Teilgebiet
inhomogen und anisotrop sind, betrachtet. Der Fall der verallgemeinerten zeitharmonischen Maxwell-Gleichung
wurde von WECK in [43] und PICARD in [28] behandelt. Mit Hilfe einer Zerlegung des elektrischen Feldes E
und magnetischen Feldes H gelingt es uns fiir 7 > 1, das polynomiale Abklingen der Eigenlosungen und eine
a—priori—Abschitzung durch Riickfithrung auf die entsprechenden Ergebnisse der skalaren Helmholtz—Gleichung
zu beweisen. Mit diesen Resultaten liefert dann die Methode der Grenzabsorption fiir Frequenzen w € R\ {0}
die gesuchten Strahlungslésungen. Wir miissen endlichdimensionale Kerne fiir gewisse Eigenwerte einrdumen,
wobei sich diese Eigenwerte in R \ {0} nicht hdufen kénnen. Mit Hilfe einer Abschitzung der Ganzraumlosung
im fiinften Kapitel, welche aus einer Darstellungsformel und ndheren Untersuchungen spezieller Faltungskerne
gewonnen wird, konnen wir dann zu Beginn des siebten Kapitels im Satz 7.3 auch die Null als Haufungspunkt des
Spektrums ausschliefen und sind damit in der Lage, weitere Niederfrequenzbetrachtungen anzustellen. Unter
stirkeren Differenzierbarkeitsvoraussetzungen an die Koeffizienten, d. h. e, 4 € C?, miissen etwaige Eigenlésun-
gen sogar exponentiell fallen. Kiirzlich gelang es SEBASTIAN BAUER in [6] unter &hnlichen Differenzierbarkeits—
und Abklingvoraussetzungen an die Koeffizienten im klassischen Fall, N = 3, ¢ = 1, Eigenlosungen génzlich aus-
zuschliefien. Seine Methoden lassen sich leider nicht auf den allgemeinen Fall iibertragen. Falls die Koeffizienten

TNicht definierte Ausdriicke schaue man im Symbolverzeichnis nach.
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€ und p in einer Umgebung von Unendlich homogen und isotrop sind, erfiillen die Eigenlosungen komponenten-
weise die homogene Helmholtz—Gleichung und miissen daher auf Grund der Rellichschen Abschétzung kompakte
Trager besitzen. Gilt desweiteren das Prinzip der eindeutigen Fortsetzbarkeit fiir dieses Maxwell-System, so exi-
stieren folglich in diesem Fall keine Eigenlosungen. Das Prinzip der eindeutigen Fortsetzbarkeit gilt fiir skalare

C?-Funktionen ¢, y und im klassischen Fall (N =3, ¢ = 1) fiir C*Matrizen ¢, u (Siehe LE1s, [19] oder [[20],
page 168, Theorem 8.17}).

Die Hauptergebnisse dieses vierten Kapitels fassen wir im Satz 4.29 zusammen.

Nachdem die Losungstheorie des zeitharmonischen Problems entwickelt worden ist, wird die Niederfrequenza-
symptotik in Angriff genommen. Dem roten Faden aus [50], [52] und [53] folgend benétigen wir zunéchst eine
exakte statische Losungstheorie in gewichteten Rdumen. Diese ist im Vergleich zur z. B. Helmholtz—Gleichung
wesentlich komplizierter, da im Fall w = 0 das System (1.18) vollig entkoppelt und auferdem zu

rot B =G und divH =F
noch zusétzliche Bedingungen der Art

diveE = f und rotuH =g (1.19)
hinzutreten. Desweiteren miissen wir fiir das magnetische Feld H eine Randbedingung, etwa

CuH =0 , (1.20)
stellen. Man beachte hier, daf sich im Fall w # 0 (1.19) durch Differentiation aus (1.18), d. h.
iwdiveE =div F und iwrot uH =rot G ,
ergibt und sich (1.20) aus (1.18) ebenfalls iibertrégt, denn .*E = 0 zieht ¢* rot E = 0, also
iw*uH = "G ,

nach sich. Dieses statische Problem, bestehend aus

° rot E =G , ° divH=F ,
o diveE=f , e rotpuH=gyg , (1.21)
. UE=0 , ° CuH =0

und geeigneten Integrierbarkeitsbedingungen, besitzt einen nichttrivialen Kern (H%(Q) x pu=! u1 HHL(Q), die
Raume der harmonischen Dirichlet-Formen, und ist fiir Daten (f, F, G, g) aus einem Teilraum von

L2771(Q) x L29(Q) x L2 (Q) x L29P2(Q) |, s>1-N/2 |

16sbar. Die Losung ist nach Einfiihrung geeigneter Orthogonalitéitsbedingungen eindeutig bestimmt. Wir erhal-
ten Losungen, welche bis auf endliche Summen spezieller verallgemeinerter ,spherical harmonics”, die wir im
fiinften Kapitel explizit konstruieren werden, in dem natiirlichen gewichteten Losungsraum (einem Teilraum
von L2, (Q) x Lfffl(Q)) liegen. Hierzu miissen wir in einer Umgebung von Unendlich fordern, daf die Koef-
fizienten € und pu komponentenweise einmal stetig differenzierbar sind, und die Abklingrate 7 in Abhéngigkeit
von s vergrofern.

Diese statischen Resultate sind detailliert in den Sitzen 6.34, 6.36 und 6.38 zu finden.

Ergebnisse zu (1.21) fiir homogene, isotrope Medien und s = 0 bzw. inhomogene, anisotrope Medien und s = 1
finden wir bei RAINER KRESS in [16] sowie PICARD in [27] bzw. PICARD in [34]. Der klassische Fall wird fiir
s =0 von PICARD in [29] sowie fiir s = 1 von ALBERT MILANI und PICARD in [36] diskutiert.

Ziel ist es nun, den statischen Losungsoperator £ = ALy, welcher zu Daten

(F,G) € Reg?®(Q) c L29(Q) x L27"1(Q)  und  (f,9) = (0,0)

die Formen (e E, uH) liefert, zu iterieren und damit eine verallgemeinerte Neumannsche Reihe zu definieren. Dies
gelingt mit Hilfe in Kapitel fiinf explizit angegebener iterierter Losungen des statischen Ganzraumproblems.
Diese Iteration beweisen wir in Satz 6.48, Bemerkung 6.49 bzw. Korollar 6.50 .

Zu Beginn des siebten Kapitels konnen wir im Satz 7.3 zunéchst nachweisen, daft unter bestimmten kanonischen
Voraussetzungen an die Daten (F,G) die Strahlungslosungen L, (F, G) des zeitharmonischen Maxwell-Systems
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(1.18) fir w — 0 in gewichteten Normen gegen eine Losung Lo(F,G) des statischen Problems konvergieren.
Dieses Teilresultat verallgemeinert Ergebnisse zur klassischen Maxwell-Gleichung von P. WERNER aus [55] und
PICARD aus [32]. Ahnliche Aussagen zur Asymptotik einer modifizierten Maxwell-Gleichung findet man bei
ALEXANDER G. RaMMm, O. L. WEAVER, WECK und WITSCH in [38§].

Um jedoch eine exakte Konvergenzordnung angeben zu konnen, bedarf es nun einer genaueren Untersuchung
der verallgemeinerten Neumannschen Reihe und ihrer Approximationseigenschaften.

Auf einem Teilraum endlicher Kodimension Regs’J (Q) von Reg?"(Q) approximiert diese verallgemeinerte Neu-
mannsche Reihe dann den Ldsungsoperator £, in der Operatortopologie gewichteter L2-Réume bis zu einer
vorgegebenen Ordnung J (siehe Satz 7.9). Die exakte Niederfrequenzasymptotik von £, auf ganz Reg??(2) er-
halten wir dann, indem wir degenerierte Korrekturoperatoren I'; konstruieren, welche sich aus den Projektoren
auf Reg?”? (Q) ergeben und aus speziellen iterierten ,wachsenden” statischen Lésungen zusammensetzen.
Schliefslich erhalten wir im Satz 7.32 bzw. Korollar 7.33 eine Asymptotik der Gestalt

M-

J-N
Lo =Y (—iw)Lo(ALe) = D (—iw)VHT; = O(Jw|*H)
j=0

j=0

in (abhdngig von J) geeigneten gewichteten L%-Réumen. Fiir diese exakte Niederfrequenzasymptotik miissen
wir zusétzlich fordern, daf das Medium nahe Unendlich homogen und isotrop ist.

Wir werden uns in dieser Arbeit auf Raumdimensionen N > 3 und im weiteren Verlauf, d. h. in der statischen
Theorie und der Niederfrequenzasymptotik, sogar nur auf ungerade Dimensionen beschrianken. Der wesentliche
Grund hierfiir ist, daff wir hdufig die Hankel-Funktion diskutieren miissen und ihre Reihenentwicklung in den
Fillen gerader Dimensionen logarithmische Terme enthilt, deren Behandlung die Komplexitidt der Argumenta-
tionen erheblich steigern wiirde (Fiir die Helmholtz-Gleichung hat BURKHARD PETER in [25] eine entsprechende
Niederfrequenzasymptotik im Fall N = 2 hergeleitet.). In vielen Fillen wollen wir auf die Anderungen bei ge-
raden N , speziell N = 2, hinweisen.

Wir werden auch génzlich auf die Formulierung dualer Resultate mit Hilfe des Hodgeschen *—QOperators ver-
zichten. Obgleich diese stets einfach folgen, wiirden sie den Leseflufl dieser Arbeit eher storen.

1.2 Bezeichnungen

Wir bezeichnen mit N, Ny, Z, R, Ry und C die Mengen der positiven natiirlichen, nicht negativen natiirlichen,
ganzen, reellen, positiven reellen und komplexen Zahlen. Desweiteren sei C; := {z € C: Imz > 0}. i sei die
imaginire Einheit und z fiir z € C die Konjugation. Die euklidischen Normen im R¥ bzw. CV schreiben wir
mit | - | und fiir z,y € CV seien

N
r(z) = |z| und Ty = Z T Yn
n=1

Sind U und V' Teilmengen eines metrischen Raumes, so seien U der Abschluf und U der Rand von U . Wir sagen
U ist kompakt enthalten in V und schreiben dann U € V', falls U(kompakt) C V gilt. Die Abstandsfunktion
bezeichnen wir mit dist .

U(z,R), K(z,R) bzw. S(z, R) seien die offene, abgeschlossene Kugel bzw. Sphéire mit Radius R um z . Speziell
sei SV=1:=5(0,1) c RV.

Fiir zwei Mengen U,V sei F(U,V) die Menge aller Abbildungen f mit Definitionsbereich D(f) = U und
Wertebereich W(f) C V. N(f) bezeichne den Nullraum von f und fiir U C U sei f| die Einschriinkung von
f auf U . Den Tréger einer Funktion f bezeichnen wir mit supp f .

Fiir Gebiete  des RY und k € Ny sowie ¢ € Ng U {oo} definieren wir die folgenden Funktionenriiume:

. CH(Q) == {f € F(Q,C") : f ist k-mal stetig differenzierbar} , veEN
e  C¥Q):=[)CH
keN

o CH() == {f e CH(Q): supp f € Q}

. cl(Q) = {fecf(sz): \/ f=sog}

PECHRN)
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. @) = { olg 1 o€ Cé(RN)}

Ableitungen schreiben wir mit der {iblichen Multiindexschreibweise, d. h. fiir « € N} mit @ = (a1, ...,ay) und
N
0
la] := Z ap sei 0% := Ot - - O mit 0, = e Desweiteren seien
n=1
o N
Vi=|: und A= Z 82
8N n=1

der Gradient und der Laplace—Operator. Wir definieren auf Cg°(£2) das Skalarprodukt

(f,9)a = / f-gdx ()\ sei das Lebesgue-Maf im RY ) ,
Q

die dadurch induzierte Norm ||f||g707Q = {(f, o und

L*(Q):=Cy°(Q)  (Abschlub in der |-
= {f € F(Q,C") : f ist Lebesgue-meRbar und | f]o,0,0 < oo} , veN

|070,Q*N01"H1)

Mit Hilfe des schwachen Ableitungsbegriffs und der Gewichtsfunktion p := (1 +72)2 definieren wir fiir m € Ny
und s € R die gewichteten Sobolev—R&ume

H™(Q) = {f: A psHa'a“feLQ(Q)}

|| <m

bzw.
H™(Q) = {f . N\ pofe LQ(Q)} 5 H™(9Q)
jal<m

mit den Normen

1Fso=D [orteocf]s g bow.  Ifsei= D [0°0°flopn - (1.22)

la|<m la|<m

H(2) bzw. H*(Q) seien die Abschliisse von C3°(2) in der | - |m,s,0— bzw. || - |lm,s,o~Norm. Durch (1.22) wird
insbesondere

definiert und es gilt LZ(Q2) := HY(Q) = HY(Q) = HY(Q) = HY(Q) sowie

lo.5.0 = - los.o = 107 - lo,0,0

HNQ) = {fel2@): A 0°f el @} cHIQ) = {fel2@): A 0°f LX)}

lal<m lal<m

mit

|(2),s,Q

o= D 10/ B arae  bowe  Wflao= D 10°f

laf<m la|<m

Im Spezialfall s = 0 schreiben wir auch

H™(Q) = HI(Q) , H™(Q)=HrQ) , H™Q):=HrMQ) , H™(Q) :=HIQ)  (1.23)

und
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Desweiteren definieren wir

oo N e ferr@f

PECEF (Q)

{
. L2 (Q):= {f € L*(Q) : supp f beschrénkt} ,
{

fioo N\ e fenm@)

PECT (D)

. Hy () := {f € H™(2) : supp f beschriinkt}

VOX

Diese gewichteten Sobolev—Réaume liefern nur fiir unbeschrénkte Gebiete (z. B. Aufengebiete) etwas Neues. Im
Fall, dafs 2 ein beschrinktes Gebiet ist, gilt fiir alle m € Ny und s € R

H(©Q) = H(Q) = H™(Q) = H™(Q)
mit jeweils dquivalenten Normen, die von €2, m und s abhéngen. In solch einem Fall schreiben wir

(H™ (), ] Im.0.0)

und meinen mit | - |,.0,0 die || - [lim,0,0-Norm. Die Réume H™(Q) bzw. H(2) (und H?"(Q) bzw. H™(Q)) sind
mit ihren natiirlichen Skalarprodukten Hilbert-Réume. Im Fall Q = RY lassen wir oft die Gebietsbezeichnung
weg, z. B. H™ := H™(RY).
Seien Vi, V5 zwei Unterrdume eines Vektorraumes V' . Dann bezeichnen wir die direkte Summe von Vi und V5,
mit .

i+, oder Vi Z Vs

Besitzt V' sogar ein Skalarprodukt, so schreiben wir die orthogonale Summe als V; & V5.
Fiir zwei normierte Réume X und Y sei B(X,Y") die Menge der beschrénkten linearen Operatoren von X nach
Y.

Wenden wir uns nun Differentialformen zu. Naheres zum nun Folgenden lese man bei BISHOP und GOLDBERG
in 7] oder bei JANICH in [15] nach.
Sei M eine reelle, unendlich oft differenzierbare und orientierte Riemannsche Mannigfaltigkeit der Dimension

N und M C M eine differenzierbare Untermannigfaltigkeit gleicher Dimension mit M C M. Fiir z € M sei
T, M der Tangentialraum in =, d. h. der Vektorraum der Derivationen im Punkt z. Eine Derivation in z ist
eine lineare Abbildung

D, : C®(z):={f € C®(U,) : U, ist offene Umgebung von 2} — R

mit der Eigenschaft (Produktregel)

f,9€eC(x)

Das Tangentialblindel sei mit TM bezeichnet. Fiir ¢ € Z bezeichnen wir den komplexen Vektorraum der
kovarianten alternierenden Tensoren des Ranges ¢ in x mit A?(z) und dessen Biindel mit A?(M). Die Elemente
aus AY(M) nennen wir kurz ¢-Formen oder Formen. Fiir ¢ € Z\ {0,..., N} ist A9(M) = {0} und A°(M) sind
die komplexwertigen Funktionen auf M . Auf den Raumen A?(M) ist das dufere Produkt

A AT(M) x A (M) — ATT2(M)
punktweise erklart und besitzt die Eigenschaft

A DAV = (1)1 . GAD
(®,0)eAL (M)x A2 (M)

Eine Karte (U, h) um « definiert spezielle Tangenten 8]}7 € TU durch die Vorschrift 8?(90) = (9j(poh™t))oh.
{or,...,0%} bildet dann eine Basis von TU, d. h. fiir alle  in U von T,U. Es gilt dann 87 (he) = ;.
(Kronecker—Symbol).
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Fiir zwei Mannigfaltigkeiten My, My und f € C°°(M;, My) ist das Differential df : TM; — TM; punktweise
durch d,f : T, My — T,M> mit

de f(t2) (@) :=tz(po f) fiir alle ¢ € C*°(f(z))
erklirt. Speziell im Fall My = RV2 gilt fiir eine Karte (U, h) von M;
df@y) =orferM | (1.25)

falls wir T f(I)RN 2 durch 94=e" (e" :n-ter Einheitsvektor) mit R™? identifizieren. Fiir Kartenkomponenten h,,
gilt folglich

dn™(9}) = Othp =650 . (1.26)
Die Kartendifferentiale {dh"}N_; bilden eine Basis von A'(z), also von A'(U), und fiir jedes ® € AY(M) lakt
sich @[, eindeutig als

o, = Y &drf ,  &:U-—C
I€Z(q,N)
mit Z(q, N :{ 21,...,iq):ine{l,...,N}7i1<---<iq} und dh! := dh™ A --- Adh'e darstellen. Es ist
dann ®; = (97, ) . Insbesondere erhalten wir fiir Funktionen f € C*°(M,R) mit (1.25) und (1.26) lokal

N
df => o fdn”

Wir sagen ® € AY(M) ist stetig oder ¢—mal differenzierbar, falls dies lokal fiir alle Komponentenfunktionen ®;
(d. h. @50 h_l) und alle Karten h gilt, und definieren dann fiir ¢ € Ny U {oc0} :

o Ccha( = {® € AY(M) : ¢ ist (~mal stetig differenzierbar}
. c“ = {@eC“( ): supp® € M}
.« CHIM ) ={ @[y : ®eCHIM)}
Der Hodgesche Sternoperator
D AY(M) — ANTU(M)
ist ein Isomorphismus mit der folgenden Elgenschaft Ist {<I>’ V| eine positiv orientierte ONBY von A'(z) bzw.
AY(U), so gilt fiir T := (i1,...,i,) mit ! := &1 A ... A Dl

«®T = a(I,I’)cbf’ ,
wobei I' := (... ,iy_,) und {i1, ..., i }U{i},...,iy_,} ={1,..., N}, so dak o(I,I') das Vorzeichen derjeni-

gen Permutation angibt, welche (i1, ...,44,%],. .. 72'3\,_(1) in (1,..., N) tberfiihrt. Der Hodgesche Sternoperator
besitzt desweiteren fiir ® € AY(M), ¥ € AN"9(M) und ¢ € A°(M) die folgenden Eigenschaften:

° k)X = (_1)q-(N7q) Iqu(]\/[)

o DAY = (xP) A (xD)

. (- P)=pxP
Die dufere oder Cartansche Ableitung
d: CYM) — CTH (M)
lafst sich in einem Kartengebiet (U, h) lokal durch

N
Aol = Y > e d Adh' falls @, = > ®dhf il

I€Z(q,N) j=1 I€Z(q,N)
darstellen und erfiillt fiir ® € C°% (M) und ¥ € C>2(M)
. dod=0 ,

D d(@PAT)=(dP) AT + (—1)1D A (dP)
Auf 0-Formen wirkt die duftere Ableitung wie das Differential. Die Co—Ableitung wird dann durch

§ . ot (M) — C=Y(M)
D — (=1)7N % d(x®)

definiert.

fOrthonormalbasis
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Eine Abbildung f € C*°(M;, Ms) zweier Mannigfaltigkeiten induziert fiir alle ¢ eine lineare Abbildung
[T AN(My) — AY(My)
indem wir punktweise fiir & € AY(My) und z € My, y = f(x) € My sowie t1,...,t; € Ty M
(f5®)alt1,. .. tq) == Py (df(t1),....df (tg))

setzen. Diese Abbildung (-)* hat fiir alle ¢ € A°(My), ® € AY(M,), ¥ € AY(Ms) und p € C°I(My) die
folgenden Eigenschaften:

. [fo=pof
o [URAY)=(fTO)A(fY)
. df*y = f*dy

Fiir Teilmengen Q des RY und ® € Cf° N(Q) definieren wir das Integral

/@::/@md)\ ,
Q Q

falls ® in kartesischen Koordinaten {x,}2_; die globale Darstellung ® = ®;, dz!¥ mit do’~¥ =dz! A--- Ada?Y
besitzt. Fiir N-Formen ® = ®;, dh!~ € CSO’N(U) mit einer Karte (U, h) und dh!~ := dh' A---AdhY definieren
wir das Integral (Dies ist unabhéngig von der Kartenwahl!)

/@;:/ (h_l)*q):/ ®r ohtdA (1.27)
U h(U) h(U)

und mit Hilfe einer den Kartengebieten untergeordneten Zerlegung der Eins konnen wir dann fiir ® € C° ’N(M )

das Integral / ® definieren.
M ~ ~ ~
Fiir orientierungserhaltende Diffeomorphismen f : M; — My mit M; C M; gilt der Transformationssatz,

d. h. fiir alle ® € C?’N(ﬁz) haben wir
e :/ P
My My

Ist fiir M C M der Rand OM eine differenzierbare Untermannigfaltigkeit, so gilt mit der natiirlichen Inklusion

¢ OM — M der Satz von Stokes:
A / de = / P
— M oM

@eC?’N*I(Z\Z)
Auf A?(x) wird durch
(@, W), :=*(®A+T) = (x, W) y_, und \<I>|(21 = (®, D),

ein Skalarprodukt und eine Norm gegeben. Desweiteren definieren wir wie im skalaren Fall auf C;”?(M) Ska-
larprodukt und Norm durch

. (O, W) 5 := /M *(P,0), = /M O AU = (%0, %)y )

o 10on = (@0 = [ @), = [ o= [ 21T

. L>9(M) := C;>%(M) (AbschluB in der | - [g,0,;~Norm)
. Lyd(M) = {® € AY(M) : p- & € L*I(M) fiir alle p € C7°(M)}

loc

° LQ’Q(M) = {<I> IS AQ(M) tp-® € LQ’Q(M) fiir alle ¢ € Cgo’o(ﬁ)}

loc
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Gelten @, = > ®;dh/ und ¥|; = > ¥, dh’ in einem Kartengebiet (U, %), so folgt, falls {dhi} ¥,
I1€Z(q,N) J€E€I(q,N)
eine positiv orientierte ONB ist,

. (D, Uy —/
Y 1,7€z(q,N)

:/ Z (@I'§1)0h71 dA ,
hU) rez(q,N)

. ||<1>||00U—/ S okt dA

hU) rez(q,N)

[oFa \I/J dh! A xdh? = / (I)[~$J'5[7thIN
Y 1,7€Z(q,N)

Demnach gilt in Kartengebieten: & € L*9(U) < /\ drohtel? (h(U))
1€Z(q,N)
Fiir ® € C>9(M) und ¥ € C>9H1 (M) also ® A +¥ € CoN ™! (M) , haben wir

A(® A xU) = (d®) A xU + (=1)7- D A (dxD)
= (dD) A% 4 (=1)7 - (=1)TN=D . & A (% % dxT)
= (d®) A %W + (—1)9 7P A x0T

=+(d®, V) g1 + *(D,0¥),
Damit liefert der Satz von Stokes
(Ao, V) + (@,0¥)ny =0,

d. h. dund ¢ sind bzgl. (-, - )y zueinander schiefadjungiert.

Wie schon in der Einleitung erwéhnt wurde, wollen wir, um den Bezug zur elektromagnetischen Theorie anzu-
deuten, die dufere Ableitung d mit rot und die Co—Ableitung § mit div bezeichnen, denn im Spezialfall N = 3
und ¢ = 1 (Die Operatoren wirken also auf 1-Formen!) entsprechen diese gerade den klassischen Operatoren
der Vektoranalysis

Oqv3 — 0302 3
rotv = [O3v1 — 0103 und dive = Z OpUn
61’[)2 — 62’[)1 =

Fiir beliebige N und ¢ gilt dann im RY
rotrot =0 , divdiv=10 und A =rotdiv+divrot =dd + dd ,

wenn wir den Laplace—Operator A auf ¢—Formen in kartesischen Koordinaten komponentenweise definieren.
Mittels der Schiefadjungiertheit definieren wir fiir (E, H) € L>9(M) x L2 (M)

loc loc
e rtE=GelXY(M) e N (Bdiv®)y = —(G,d)y
SeCy It (M)
e divH=FeLXM) o N\ (Horot ®)y = —(F,0)y
eCy™ (M)

Damit definieren wir die schwachen Rotations— bzw. Divergenzriume

M) f{EELIOC(M):rotEELQqH(M)} ,

loc

(M) : rot E € L*N (M)},
M) _{EeLz’q(M): rot E=0}

(M): rot E=0}

cdivH e LpY(M)} = RN (M)

( ) ) loc loc

(M) ): divH € L*9(M)} = «RVN "7 1(M) ,
o oDINM):={HecLX(M): divH =0} = xR, TN (M),

(M) = )¢

: divH =0} = xRV 7971(M)
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Wir verallgemeinern die klassische Randbedingung
UE=0 , t:0M — M , (1.28)

in dem Raum

o

RY(M) = {E ERIM): N\ (rotE,H)y = —(E,divH)M} :
HeDa+1 (M)

denn fiir C*~Formen (E, H) folgt (1.28) aus der variationellen Formulierung mit dem Satz von Stokes. Im
klassischen Fall der elektromagnetischen Theorie, d. h. N =3, ¢ =1,2 und M C R3 ein C'~Gebiet, ist .*F =0
fiir 1-Formen E die klassische elektrische Randbedingung der Totalreflexion, v A E = 0 an dM, und fiir 2—
Formen F die klassische magnetische Randbedingung, v - ' = 0 an M . Hierbei seien v die dufiere Normale an
OM und A bzw. - das Wedge— bzw. Skalarprodukt im R .

Analog 146t sich die Randbedingung * * H = 0 in dem Raum

DI+ (M) = {HeD™(M): A (ot B, Hyw = —(E,div H)y b = «RV-0-L(01)
BERa(M)

verallgemeinern.
oRY(M), RY(M) und damit auch
oRq(M) = ORq(M) n Rq(M)

bzw. gD (M) sind abgeschlossene Unterrdume von RY(M) bzw. DIT(M) und all diese sind mit ihren natiir-
lichen Skalarprodukten Hilbert—R&aume.
Eine etwas elegantere Definition wire wie folgt zu erlangen: Sei

ROT : C®(M)cCL*>(M) — L>**(M)
E — rot £

Dann gilt fiir den Abschluf und Adjungierten (Wir bezeichnen den Abschluf bzw. Adjungierten eines Operators
T mit T bzw. T*)

— o

o D(ROT) = C;™(M) = RY(M) (Abschluf in der | - |[ror—Norm) ,
. D(ROT*) = DI (M)
Fiir E € RY(M), H € D9 (M) und ¢ € Cw’o(ﬁ) gelten ¢ - E € RY(M) und ¢ - H € DI*1(M) sowie
o rot(p-E)=¢ -rot E+rot o AE )
. div(p - H) = ¢ -divE + (=1)Y « (rot p A +E)
Auferdem bleibt die Randbedingungen erhalten, d. h. E € fo{q(M ) zieht
¢-E e RI(M)
nach sich.
Spezialisieren wir uns nun auf ein AuRengebiet Q@ C R | d. h. R™ \ Q sei kompakt. Im R" seien
A(r):=RN\ K(0,7) und  Z(r,R):= A(r)NU(0O,R)

falls » < R gilt. Mit (£2,1d) steht uns hier eine globale Karte zur Verfiigung und (2 ist auf natiirliche Weise eine
glatte N-dimensionale Riemannsche Mannigfaltigkeit. Die kartesischen Koordinaten {x;}; liefern fiir jedes
eine ONB {dz}¥, von A'(z) und wir kénnen jedes E € AY(Q) global durch

E= Z Erda’
I€Z(q,N)

darstellen. Wir definieren komponentenweise die schwachen Ableitungen

0“FE = Z 9*E; dx’

I€Z(q,N)
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und fiir m € Ny sowie s € R die gewichteten Sobolev-Raume

. L27(Q) :== HP(Q) = C5~(Q) (Abschluf in der | - [o,s,0Norm)
S {BelZQ): PR}

° L%o‘ﬁ((ﬂ) = {E € L(Q)’q(Q) : supp F ist kompakt} ,

° HM(Q) == {E € L»(Q): 0°E € Lsfl () fiir alle |of < m} ,

o  HM(Q):={Eel29Q):0"E € L2YQ) fiir alle |a| < m}

mit den entsprechenden Normen

. | los.e:=1p"looo

b ” ”m 5,0 ¢ Z Haa : ||(2),s+|a\,§2 )
|a]<m

b |” ”|'m 5,0 ¢ Z Haa ' ”(2),3,9
|la|]<m

Desweiteren seien

. () = CgT(8) , (Abschlufé in der | - "m)&Q*NOrm)
o I:)I;" Q) :=C57(Q) ; (Abschluf in der || - ||,s,0—Norm)
o HMQ):={EcL}¥Q):0°FE € L3Y(Q) fir alle [a| <m} |

. HUG(Q) == {E € Hy"(2) : supp E ist kompakt}

Wie schon bei den skalaren Sobolev-Réaumen in (1.23) lassen wir das Gewicht Null oft weg. So definieren wir z.

B. H™1(Q) := Hy"?(Q2) . Desweiteren gilt (1.24) ebenso fiir die g-Sobolev—Réume.
Weiterhin benétigen wir noch gewichtete Rotations— bzw. Divergenzraume

. RI(Q):={FeL2(Q): rot E € L2971 (Q)} |

. RI(Q):={E € RIQ): ot E € L2 (Q)}

. RL.(Q) = {E L Q): ot E€ Ly Q)

o RLO)={Ferl@): A ¢ Eeri®)}
pECT O (RY)

o RY.(Q) := {E € R{(Q) : supp E ist kompakt } )

o RLO={EeRrL@: N ¢ EeR(®}
pECT O (RY)

o RUQ)=RUDNRL(Q)

e RIQ=RIYNRL(Q)

hd R’?’OX(Q) = R’?}OX(Q) m R?OC(Q)

bzw.

. DI
° D‘H'1 Q

(Q) = {H e L2771(Q) : divH € L?9(Q)} = xRN 77 1(Q) |
(©):

. DITH(Q) :
(@) =

{HeDW(Q): divH e L2, (Q)} =+RV 1) |
{H e L27YQ) : divH e L2I(Q)} =+RY 7Y Q)

loc loc
{Hepff@: AN e-HeDf@}=sRY @)
PECE O (RN

o DIEN(Q) == {H € DI (Q) : supp H ist kompakt} = +RY -771(Q)

VOX VOX

loc

DQ+1

loc
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Ein Index 0 unten links soll verschwindene Rotation bzw. Divergenz bedeuten, so sind z. B.

. oRI(Q) = {E € RIQ) : 10t E =0} = (RY(Q) |
e  (DITNQ):={H e DI (Q): divH =0} = xRY971(Q) = (DI (Q)

Bei dem Gewicht s = 0 lassen wir die Indizierung mit Null wieder weg, so seien z. B.

RYQ) = RY(Q)  oder D) = oD§" (@)

Wir bemerken noch (siche Lemma 3.1):

o J—

o RI(Q2) = C;~1(Q) (Abschluf in der | -

o J—

o RI(Q) = C;(Q) (Abschluf in der | -

| R (Q)fNorm)

| R (Q)fNorm)

Sei Uy einer der oben vorgestellten gewichteten Rdume. Wir definieren dann
U>§ = U Us und U<§ = ﬂ Us ;
s>8§ s<§

so daft wir z. B.
RL,(Q)=JRIQ)  und quj_l%(Q) = () DR

s>1 s<7%

erhalten. Beziehen sich Formenriume auf den RY | so lassen wir wie im skalaren Fall die Indizierung oft weg, z.
B. seien

oR? := RYRY)  oder  H™?:=H"™IRY)
Wir bezeichnen den Kommutator zweier Operatoren A und B mit
Ca,p:=AB - BA

Im Laufe der Arbeit betrachten wir hiufig Formen-Paare, z. B. (E,H), (e,h) € C;7"(Q) x C57% (), und
definieren daher fiir solche Paare Skalarprodukte

hd <(EvH)7(e,h)>q1 = <E’e>¢h + <Ha h>Q2 = Z Er-er+ Z Hy 'EJ ’

I€Z(q1,N) J€Z(qz2,N)

. <(E,H),(€,h)>ﬂ = <E,€>Q+<H7h>Q

Damit sind in kanonischer Weise auch Normen auf diesen Paaren erklart.

Leere Summen oder nicht explizit definierte Ausdriicke setzen wir stets Null.

In der elektromagnetischen Theorie treten die Dielektrizitét € und die Permeabilitdt p des umgebenden Mediums
auf. Deshalb definieren noch gewissen Klassen von Transformationen auf ¢—Formen:

Sei 7 > 0. Wir sagen ¢ € V29(Q), falls ¢ folgendes erfiillt:

oc: 0 — {A:ANQ) — AYQ): Aist linear.}

¢ besitzt L™—Koeffizienten, d. h. die Matrixdarstellung bzgl. der Basis {dz!} hat L>-Eintrige.

e ¢ ist symmetrisch und gleichméfig positiv definit, d. h.

N EEHao=(EcHo wd \/ N\ (EEazc B0
E,HeL?>9(Q) >0 EcL2:9(Q)

e e =¢9+¢&:=¢p-Id+é mit einem g9 € Ry und € = O(r~7) fiir r — oo. Im Fall 7 = 0 bedeutet dies
lediglich, dafs € bzw. £ beschrankt sind.
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Sei £ € Ny. Wir sagen £ € C*4(Q) bzw. ¢ € C*4(Q), falls die Matrixdarstellung von & aus C*(Q)- bzw. C*(€)-
Eintrégen besteht und schreiben 0% fiir |a| < ¢, wobei wir dies komponentenweise bzgl. der Matrixdarstellung
verstehen. Wir sagen ¢ € VZ4(Q) bzw. ¢ € V&* (Q) mit einem ¢ € N, falls ¢ € V2°(Q) N Ch1(Q) bzw.

e € VE0(Q) N CH(Q) gilt und die Transformation ¢ fiir alle || < £ und 7 — oo
0% =0(r"")

erfiillt. Wir definieren fiir zwei Transformationen (g, u) = (0, po) + (¢, 1) € VZ(Q) x VIT10(Q) | wie es in der
Einleitung schon vorgestellt worden ist,

A= [o ﬂ mit  A(E,H):= (¢E,uH) fir (E,H)e AYQ)x ATT(Q) (1.29)
und Ag := {8(;) /?} sowie A := [6 O} Fir (E,H) € C™%(Q) x COO’qH(Q) sei der formale Maxwell-Operator
0

[ le} mit  M(E, H) := (div H,rot E)
()

eingefiihrt und fiir (E, H) € AY(Q) x AYT(Q) setzen wir

= [g ﬂ mit  S(E,H):= (TH, RE)

Die genauen Definitionen von R, T entnehme man der Definition 2.1 oder [51].
Wir wollen (wie schon erwéhnt) in dieser Arbeit das System

divH +iweE =F , rot E+iwpH =G

oder kiirzer
(M +iwA)(E,H) = (F,G)

(die verallgemeinerten Maxwellschen Gleichungen) untersuchen. Mit einer Substitution der Form
I:=ar , H:=pH

1aft sich hierbei immer
go=po =1 und damit Ag=1d (1.30)

erzwingen. Zur Entlastung einiger Formeln und Rechnungen werden wir stets (1.30) annehmen.
Fiir spéatere Zwecke fixieren wir hier schon eine Ausschneidefunktion n mit

n € C*(R,R) , suppm C [1,00) und M0y =1 . (1.31)

Desweiteren fixieren wir zu 0 < 71 < 79 < 00 eine weitere Ausschneidefunktion

t—?"l
)

0(t) :==n(1+ (1.32)

T2 —T1

und setzen
=1qor . (1.33)

Wir erhalten die folgenden Kommutatorgleichungen (sieche hierzu Bemerkung 2.2):

L4 Cvrot
. Cliv,y = 7 (r)r 1T
o« Cug=70)S

Nach [[50], Lemma 2 (i)] kann man fiir jedes 7 € Ny die Ausschneidefunktion 7 (bzw. 1) so wéhlen, da

/ i (r)rd dr = do fiir —j<ji<y (1.34)
R

gilt.
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2 Bekanntes

Wir stellen einige Ergebnisse zusammen, welche wir im Laufe dieser Arbeit intensiv benutzen werden. Diese
stammen hauptséchlich von WECK und WITSCH aus [51] und von PICARD aus [27] und [34]. Zunéchst zu den

2.1 Polarkoordinaten

Wir wollen die wesentlichen Resultate aus [51] zitieren. Ziel ist die Entwicklung eines Kalkiils, welcher die
Rechnung in Polarkoordinaten fiir g—Formen bereitstellt.
Sei dazu S € SV~! mit einer orthogonalen Karte bzw. Parametrisierung

v : § — EcCRN! pi=u"l 2 — S
u

£ —  u(f) ’

Orthogonal heifle in diesem Zusammenhang, daf fiir
Wi [0, Jy]
(J bezeichne hier die Jacobi-Matrix.) die Beziehung
.U = diag(aZ,. .., 4% 1)
gilt. Die Bedingungen
N
WPP=1  und Y Oyt Oy =676,  fiir  dij=1,...,N-1
=1

(Kugelkoordinaten erfiillen dies!) liefern z. B. eine solche orthogonale Karte mit dg = 1.
In diesem Sinne ist also {oq duls .o -duN_l} mit a; := &;ou eine ONB von Al(S) . Dann parametrisiert

® : (R,R)xE — K(S):={r-:re(R,Ry),{€S}CRY
(r,u) — - Y(u)

den ,yon S aufgespannten Kegel” K(S) mit der Karte

h:=0"1 : K(S) — (R,Ry)xZCRVN

T — (r,a)

wobel @(x) := u(lfc—‘) sei. Es gilt

O Hz) = (r,u) & x=®(r,u) =r-1p(u)

In K(S) verwenden wir auch die globale Karte Id und bestimmen:

N-1
de’ = d®;(r,u) = 0,®;(r,u) - dr + Z O, ®i(r,u) - da™
n=1
dr dr
dat da!
= Js,(r,u) : = {J@(T, w) : } ‘
d,al.\/—l d’ELN_l
Kurz liest sich dies so:
d d d !
r r r .
dz = Jg(r,u) [dﬂ] = [z/)(u),r . J¢(u)] [dﬂ} = [w(u),Jw(u)} [r . dﬁ] =: U(u) :
N-1

Wir erhalten dann punktweise (\If = \I/(u))
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N
(W' W) = (U da)’, (v dx)? Z \IJZ_; ~dxk,l/;[1 -dz*),
k=1
= Z ot (daf dat)y = (U e, = ((t‘ll-\I/)‘l)l,,j =a;2-0;,
k=1 v
=0, (ONB)
Damit ist {a; -wj};vz‘ol ={dr,a-r-da',...,ay_1-r-daV "'} mit &; := &; o@ eine ONB von A'(K(S)) . Es

gilt &g =1, da 62 = |[¢|*> = 1!
Wir kommen zur

Definition 2.1
Wir definieren die Operatoren

N
() X(@) =) x,-da"

(i) R: A/RY) — A™MRY), E+—— XAE
(i) 7T : A'RY) — AYRY), H — (-1)"V«RxH
(iv) m: ARY) — ARN), Er— r-E

und sagen E ist radial bzw. H tangential, falls RE =0 bzw. TH =0.

Bemerkung 2.2
Es gelten fir E € AY(RN) und H € A9TH(RY) :

i X=r-dr
(i) R=r-drA(-) und T=(-1)CDNu(XAx(-))= (=1 @D Nprs(drAx(-))
(ili) R?*=0,7°=0 wund m?*=RT+TR
(iv) E=r2.(RTE4+TRE)=drA(r ' -TE)+r 2. TRE=:dr NEP +E",
falls r # 0. Dabei sind EP und E” tangential und dr A E* radial.
(v) (RE,H)ys1 = (E,TH), und (TH,E)y=(H,RE)y 1

Desweiteren gelten fir E € RE (RV), H € DETHRN) und ¢ € CH(R) :

loc

(vi)  Crot,pmE = O'(r)yr~*RE und Caiv,p(r/H = o (r)yr 'TH
(vil)  Churp)(E, H) = ¢/(r)r'S(E, H)
Sei &(z) : ﬁ .

Mit &;(x) =
durch

ﬁa

ot(z) = d;ouof(r) = aj o &(x) konnen dann tangentiale Formen E € A?(RV \ {0}) lokal

E(x)=E@r-)= Y  E/(r&-aix)-da' = Y Er(rf)-ar)-di’
(¢,N—1

IeZ(q,N-1) I€Z(q,N-1)

mit &y = H &, , falls I = (i1,...,1iq) ist, dargestellt werden. Fiir E € A7(R™Y \ {0}) mit
n=1

Ex)=E(r-&) =drANEP(r-§) +E"(r-§)
=drA Y E{(n&)-a(x)-di’ + Y Ef(r¢)-ay(z)-dat

I1€T(q—1,N—1) I1€Z(q,N—1)
werden durch die lokalen Vorschriften

o (pE(M)©:=r"D. N E{(rng-ar(§)-du’

I€T(q—1,N—1)
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e (TEM)©:=r"" > Ei(r&-an(¢-du’

I€Z(q,N—1)
zwel Abbildungen
p: AYRNN\{0}) — F(Ry, A7'(SY1)  und  7:AYRY\{0}) — F(Ry,AY(SN)
mit Rechtsinversen
piF(Ry,ATHSY ) — AYRY\{0})  und  F:F(Ry,AY(SNTY)) — AYRN )\ {0})
erklirt. Fiir

o (eM©= > e o -du

I€T(q—1,N—1)

o (hM)© = D> h(r&)-as(§)- du

I€Z(q,N-1)
gelten dann

. pe(x) =pe(r-&=rT"edrn Y ef(ré)-ar(x)-dat
I1€Z(¢q—1,N-1)

. Fhz) =7h(r-&) =1 > h(r,&)-ar(z)-di’

I€T(q,N-1)
Wir halten einige Eigenschaften dieser Abbildungen fest.

Bemerkung 2.3
Wir bezeichnen den Hodgeschen Sternoperator auf der Einheitssphdire SN=1 mit ® .
Dann gelten fiir q,G € {0,...,N} und E € AYRYN) sowie H € AY(RYN) :

(i) pp=1d auf F(R4 AT(SNTDY)
() 7i=1d auf F(Ry,AYSN-1))
(i) po+Fr=1I1d auf AI(RN\{0})
(iii) 7p=0
(iii’) pF=0
(iv)y drAf=p wund drAp=0
@iv) pdrA-=7 und TdrA-=0
(v) pE=p(drAEP)=7E’ und pET =0
(v') TE=7E"=p(drAE") und 7(drAE)=0

(vi) <7‘7’E(x),,6pH(x)>q =0 ,falls q=q ,und damit auch

(vi") <7‘7’E,/§pH>RN = / *<f‘7‘E($),[3pH(.’)§)>q =0 , falls das Integral existiert
RN

(vii) T(EAH)=(rE)A(rH)

(Vi) p(EAH) = (pE) A (tH) + (~1)7 - (E) A (pH)

(vili) 7*E=@®7E’ =®pE und p*xE=(-1)1-@p(drAE")=(-1)"-®E ,d. h

(viii') Tx=@p und pr=(-1)7 @7
(ix) *r=(-17-p® und *p=7®
®x)  |B@) =|drAE(@)]) + | B ()]

2
q—1

2

(x) |dr ABe @) = |pE@) O], und |ET@)[:=|TE®)E)]:
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Das nédchste Lemma ermdoglicht die Integration in Polarkoordinaten.

Lemma 2.4

Fiir mefbare E € AY(RN \ {0}) sind die folgenden Aussagen dquivalent:
(i) FEeL>(RY)

(ii)  ppE,77E € L>I(RV)
_ 2 2

(iii) /R rNot (”pE(T)Ho,o,stl + ”TE(T)”O,O,SN“) dr < oo

+

Seien B, F € L*1(RN) und p. f. i.

(B, F)y = <pE(r),pF(7“)>SN,1 + <7‘E(7‘),7’F(7‘)>SN,1
erkldrt. Dann gilt
(E,F)gn = / N B, F)(y dr
Ry

Nun konnen wir uns daran machen, den Kalkiil zu entwickeln. Sei A : Af (RN \ {O}) — Al (RN \ {0}) ein
Operator. Wir schreiben dann formal

A= (pp+77)0 Ao (pp+77) = [p 7] {fﬁg ﬁfég] ' [p.] =il A [p.]

T - T -

und nennen A die ,Darstellung von A in sphirischen Koordinaten”. Diese erfiillt Amg = A, - A, (Ma-
trixprodukt!). Wir bezeichnen die &ufsere Ableitung auf der Einheitssphire mit Rot, die Co—Ableitung mit
Div = + ® Rot ® und den Beltrami—Operator mit B := Rot Div + Div Rot . M sei die Multiplikation mit und D
die Differentiation nach r, d. h.

d

ME(r) :=r-E(r) und DE(r) := d—E(T)

r
Natiirlich kommutieren M und D mit ®, Rot, Div und B.
Wir notieren ein paar Darstellungen in sphirischen Koordinaten (Hierbei wirken die Operatoren im R stets
auf ¢—Formen!):

—~  [-M'Rot M YDM¢
° rot = | 0 M~ Rot :| (2.1)
[ —_1)¢
. - _ _g) ( 10) @] (2.2)
~ [-M"'Div 0
1 = ’ 7 2
* v =1\ p M_lDiv] (2:3)
I [M~2RotDiv+R; M ' DM? 2 Div (2.4)
vV = ’ ’ .
IM~7 DM Rot M2 Rot Div
oo I M~2 Div Rot — M~ "' DM?Div (2.5)
[ ] 1VTr = ’ ’ .
I—-M7T'DM?2Rot M 2DivRot + Ry
% -2 [B+M?R; —2Div
* A=M { 2Rot  B+M?R, (26)
~ Jo M
o R = o 0} (2.7)
~ [0 o0
. Ty ) (28)
—  [M? 0
° RT = _ 0 O:| (2~9)
— [0 o0
. TR = 0 M% (2.10)
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Hier und im folgenden seien ¢’ := N — ¢ und

. Ry =M 'DMI 7 'DM? =¢ - (q—2) - M 2+(N—1)-M'D+D*> (2.11)
. Ry =M 9T'DMY 9 'DMI=¢q (¢ —=2) - M 2+(N—1)-M'D+D> . (2.12)

Wir nennen eine ¢g—Form o—homogen, wenn die Komponenten ihrer kartesischen Darstellung c—homogene Funk-
tionen sind. Auf solchen c—homogenen ¢g—Formen vereinfachen sich die obigen Darstellungen zu

. ot =ML~ ISOt qf{iﬂ ’ (2.13)
. div =M. ; Eicvf D?V} , (2.14)
o rotdiv =M~ RJ O Div} » (2.15)
o diviot =M~ :(a +]Z’1V_RQ(;t- Rot D_i\(IUR—(’)—tq—i)—.a]gz)(i;)} ’ (2.16)
. A=M [B ;?{;(tg) Bfogi(‘;)] (2.17)

mit oy (o) := a1(0,¢,N) := (60 +¢') - (0 +¢—2) und az(0) := az(0,q,N) := a1(0,¢', N) = (c+q)-(c +¢ —2).
Wir werden noch fiir Funktionen ¢ : R —— R, sofern die folgenden Operationen durchfithrbar sind, die
Kommutatoren

-

hd Crot,cp = Crot,tp(m) = rot @(m) - <p(m) ot )

L4 CdiV7Lp = Cdiv,ap(m) = dlv@(m) - (p(m)
° Ca,p = Capm) = Ap(m) — p(m) - A =10t Caiv,, + div Crot,p + Caiv,p 10t +Crot, ¢ div

iv ,

o,

bendtigen. Diese besitzen die Darstellungen

T 0 ¢ (M T 0 0 —— r 0
Crot,cp = |:O SO (O ):| 9 CdiV,Lp = |:()0/(M) 0:| und CA7§9 = |: OLP Fip:| (218)

mit

Ly :=2-¢ (M) - D+¢" (M) + (N —1) - M~/ (M)

2.2 Eigenformen auf der Einheitssphére

Wir wollen nun als Verallgemeinerung der klassischen Kugelflichenfunktionen Eigenformen des Beltrami—
Operators B = B, einfiihren, wobei B, der Abschluf von

B COYSNTY) c LISV — L>9(SN-1)
® +— (Rot Div 4 Div Rot)®

sei. B ist negativ semidefinit, selbstadjungiert, besitzt eine kompakte Resolvente (siehe z. B. WARNER, [[41],

chapter 6}) und wird von der orthogonalen Zerlegung
L29(§N1) = RISV 1)L @ 39 (SN1) @ (DI(SN 1)L
(69 und L sind im Sinne des (-, -)gv-1—Skalarproduktes zu verstehen.) reduziert, wobei wir
HISN=1) .= (RSN N oDY(SV )
definieren. Dann ist B auf gR4(SV 1)+ € (D9(SV 1) bzw. (DI(SN 1)L c (RI(SNV~1) negativ definit und es gilt

N(B) = H?(SN~1). Nach grundlegenden Ergebnissen der Funktionalanalysis existieren Folgen von Eigenwerten

()‘?)jeNo ) (I{(JI»)]ENO C R4, von Vielfachheiten (V?)jeNo , (”g’)jeNo C N und von orthonormalen Eigenformen

q q
(T},m)jeNO,m:17,,_,y;? ) (Sj7m)j€No,m:1,...,u;1. ’
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so dak fiir alle definierten Kombinationen von j und m

. (B+ADT?, =0 , DivT?, =0 : T?,, € RISV )T : (2.19)
e (B+sHS!,=0 .  RotS!, =0, S € DYSN )" (2.20)

gelten. In den Féllen ¢ =0 bzw. ¢ = N — 1 ist
ODO(SN—l)L — LZ,O(SN—l)L — {O} bzw. ORN—l(SN—l)L — L2,N71(SN—1)L _ {O} ,

d. h. )\;-Vfl , ij.vfl , Tj{\i;l bzw. H?, u?, Sﬁm bleiben undefiniert. Der Raum H?(SN 1) ist nur fiir ¢ = 0 oder

q = N — 1 nicht trivial mit
HOSNYH) =Lin{1} und  HY(SNTY) =Lin{®1}
Definieren wir in diesen Ausnahmefillen k3 := 0 bzw. )\évfl := 0 und p := 1 bzw. V(])Vfl := 1 sowie
Soq = |SN71|7% -1 bzw. TéYl_l = @;5’871 ,
so ist fir alle g =0,...,N —1

q q
Tj7m}j€N0,m:17...,y;1 U {Sj7m}j€No,m:1,...,ug

ein vollstéindiges ONS® (oder eine ONB) von L2%(SN-1).
Fir0<¢g< N —2ist
0#S:=RotT/, €Dt (SV"H)"

Eigenform von B441 zum Eigenwert )\? , denn

By1 S =RotDivRot T}, = Rot B, T},, = —=A]S
Analog ist
0# T :=DivS¥ e RISVt

Eigenform von B, zum Eigenwert m?+1. Daher sind die Eigenwerte von B,y1 in D?M1(SV=1)L gerade die

Eigenwerte von B, in ¢R?(S™~1)+. Damit kénnen wir die Orthonormalsysteme derart festlegen, da sie auf
SN=1 fiir 0 < ¢ < N — 2 die Maxwellschen Eigenwertsysteme
(M = i) (T}, S0) = (0,0)
d. h.
RotT{, =iw! 897" und  DivS¥'=iw?-T¢ | (2.21)
mit w! = ()\g)% = (m?“)% erfiillen.

j
Wir setzen alle T/, , S7 ., AT, k7, uf und v gleich Null, sofern sie bisher noch nicht definiert worden sind,

Jjmo Mjmo 7o
und merken noch an:

o wj=(¢+5) (d+]) , 1<¢g<N-1

o N=(+1+5)(-1+j) ., 0<g<N-2
q _ ,q+1

° )\j—lij , 0<g<N-=-2

o yl=pt . 0<gSN-2

2.3 Potentialformen

Wir nennen eine ¢-Form E € C°9(RY \ {0}) eine ,Potentialform”, falls sie AE = 0 erfiillt. Diese werden wir
im nun Folgenden klassifizieren und eine Entwicklung in elementare, c—homogene Potentialformen angeben.
Betrachten wir die bzgl. des L*9(S¥~1)-ONSs

{qu,m}jeNo,mzl ..... I/;?U{S;{m}jGNo,mzl ..... u?

§Orthonormalsystem
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entwickelten Fourier—-Reihen des radialen bzw. tangentialen Anteils einer Potentialform F :
o PE(M) =) Um(r) ST 4D ugm(n) - T
l,m Jm

° TE(r) = Zuj’m(r) . S;{m + Z Viem(r) - Tg’m
Jj,m k,m

Bekanntes

Wir wollen die Gleichung AFE = 0 mit Hilfe unseres sphérischen Kalkiils in ein System gewohnlicher Differenti-

algleichungen fiir die Fourier—Koeffizienten iibersetzen.

Zum Testen wiihlen wir ein beliebiges ¢ € C{°(R) und definieren ®, € C5™? (RN \ {0}) fiir £ =1,...,4 durch

o ®ii=p(p(m)-SL) =por-pStt
. Oy :=7(p(m)-T},) =por-7T{,

. O3 = p(p(m) - T ) =por - pTi
. @y :=7(p(m)-S!,)=por 7S,

Die Gleichungen (AE, ®y)r~ = 0 liefern dann durch partielle Integration und mit Hilfe des Kalkiils sowie (2.21)

und der Orthogonalitit der Eigenformen das folgende System:

. (M*Ry —k¢ Ui =0 , ieNg,n=1,...,u0"
. (M?Re -\ Vi, =0 , i€Ng,n=1,...,v]
. (M?Ry =AY Mgy — 210! 0 =0 : ieNg,n=1,...,03"
. (M2R2 —Hg)vi,n—&—in;}_lui}n:O , i€Ng,n=1,...,u!

Die Losungen des Systems (2.22) — (2.25) sind unabhéngig von n und wir bekommen fiir ¢ € Ny (Im Fall
N = 2 tritt hier eine kleine Schwierigkeit auf, die uns zu logarithmischen Termen fithren wiirde.) das folgende

Fundamentalsystem:
1,+ 2,+
. UL =VE =" =y
3,+ 3,4+ 3,
[ (uz , U; ) =77 (A“ Bz)
4.+ 4.+ 4%
* (u; ™, v;7) =17 (Bi, Ay)
Hierbei seien
° al-l’+::0i2’+::i—|—l , 01-1’_ ::a?’_ =—1—N+1 ,
° 05”+ =042 , 0‘?’_ =—1—N ,
. ot =i : op T i= =i~ N 42
sowie ) ) . )
A;i=i-(¢ +4)2 - (N +2i) 2 und B, :=(qg+i)2 - (N+2i)" 2
Mit diesen Fundamentall6sungen definieren wir nun fiir ¢ € Ny und n» = 1,... im sinnvollen Bereich homogene
g—Potentialformen H 3 ’f’i (¢=1,...,4) durch:
1+t g1 A+
° pHZn =U; ~Sf)n , THgn =0
2,E 2+ st
g3, ._ 3+ g-1 3.+ _ 3+ og
b sz,n =y . T‘i,n ’ THi,n = ' Si,n

g4+ _ 4+ g—1 g4, 4.+ q
b pHi,n =u; T, ) THi,n =y 'Si,n

Mit den folgenden Definitionen wird der Homogenitétsgrad O’f’i direkt ablesbar:

q,1 . a1+ a1 . gol,—
b Po’,m T Ha—l,m ’ Qa,m T Ha—l,m

q,2 . g2+ .2 . g92—
® Po’,m T Ha—l,m ’ Qa,m T Ha—l,m

4,3 . gd3,+ 3 . 93—
® Po’,m T Ha—2,m ’ Qa,m T Ha—Q,m
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a4 . 179,4,+ a4 . rygd,—
b P, - Ha,m ’ om T Ha,m

o,m *
Damit ergibt sich explizit:
g1 _ 0, ~qq—1
i Pa,m =r pSa—l,m
9,2 __ .0 P 2y all
° pPhy =r7 7T,

. ngz =77 (Ag—o - T, + Byg - 7S )

1,m

o—2,m o=2m
o PUE =17 (B pTI 4+ Ay - 7SE,)
. ol =N s
o I Ty

o QU =r""N (A pTI;, + Bora 7SI, ,)

o—2m o—2,m
4 _ ,2—0—N ~ -1 .
o Q=T (Bo - pTE + Ag - 752 )

Pg:,’; sind o-homogene und Qg:’fn sind (—o — N + 2)-homogene Potentialformen, die durch die ,Kelvin—
Transformation”
a.k _ 7"2_20_N . Pg::;,

o,m

zusammenhéngen. Mit Hilfe des sphérischen Kalkiils rechnen wir leicht

o divPIl) =—in(d +0)2PL L. divQITY = Mg +o—-2)QL,
. rot Pg;%fn =g+ U)%Pg:ﬁl , ° rot Qg:ll’ﬁn =iY(¢ +o— 2)%623’,%” ,
. div P23 =im(q + 0 —2)2PI 10, e divQLl, = —Fa(q+0)2QN2
. rot P43 =g +o—2)2 PRI e rot QIt, = —i9a(q’ +0) QLY

mit v1 := (N+20)2, 5, := (N+20—4)2 , 75 := (N+20—2)(N 420 —4)"2 und 35 := (N 420 —2)(N +20)"2
nach. Zur Verkiirzung der Notation seien noch

NI, ko — N, i ko — _
. PEFi=Lin{Ply tm=1,...} , QFF = Lin{QLy, tm=1,...} , k=1,...,4 ,
q:k . _ k ko ke —
o« PL=(PP! , Q=P . k=1,...,4
<o <o
q . q,k q ._ q,k
e D= (P 7 . %= o :
k=1,...,4 k=1,...,4
q . q,k 9 ._ q,k
® iP<<7 T @ T<a ’ Q<a T @ Q<a
k=1,...,4 k=1,...,4

definiert. Die orthogonalen Summen sind im Sinne von (-, - )(;) zu verstehen und

{Pg,’vljz}k:L...A,oeNo,m:l,... bzw. {Qg’,]fn}k:l,...,4,aeNo,m:1,..‘
bilden jeweils ONSe bzgl. (-, - )1, d. h.
(PLh PLLY 1y = QL QU ) 1y = (PEE. QY ) (1) = Okt S0y O - (2.26)

Wir fassen die bisher erlangten Ergebnisse zusammen und fixieren sie im

Lemma 2.5
Seien 0 € Ny und ¢ € {0,...,N}. Dann ist der Raum der o-homogenen bzw. (—oc — N + 2)-homogenen
qg—Potentialformen gerade

P bzw. Qe

und es gelten:

i) Pe?Pr =  rotP=0 und TP =0
(i) Q € Q¢! = rot @ =0 und TQ =0
(i) Pe?P¥? = divP=0  und pP =0
(ii) Q € Qv? = divQ =0 und pQ =0
(iii) PePr* =  rotP=0 und divP=0
(iii) Q € Qv? = rot@Q =0 und  divQ =0



22 Bekanntes

Einige Riume verschwinden oder bestehen nur aus Vielfachen eines Elementes, ndmlich:

. dim P& =0 : dim Q%' =0
. dim P2 =0 : dim Q%! =0
. dim Pt =6, dim QX' =6, und Pt = Lin{Pll”ll} = Lin{r - pSg,}
= Lin{r-p1} = Lin{r - dr}
bzw. opt = Lm{Q%%} =Lin{r'™V.p 871
=Lin{r' ™" . 51} = Lin{r' =V . dr}
. dim P&* =0 , dim Q4% = 0
. dim P2 =0 : dim Q2% = 0
o dmPY =51, , dimQY =61, wund Py Y =Lin{P)"?*} =Lin{r 775"
= Lin{r -7 ® 1} = Lin{r - xdr}
baw. QY " =Lin{Q7; "*} = Lin{r' V. s T
=Lin{r' V.7 ®1} = Lin{r'™" - x dr}
. dim P&* =0 : dim Q¢® =0
. dim P¥? =0 : dim Q%% = 0
. dim P23 =0 : dim Q%2 =0
. dim PY3 =0 , dim QY3 =0
. dim P2t = 6o, dim Q%% = 6§y,  und Po* = Lin{ Py} = Lin{#57, }
= Lin{7 1} = Lin{1}
bzw. 9yt = Lin{Qq1} = Lin{r* N - 780 ,}
= Lin{r>~" .71} = Lin{r>~" . 1}
. dim PY4 =6, dimQY* =6y, und  PY* =Lin{P'} = Lin{p T2 "

=Lin{p® 1} = Lin{x1}
bzw. Qév’4 = Lin{Qé\ff} = Lin{rQ_N . vaonfl}
=Lin{r> . p®1} = Lin{r* " - x1}

Desweiteren sind

. rot : P2 —, PpItia , falls 0<g<N-1 ,
° rot : P43 — prtld , falls 1<g<N-1 ,
. div : Tgill’l — Pe , falls 0<g<N-1 ,
. div : PILP — P22 , falls 0<qg<N-2
und
. rot : Q22 — Q413 , falls 0<g<N-2 ,
. rot : Q%1 — ngl’l , falls 0<g¢g<N-1 ,
. div : It — g3 , falls 1<g<N-1 ,
o div : Q414 Qg2 , falls 0<¢g<N-1
Isomorphismen.

Bemerkung 2.6
Wir haben hier einen kleinen Fehler aus [[51], Theorem 2 and 3] in den Bereichen fiir q korrigiert. So ist z.

B. rot : QY712 — QX3 kein Isomorphismus, denn Q5° = {0} hingegen QY 1% = Lin{Qf{fl’Q} # {0} . Diese
Ungenauigkeiten sind auch schon in [5] berichtigt worden.

Beziiglich der Integrierbarkeit machen wir noch die
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Bemerkung 2.7
Sei s € R.

(i) P2k el2/RN) < P2k eHMRY) & o<-s5-N/2
(i) s>-N/2 = P2k ¢LIIRV)
(i) P2k eL>9(U(0,1))
(iv) ok e LPY(A(1)) <« QLk eHMI(A(l)) & o>2+s—N/2
(v) s<N/2-2 = Q%k eL29(A(1))
(vi) ok ¢ L>%(U(0,1)), bis auf Qg:fn im Fall N = 3.

Wir kénnen nun unser Entwicklungsresultat formulieren; siehe dazu auch die Resultate von WECK und WITSCH
in [[53], p. 1508, Theorem 1], [[51], p. 1033], oder von BAUER in [[5], S. 22, Satz 1].

Satz 2.8

Seien Z = Z(r1,1m2) mit 0 < r; <1y < 0o und & € C°UZ) eine Potentialform, d. h. A® = 0. Dann lafit sich
® in Z als Reihe

,k &
o = E Ak .om * Pg,m + E /Bk,a,m ) Qg,m

k,o,m k,o,m

mit A o.m; Br,o.m € C darstellen. Diese Reihe konvergiert in C°%(Z), d. h. gleichmdifig mitsamt allen Ablei-
tungen in kompakten Teilmengen von Z . Wir kénnen in Spezialfillen noch prdzisere Aussagen machen:

(i) In dem Fall ro = oo und ® € L?’q(Z) verschwinden alle o om mit 0 > —s — N/2 und alle Bk om
mit ¢ < 2+ s — N/2. Die Reihe konvergiert dann fir alle # > 1 in Z(#,00) gleichmdflig mitsamt
allen Ableitungen, auch nach Multiplikation mit beliebigen Polynomen in r. Damit konvergiert die Reihe
natiirlich auch in L2(Z) . Im Fall s > —N/2 verschwinden also alle g 5. , d. h.

=Y Brom QLY

k,om

(ii) Im Fall g = 0 und ® € L2’q(Z) verschwinden alle Bk om bis auf Biom , falls N = 3, und die Reihe
konvergiert dann in C°%(Z) .

(iii) Ist ro = 0o,r1 > 0 und ® € LY(Z) mit t € R sowie

Q.om = 0 , fiir oc>—-s—N/2
Brom =0 , fir o0<24+s—N/2

mit einem t < s € R, so folgt ® € L?’q(Z) .

Wir erinnern an die Ausschneidefunktion 7 in (1.31) bzw. 7 in (1.32) und notieren noch eine wichtige Orthogo-
nalitétseigenschaft im

Lemma 2.9
Seien 0 < ry; < 19 < 0o und n wie in (1.33) sowie C' := Ca ,, . Dann gelten mit oy :=2—N—-20 < —1-20 < —1:
K N4 - K N4 _
d <CPc(r1.,ma P»?,n>RN - <CQg,mv Q?y,n>]RN - O
ok e — k Vi _
* <C gm’Pg,n>RN - <Cpg,m’ %,n>RN = Qg - Okt 0oy Omn

Beweis:
Wir berechnen mit Lemma 2.4, der Darstellung von C aus (2.18) sowie den Regeln

PPEA() = rTpPEA()  wmd  TPEL(r) =7 TPEk (1)
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z. B. das Skalarprodukt

o (CPZE PTLY. . = /R rNTUA(OPSE, PO dr
+

o,m> o,m? (r)
= / PN-L. (Tur?) - 77 - <Pg7’,’;, P,‘Y17’f;>(1) dr
Ry ——

=P T S N

— (U _ 7) . / pNtoty=2 ﬁ’(r) dr - 5k,£ . 5(m . 5m’n =0
Ry
Vollig analog erhalten wir:
L4 <CQg:’7€n7 g:{;],>]RN = (’Y - 0) : / r_N_U_’Y+2 . 77/(70) dr - 5]6,@ : 50,7 . (Sm,n =0
Ry

o (CQYh Pl = Q=N =20): [ WOV bt G = 0 GGG
;,_/
=1

° <0Pg,’7]§w Q?Y77€L>RN = (—2 + N + 20’) . 5k,[ . 5077 . 5m7n = —Q4 - 5k7g : (5077 : 5m7n

|
2.4 Fredholm—Theorie der dufieren und Co—Ableitung
Wir definieren zunéchst
I:i={n+N/2:neNgJU{l—n—N/2:neNp} (2.27)

und zitieren aus [[51], p. 1034, Lemma 5] das auf MCOWEN, [22], zuriickgehende Resultat

Satz 2.10
Fir alle s € R\ (IU{2— N/2}) und q € {0,..., N} ist
A : HY, — [L2¢
o — AQ

ein Fredholm—Operator mit

e N(a)=71

<—s—&+42 ’

o W(a)= {F €127 : (F,P)gy = 0 fiir alle P € ?is_%}
Insbesondere ist A fir s > 2 — N/2 injektiv, fir s < N/2 surjektiv und fir 2 — N/2 < s < N/2 bijektiv.
Nun zitieren wir der Reihe nach wichtige Ergebnisse aus [51].

Lemma 2.11
Seien q € {0,..., N} sowie n und C wie in Lemma 2.9.

(i) FurseRygilt oDINRI= (pq::qi N

2

(i) Fir N/2<seR\Tgit L3}7=W(a)+ CQ%

(iii) Mt X9 := {F € L2 : (F, P)gn =0 fiir alle P € Ti’iﬂ} und 81 := C’Qiiiﬂ gelten
2

2

. X¢ =rot RI"| +divD?F] |
o L27=07 | 8¢

84 ist endlichdimensionaler Teilraum von Cg™? (RN \ {0}) .
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Lemma 2.12
Seien s € R\ 1 und ¢ € {0,...,N}. Dann gelten mit stetigen Projektoren (Satz vom abgeschlossenen Graphen)
die folgenden Helmholtz—Zerlegungen.:

(1) s<—-N/2 = L* =R+ DI
(i) —N/2<s< N/2 = L27=(RY} (D¢
(iii) s>N/2 = L2 =R?+,DI+ 8!
(iv) s>-N/2 = (RY={0} und (DY ={0}
v) s<—-N/2 = (R!=Lin{1} und oDV =Lin{x1}

Es gelten stets L>° = (D und L>Y = (RY .

S

Satz 2.13
Seien s € R\ T und g € {0,...,N —1}. Dann ist

tot Rg—l n ODZ—l — oRZ—H
E — Trot K
. , . 4
ein stetiger Fredholm—Operator mit N (vot) = ¢R?_, N¢D?_, = (Pq<737%+1 und

W (vot) = {G € oRI™ : (G, P)g~ = 0 fiir alle P € Tq::fﬂ} 7

2

aufler im Fallg= N — 1 und s > N/2, in dem
W (vot) = {G € RN : (G, * 1)pv = 0 und (G, P)g~ = 0 fiir alle P € Tf;l_%}

gilt. Insbesondere ist vot fir q < N —1 und s >1—N/2, s <14+ N/2 bzw. 1 — N/2 < s <1+ N/2 injektiv,
surjektiv bzw. bijektiv.

Das duale Resultat lautet:

Satz 2.14
Seien s € R\ T und ¢ € {0,...,N —1}. Dann ist
oiv : DITINRTTT — (D¢
E — divFE
. ) ) . +1 +1 +1,4
ein stetiger Fredholm—Operator mit N (div) = (D77 NoRIT] = Ti757%+1 und

W (div) = {F € oD¢ : (F, P)pv = 0 fiir alle P € ?qifﬁ} ’

2
aufler im Fall g =0 und s > N/2, in dem

W (div) = {F € oD? : (F, 1)y = 0 und (F, P)gx = 0 fiir alle P € T‘i’j_ﬂ}

2

gilt. Insbesondere ist viv fiirq >0 und s >1—N/2, s <1+ N/2 bzw. 1 — N/2 < s < 14+ N/2 injektiv, surjektiv
bzw. bijektiv.

2.5 Klassische Elektro—-Magneto—Statik

Wir zitieren im folgenden Resultate von PICARD aus [27] .

Definition 2.15
Seien Q C RN ein Aufengebiet und q € {0,...,N}. Wir definieren die ,(harmonischen) Dirichlet-Formen”
durch

HIQ) = RI(Q) NoDUQ)  bzw.  HIL(Q) := oR”,(2) N oD, (2)



26 Bekanntes

Wir erinnern an die Gewichtsfunktion p := (1 + 1"2)% aus dem ersten Kapitel und kommen zum

Lemma 2.16
Seien Q2 C RY ein Aufengebiet mit LMKE (siehe Definition 4.25) und q € {0,..., N} . Dann gelten:

(i) HYQ) = HL,(Q) ist endlichdimensional.
(ii) Es existiert eine Konstante ¢ > 0 und ein Kompaktum K € €0, so daf fiir alle E € R? ()N D ,(Q) die

Abschdtzung
|E|

0,-1.0 < ¢ ([rot Elo,0.0 + | div E]o,0.0 + | E|

0.0.K)
gilt.
(iii) Seien dg := dim H¥(Q) und {he}e=1,....q, eine Basis von H(Y). Dann existiert eine Konstante ¢ > 0, so

dap fiir alle E € f%q_l(ﬂ) N DY ,(Q) die Abschitzung

dq
1Blo-1.0 < ¢« (Ix0t Eloo.c + | div Bloog + > |(6 B, p~ he)al )
=1
gilt.
Bemerkung 2.17
Im Fall N = 2 miifiten wir im obigen Lemma die | - |o,—1,0—-Norm durch eine logarithmisch gewichtete Norm

ersetzen.

Die Abschliisse im folgenden Lemma sind in L% () zu nehmen und L, bedeute Orthogonalitit bzgl. des

(p* -, p° - Ya—Skalarproduktes.

Lemma 2.18
Sei Q C RY ein Aupengebiet mit LMKE. Dann gelten die folgenden (-, - )q-orthogonalen Zerlegungen:

(i) Firqed{0,...,N—1}ist rot 1?{‘1(9) = rot lo{q_l(Q) = rot lo%‘il(Q) = xdiv ]S]jl_q(Q)
— rot (f{‘il(m MoD?,(2) NI, (2))

(ii) Firqe{l,...,N} ist div D9(Q) = div D% (Q) = div D (Q) = *rot R[] 4(Q)
= div (D2, () MR, () N 37, ()4
(iii) Firqe{0,...,N} ist L24(0) = rot Ri-1(Q) @ (D(Q) = oRY(Q) @ div Di+1(Q)
— rot Re-1(Q) & 3(4(Q) & div Da+1(Q)
Wir erhalten mit Hilfe dieser Zerlegungen ein erstes Resultat in der Elektro-Magneto—Statik, den

Satz 2.19
Seien Q C RN ein Aupengebiet mit LMKE und q € {0,..., N} . Dann ezistiert zu jedem

G e DI ()t = O§q+1(9) AHITIQL  und  fe Ofw—l(mL = oD HQ) N HITH Q)L
genau ein E € f{q_l(Q) N DL, (Q) N HI(Q)L-1 mit
rot E =G und divE = f

Der Lésungsoperator ist stetig, d. h. es existiert eine von G, f und E unabhdngige Konstante ¢ > 0, so daf§

[EJo.~1.0 < c- (IG]

0,02+ [ flo.0,2)
gilt.

Desweiteren zitieren wir von PICARD aus [34] die folgenden beiden Resultate:
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Lemma 2.20
Seien q € {0,...,N} und Q C RN ein Aufengebiet, welches eine Lipschitz—Transformation eines Auflengebietes
mit glattem Rand sei.

(1)

(ii)

(iii)

(iv)

Es existiert eine endliche Menge B1(Q2) C ¢R%(Q), welche linear unabhingig modulo rot RI=1(Q) ist, mit
IBYUQ)| = dim HU(Q) =d, und  H(Q)NBYQ)"L = {0}

Die Elemente von B%(Q2) haben kompakten Trager in Q und ihre Orthogonalprojektionen auf H1(2) in
oR%() entlang rot RI=1(Q) bilden eine Basis der Dirichlet-Formen H1(Q) .

Fiir g # 1 existiert eine endliche Menge BY(Q2) C (D(Q2) , welche linear unabhdingig modulo div DI+1(£2)
ist, mat
YO = dimH(@) =d, und  HQ) B = {0}

Die Elemente von BY(Q) haben kompakten Triger in Q und ihre Orthogonalprojektionen auf H9(Q) in
oD?(Q) entlang div DIt1(Q) bilden eine Basis der Dirichlet-Formen H%(2) .

Es sei B1(Q)) =: {b({, ol bgq} . Dann existiert eine Konstante ¢ > 0, so daf8 fir alle E € R%,(Q)ND?,(Q2)

die Abschdtzung
d

0,00 + | div Efo,0.0 + Z ’(E,Z%Q‘)
=1

||

o-1,0<c- (|| rot B

gilt.
Fir g # 1 sei B1(Q) =: {b],.. .J)Zq}. Dann ezistiert eine Konstante ¢ > 0, so daf8 fir alle ¢ # 1 und
IDNS fo{q_l(Q) NDZ,(Q) die Abschitzung

d

0,00+ 1div Eloog + > [(E,b)al)
{=1

2

o—1,0<c- (|| rot B

gilt.

Wir erhalten ein weiteres statisches Resultat:

Satz 2.21
Seien q € {0,...,N}, Q C RN ein Aufengebiet, welches eine Lipschitz—Transformation eines Auflengebietes

mit glattem Rand sei, und e,v € Vg’O(Q) . Desweiteren sei {hg} =1,

d, eine Basis der Dirichlet-Formen

.....

JHUQ) == oRY(Q) Ne~LDI(Q)

deren Dimension dq nicht von € abhdngt (siehe Lemma 6.5).
Dann existiert zu jedem v € C% und jedem

G e RTQ) N HH(QL  und  f € oDIHQ) N L Q)

genau ein E € RY(Q) Ne 1DY(Q) mit

Dies

) rot E =G ,
° diveE = f ,
. (VE, he)o =V fiir (=1,...,d,4 . (2.28)

bleibt auch richtig, wenn wir mit den Formen {b]} bzw. {bg} aus Lemma 2.20 die Bedingung (2.28) durch

o

(eE,bo =7 fir €=1,...,d, bzw., falls ¢ # 1, (E,b}yq =~¢ fir £=1,...,d,
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ersetzen. Die Losung hdngt stetig von den Daten ab, d. h. es existiert in jedem Fall eine von G, f, v und E
unabhdngige Konstante ¢ > 0, so daff die Abschdtzung

||

oo < ¢ (IGlora+1flora+ )
gilt.

Wegen Lemma 2.16 wissen wir schon, dafy der Raum H7(€2) der harmonischen Dirichlet-Formen endlichdi-
mensional ist. Wir kénnen seine Dimension sogar exakt angeben, sie wird ndmlich durch die topologischen
Eigenschaften des Gebietes (Betti-Zahlen) gegeben. Wir zitieren dazu von PICARD aus [30], siehe auch [26] und
[29] oder zur klassischen Theorie DUFF und SPENCER, [9] und [10], den

Satz 2.22
Seien g € {0,...,N} und Q C RY ein Aufengebiet mit globaler Segmenteigenschaft sowie By, . .., Bn die Betti-
Zahlen von 2. Dann sind die Dimensionen der Dirichlet—Formen gegeben durch

dim HY(Q) = Bn—q
Wir machen noch die

Definition 2.23
Wir sagen, ein Auflengebiet besitzt die ,statische Mazwell-Figenschaft”, kurz SME, falls es die LMKE besitzt
und die Resultate des Lemmas 2.20 gelten.

Bemerkung 2.24
Die Voraussetzung in Lemma 2.20 und Satz 2.21, daff Q eine Lipschitz—Transformation eines Auflengebietes
mit glattem Rand sei, impliziert die LMKE fiir ), siehe etwa [34]. Damit besitzt ein solches Q0 die SME.
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3 Regularitat

In den folgenden Kapiteln bendtigen wir des 6fteren Regularititsresultate. Deshalb werden wir in diesem Kapitel
einige herleiten. Hierzu sei stets ¢ € {0,..., N} beliebig. Zunéchst bendtigen wir einige Dichtheitsaussagen:

Lemma 3.1
Fir s € R und m € Ny liegt C3™? dicht in RZ, R, D?, D?, RIN DY, RIND?, H™? bzw. H™.

Zur technischen Vorbereitung definieren wir noch die komponentenweise Fourier—Transformation fiir g-Formen
mit Komponenten E; im Raum der temperierten Distributionen durch

F(E)(x) := Z Ep(z)da’ , falls E(z) = Z Ey(x)da’

IeZ(q,N) I€Z(q,N)
gilt. Hierbei sei die skalare Fourier—Transformation in L? mit "~ bezeichnet. Dann ist
F:L*9 — L>9
unitdr und mit X'(z) := = sowie der bekannten Formel
dou =il xea

fiir skalare Distributionen erhalten wir die Formeln

° Fx = xF , (3.1)
. FO"E) =i xeF(E) | “F(E) = (—)FxE) (3-2)
o F(rot E) =iRF(E) , rot S"(E) —1F(RE) ) (3.3)
° F(divE) = 1T§( ) , divF(E) =—-1F(TE) , (3.4)
. F(AE) = FE) AF(E)=-5(* E) (3-5)
o ?(M(E,H))zlS?(E,H) ., M3F(E.H)=-iF(S(E,H)) (3.6)

Desweiteren kénnen wir die Sobolev— bzw. Rotations— und Divergenz—R&ume im Ganzraum charakterisieren:

o« H™I— {E c L%, F(E) e Li;q = 9 , m € Ny (3.7)
e RI={Eecl®:RF(E)ecL>} =nI (3.8)
. D?={EecL*:TF(E) e L>""} = D1 (3.9)

Die Réume $H? kénnen auch fiir s € R definiert werden. In diesem Sinne wollen wir auch H*“ fiir s € R einfiihren.
Mit partieller Integration und der Formel A = rot div + divrot erhalten wir leicht

A

vecT?  n=l

(3.10)

Aus den Charakterisierungen (3.7)—(3.9) und Bemerkung 2.2 (iv) sowie obiger Gleichung (3.10) bekommen wir
das folgende grundlegende Ergebnis durch Lemma 3.1 mit einem Dichtheitsargument.

Lemma 3.2
Mit dquivalenten (sogar gleichen) Normen gilt R N DY = HYY .

Nun wollen wir eine Transformation einfiigen:

Lemma 3.3
Sei € € Vg’l . Dann gilt mit dquivalenten Normen (in Abhdngigkeit von )

RINe'D?=H"Y

Beweis:
Eine Inklusion ist trivial. Sei E € RINe~1D?. Mit der Zerlegung

L7 = rot R7-1 @ (D = rot (R%;' NoD,") @ (D?
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aus Lemma 2.18 gelte
E=rot®+ ¥

Dann ist rot £ = rot ¥ und div¥ = 0. Lemma 3.2 liefert

VeH™ mit U)oy < e (|@]oory +|rot ¥

lo.0xv) < ¢ (|Elo,0ry + | r0t Elg0rN)
Wir erhalten e € HY? und

diverot ® = diveE — dive¥ € L>¢! mit | diverot ®[gory < c- (|diveE

o0&~ + 1%1,0~)

Wir definieren fiir ¢ = Z érda’ € A? die Operatoren Tp,; und dy, ; punktweise durch
I€Z(q,N)

(h,; — Id) (ei :i—ter Einheitsvektor)

S

T}m(b(.’)?) = Z (b[(:l? + h- ei) da! s (5}1’2‘ =
I€Z(q,N)
und wenden die iibliche Beweistechnik bei elliptischer Regularitat (siehe z. B. AGMON, [[1], Kapitel 6 und 9])
an. Fiir p € C3>97" gilt:
(€dp, s rot ®,rot @)py = —(rot &, 0_p ;e rOt P)RN
= —(rot ®,ed_p, ; rot )N + < rot ®, (6_p,;€)T_p,; rot 90>RN
= —(erot ®,rot 0_p i )rv + <r0t D, (d_p,i€)T—p,i rot <p>]RN
——
eceat

= (diverot ®,d_p ;@)ry + < rot @, (6_p ;€)T_p,; rOt 90>RN

Mit den Abschéatzungen

N
[0niulo,0ry <c- Z [0nulo,0,rx
n=1
und
N
|7h,i ot ufo o rr < c-[rotufoory <c- Z [0nulo,0,r~ )
n=1

die gleichméfig bzgl. h gelten, erhalten wir gleichméfig bzgl. ¢ und h:

N
|<55h,i rot ®, rot 90>]RN’ <c- ("EHO,O,]RN + | rot Efgory + | div 5E”0,O,RN) : Z 10n@l0,0,m7
n=1

<c-(|E

0,0k~ + [ 10t B0 r~ + [ diveE|

0.0&~) - (| Tot ofoory + [ diveloorn)

Mit Lemma 3.1 wiihlen wir eine Folge (®,,),en € Coo% " diein RY;'ND?;" gegen ® € RY;'NDY " konvergiert.
n—oo

Dann gilt auch 6y ;P,, —— 05, P in Rq:ll N Dq:ll und wir bekommen

KE(Sh’i rot @, op, ; rot <I>n>RN| = ‘<E(5h’i rot @, rot( o, Py )>RN‘
——

ecy it

<c ([E]oory + |r0t Elgory 4 |diveE]oory) - (|10t 0p,Pnloory + | div i Prloory)

Im Grenzwert n — oo ergibt sich
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¢+ |6n,i rot q)"g,o,RN < (edp, i rot @, &y, ; rot P)pw

<c- (IEloory + |rot Eloory + |diveE]oorn) - ([0n,: ot @o.0rn + [0k, div ® o0, )

=0

so dafl wir mit einer Konstanten ¢ > 0 unabhéngig von h

|05, rot @

o0&~ < ¢ (|Eloory + [rot Eloory + [ diveE]oorv)
erhalten. Also ist rot ® € H¢ und
N
> 0nrot @lo oy < - (|Eloory + | 1ot Eloory + | diveE]qor~)
n=1
Schlieflich ergibt sich £ = rot ® + ¥ € H"? mit der Abschiitzung

1Bl 0~ < c- (IElooz~ + 0t Eloomn + |diveEloosy) < ¢ |Elgun-ipe

Korollar 3.4
Seien s € R und € € Vg’l . Dann gilt mit aquivalenten Normen (in Abhdngigkeit von €)

RINe DY =HW

Beweis:
Sei E € RINe~'DY. Dann folgt (Erinnerung: p = (1 + 7"2)%)

. p’Eel® |
. rot(p*E) = p*rot E + sp* 2RE € L2t} :
o div(pcE) = p*diveE + sp* 2TeE € L2t |

also p°E € RINe 1D = HY und
10 Eliozy < e (10°Elooz + [ 10t(0° ) g + | div(e0 ) v )

nach Lemma 3.3. Mit 9,,(p°E) = p*0, F + sp* 2 X, E folgt dann E € H!? und

IEl szxv < c-llp°Elliory < c- (1Elosry + |rot Elg gy + |diveE]g s zy)

Bei den starker gewichteten Rdumen haben wir das

Korollar 3.5
Seien s e R, 7 >0 und e = 1d+€ € V?.’l . Desweiteren gelte firn=1,...,N

Oné =0(r™h) fiir r— 00
Dann gilt mit dquivalenten Normen (in Abhingigkeit von €)
RINe'DI=HL?

Beweis:
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Sei E € RINe D! C RINe DY, Dann folgt zunichst £ € H!Y aus Korollar 3.4 und wir miissen nur
noch O, F € Lifl fir n = 1,..., N zeigen. Mit Lemma 3.1 gilt (3.10) auch fiir H:9-Formen. Daher gilt mit

@y =1 -—m(t'r) fiir alle n und gleichmiiRig bzgl. t € R :
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Han(% - E) HO,erl,]RN = [ 0nl: - E) HO,O,]RN

C- <Han(ps+lsot ' E)HO,OJRN + ||(S + 1)p871Xn90t : EHO,O,RN>

EHLCHLa

- (H rot(p* 1 or - B)| g o mr + || div(0* o - B)|| o g + et E||o,s,RN)

IN

IN

IN

c: (”90’5 Elosry + H rot (s - E)||0,s+1,RN + ” div(epy - 5E)||0,s+1,RN

+ || div(epy - éE)”o,sH,RN)

<c- (“Sﬁt - Ellg,s zy + || rot (¢ - E)Ho,sH,RN + | diver - EE)”O’S“’RN
N
£ 3 [0t Blgsrs )
m=1

Da s+ 1—17 < s+ 1 ist, folgt fiir alle £ € R, mit einer von s, 7 und ¢ abhiingigen Konstanten ¢ > 0 die
Abschétzung

[CACTER 2] A
= Ham(% - E) H(Q),s+17'r,U(0,tA) + Ham(% - E) Hi,erlf'r,A(tA)
<é¢ Ham(‘Pt - E) Hi,s,U(O,f) + (1877 Ham(‘Pt - E) H(2),s+l,A(£)
< e omer B)gunn + 0+ 7 0o B)lgpazn

so daR wir fiir ein hinreichend kleines § > 0 und ein entsprechendes  mit (1 +#2)"7 < §

N
Z ”8”(% : E)”O,s-&-l,RN
n=1
<c: <|||90t "Bl sry + ” rot (e - E)”o,s+1,1RN + H div(epy - €E) Ho,s+1,RN>
<c: (|||E|”1,S,RN + [ rot Efg s41,rv + [ diveE]o sp1,mY
N
Y ') T T RE ]
n=1
+ 't ) 't_lT_lRE‘|0,s+1,Z(t,2t) + ') 't_lr_1T€EH0,s+1,Z(t,2t))

erhalten. Da in Z(t,2t) die Beziehung ¢t~ < 2r~! gilt, folgt mit Korollar 3.4 gleichmiiRig bzgl. ¢

N N
Z 10 Elo,s+1,00.) < Z ”a”(s"t ’ E)Ho,s+1,RN
n=1 n=1

<c-(IBlosry + |rot Elo si1zny + | diveE]g s41.r5)

Der Satz von der monotonen Konvergenz liefert fiir ¢ — oo schlieflich £ € HL¢ und

N
> 10nElosi1ey < ¢ (IEloszy + [ 1ot Elossrzy + | diveEloariry)

n=1

also insgesamt

1Bl vy < (|E]o,sry + |10t Elg 5188 + | diveE]g s1r8)
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Satz 3.6
Seien L €N, s € R und e € V& . Dann sind

Eel?? | rot E € H- V9P ypd  diveE e H L9!

dquivalent zu E € H%Y und es gilt gleichmdfig bzgl. E die Abschitzung

I£]

o5z < - (|Elosry + vt Ellg—1 s zy + | diveE],—1 s rv)

Beweis:

Induktionsanfang (¢ = 1): Korollar 3.4

Induktionsschritt (£ ~» £+ 1): Seien e € VI rot E € H44H! und diveE € H%4~!. Die Induktionsvor-
aussetzung liefert auf der Stufe ¢ zunichst F € H%? und die entsprechende Abschiitzung. Damit sind fiir alle
n=1,...,N die partiellen Ableitungen 9, F € L>? und es gelten

rot 9, E € H MM sowie  div(ed, E) = 0, diveE — div ((0ne) E) € H, 1!
N——
echa

Wiederum liefert die Induktionsvoraussetzung auf der Stufe £ fiir allen=1,..., N
B €HY  wnd  [0uB gy < ¢ (10nElom + 110t 00l 1z + || div(z0, )|, v

Folglich ist E € HT19 und es gilt gleichmiRig bzgl. E die Abschiitzung

N
|o,s rY + Z manEI"é,s,]RN)

n=1

1Bl g1 apy < c- (1E]

<c (1Bl ry + Ixot Ellesry + [ diveEl zvy)

Die Induktionsvoraussetzung liefert nun die Behauptung. |
Satz 3.7
Seienl €N, seR, 7>0unde=1d+£ € Vz’f . Desweiteren gelte fiir alle |o| < ¢
9% = O(r~1ely fir r—o0
Dann sind
Bel? ,  rwotBEeH ™ und  diveBeHL !

dquivalent zu E € H5? und es gilt gleichmdpig bzgl. E die Abschitzung
|Elesmy < ([Blosrx + |10t Ele1 sp1mn + | diveE], o1 pv)

Beweis:

Korollar 3.5 liefert den Induktionsanfang. Der Induktionsschritt folgt dem Schema des Beweises zu Satz 3.6.
Wir miissen hier nur zusétzlich beachten, daf die Gewichte der Normen mit der Anzahl der Ableitungen steigen
und dies durch die geniigend schnell fallenden Ableitungen von é kompensiert wird. |

Mit diesen Ganzraumergebnissen erhalten wir nun direkt durch eine iibliche Abschneidetechnik die innere Regu-
laritat in beschréankten Gebieten. Unsere Ergebnisse liefern aber auch die innere Regularitit in Aufiengebieten,
welche wir zusammenfassen im
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Korollar 3.8
Seien €N, s € R und Z C Q C RN zwei Aupengebiete mit dist(Z,08) > 0.

(i) Ist e € VIY(Q), so folgt aus E € L>9(Q), rot E € HL-L9H(Q) und diveE € HL91(Q) schon E €
H%4(Z) . Desweiteren gilt mit einer Konstanten ¢ > 0 gleichmdfig beziiglich E die Abschitzung

IE]

l,s,2 S C- ("E

.00+ [Irot Elle—15.0 + [ diveE]e-1.5.0)

(ii) Ist e = Id+¢& € VEY(Q) mit einem 7 > 0 und

A 9% =001 fir r—o00

lal<e

s0 folgt aus E € L29(Q), rot E € Hﬁﬂ’qﬂ(ﬂ) und diveFE € Hﬁﬁ’q_l(Q) schon E € H%9(Z). Auferdem
gilt mit einer Konstanten ¢ > 0 gilt gleichmdfig beziiglich E die Abschétzung

|E

0,52 < ¢ (|Elos,0 + | 10t Ele—1,511,0 + [ diveE]i—1,541.0)

Beweis:
Mit einer Ausschneidefunktion ¢, welche ihren Trager in €2 hat und auf = konstant Fins ist, erfiillt die Form ¢- E
die Voraussetzungen von Satz 3.6 bzw. Satz 3.7. Damit folgt ¢ - E € H%? baw. ¢ - E € H%9 | also insbesondere

EcHYE) bzw. FEeHYE) |

und eine kleine Induktion liefert die gewiinschte Abschétzung. |

Bemerkung 3.9
Durch den x—Operator erhalten wir alle obigen Resultate auch fir Riume der Form

e 'RINDY  baw. e 'RINDY?

Wir benétigen in dieser Arbeit keine Randregularitit. Ergebnisse in dieser Richtung findet man z. B. bei KUHN
in [[17], Kapitel 4].
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4 Losungstheorie des zeitharmonischen Problems

In diesem Kapitel wollen wir eine zeitharmonische Losungstheorie (w # 0) zu dem Strahlungsproblem
(M +iwA)(E,H) = (F,G) , UE=0

entwickeln. Diese ist eine Verallgemeinerung der Resultate von PICARD, WECK und WITSCH in [37] und aus
der Diplomarbeit [24], die den klassischen Fall der Maxwellschen Gleichungen (N = 3 und ¢ = 1) behandeln,
wobei in der letzteren Arbeit stérkere Bedingungen an A und die rechten Seiten (F,G) gestellt werden. Wir
werden die Losungstheorie unter sehr schwachen Voraussetzungen an die Koeffizienten ¢, u und Daten (F,G)
entwickeln kénnen.

Auch in diesem Kapitel seien stets ¢ € {0,..., N} und Q@ C R ein Aufengebiet. Desweiteren seien

(e, 1) = Td+(, 1) € VEO(Q) x VIO(Q)

zwei Transformationen, deren Abklingrate 7 > 0 noch néher festzulegen ist.

4.1 Der Losungsbegriff
Die Selbstadjungiertheit von M (Vgl. (4.1)) liefert einen einfachen L?-Losungsbegriff fiir nichtreelle Frequenzen:

Definition 4.1

Seien w € C\ R und (F,G) € L29(Q) x L2Y(Q) . Dann lost (E, H) das Problem Max(A,w, F,G) , falls
()  (BE.H)eRIQ)xDQ)
(ii) (M +iwA)(E,H) = (F,G)

Fiir reelle Frequenzen miissen wir den Raum der Daten verkleinern und den Losungsraum vergréfseren, indem
wir in gewichteten Rdumen Strahlungslosungen definieren.

Definition 4.2
Seien w € R\ {0} und (F,G) € L2YQ) x L29TH(Q) . Dann l6st (E, H) das Problem Max(A,w, F,G) , falls

loc

i) (BH)eR' ,(@xD™ (@)

2 <-3z
(ii) (M +iwA)(E,H) = (F,G) ,
(iii) (r'TH + E,r~'RE + H) € L2 1 () L'iqj;(sz)
Bemerkung 4.3
Die obige Bedingung (iii) nennen wir ,Maxwellsche Strahlungsbedingung”, oder kurz ,,Strahlungsbedingung”, denn
sie verallgemeinert die klassischen Sommerfeldschen Strahlungsbedingungen zur Mazxwell-Gleichung

5AH7EeL2>7%(Q) und  EANE+HeL2 1 (Q)

2

(N =3 und g =1). Hierbei seien £(x) := £ und A das Wedgeprodukt im R3 .

T

Bemerkung 4.4
Andere Formulierungen der Strahlungsbedingung sind z. B.

1 roiT

—1 2,q 2,¢+1
(r—"S+1d)(E,H) € L>_%(Q) X L>_% (Q) oder L’lR 1

B etz @) <2

Das vierte Kapitel beschéftigt sich im wesentlichen mit der Losungstheorie im Fall w € R\ {0} . Wir werden
— wie schon in der Einleitung erwéhnt — mit Hilfe des Prinzips der Grenzabsorption eine Lisungstheorie in ge-
wichteten L?~Réumen herleiten. Ein entscheidendes Hilfsmittel wird hierbei das Zerlegungslemma (Lemma 4.6)
sein, welches den Nachweis sowohl des polynomialen Abklingens etwaiger Eigenlosungen als auch der a—priori—
Abschéatzung zur Durchfithrung der Grenzabsorption durch Riickspielung auf die entsprechenden Resultate der
skalaren Helmholtz—Gleichung im Ganzraum erméglicht und uns dadurch in die Lage versetzt, L°°~Koeflizienten
¢ und fi zuzulassen. Unter stirkeren Differenzierbarkeitsvoraussetzungen an die Koeffizienten (C2) gelingt es
sogar, das exponentielle Abklingen eventueller Eigenlosungen zu zeigen (Vgl. mit [24]).

Ziel dieses Kapitels ist der Nachweis der Giiltigkeit einer Fredholmschen—Alternative im Fall w € R\ {0} . Wir
kénnen insbesondere endlichdimensionale Eigenrdume nicht ausschliefsen.
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4.2 Losungstheorie fiir nichtreelle Frequenzen

Wie wir schon in der Einfiihrung auf Seite 10 gesehen haben, sind

idiv: DH(Q) c L2TH(Q) — L*9(Q)  und  irot: fiq(Q) C L*(Q) — L21(Q)

zueinander adjungiert. Daher ist

M RIQ) x DTHH(Q) CLI29(Q) x JL2THQ) L2(0) x L2 (0) (1)
(E,H) — iAT'M(E,H)=i(e"tdivH,u trot E)

mit [L>9(Q) := (L2’q(Q), (e-, - )a) selbstadjungiert. Es folgt der

Satz 4.5
Es gibt zu jedem w € C\R und jedem (F,G) € L*>4(Q)xL>71(Q) genau eine Lisung (E, H) zu Max(A, w, F, G) .
Der Losungsoperator

L, : L¥Q)xL*7(Q) — L*YQ) x L*THQ)

(F.G) — (E,H)
ist stetig und es existiert eine Konstante ¢ > 0, so daf fir alle w € C\ R
c
L, < ———
Il < oy

gilt. Desweiteren gibt es eine Konstante ¢ > 0, so daff fiir alle (F,G) € L*9(Q) x L*T(Q) und w € C\ R die
Abschdtzung
1+ |w

. | Im w|

”LW(Fv G)H R4(Q)x Da+1(Q) < ’ “ (F, G)HO,O,Q

erfillt ist.

Beweis:
Da (M +iwA)(E,H) = (F,G) & (iA'M —w)(E,H) = iA7'(F,G) und w in der Resolventenmenge von M
ist, setzen wir

(E,H):=M-w) ' (iA'(F,G))
Dann gilt ||(M-w) ™| < |Imw|~", wenn wir (M—w)~" als Operator von L29(Q) x , L2771 (Q) in sich auffassen,
sowie

(E,H) € RIQ) x D*(Q)  und (M +iwA)(E, H) = (F,G)
Damit 16st (E, H) das Problem Max(A,w, F,G) und fiir den Losungsoperator

Lo, =iM—-w)"'A7t + L2Q) x L¥7T(Q) — L>YQ) x L*9T(Q)

(F.C) — ®a 2
folgt gleichméafig bzgl. w
Lo < M —w) 2] - A7 < =2
Il < O —) AT <
Mit Hilfe der Differentialgleichung erhalten wir die zweite Abschétzung. |

4.3 Ein Zerlegungslemma

Wie wir bereits erwédhnt haben, wollen wir die zur Durchfithrung der Grenzabsorption notwendige a—priori—
Abschétzung und das polynomiale Abklingen der Eigenlosungen auf die entsprechenden Resultate der skalaren
Helmholtz—Gleichung im Ganzraum zuriickfithren. Diese Reduktion gelingt hier genauso wie im klassischen Fall
der Maxwell-Gleichung bei PICARD, WECK und WITSCH in [37] bzw. im Fall in der linearen Elastizitét, welcher
von WECK und WITSCH in [52] behandelt wurde, und wird durch das folgende Lemma ermoglicht.
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Lemma 4.6
Seienw € K € C\ {0}, t,s e Rmit0<seR\Tundt<s<t+7 sowie pe Ry mit RN\ Q C U(0,p) und
@ :=n(p~'-r). Desweiteren sei (E, H) € RY(Q) x DIH(Q) eine Lisung zu

(M +iwA)(E,H) =: (F,G) € L29(Q) x L27*(Q)

Dann gilt o A
(F,G) := ¢(F,G) + (Crp — iwAp)(E, H) € L2 x L2701

Zerlegt man diese Form mit Lemma 2.12 in
(F,G) =: (Fr,Gp) + (Fp,Gg) + (Fs,Gs) € (0R? x ¢DIT1)(oD? x (RIF1) (87 x 82H1) |

so gilt )
(F.G) = (Fp,Gr) + - M(F5,Gs) € DY x oRI"

Damit erhdlt man fir (E,H) die Zerlegung
(EvH) = (1 - @)(E?H) + (ES7HS) + (E57H5) + (EAvHA)
und eine Konstante ¢ > 0, die nicht von (E,H), (F,G) oder w abhdingt, wobei

(i) (1—)(E,H)eRI_(Q) x DITHQ) und fiir allet € R

VOX

[0 =) E) [rgapemsiioy < ¢ (IE g0+ 1EHo, r0)

(i) (B Hy) = 7&((FRﬂGD) + (Fs,Gs)) € R x DT und

H(EsvHs) +1 §6'|(ﬁ‘,é)

| raxps 0sRY
(i) (Ey,Hs) =F (1 +r)1d-iS)F(F,G)) € (H- N DY) x (H- 0 oRI) und
(B, Bl g < - 1B GMlg g
(iv)  (BEa,Ha):= (E,H) - (Es, Hy) € (H?? N (DY) x (H?*"' 0 gRITY) und fiir alle § < ¢
s H) o < e (1Ea Ha)g g + 1B Ho)l )
Hierbei ist (E, H) = —%((FD, Gr) — Mp(E,H)) € (H;9NoD{) x (HP ' noRIT.

Dabei erfiillen diese Formen die Differentialgleichungen

. (M +iw)p(E,H) = (F,G)

. (M +iw)(E,H) = (F,G)

o (M+iw)(Ea,Ha)=(1—-iw)(Es,Hy)

. (M +1)(BEy,Hy) = (F,G)

o (A4Ww)(Ea Hp) = -1+ w)(Es, Hy) + (1 —iw)(F,G)

Auferdem haben wir fiir alle t < t und gleichmdfig bzgl. X € K , (E, H) und (F,G) die folgenden Abschitzungen:

. [(F.G) HOSRN <

. oaed] e ( FG||OSQ+HEH||OS,TQ)

o E D pyappr@ < (IEOg o+ [E D]y, o+ [ (EaHa) g 5v)

o Jr—ixn" 1s><EHHm<c (I )y + 1Dy oy + | = 100728) (B, Ha) v )
o @+ (EaHA) g pn S (1B 0+ B D], 0)
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Beweis:
Aus o(E,H) € RY x DIt folgen (E,H) = (1 — ¢)(E, H) + ¢(E, H) und

Myp(E,H) =M (E,H) + Curp(E,H) = —iwAp(E,H) + ¢(F,G) + Cu,(E, H)
Hieraus erhalten wir mit Cpr,, = n/(p~! - r)p~r= 18
(M +iw)p(E,H) = (F,G) e L2 x L2+ (4.3)
denn supp Chr,,(E, H) ist kompakt und t + 7 > s. Mittels Lemma 2.12 zerlegen wir
(F,G) = (Fr,Gp) + (Fp,Gr) + (Fs,Gs) € (oR? x oDI™)+(oD? x (RI™)+(87 x 8771)
Damit folgt aus (4.3)
lwp(E, H) = (Fp,Gr) — Mp(E, H) + (Fr,Gp) + (Fs, Gs)

und wir haben

Satz 3.6

N (E,H) = ——((Fp,Gr) — Mp(E, H)) € (R{ NoD{) x (DI noRIT) H; ¢ x HPH ,

El~ &~

e (E,,H,)=——((Fr,Gp)+ (Fs,Gs)) € R? x DI

sowie o(E, H) = (E, H) + (E,, H,) . (Im Fall s < N/2 gilt sogar (Fs,Gs) = (0,0).) Desweiteren ergibt sich

M(E, H) = Mg(E,H) = M(E,, H,) = —iw(E, H) + (Fb,Gr) + =M (F5.Gs)
d. h. o o
(M +iw)(E,H) = (F,G) € DI x (RI
Nun wollen wir mit der Fouriertransformation (M + 1)_1(13’ , G’) definieren und setzen daher

F(Eg, Hy) = (1 +73)"11d —-iS)F(F,G)

Da S > ‘)7 iSt dieS V‘/O]ll(iefl]liel‘. Aus 3 (} ) ) S I 2,q X I 2,941 f lg Z lnachs ( T, H(}) € I 17(1 X [?,q—&-l 1 i
(34) olgt t F(E 2
(E§>H£F) S 5)11 X ‘611 1 = [—]Lq X Hl,q+1

Wegen (F,G) € L2 x 124+ haben wir desweiteren F(F,G) € 91 x HIT1 . Nun resultieren die Komponenten
von F(Eg, Hy) aus denen von F(F,G) durch Multiplikation mit beschrankten C*°~Funktionen. Hieraus folgt

(vgl. 2. B. [[58], Lemma 3.2, Seite 71})

F(Eg, Hy) € 97 x H7H!
und somit (Eg, Hy) € L>7 x L2 sowie die Abschéitzung
”(E?’H?)HO,S,RN <c ”(F’G)HO,S,RN
Mit (3.6) berechnen wir
F(M +1)(Eg, Hy) = 1+ ) Y 1d+iS)Id —iS)F(F,G) = (1 + ) *Ad +SHF(F,G)

Aus divF = 0 und rot G = 0 folgen mit (3.3) und (3.4) TFF = 0 und RFG = 0. Daher ergibt sich (vgl.
Bemerkung 2.2)

TR 0 TR+ RT 0

. RT} :;(ﬁ,é):[ R N e X

S2F(F,G) = {
Hieraus erhalten wir

F(M +1)(Eg,Hy) = F(F,G)  oder (M +1)(Eg, Hy) = (F,G)
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AuBerdem ist (Eg, Hy) € (RZM(D?) x (DI N gRIT) und mit Satz 3.6
(Eg,Hgs) € (HY?N DY) x (HL?T 0 oRIT)
Schliefslich haben wir
(Ea,Ha) = (E,H) — (E5,Hy) € (Hy 9N oDY) x (Hy®™ noR{H)

und

(M +iw)(Ea,Hpa) = (1 —iw)(Ey, Hy) ,

so da Satz 3.6
(Ea,Hp) € (H? N DY) x (HPH N oRITH

liefert. Desweiteren erfiillt (Fa, Ha) die Helmholtz—Gleichung
(A +wH(Ea,Hp) = (M —iw)(M +iw)(Ea, Ha) = (1 —iw)(M — iw)(Fy, Hy)
= —(1+w?)(Ey, Hy) + (1 —iw)(F,G)

Die behaupteten Abschétzungen ergeben sich aus Satz 3.6 und der Stetigkeit der Projektionen in L?’q auf gRY,
oD4 bzw. §¢. Man beachte hierbei, daf in jeder Norm

|M(Fs, Gs)| < e [[(Fs,Cs)|

gilt, denn 8¢ x 8§4*! ist endlichdimensional und M linear. |

4.4 Die a—priori—-Abschitzung
Als erstes zitieren wir eine a—priori-Abschétzung fiir den skalaren Helmholtz—Operator im Ganzraum [[52]7

Lemma 7] (siehe auch IKEBE und SAITO, [14], sowie VOGELSANG, [[40], section 2}), namlich das

Lemma 4.7
Seient < —1/2, s € (1/2,1) und J € R\ {0} ein Intervall. Dann existiert eine Konstante ¢ > 0, so daf8 fiir
alle w € Cy mit w?> =X 2 +ioh, A€ J, o€ (0,1] und alle f € L? die folgende Abschitzung gilt:

H(A + w2)_1fH07t’RN + H exp(—l)\r)(A + w2)_1fH1’S,2’RN <c- ”f"O,s,]RN
Wir bené6tigen noch das technische

Lemma 4.8 -
Fiir alle t,t € R mit t <t und alle > 0 existieren eine Konstante ¢ > 0 und ein Kompaktum K & 2, so daf
fiir alle w € L>9(Q) die Abschitzung

lulloio < ¢ luloox +0-ulora
gilt.
Beweis:
Dat—t <0, gilt fiir hinreichend grofse § > 0
P2 F_t 112 - i
““”g,ﬂﬂ = HptuH0,0,QmU(O,é) + ”pt t“”o,t,A(s) < e(@,t,6)- "“HaO,QOU(O»é) +(1+ 52)t . ||U||§,t,A(5)

Wegen 51im (1+ 52)5_t = 0 erhalten wir die Behauptung. |

Wir erhalten eine a—priori-Abschétzung fiir den Maxwell-Operator:

Satz 4.9

Seien J € R\ {0} ein Intervall, t < —1/2, s € (1/2,1) und 7 > 1. Dann existieren Konstanten ¢, > 0 und
eint > —1/2, so dap fir alle w € Cy mit w?> = N2> +ioch, A€ J, o € (0,1] und (F,G) € L>9(Q) x L2771(Q)
die folgende Abschditzung gilt:

|£.(F,G TSI LL(F D)oz

) H RI(@Q)x DI () T H (r

<ec- (H(F’ G)”o,s,sz + ”l:w(Fv G)Ho,o,mU(o,a))
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Beweis:

Beachte (1/2,1) NI = 0!

Wir wenden Lemma 4.6 (mit s = s, ¢t = 0 und (Fs,Gs) = (0,0), denn s < 1 < N/2) an und zerlegen (F,G),
(E,H) := L,(F,G) entsprechend. Dann erhalten wir

(Ea, HA) € H>7 x H7H!
mit o
(A+w?)(Ea, Ha) = —(1 4 w?)(Eg, Hy) + (1 — iw)(F,G) =: (Fa,Ga) € L3 x L34

Aus der Selbstadjungiertheit von A : H>? x H24+! ¢ L2 x L2971 129 x 129! und wegen w? € C\ R
folgt
(A+w?)" (Fa,Ga) = (Ea, Ha)

Wir wenden Lemma 4.7 komponentenweise auf (Fa,Ga) an und erhalten mit Lemma 4.6 gleichméfig bzgl.
(Ea,HA), (Fa,GA) und w und durch

M (exp(—iAr)(Ea, Ha)) = exp(—iAr)(M —iAr~'S)(Ea, Ha)
die Abschitzung
I(Ea, HA)HMRN +|[(M =i S)(Ea, Ha

)HO,S—I,RN
<c- (H(EA’HA)”O,t,RN + H eXp(_i)‘r)(EA’HA)Hl,s—zRN) (4.4)
< |(Fa Gl gy < ¢ (IE G+ 1By, o)

Wir wollen aber den Term ||[(M —iwr™1S)(Ea, HA)“O .1 g~ abschitzen. Dazu bendtigen wir eine zusitzliche

Uberlegung. Die Resolventenabschétzung liefert

a|Al- ||(EA’HA)||O,O,RN = H (FAvGA)”o,o,RN (4.5)
und wegen
1p/2) A>0
w=|Al- 1+J)\21/4~ exp(i/ ’ , ;= arctan(o /A
AL (1 (/2)°) exp (i(¢/24+ 7)) ,A<0 4 (@/%)
folgt | Rew| > [A|v/2/2 und somit |w + A| > [A|v/3/2. Mit dieser Abschitzung, (4.5) und
w? — \? ioA
w—\= =
w+ A w+ A
erhalten wir gleichméfsig bzgl. w
|(M —iwr ™ 8)(Ea, Ha) o,y g < [(M = iXr 1 8)(Ea, Ha)|ly g + ¢ |0 = Al [ (Bas Ha) g,y

(M —ix ' S)(Ea, Ha) g, gv + e T [(Fa, Ga)lg o

Kombinieren wir dies mit (4.4), ergibt sich mit Lemma 4.6 gleichméfig bzgl. (E, H), (F,G) und w

(B, H o T (M —iwr™'S)(B, H

)HRg(sz)ng“( )HO,sfl,Q

<c: (H(EA’HA)”O,t,RN + H (M — iwr_lS)(EA7HA)HO,S—1,RN +||(F.6) HO,S,Q + H(E7H)”o,s—r,ﬂ>

< (|EOy 0+ ED],, o)
und wegen X
(M —iwr 'S)(E,H) = —iw(E, H) —iwA(E,H) + (F,G) —iwr *S(E, H)
schliefilich

”(E’ H)||R§(Q)ng+1(Q) + ”(’ﬁlS +1d)(E, H) HO,s—l,Q <c (”(F’ G)”o,s,Q + ”(E’H)”O,S—T,Q)

Aufgrund der Monotonie der gewichteten Normen kénnen wir o. B. d. A. ¢ so nahe bei —1/2 und s so nahe bei
1/2 ansiedeln, dafs
l<s—t<r

gilt. Lemma 4.8 liefert dann die Behauptung. ]
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4.5 Polynomiales Abklingen

Durch das Zerlegungslemma, erzielen wir das polynomiale Abklingen sogar in dem Fall, daf A nur L°°—Eintrige
besitzt. Dies gelingt EIDUS in [13] (siehe auch [24]) im Spezialfall der klassischen elektromagnetischen Theorie
nur fiir A mit C2~Eintréigen. In [37] wird das polynomiale Abklingen von PIcARD, WECK und WITSCH in diesem
Spezialfall auch fiir L>°~Matrizen ¢ und p mittels eines ahnlichen Zerlegungsresultates erzielt.

Wir zitieren zunéchst wieder von WECK und WITSCH aus [52] das

Lemma 4.10
Seien —1/2 <t <s—1undv € J € R\ {0} ein Intervall. Aus v € L? und (A + v?)u =: f € L2 folgt schon

u € H2_| und es existiert eine Konstante ¢ > 0, die nicht von w, f oder v abhingt, so daf§ die Abschitzung

lull2,s—12n < (Iflo,srn + lulo,s—2mv)

erfillt ist.
Wir gelangen zum

Satz 4.11
Seien w € J € R\ {0} ein Intervall, 1/2 < s € R\T und 7 > 1. Erfillt (E,H) € RI _

Mazwell-Gleichung

(Q) x DI (Q) die

>—3

N|=

(M +iwA)(E, H) =: (F,G) € L29(Q) x L>"(Q) 7

so folgt (E,H) € R%_(Q) x DYT1(Q) und es existieren von (E,H), (F,G) oder w unabhingige Konstanten
¢, 0 >0, so daf die Abschdtzung

[E )l s @y < ¢ (IEGoa + 1B Dllogarvos)

gilt.

Beweis:

Sei t > —1/2 mit (E, H) € RY(Q) x DI (Q). 0. B. d. A. nehmen wir ¢t < s — 1 an.
1. Fall: t+1<s<t+T

Wir zerlegen die Formen mit Hilfe von Lemma 4.6 und erhalten

(Ea,Hp) e HZ x HPMY mit (A4 w?)(Ea, Ha) € ¢D? x gRIH

Lemma 4.10 liefert
(Ea, Ha) € H29) x H29

sowie mit einer Konstanten ¢ > 0 unabhiingig von (Ea, Ha), (A + w?)(Ea, HA) oder w
2
(B HA) |5y < e (1A + ) (Ea Ha)lg g + | (Bas Ha)llg )
Desweiteren ergibt sich aus Lemma 4.6
(E,H) € RI_,(2) x DI (2)

und die Abschitzung (0. B. d. A. 1 <7< 2)

IN

e (1B H ooy o+ IE O+ I,
e (I +*) (Bas Ha)g v + [E g, 0+ B D], )
¢ (IEOgp0+ 1By )

Das—7 < s—1, liefert Lemma 4.8 die Behauptung.

2. Fall: s>t+r1

Mit « = 77_1 > 0 wahlen wir £ € N, sodab t + 74+ (¢ — 1)a < s < t + 7 + L gilt. Definieren wir dann fiir
k=0,...,¢

” (B, H) ” R!_, ()xDT1(Q)

IN

IN

tp ==t + ka und spi=t+1+k+Da=t+7+(k-1)a<s ,

so folgt
tr+1<sp <tp+T71
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Nun wenden wir wiederholt den 1. Fall an und erhalten schlieflich

(E,H) e RY_,(Q) x DT (Q)

sp—1 sp—1

Gilt s = sy, so sind wir fertig. Falls sy < s <t + 7 4 o, definieren wir noch tyy; := sy — 1. Dann gilt
it l=sp<s=tpr1+s—sp+1l=tppr1+s—t—(l+Da<tpp1+7—a<tp1+7
und zum letzten Mal mit dem ersten Fall
(B.H) € RI_,(2) x DI(2)

Die Abschétzung erhalten wir dann wie im ersten Fall. |

Bemerkung 4.12
Gilt in Satz 4.11 sogar (F,G) € L21(Q) x L29(Q) fiir alle s € R, so folgt fiir alle s € R

(E,H) € RY(Q) x DIT1(Q)
Dies ist z. B. bei (F,G) € L22(Q) x L221(Q) der Fall.

VOxX VOX

4.6 Exponentielles Abklingen

Obwohl das exponentielle Abklingen der Eigenlosungen zum Beweis der Losungstheorie nicht notwendig ist,
werden wir es hier als Zugabe unter stirkeren Regularitdtsbedingungen an A beweisen. Wir tibertragen hier im
wesentlichen die Ergebnisse von EIDUS aus [13] (bzw. [24]), in denen der Fall der klassischen Maxwell-Gleichung
behandelt wird, auf ¢—Formen. Hierbei werden die gleichen Techniken zum Ziel fiihren.

In diesem Abschnitt fordern wir zusétzlich

(e, 1) € C*(2) x C277(2)

mit beschrinkten Ableitungen fiir ein weiteres Aufengebiet = C 2. Man beachte hier, dalt wir nach wie vor das
Abklingen nur von ¢, y und nicht von deren Ableitungen fordern. Desweiteren seien auch die Daten entsprechend
regulér, d. h.

(F,G) € HRA(E) x HRt™(2)

loc

Lemma 4.13
Seien w € C\ {0} und (E, H) € R _(Z) x DITHE) mit

(M +iwA)(E,H) = (F,G)
Dann gelten mit (F,G) := (F,G) —iwA(E, H) in 2

(i) (B.H)eHG{(E) xHyl™'(E)

loc loc

(i) divE=—~divF und rotH =——10tG ;
w w

2 _ i o A a2 |rotdiv 0
(i) (A +w?) (B, H) = (M iw wm) (F,G) , wobei 0= A — M? = { 0 diveot| -
Beweis:

(i) erhélt man mit einer iiblichen Abschneidetechnik und Satz 3.6 sowie Bemerkung 3.9.

Zunéchst ist (M +iwA)(E, H) = (F,G) dquivalent zu
(M +iw)(E,H) = (F,G) —iwA(E,H) = (F,G) . (4.6)

Hieraus erhélt man (ii) durch Anwendung der Divergenz bzw. Rotation auf die erste bzw. zweite Komponente.
Wenden wir M — iw auf (4.6) an, erhalten wir

(M? + W) (E,H) = (M —iw)(F,G)

div rot 0

2 __
Wegen M _[ 0  rotdiv

] = A — O und (ii) ergibt sich hieraus (iii). |

Durch einfaches Nachrechnen erhalten wir das
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Lemma 4.14
Sofern die folgenden Operationen durchfiihrbar sind, gelten fiir m € R :

2—-N
(i) Cv,rm = mrmfl.)( ) CA,T‘m = (Qmar - m(m +2 7))7"7”’
r r r
(ii) Crot,r"" = mrmilR 5 Cdiv,r"" = meilT B CMJ‘m = @Tm715
r r r
1
(iil)  Caivrot,rm = (T(rflTrot—Fdiv rilR) — m(mij)rfsz)rm
r r
1
(iii")  Crotdiv.om = (T(r—leierrotr—lT) - ’”(L;L)T—QRT)W
r T
1
(iv) Capm = (m(r_l(Trot +Rdiv) 4 (divr 'R +rotr™'T)) — m(m;— )) m
r r
) C o (T r~!Rdiv+rotr=1T 0 B m(m+1) _,[RT 0 ) m
e =\ 0 r T rot+divr— 'R r2 " o TR|)"

Bemerkung 4.15
Ein Vergleich der A—Terme in obigem Lemma liefert die fir sich interessante Formel

N -1
— 4920, =7 "Trot+r 'Rdiv+divr 'R+ rotr~ T
,

Hier ist 0, komponentenweise bzgl. kartesischer Koordinaten zu verstehen.
Nun definieren wir fiir m € R gewichtete Formen
(e;h):=r"(E,H) , (fg):=r"(FG)

und bestimmen, welche Gleichung sie in = 16sen. Aus Lemma 4.13 (iii) folgt nach Multiplikation mit 7™ mit
Hilfe der Kommutatorrelationen aus Lemma 4.14

m(m+2— N)

2 _om
(A+w + = )(e,h) 2220, (e, h)

— . (M—iw—iD)(F,é)

(M —w— $D> ((f,9) —iwA(e, b)) + ( — Chppm + écg,,.m)(ﬁ’, G)

(0w~ 100718 (1.0) — iwhie. ) o
i “1Rdiv -1 .
i (% [r Rd Btrotr T TlTrot—(idivrlR} )((f’ g9) —iwA(e, h))

~i(mlm i), {ROT TOR} )((.) ~ iwAte. )

w r
= (£.9)
Lemma 4.16
Seien w € R\ {0}, 7> 1 und (E,H) € R?_, (E) x Dq;_ll(E) mit
2 2

(M +iwA)(E,H) = (F,G) € H>Y(Z) x H*TY(Z)  fir alle s € R

und p, :==n(r—p+1). ) )
Dann folgt fir alle s € R und alle Auflengebiete = C E mit dist(Z,0Z) > 0
(B, H) € H29(E) x H2H ()

Desweiteren gibt es fiir alle p,p’, ¢ € R mit p’ > p und £ > 2 eine Konstante ¢ > 0 und eine nichtnegative
Funktion § mit tlim d(t) =0, so daf$ fiir alle m € R und o,p € Ry mit A(p) C 2 die folgenden Abschitzungen
—00

gelten (c und § dirfen also von (E,H), (F,G), A, w, p,p’ und £ abhingen, aber nicht von m oder o /)
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) ‘/ goprp(w2+m(m+p)+p/2(p+N_2))|(e h)|2d)\
RN r? ’
+ Z /RN <pprp|3a(e,h)|2 d)\‘

lo|=1

< (£ @)oo (1)) | + e milp+ 127

(i) ‘/ %(Nwz_km(m+2—N)(N—2))|(e7h)’2 I\
RN

r2

—v-2) Y /RN 20 (e, )2 d

|a]=1
+4m/ cpp\&«(e,h)’? d)\‘
RN

< |Re((£,9), 0700, 1) ) | + ¢+ m?(p + 1)+

) (8 e (e )] < 3(0) - (mlp+ 177
\

Z/ 017 0% (e, h)|* dX
RN

al<2

4
+/ @prp{(f,g)|2dA+/ sopr”mﬁl(e»h)fﬁ)
RN RN r

(iv) (F-2) ™M) <300 (mlp+ 027 30 [ o (et an

lof<1

L5 [ it

jal<1
m4 2
+ /RN e | (e )| )

teoo. Z/ 0p?]0% (e, )| dA
RN

|a]=1

+co! / gppr|(e,h)’2 d\
RN

@) [Re (o) ernie s <800 (m2o+ 107+ X [ oo (e an

o] <2

5 [ e

| <2

mt, 2
+ Y /RN@,,TTW (e, )| d/\)

la<1

Beweis:
Nach Satz 4.11 bzw. Bemerkung 4.12 erhalten wir fiir alle s € R

(B, H) € RI(Z) x DIT'(5)
und durch Korollar 3.8 sowie Bemerkung 3.9 fiir alle s € R

(E,H) € H(Z) x H2?M ()
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Damit sind (e, k) und (f, g) fiir alle m € R wohldefinierte Elemente von H>4(Z) x H24+1(Z).
Multiplikation von (4.7) mit ¢, (e, h) fiir p € R bzw. ¢,rd,(e, h) im RV -Skalarprodukt liefert

((aror+ 22N em —2Ro e opten) = (Faheren) @9

bzw.

<(A+w2+m(mtf_N))(e,h)—QTar(e,h),gapr@,«(e,h)> — (},0) 00, )y oy - (49)

RN
Nun erhalten wir (i) bzw. (ii) aus (4.8) bzw. (4.9) durch partielle Integration und der Eigenschaft
supp Vi, C Z(p, p+1)

Wir bekommen die Abschitzung (iii), indem wir durch wiederholte partielle Integration die Ableitungen von
A(e, h) bzw. (f,g) wegschaufeln und das Abklingen von A bzw. die Integrierbarkeit von (f,g) ausnutzen. Bei
(iv) diirfen wir keine zweiten Ableitungen mehr auf (e, h) lassen, so daff wir in die Abschétzung ein o einfiigen
miissen, da wir kein Abklingen der Ableitungen von A verlangen. In der Abschétzung (v) tritt ein schwieriger
Term auf, ndmlich

Re <|:|A(€, h), ,r0r (e, h)>RN = —Re (div ée, div(apprare»RN — Re (rot fih, rot(gpprarh»RN
Der Anteil des ersten Summandens, der die grofsten Schwierigkeiten verursacht, ist
Re < div ée, p,r0, div €>RN ,

denn wir kénnen hier nicht mehr partiell integrieren, da e nur zweimal schwach differenzierbar ist. Hier bestim-
men wir aus Lemma 4.13 (ii) mit Lemma 4.14

dive = Zp=1Te — i(div —Er_lT)f — (div —ﬂr_lT)ée
r w r r
und setzen dies ein, so daft wir den schwierigsten Term durch
o . 1 a2
Re ( div ée, @,rd, div €€>RN =3 0,10y | divéel” dA
RN

behandeln kénnen, denn dieser 1dft sich nun mit zwei partiellen Integrationen einfach abschétzen. Der zweite
Summand Re ( rot jih, rot(¢,7d,h)) .y wird analog behandelt. [ ]

Durch partielle Integration und Approximation in Cg”%(Z) erhalten wir das

Lemma 4.17
Fiir alle p € R existiert eine Konstante ¢ > 0, so daf$ fiir alle u € Hzg’q(E) und p mit A(p) C 2
2

Z / ©,rP|0%ul* dX < ¢ / rp( Z |0%u|? + |Au|2) A
|| =2 RN A(p) la|=1
gilt.

Kommen wir zur eigentlichen Abschétzung. Unser Ziel ist es, eine Exponentialreihe abzuschétzen.
Alle Konstanten ¢ und die Funktion ¢ héngen im folgenden nicht von m ab. Wir multiplizieren Lemma 4.16 (i)
fiir p = 0 mit N — 2, kombinieren dies geeignet mit Lemma 4.16 (ii) und erhalten

/RN <Pp<2w2 _ m(NT_WN(e’h”Z A +4m/RN 00|01 (e, )2 dA
<c- (‘<(JE7 §)7‘Pp(e,h)>RN‘ + ‘ Re<( f, g)a@prﬁr(qh»RN‘ + m2(p+ 1)2m+1>

Dann schétzen wir mit Hilfe von Lemma 4.16 (iii) und (v) weiter ab:
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/ opl(es )| dA
RN

c (\<<f, 3)s 2p(es 1)) | | Re (7, 3)s 057 0r (1)) |+ m2(0 + 1>2m“>

+/ ¢p17m(N_2)2|(e,h)|2 d\ (4.10)
RN T

Z/ ©p|0° (e, h)| dA+Z/ <pp4|8aeh|d)\

|| <2 la|<1

+ Z/ eort|0%(f, 9)|° dA)+c-m2(p+1)2m+1

|| <2

Nun schétzen wir mit Hilfe von Lemma 4.17 die zweiten Ableitungen von (e, h) durch die ersten und A(e, h)
ab, setzen fiir A(e, h) die Gleichung (4.7) ein und erhalten fiir hinreichend grofe p

Z/ 000 (e, )|* dA

lo|=2
(3 [Lat+ Il en o S [ a0 0ol o)
ol <1 lal<2

+e-mi(p+1)P"

Dies setzen wir in (4.10) ein:

[ elte.n ax

RN

ga(p).(z/ 0o (1+ )]aaeh dX + Z/ eort( %)‘8a(f,g)]2d)\> (4.11)
|a\§1 RY lal<2

Fiir alle p € R liefert Lemma 4.16 (i) eine Abschétzung

Z/ 0pr?|0% (e, h)|* dA

lee|=1

2 ~
< c-/]RN goprp(l + %H(e, h)‘2 d)\+c-m(p+1)2m+p+ ‘<(f,§),apprp(e,h)>RN’ ,

so dafl mit Lemma 4.16 (iv) fiir gentigend kleines o und grofies p

Z/ gorp|8°‘eh’ dA

l|=1

m
<c- rP(1
<o [

4
el arsc-mip+ 1 we- 37 [ gr|or (o)l d

|| <1

folgt. Wir setzen diese Abschitzung der ersten Ableitungen fiir die Werte p = 0 und p = —4 in (4.11) ein
(0. B.d. A. sei 0 < p/ << 2):

/ oo (e, )2 d
]RN

<o) ([ e+ I lenf ars X [ ot rof i)

la|<2

—|—Cm5(p+ 1)2m+1



Dirk Pauly — Niederfrequenzasymptotik der Maxwell-Gleichung im Aufengebiet 47

Fiir geniigend grofse p erhalten wir daher

/ opl(e, )] dA
RN

S(S(p)~(/R ©p 8‘eh d)\-‘rZ/ wpm re’(?afg| d)\)+c-m5(p+1)2m+1

|| <2

Beachten wir, daft supp (1 — gop) |A(p) C Z(p,p+ 1) gilt, so folgt unabhéngig von m

/ (e, b)) dA
A(p)
S(S(p)-(/A(p — | (e, n)| 2N+ Z/ m*r|0%(f, g | dA)+c.m5(p+1)2m+1

|| <2
Wir transformieren nun wieder auf (E, H) und (F,G) und bekommen schlieflich mit &k := 2m das

Lemma 4.18
Sind die Voraussetzungen von Lemma 4.16 erfillt, so gilt fiir alle hinreichend groffen p unabhdngig von k € R

/ | (B, H)|* dA
Alp)

ga(p).ks.(/A() k8B, H)|? dh + Z/ koo (F, )| dx)+c K5 (p+ 1)k
P

|| <2
Hieraus erhalten wir direkt das exponentielle Abklingen im

Satz 4.19
Seien w € R\ {0}, 7> 1 und exp(tr) - (F,G) € H>»1(Z) x H*9TY(Z) fiir alle t € R sowie

(E,H)eR!_,(E)x DI () mit (M+iwA)(E,H)=(FQG)
2 2
Dann folgt fiir alle t € R und alle Aufengebiete = C Z mit dist(Z, dZ) > 0
exp(tr) - (E,H) € H>(2) x H>1T1(2)

Beweis:
Sei t € R, beliebig. Wéhlen wir p grof genug, so dafs Lemma 4.18 anwendbar ist, liefert dieses fiir natiirliche
Zahlen K1 < Ky :

k
3 i/ r*| (B, H)|* dA
k! A(p)

K K.
2 2 tk
<dp) > —ks/ P*S| (B, H)| dA + 6(p Z Z/ Sr ’f“\aaFG)\
k=K1 Alp) k= K1 " al<2 Al o, <ghphpt
< tk 5 k+1
+e ) o K+
k:Kl
< (5o+1) " (p+1)
K2 k
t h8 8tr) e
<d(p) > (k_g)!/ (B, H)|” d\+6(p Z/ Z ya (F,a)|* d
k=K || <2 ) k=K,
K>
5t p+ 1
+c Z (p+1)
k=K1
Ko k+8
t
<) Y, = k| (B, H)[? dA +6(p Z/ exp(8tr)rt[0%(F,G)[* dA + c® PtV (p 4+ 1)
rrros B Jae) o227 A)
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Sei nun p so grof, daf etwa §(p) - t8 < 1/2 gilt. Dann erhalten wir

Ko k
> %/ r*| (B, H)|? dA
k=K; A(p)
e 2 2
<dlp) Y, - r (B, H)|” dX\ +6(p) Z/ exp ((8t + 1)r)|0%(F,G)|” dA
k=K,—s  JAP) laj<2 7 A(P)

+cexp (5t(p+1))(p+1)

Die rechte Seite ist nun unabhéngig von Ks, so daf der Satz von der monotonen Konvergenz
t
/ exp(tr) - [(B,H)[Pdh <00 ,d b exp (5 ) (E,H) € L*I(Z) x L>7T(5)
Alp)

liefert. Aus der Differentialgleichung bekommen wir fiir alle ¢ € R
exp(tr)M(E,H) € L>(Z) x L27M(7)
Mit
o M(exp(tr)(E,H)) = exp(tr)M(E, H) + texp(tr)r *S(E, H) € L*{(E) x L>1*! ()

=exp(tr)(F,G) —iwexp(tr)A(E, H) + texp(tr)r 'S(E, H)
o div (exp(tr)eE) = exp(tr) diveE + texp(tr)r~'TeE

== exp(tr)div F + texp(tr)r 'TeE € L>771(2)
w

. rot (exp(tr)uH) = - exp(tr)rot G + texp(tr)r 'RuH € L*912(2)
w

folgt zunéichst durch Korollar 3.8 und Bemerkung 3.9 in einem Zwischengebiet 2 mit 2 € = C 2
exp(tr)(E, H) ¢ HY(Z) x HYHH(E)
Dies liefert

o M(exp(tr)(E,H)) € H"(Z) x H ! (Z)

. div (exp(tr)eE) € HY1(3) ,
o rot (exp(tr)uH) € HYH2(5) ,
so daR wir mit dem selben Argument exp(tr)(E, H) € H>4(Z) x H>9t1(Z) erhalten. |

Bemerkung 4.20
Fiir (F,G) € L2(2) x LZ4TY(2) liefert Satz 4.19 fiir alle t € R mit ' := RN \ supp(F, G)

exp(tr) - (E,H) € H*(Z') x H>1T(Z)

4.7 Polynomiales und exponentielles Abklingen der Eigenl6sungen

Um das polynomiale und exponentielle Abklingen der Eigenlosungen von Max(A,w,0,0) fir w € R\ {0} zu

beweisen, geniigt aufgrund der Vorarbeiten der letzten beiden Abschnitte der Nachweis, dafs diese Elemente von

Li‘i 1 () x L2>"i+l (©) sind. Dies wird im wesentlichen die Strahlungsbedingung liefern. Doch zuerst zu einem
2 2

technischen Lemma (Vgl. mit [[37], Lemma 2.9] von PICARD, WECK und WITSCH):
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Lemma 4.21 .
Seien o, B € R mit a < 3 und RN \ Q € U(0,a). Desweiteren seien (E,H) € RY(Q) x DIT(Q) mit einem
teR und ¢ € CO([a,ﬁ],(C) gegeben. Dann gilt fiir

v o [0, — C

_ /Iﬂ o(s) ds

nax{a,o}
und mit & :=por, V:=tgor
(@r~'RE, H) z(a,5) = (Y10t E, H)onu(0,8) + (YE, div H)gnu (0,9

Beweis:
B

Sei (E, H) € C;>%(Q) x C°9(Q). 4 ist auf [0, a] konstant gleich ¢ := / ©(s)ds, auf (o, 3) differenzierbar
«

mit 1" = —p und es gilt ¥(8) = 0. Mit dem Satz von Stokes erhalten wir daher

(¥rot E, H)anu(o,s) + (YE, div H)onu(0,6)
=cC- <I‘Ot E, H>QQU(O7Q) +c- <E, div H>Q(‘|U(0,a) =+ <\I/ rot F, H>Z(a,ﬁ) =+ <\I/E, div H>Z(a,ﬁ)

:c~/ UA(EN+H) 4+ (®r 'RE, H) 7(0.5)
S(0,c)
—c~/ LZ(EA*F)+¢(5)'/ u5(E N *H)
S(0,a) S(0,8)
Hierbei sei ¢, : S(0,7) — R¥ die natiirliche Einbettung des Randes.

Mit Hilfe von Glittungsoperatoren (beachte supp E € 2!) erhalten wir fiir alle (E, H) € C5>4(€) x DIT(Q)

(@r7'RE,H) (0,5 = (Yrot B, H)(, ;5 + (VE, div H)

0,3) QNU(0,8)

und schlieflich aufgrund der Dichtheit von C;”?(Q) in R} (), siehe Lemma 3.1, die behauptete Identitét fiir
alle (E, H) € RY(Q) x DITL(Q) . m

Satz 4.22
Seien 7 > 1 und w € R\ {0} . Ist (E, H) Lésung zu Max(A,w,0,0), so folgt

(E,H) € ) (fig(ﬂ) Ne1oD{(Q)) x (DIFH(Q)N u—loﬁg“(g))
teR

Gilt desweiteren (g, ) € C*9(Z) x C*9Y(Z) mit beschrinkten Ableitungen fiir ein weiteres Aufengebiet = C €2,
so liefert dies fiir allet € R

exp(tr) - (B, H) € (RI(Q) Ne'DI(Q)) x (DI1(Q) N~ RIH(Q))
und fiir alle Aufengebiete = C = mit dist(é, 0=) >0
exp(tr) - (E,H) € H>(2) x H*1T1(2)

Beweis:
Satz 4.11, Bemerkung 4.12, Satz 4.19, Bemerkung 4.20 und die Differentialgleichung M (E, H) = —iwA(E, H)
liefern die Behauptungen, falls wir
2, 2,g+1
(B.H) € 127, () x L2 (@)

2

zeigen konnen, denn
rot RI(Q) € gRII(Q)  sowie  div Det1(Q) € (DY(Q)
Die Strahlungsbedingung aus Definition 4.2 (iii) liefert fiir « < 8 mit RV \ Q € U(0, ) ein t > —1/2, so daf

;}Lngo ||r71RE + HHo,t,Z(a,B) <0
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gilt. Wir multiplizieren dies aus und erhalten

|rRE+H5, 505 = 1M RER , 20 + |H

|(2),t,Z(oz,ﬁ) +2 Re<(I)T71REa H>Z(a,ﬁ)

mit (o) := (1+02)! und ® := por. Lemma 4.21, die Differentialgleichung und die Symmetrie von ¢, p liefern
dann

(®r 'RE,H) z(0.5) = (Y10t E, H)onu(0,8) + (VE, div H)onu(0,5)
= —iw(YuH, H)onv(o,p) +iw(VE, eE)onv,s €1R

S €R

Somit ist Re(®r~'RE, H) Z(a,3) = 0 und mit dem Satz von der monotonen Konvergenz bekommen wir im Limes
B — o0
H e L27(Q)

Der zweite Teil der Strahlungsbedingung, r*TH + E € Li"il(Q) , liefert E € L2>"il (Q), d. h
2 2

(B, H) € 127, (9) x L2141 (@)

2

4.8 Fredholmsche Alternative

Wir haben nun alle Hilfsmittel zusammen und Vorbereitungen getétigt, um die Losungstheorie zu reellen Fre-
quenzen (ungleich Null) zu beweisen. Das hier erreichte Resultat ist in seiner Struktur mit denjenigen von
WECK und WITSCH in [52] oder mit PICARD in [37] bzw. in der Diplomarbeit [24] vergleichbar und es werden
dieselben Methoden zum Ziel fithren. Wie schon angekiindigt wird uns das Prinzip der Grenzabsorption die
Losung liefern. Zur technischen Vorbereitung benétigen wir das

Lemma 4.23 3
Seien (E,H) € R}

loc

(Q) x Df;l (Q) sowie p, :==1-n(p~'-) und @, := @, or. Dann gilt fir alle p € R,
(rot B, ®,H)q + (®,E,divH)o = —(¢,(r)r 'RE, H),,
Ist zusitzlich (E,H) € R} () x DITL(Q) bzw. (E,H) € R}(Q) x DIT(Q) mit t,s € R und t +s > 0 baw.

t+s>—1, so folgt
(rot E,H)q + (E,divH)q =0

Beweis:

Wir haben (®,E, H) € R¢

VOX

(Q) x Dfotl (Q) und damit
0= (rot(®,E), H>Q +(®,E,divH)q = (®,rot E, H)q + (P, E,divH)q + <<p;(r)r*1RE, H),

Sei nun (E, H) € R}(Q) x DITH(Q) bzw. (E, H) € R{(Q) x DI"(Q) mit den entsprechenden Bedingungen an
t und s. Dann folgt mit dem Satz von Lebesgue
(rot E,®,H)q + (®,E,div H)q “=>% (rot B, H)q + (E, div H)q

und

1
’<¢;(T)T713E,H>Q‘ = ’(n’(p’lr)flRE,H>Z(

<ec- |<r71r71RE,H>A(p)’ <c-|E

p:2p) ‘

p— 00

lo,t,4(0) - [ Hll0,s5,4(0) — 0

Bemerkung 4.24

Fiir (E, H) € RY(Q) x DI (Q) bzw. RY(Q) x DI (Q) und (e, h) € RY(Q) x DH(Q) bzw. RI(Q) x DH(Q)
mitt+s>0 bzw. — 1 gult

(M(E,H), (e, )+ (B, H), M(e; b)) =0
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Ein weiterer wesentlicher Bestandteil der Losungstheorie, welcher die Konvergenz bei der Grenzabsorption
generiert, ist die Maxwellsche Kompaktheitseigenschaft (So wollen wir sie im folgenden nennen.). Diese ist eine
lokale Eigenschaft des Gebietsrandes.

Definition 4.25
Ein Gebiet = C RY besitzt die ,Mazwellsche Kompaktheitseigenschaft”, kurz MKE, falls fiir alle ¢ € {0,..., N}
die Einbettungen

RY(Z) N DY(E) — L2(E)
kompakt sind. Ein Gebiet = C RN besitzt die ,lokale Mazwellsche Kompaktheitseigenschaft”, kurz LMKE, falls
fiir alle ¢ € {0,..., N} die Einbettungen

o

RY(Z) N DY(Z) — L24(E)

loc

kompakt sind.

Zur MKE in beschrinkten Gebieten existiert eine reichhaltige Literatur. Zuerst wurde die H"9-Norm durch

die (R? N D9)-Norm abgeschitzt (Gaffneysche Ungleichung) und dann mit dem Rellichschen Auswahlsatz
argumentiert. Dazu bené6tigt man relativ glatte Rénder; siehe z. B. LEIs, [[20], page 157, Theorem 8.6]. Im

Fall ¢ = 0 ist sogar H'?(Z) = R%°(Z) = R%(Z) N D%(Z) . In [44] gelang WECK erstmals ein Beweis der MKE
fiir beschrinkte Gebiete mit nichtglatten Réndern (,Kegelgebiete”). Weitere Beweise der MKE finden wir bei
PIcARD in [31] (,Lipschitz—Gebiete”) und im klassischen Fall bei WEBER in [42] (,Kegelbedingung”) sowie
WITscH in [57] (,,Spitzenbedingung”). Ein Beweis der MKE (im klassischen Fall) fiir beschrankte Gebiete, der
die bisher grofte Klasse von Réndern behandeln kann, wird von PICARD, WECK und WITSCH in [37] gegeben,
wobel im wesentlichen die Techniken aus [44] mit denen aus [31] und [57] verkniipft werden.

Bemerkung 4.26
(i) Beschrinkte Gebiete mit Kegeleigenschaft, siehe [44], oder Lipschitz—Gebiete, siehe [31], besitzen die MKE.
(ii) Die MKE bzw. LMKE ist eine Eigenschaft des Gebietsrandes.

(iii) Seien g4 € V20(2) fiir alle g € {0,...,N} gegeben.
= besitzt genau dann die MKE bzw. LMKE, wenn fir alle ¢ € {0,..., N} die Einbettungen

RYZ)Ne;'DYS) — 129E)  baw  L2I(E)

loc

kompakt sind, d. h. die MKE bzw. LMKE ist unabhdingig von € .
Desweiteren besitzt 2 genau dann die MKE bzw. LMKE, wenn fir alle g € {0,..., N} die Einbettungen

e, 'RUE)NDYE) — L>(E)  bew.  LYYE)

kompakt sind, denn aus E € e;'RY(Z)NDY(E) folgt ¢ E € RYZE)Ne,DYU(E) und e, besitzt die gleichen
FEigenschaften wie €4 selbst.

(iv) Fiir Aufengebiete = C RY sind dquivalent:

(a) = besitzt die LMKE.

(b) Fiir alle r > ro mit RN\ Z € U(0,7¢) besitzt ZNU(0,7) die MKE, d. h. fiir alle ¢ € {0,...,N} und
alle r > 1o sind die Einbettungen

o

RY(ZNU(0,7)) NDY(=ENU(0,r)) — L>*(ENU(0,7))

kompakt.
b') Fir alle r > rg mit RN \ 2 € U(0,r¢) und alle e, € VI°(2) sind fiir alle ¢ € {0,...,N} die
q 0
Einbettungen
D (= -Ina(= 2,9 (=
RY(ZNU(0,r) Ne,'DYENU(0,7)) — L>(ENU(0,r))
bzw.

e 'RYENU(0,7) N DYENT(0,7)) — L2(ENTU(0, 7))
kompakt.
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(c) Firallet,s e R mitt < s undq€{0,...,N} sind die Einbettungen

o

R%(2) N DY(E) — L{(E)

kompakt.
(c') Firallet,s e R mitt <s und allee, € Vg’O(E) sind fiir alle g € {0,..., N} die Einbettungen

[e]

RY(Z) Ne, 'DI(E) — L(E)

S

bzw. .
e, 'RYE)NDYE) — L (E)
kompakt.

Als Représentanten der Argumentationen bringen wir die

Beweisskizze zu (iv), (a) < (c):

«: Eine in Rq( )N Dq( ) beschrinkte Folge (E,)nen enthilt nach Voraussetzung (wir wahlen t<0=59)
eine Teilfolge, die in LY%(Z) gegen ein E € L?%(2) konvergiert. Dann folgt insbesondere E € L>%(Z) und die
Konvergenz dieser Teilfolge in L10 1(Z) gegen E.

= Eine in Rq( ) N DY(E) beschrénkte Folge (E),)nen enthéilt zuniichst eine Teilfolge, die schwach in L2%(Z),

sogar in Rq( YNDY(Z), gegen ein E € L>4(E), sogar E € Rq( )NDI(Z), konvergiert. Mittels einer Abschnei-
detechnik und der LMKE erhalten wir durch sukzessive Teilfolgenauswahl und Ubergang zur Diagonalfolge eine
Teilfolge (Exp)nen , die in LIOC( ) gegen dasselbe E konvergiert. Dann gibt es nach Lemma 4.8 zu beliebigem
0 > 0 eine Konstante ¢ > 0 und ein Kompaktum K C =, so daf gleichméfig bzgl. n

loc

|E—Erotz <c-|E—Emmloorx+9d-|E—Erosz

n— 00 0 beschrankt
gilt. Wir erhalten fiir beliebige § € R

limsup |E — Exnl3, =<6 ,dh  Ep, —5E in  LPYE)

n—oo

Zur Formulierung des Hauptresultates dieses Kapitels benotigen wir noch die

Definition 4.27
Wir definieren

P:={we C\ {0} : Max(A,w,0,0) besitzt eine nichttriviale Losung. }
und fir w e C\ {0}
N(Max, A, w) := {(E,H) : (E,H) 1ést Max(A,w,0,0).}

Bemerkung 4.28
Es gilt P C R\ {0} und firwe C\R

N(Max, A, w) = N(M —w) = {(0,0)}
Wir sind am Hauptresultat dieses Kapitels angelangt, der Losungstheorie:

Satz 4.29
Sei 7 > 1 und Q besitze die LMKE. Dann gelten:

(i) Fir alle w € R\ {0} sind
N(Max, A,w) = N(M —w) C ) (ﬁz(m Ne~1,DY(Q)) x (DF(Q) N uflofxg“(ﬂ))
teR

endlichdimensional.
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(i) P besitzt in R\ {0} keinen Hiufungspunkt.

(iii) Fir alle w € R\ {0} und zu jedem (F,QG) € Li‘i (Q) x Li’?’l(ﬂ) existiert genau dann eine Losung (E, H)
2 2
von Max(A,w, F,G) , wenn fir alle (e, h) € N(Max, A, w)

((F,G),(e;h))g =0 (4.12)
gilt. Die Losung kann so gewdhlt werden, daf fir alle (e, h) € N(Max, A, w)
(ME,H),(e,h)), =0 (4.13)

erfillt ist und sie ist dadurch eindeutig bestimmt.

(iv) Der Liosungsoperator aus (iii), welchen wir wie denjenigen in Satz 4.5 auf L, taufen, bildet fir alle s > 1/2

und t < —1/2

(L29(Q) x L2771(Q)) N N(Max, A, w)*
stetig nach

(R{() x D{TH(Q)) N N(Max, A, w)™*
ab, d. h. zu jedem w € R\ {0} und allen s,—t > 1/2 existiert eine Konstante ¢ = c(w,t,s) > 0, so daf§
fiir alle

(F,G) € (L29Q) x L2971(Q)) N N(Max, A, w)*

die Abschdtzung

|Lo(F.G y<c|(RG

)HRg(sz)xm“m )Ho,s,sz
gilt.

Hier bezeichne Ly die Orthogonalitit bzgl. des (A -, - )Yq—Skalarproduktes.

Beweis:
Das polynomiale Abklingen der Eigenlésungen haben wir schon in Satz 4.22 gezeigt.
Wiiren (i) oder (ii) falsch, so existierten Folgen (w¢)reny C R\ {0} und ((E¢, Hy))

we 2w eR \ {0} und ((E, Hg))gEN ein A-ONS wiére.

Im Fall (i) ist dies klar. Im Fall (ii) kénnten wir o. B. d. A. wy # wy, fiir £ # k wihlen und mit Bemerkung 4.24
und dem polynomialen Abklingen der Eigenlosungen erhielten wir

ven © N(M —wy), so dak

i(wi — we)(A(Ey, Hy), (B, Hy)), = (M(E¢, Hy), (Ex, Hy) ), + {(Ee, He), M(Ey, Hy)), = 0
#0

Durch Normierung der Eigenlosungen bekdmen wir ein A—~ONS.

Als ONS konvergiert ((E@7 HZ))ZGN schwach in L2’q(Q) X L2’q+1(Q) gegen Null. Desweiteren ist ((Eg7 Hg))leN in

(RY(Q) Ne14D(Q)) x (DI1(Q) N~ oRIT1()

beschréinkt. Die LMKE liefert dann die Konvergenz einer Teilfolge ((Erz, Hre)) ey 1D L29(Q) x L2H(@Q),

und zwar gegen (0,0) wegen der schwachen Konvergenz gegen (0,0). Fiir ein 1 < s € R\ I liefert Satz 4.11
gleichméRig bzgl. ((E¢, Hy)), . und (wg)een die Abschéitzung

LeN
1= <A(E7r67H7rl)7 (Eﬂ'Z,HﬂZ)>Q § C- ||(E7TZ7H7TZ)“§707Q

< |(Bro Hao) oy 4 < |(E

2 {—o00
) Hﬂf)Ho,o,QnU(o,(s) 0 )

ein Widerspruch.
zu (iii): Zunéchst ist (4.12) notwendig, denn fiir (e, h) € N(Max, A, w) folgt mit dem polynomialen Abklingen
aus (i) und Bemerkung 4.24

<(F7 G)v (6,h)>9 = <(M+1WA)(EaH)7 (6,h)>9 = 7<(E3H)’ (M+IWA)(67}7J) >Q =0
=0

Wenden wir uns nun dem Existenzbeweis mittels des Prinzips der Grenzabsorption zu. Seien dazu w € R\ {0}
und (F,G) € L2%(Q) x L2971(Q), so da
2 2

A ((F,G),(e;h)), =0

(e,h)eN(Max,A,w)
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gilt. Seien desweiteren (o¢)sen eine positive Nullfolge und ((Fy, Gy)) C L29(Q) x L29(Q) eine Folge mit

einem s > 1/2 und

LeN

/\ <(Fg,Gg),(6,h)>Q =0 )

(e,h)eN(Max,A,w)

so da (Fy, Gy) =25 (F,G) € L(Q) x L>*t1(Q) . Dann definieren wir
we:i=+vVw?+iocweCyL\R

. . {—00 .
mit w% =w? +iopw und wy —— w sowie

(Ee, He) := Lo, (Fe, Go) € RY(Q) x DI(Q)
die nach Satz 4.5 eindeutigen Losungen zu Max(A, wy, Fy, Gy), d. h. es gilt
(M +iweN)(Ee, Hy) = (Fy, Gy) . (4.14)
In Analogie zum Lemma 2.18 gelten auch die Zerlegungen (Wir bezeichnen hierbei &, als die orthogonale
Summe bzgl. des (¢, - )o—Skalarproduktes!)
o L29(Q) = rot R-L(Q) &, e 1oDU(Q) = e 1ot R-1(Q) &1 oDUQ) (4.15)
o L2HL(Q) = div DT+2(Q) @, 1~ \RIL(Q) = pdiv De2(Q) &,-1 oRITI(Q) (4.16)

Daraus folgt
L24(Q) x L2H(@) = (rot R9-1(9) x div D12(92) ) @ A~ (D(2) x oRTH(2))
= A(rot IO{Q_I(Q) X leT”(Q)) Da-1 (ODQ(Q) X Of{qH(Q))
Mit Hilfe dieser Zerlegungen spalten wir unsere Felder auf:
o (B Hp) = (BLHY) + (B, H?) € (rot Ri—1(Q) x div D+2(Q)) & A~ (4D1(Q) x Ofiq“(sz)) (4.17)

o« (FnG) = (F},G})+ (F2,G}) € Arot Re-1(Q) x div D72(Q)) @51 (DY) x oﬁq“(g)) (4.18)

Da rot R4=1(Q) x div D7+2(Q) C (RY(Q) x (D"1(Q), erhalten wir durch Einsetzen in (4.14)

M(Ef, HP) +iwMEy, Hy) +iwMEE, HY) = (Fy, Gp) + (F/, GP)

In dieser Gleichung gehéren nun die unterstrichenen Summanden zu (D4(Q2) x (RITH(Q) und die restlichen zu

A(rot Re-1(Q) x div Da+2 (Q)) , so daf sich (4.14) in die beiden Gleichungen

iwA(E}, HY) = (F},Gp) und (M +iweN)(EZ, H?) = (F},G?) (4.19)

aufteilt. Als Orthogonalprojektionen konvergieren die Formen (F},G¥) fiir k = 1,2 und somit auch (E}, H}) in
L%9(Q) x L7 (Q) . Wir machen die zusitzliche Annahme

AV N B H) g <e (4.20)

t<—1 >0 (eN

und werden am Ende des Beweises die zu (4.20) gegenteilige Annahme zum Widerspruch fiihren.
Sei nun ¢’ ein solches ¢ mit der Eigenschaft (4.20) . Dann ist auch ((E?, HE))%N in L29(Q) x L2 (Q) und durch

(4.17) und (4.19) sogar in (R%(©2) Ne~14DY(Q)) x (DE(Q) N p~ oRET(Q)) beschriinkt. Die LMKE liefert
fiir ein beliebiges ¢ < ¢’ eine Teilfolge ((E2,, HZ,)) die in L?’Q(Q) X Lt%’q'H(Q) konvergiert. Mittels (4.19)

in RY(Q) x DI ()

LeN’

konvergiert ((EZ,, Hzé))éeN dann auch in RY(Q2) x Dt?H(Q) und schlieBlich ((Er¢, Hrr))
gegen, sagen wir,

£eN

o

(E,H) € RY(Q) x DI (Q)
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Dies erfiillt
(M +iwA)(E,H) = (F,G)

Da die Eigenlosungen polynomial abklingen, erhalten wir fiir beliebige (e, h) € N(Max, A, w) und alle £ € N mit
Hilfe der Bemerkung 4.24

0= ((Frg, Grt), (1)) = —((Engs Hy), (M + i@reA) (e, 1)) = i (wrp — ) (A(Eng, Hrt), (€, h
((Fre, Gro), (e,h))g, ((Exe, Hre), ( N)(e,h)), =1 (wre — w) (AM(Ere, Hre), (€,h)),
#0
und daher (A(Eq, Hr), (e, h)>Q = 0. Da <~,A(e,h)>Q fir alle (e,h) € N(Max, A,w) ein stetiges lineares
Funktional auf L?’q(Q) X L?’Q'H(Q) ist (polynomiales Abklingen), liefert dies

N (ME,H),(e,h)), =0 . (4.21)
(e,h)eN(Max,A,w)

Seien jetzt t < —1/2 und § < s mit § € (1/2,1) beliebig. Dann liefert Satz 4.9 Konstanten ¢,6 > 0 und ein
t > —1/2, so da® fiir alle hinreichend groken ¢ unabhingig von o, (Fre, Gre), (Ere, Hrg) oder p > 0 die
Abschétzung

” (Eﬂéa Hﬂ'é)” )) + ||(7’715 + Id)(E’7T

R{ (QnU(0,0)) x DI (20U (0,0 ¢ Hre) HO,tA,QﬁU(O’p)

<c (” (Fre, Gﬂf)”o,g,a + ||(E7"£’H“Z)HO,O,QHU(O,é)) <c <||(F7ff’ Gﬂ)”o,s,g + H (Ere, Hﬂ)”o,o,smU(o,é))

gilt. Bilden wir den Limes ¢ — oo, erhalten wir unabhéngig von p

H(E’ H) H RY (QmU(O,p))XDfH(QmU(O,p)) + ” (r—lg +1d)(E, H)‘|0,579ﬂU(07p) ( )
4.22
<c- (H (F, G)HO,S,Q + H(E’H)HO,O,QHU(O,S))
und mit dem Satz von der monotonen Konvergenz im Limes p — oo
(&, H)”Rg(ﬂ)ng“(Q) +[rts + Id)(E’H)Ho,E,Q
(4.23)

<c- (H(F’ G) Ho,s,ﬂ + H (E, H)HO,O,QOU(O,6)>

Hieraus folgen

(E,H) e RL_,(2) x D", (2)

2 2

und die Strahlungsbedingung

(1S +1d)(B, H) € L27 (@) x L254(Q)

2

Folglich 16st (F, H) das Problem Max(A,w, F, G) . Die Wahl (Fy, G¢) := (F, G) fiir alle £ € N liefert die Existenz
einer Losung zu Max(A,w, F,G). Durch (4.21) ist die Losung eindeutig bestimmt und dies definiert einen
Losungsoperator

Lo (240 x L2471 (@) A N(Max, A, w) b — (fig_%m) x DI () N N(Max, A, w) b
(F,G) — (E,H) Losung zu Max(A,w, F,G)

Es bleibt nur noch (4.20) zu zeigen. Dazu fiihren wir die gegenteilige Annahme

\/ /\ \/ ”(EZ’HZ)”w,Q >c

t<—% c>0 (eN

zu einem Widerspruch. Gilt dies, so gibt es ein ¢ < —1/2 und eine Folge

[e]

((Ee, He)) oy C RHQ) x DFFYQ) mit (B, H,

Mo = o0

Definieren wir

(Eg,f?[g) = H(EZ;HZ)”(;;Q . (E@,Hg) und (Fg,é@) = H(Ez,Hg)”(;;Q . (Fg,Gz) s
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so folgt || (Ey, Hy) =1 fiir alle € N und elim [ (Fy, ég)”o .o = 0 sowie

oo
(M +iweA)(Ee, He) = (F, Gy)

Die obigen Argumente zeigen die Konvergenz einer Teilfolge ((Eﬂg, ffﬂg))zeN in L2 q( t% ot (Q) mit einem

) X
t < t gegen ein (E H) € N(Max, A, w)* | welches Max(A, w,0,0) 16st. Damit ist ( ,H) = (0,0) und Satz 4.9
liefert von oy, (Frg, G ¢) oder ( M,Hﬁ) unabhingige Konstanten c¢,d > 0, so daf§

l= ”(Eff@7 ﬁlﬂ)”o,t,ﬂ <c (H<Fﬂ7 éﬂ)Ho,s,Q + ”(Eﬂ’ ﬁﬂf)HQo,QmU(O,é))

£— o0 £— o0

0

gilt, ein Widerspruch.
Damit haben wir die Giiltigkeit des Prinzips der Grenzabsorption gezeigt.
zu (iv): Seien —t, s > 1/2 gewéhlt. Wir betrachten

Lo+ DuLy) — W(Ly)CWi(Ly) = (RIQ) x DITL(Q)) N N(Max, A, w)*s
(F.G) — (B, H)

wobei
Dy(Ly,) = (L29(Q) x L2971(Q)) N N(Max, A, w)*

und (E, H) die aus (iii) eindeutige Losung zu Max(A, w, F, G) sei. Aufgrund des polynomialen Abklingens der
Eigenlosungen sind D;(L,) und W;(L,) Hilbert-Rdume. Um die Stetigkeit von £, nachzuweisen, geniigt es
nach dem Satz vom abgeschlossenen Graphen, die Abgeschlossenheit von £, zu zeigen. Seien dazu

(Fe;Ge)) ey € Ds(Le)  und  ((By, He)) oy € W(L)

mit (Eg, Hy) := L,(Fy, G¢) Folgen, so daf ((Fg,Gg))eeN in L29(Q) x L>7T(Q) gegen (F,G) € Dy(L,,) und

L
((Eg,Hg))ZeN in RY(Q) x D(Q) gegen (E, H) € Wy(L,,) konvergieren.
Wir miissen (E,H) = L, (F,G) zeigen.
Zunéchst gilt
(M +iwA)(E,H) = (F,G)

Die Abschitzung (4.22) liefert fiir die Losungen (Ey, Hy) von Max(A,w, Fy, Gy) ein £ > —1/2 und fiir alle
t < —1/2 Konstanten c,d > 0, die nicht von (Ey, Hy) oder (Fy, Gy) abhiingen, so da fiir alle p > 0

| (Ee, Ho)| )+ s+ 1) (B, Ho)

R?(QNU(0,p)) x DI (20U (0,p) ”o,f,mU(O,p)

e (1070 Gl 1 Be ) o0 0 0.))
gilt. Die Grenziibergéinge ¢ — co und p — oo (in dieser Reihenfolge!) ergeben
(EaH) € W<—%(£w>
und die Strahlungsbedingung fiir (E, H). Also ist (E, H) die eindeutige Losung des Problems Max(A,w, F, G)
mit (E, H) € N(Max, A,w)*» , d. h. (E,H) = L,(F,G). |
Bemerkung 4.30
Gilt supp AU (RN \ Q) € U(0, p) mit einem p > 0, so folgt fiir alle w € R\ {0} und (E, H) € N(Max, A, w)
supp(E, H) C QN U(0, p)
In diesem Fall lost (E, H) namlich in A(p) die Helmholtz—Gleichung

(A +w?)(E,H) = (0,0)

und mufl somit nach der Rellichschen Abschdtzung (siehe LE1s, [/20], p. 59,]) in A(p) verschwinden. Geniigt
die Mazwell-Gleichung desweiteren dem Prinzip der eindeutigen Fortsetzbarkeit, so folgt

N(Max, A,w) = {(0,0)}



Dirk Pauly — Niederfrequenzasymptotik der Maxwell-Gleichung im Aufengebiet 57

Bemerkung 4.31
Seien w € P # 0 und dy(w) := dimN(Max, A, w) sowie {(e(g,h@)}ji(lw) eine Basis von N(Max, A,w). Dann
kinnen wir zu gegebenem v € C%(@) eine Losung (E, H) von Max(A,w, F,G) aus Satz 4.29 (iii) auch so
wdhlen, daf

<A(E,H),(€g,hg)>g =Y N = 1,...,dq(w)

gilt. Auch hierdurch ist die Losung eindeutig bestimmdt.

Der Losungsoperator £, 1a8t sich noch wesentlich schirfer, als dies in Satz 4.29 (iv) geschehen ist, abschétzen.
Dies wollen wir im letzten Abschnitt dieses Kapitels festhalten.

4.9 Einige Abschitzungen des Lésungsoperators

Lemma 4.32
Seien T > 1, Q mit LMKE, s, —t > 1/2 und K € C, \{0}. Dann gibt es Konstanten c,§ > 0 und eint > —1/2,
so daf fiir alle w € K und (F,G) € (L?%(Q) x L2771 (Q)) N N(Max, A, w)* die Abschitzung

HE F G ”Rq(Q xDIT(Q) + H 7IS+Id)£ ( ||OtQ (H F G ||0,s,Q+ ”‘Cw(Fv G)“o,o,QmU(o,é))
gilt.

Beweis:
Wegen der Differentialgleichung geniigt es ||£w(F Q) Ho ;o und den Strahlungsterm abzuschétzen.
Da M selbstadjungiert ist, ist die operatorwertige Abbildung

L : C\R — B(L>(Q)xL>7(Q))
w o L,=iM-w)TtAT!
holomorph und insbesondere auf K € C \ R gleichméRig stetig. Nach Satz 4.5 gilt gleichméRig bzgl. w € K
c
Lol < ——
1ol <
Damit folgt gleichméRig bzgl. w € K und (F,G) € (L2%(Q) x L2971 (Q)) die Abschiitzung

|1£.(F,G) “o,t,Q + |71 S + 1) Lu(F, G)||0,£,Q

c c

<c- ”EW(R G)HO,O,Q < m ’ ”(R G)HO,O,Q < m ) H(R G)Ho,s,ﬂ

Néhern wir uns der reellen Achse, indem wir z. B. Frequenzen aus

K::{zE(C+:22:)\2+i0)\,)\GJ,0<0<min{1,|)\|~ﬂ'/2}} , J e R\ {0}

betrachten, liefert Satz 4.9 Konstanten ¢,d > 0 und ein £ > —1/2, so daf gleichmifig bzgl. w € K und
(F,G) € L29(Q) x L>7T(Q) die Abschitzung

Hﬁw(F’ G) HR;{(Q)xD;{“(Q) + ” (T_ls +1d) Lo, (F, Ho i, Q (H (F,G) Ho,s,Q + H'Cw(Fv G) Ho,o,QmU(o,5))

gilt. Diese Abschétzung gilt auch fiir die Grenzabsorptionslosung (siehe (4.23)) und somit gleichméfig bzgl.
w € K und (F,G) € (L29(Q) x L277(Q)) N N(Max, A, w)* . |

Unter schirferen Voraussetzungen an die Daten ergibt sich

Korollar 4.33 o

Seien 7> 1, Q mit LMKE , s, —t > 1/2 und K € C4 \ {0} mit KNP = 0. Dann gibt es Konstanten ¢ > 0 und
t>—1/2, so daf fiir alle w € K und (F,G) € DY(Q) x RITH(Q) die Abschitzung

|1£.(F,G)| RI(Q)x DIt () T |(r= S + 1) Lo, (F, <c |[(F.G) HDg(Q)

Ho 0 = xRITH(Q)

gilt. Insbesondere ist der Operator

(o)

L, : DYQ) x RIFL(Q) — RY(Q) x DI (Q)

bzgl. w € K gleichgradig stetig.
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Beweis:
Wenn die Abschiitzung falsch wiire, géibe es zu s, —t > 1/2 und ¢ > —1/2 (aus Lemma 4.32) Folgen

° (Wn)nEN C K )

o ((FuGn)),o C DUQ) x RIF(Q)

o

o ((BuHn), oy CRIQ) DI Q) (B, Hy) = Lo, (F,Gn)
mit
(B, Ha) | RI(Q)xDIT (@) T (-8 + 1d) (B, Hn)”o,f,sz =1
und
|| (Fn, Gn)“ DIQ)xRITI@Q) T 0

Nach Teilfolgenauswahl nehmen wir o. B. d. A. w,, — w € K an. Der Differentialgleichung entnehmen wir durch
Differentiation
iwp,diveE, = div F, , iwy rot uH,, =rot G, ,

so daf wir die Beschrinktheit von (E,, H,) in (R{(Q) Ne 'D{(Q)) x (DgH(Q) N 'R{TH(Q)) erhalten.
Die LMKE liefert eine Teilfolge, welche wir o. B. d. A. wieder mit (E,, H,,) bezeichnen, die fiir alle < ¢ in
L?’Q(Q) X Ltg’qH(Q) gegen ein

(B, H) € (RY(Q) Ne"'DYR)) x (DI (Q) N p ' RIT(Q))

t

konvergiert. Mit Lemma 4.32 gibt es zu beliebigem f< —1/2 ein i> —1/2 und ¢, > 0, so dafs gleichméRig
bzgl. wy,, (F,,G,) und (E,, H,)

1B ) e+ 1678 + 10 )l < € (JFw Gl 1B Bl

Limdias BN beschrankt

gilt. Damit erfilllt (E, H) die Strahlungsbedingung und es gelten (E, H) € Rq<_ 1 () x Dq<+_1l () sowie

(M +iwA) (B, H) <=2 (M +iw,A)(E,, H,) = (F,,G,) === (0,0) ,

d.h. (E, H) € N(Max, A,w) = {(0,0)} . Schlieflich liefert wiederum Lemma 4.32 ¢, § > 0, so daf wir gleichméRig
bzgl. w, , (F,,G,) und (E,, H,)

1=|(En, Hy 1S +1d)(E,, H,

)| RI(Q)x DI () T I(r Nozo

n—oo

< ([Fn Gl gy + 1B Ho)lg 0 gy ) = 0

n—oo n—oo

0 —0

erhalten, ein Widerspruch. |

Als letztes Resultat dieses Kapitels wollen wir noch zeigen, daf sich die Resolvente sogar in der Operatornorm
stetig auf die reelle Achse fortsetzen laft.

Satz 4.34
Seien T > 1, Q mit LMKE, s,—t > 1/2 und K € C; \ {0} mit K NP = 0. Dann ist die Abbildung

L : K — B(DIQ) x RI(Q), RY(Q) x DIT ()

w L,
gleichmapig stetig.

Beweis:
Wir definieren
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Fiir w, A € C\ R und (F,G) € L*1(Q) x L*7(Q) liefert die Resolventenformel
M=) =M=N)" = (=M -w) (M=)
mit £, =i(M —w) 'A™? (siche (4.2))

. Lo(F,G) — LA(F,G) = i(w — )M —w) "M - NAYFG)
o M(L(F,G)— LA\(F,G)) = —i(w — MALL(F,G) — i AM(Lo(F,G) — LA(F,G))
= (w = NAM —w) " (1 +AM = N HAY(F,G)

und daher gleichmifig bzgl. w, A € K € C \ R (w — (M — w)~ 1t ist auf K beschrfinkt!)
I£o = LxlB.. < Lo = LxlBoy < c-|w = Al

Also ist L auf K sogar Lipschitz—stetig.
Nun miissen wir noch den Grenziibergang nach R\ {0} untersuchen. Sei also (wy, )neny C K mit w,, — w € R\{0}.

. . n—oo . .
Dann miissen wir £,, ——— L, in By ; zeigen, d. h.
Wn S, 9

/\ \/ /\ "C(un - ‘Cw B¢ <9é
>0 m n>m
Nehmen wir das Gegenteil an, so gibt es ein § > 0 und Folgen
(wm)meN CK ) ((FmaGm))meN C DZ(Q> X RZ-H(Q)

mit w,, — w und

|(Fn, G 1

)Hng(mxag“(ﬂ) =

sowie

(Lo, = L) (Finy G >5 . (4.24)

)“ RI(Q)xDITH(Q)

Nach Korollar 4.33 existieren zu jedem # < —1/2 eine Konstante ¢ > 0 und ein t>-1 /2, so dafs gleichméRig
bzgl. A € {w,wy,} und (F,, Gy,) die Abschitzung

”E/\(Fm? Gm)” RI(Q)xDITH(Q) + H(Tils + 1) Lo (Fom, Gm)”oi,ﬂ
P (4.25)
<c- ||(Fm, Gnl)“ DY(Q)xRITH(Q) =cC
erfiillt ist. Damit sind
(em»hm) = ﬁwm(Fm7Gm) P Ew(FmaGm)

und
(EmaHm) = (Ewm - Ew)(Fm7Gm) = (emahm) - Ew(FmaGm)

in R1(Q) x Dg“(Q) beschrinkt. Mit G, € ﬁgH(Q) folgt pH,, € lo%itll(ﬁ) und wegen
2

(M +iwA) (B, Hu) = i(w — wim) AL, (Fmy Gin) = i(w — wpn )A€, )

erhalten wir

w—w - . _
. iwdiveE,, =i(w — wy)divee,, = ™ div F,, =20 in Li’q 1(Q) ,
Win
. . W= Wy m— o0 . 2,q+2
° iwrot uHy, = i(w — wy,) rot phy, = rot G, —— 0 in L2972(2) ,
Wi,

o (M+iwA)(Ep, Hy) 2225 (0,0)  in L29(Q) x L27HY(Q)

Somit ist ((Epn, Hm))meN in (Rg((}) ﬂg*ng(Q)) X (H*1R§+1(Q) N D;Z‘H(Q)) beschrénkt und wir kénnen mit
Hilfe der LMKE eine fiir alle # < 7 in L;%(Q) x L2 (Q) konvergente Teilfolge (Erpm, Hypm) mit

(B, Hem) ——=: (B, H) € Ly (Q) x L3 7(Q)
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auswahlen. Ferner folgt

(E,H) e (f{g,(sz) Ne oD () x (ufloﬁg,“(g) N DL (Q))

und
(M +iwA)(E,H) = (0,0)

Desweiteren erfiillt (E, H) mit (4.25) die Strahlungsbedingung und es gilt

(B, H) € (RL_, (@) ne'DL_, () x (u~ 'R, (2) N DL, (2))

3 -3
Also folgt (E, H) € N(Max, A,w) = {(O7 0)} . Schlieflich bekommen wir
(B Hem) ™72 (0,0)  in RY(Q) x DITYQ) . (4.26)

Da t < —1/2 beliebig war, ist auch #' < —1/2 beliebig nahe bei —1/2, so dak wir ¢’ > ¢ annehmen diirfen. Dann
steht aber die Aussage (4.26) im Widerspruch zu (4.24). [ ]
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5 Der Ganzraumfall

Wir tragen in diesem Kapitel Ergebnisse zusammen, die sich speziell nur auf den isotropen und homogenen
Ganzraumfall, d. h.
Q:=RY und A=

beziehen. In diesem Fall bezeichnen wir den zeitharmonischen Lésungsoperator mit
L, statt L,

Wir kénnen dann mit Grundlésungen und Darstellungsformeln hantieren und durch , Trennung der Variablen”
die Losungen bestimmter Differentialgleichungen auf Systeme gewohnlicher Differentialgleichungen zuriickfiih-
ren, welche dann sogar explizit gel6st werden konnen.

Insbesondere werden wir zur Herleitung einer Darstellungsformel zur Maxwell-Gleichung die Grundlésung zur
skalaren Helmholtz—Gleichung verwenden, weswegen wir zunéchst einige Eigenschaften dieser herleiten.

Sofern wir keine weiteren Einschrdnkungen angeben sei in diesem Kapitel stets ¢ € {0,...,N}.

5.1 Die Grundlosung zur Helmholtz—Gleichung
Die Grundlésung zum skalaren Helmholtz—Operator
A+ w? ; weCy\ {0} )
im RY ist
Py (7) = Qo (|2]) mit Yo (t) = enw’t TV H(wt) , vi= ——— ,

wobei die Konstante ¢y nur von der Raumdimension abhéngt und H.}(z) die erste Hankel-Funktion bezeichne,
welche eine Losung der Besselschen Differentialgleichung

2u 4 zu + (22 - 1Hu=0
darstellt. Die Hankel-Funktion erfiillt (Siehe z. B. bei MAGNUS, OBERHETTINGER und SONI, [[21], p. 67])

L) = L HY )~ L () (5.1)

und fiir ungerade Dimensionen N ist (siehe z. B. “21]7 p- 72})

v—1/2
H(z) = 272 -exp(iz) Z ezt , ¢ eC . (5.2)
=0

Von nun an und bis zum Ende dieses Kapitels betrachten wir nur noch ungerade Raumdimensionen N .
Zunéchst gelten durch Umsummierung und mit (5.1)

v—1/2
o o (t)=cnt> Nexp(iwt) Z 057%
£=0
v+1/2
o o, () =—cyt' Nexp(iwt) Y c;f%_e(wt)f . (5.4)
£=0

_(wt)f , (5.3)

Wir wollen nun ¢,, ,,(t) und ¢, ,(t) abschitzen und um w = 0 in eine Taylor-Reihe entwickeln. Wegen Imw > 0
brauchen wir dazu nur die Funktion z — exp(iz) in der oberen Halbebene zu betrachten, wo sie mitsamt allen
Ableitungen beschrankt ist. Wir erhalten daher

Lemma 5.1 Seien v := (N —2)/2 und K @ Cy . Dann existiert eine Konstante ¢ > 0, die nur von N und K
abhingt, so daf fiir alle w € K und alle t € Ry sowie x € RN die folgenden Abschitzungen gelten:

(1) |ewr(®)
(ii) oL, (1)

e (PNt o ()] < e (J22N +J2 =)
Se (BN +rT) L [Veuu(@)| e (|l Y 2
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und

Lemma 5.2 -
Seien J € Ng und v := (N —2)/2. Dann existieren Konstanten c;, c;- € C und Funktionen Restj, Rest, so dafi
fiirt € Ry und w € Cy die Entwicklungen

J
(i) Puw(t) =t "cj(wt) + Resty(wt) - 27N LT
j=0
J . ——
(ii) @l (1) =t " (wt) + Resty(wt) - 27N /T

=0

gelten. Hierbei sind die Funktionen Rest j(z) und ﬁé_s/tJ(Z) gleichmdfig bzgl. z € C1 beschrinkt und die Schran-
ken hangen nur von N und J ab.

5.2 Eine Darstellungsformel der Ganzraumlésung

Wir wollen in diesem Abschnitt aus der Darstellungsformel zum skalaren Helmholtz—Operator eine entsprechende
Formel fiir den Maxwell-Operator finden. Wegen Bemerkung 4.30 gilt

N(Max,Id,w) = {(0,0)}

Damit ist L,, auf ganz Li"i X Li‘fl definiert und wir kénnen uns zu w € C, \ {0} und (F,G) € Cg>% x Cg9t!
2 2

die Losung
(E,H) := L,(F,G)

anschauen. Satz 3.6 liefert
2, 00, 2,q+1 00,q+1
(B, H)e (HZ?, NC 7) x (H2T, ' nC )

Nach Lemma 4.13 (iii) impliziert
(M +iw)(E,H) = (F,G)
die Gleichung
(A +w?)(B, H) = (M —w— im) (F,G) =: (f,g) € C x O30 (5.5)

Fiir die eindeutige Strahlungslésung (e, k) des Problems

. (A+w?)(eh)=(f9)
. (e,h) € H2<’q_% X H2<’q_+%1 ,
o exp(—iwr)-(e,h) € Hii% X H;’ZEI

folgt dann (E,H) = (e,h). Fiir nichtreelle Frequenzen w € Cy \ R ist dies trivial, denn Satz 3.6 liefert
(E,H) € H*? x H>»"1 | Daher gilt dies auch fiir reelle Frequenzen w € R\ {0}, weil man die Losungen
beider Strahlungsprobleme mit Hilfe der Grenzabsorption erhélt.

Die Darstellungsformel zum skalaren Helmholtz—Operator, welche wir z. B. bei LEIS in [[20], page 78/79, Remark

4.28] finden, liefert dann fiir w € C \ {0} mit E = Z Erdz’ und H = Z Hjda’
I€Z(q,N) JET(q+1,N)
L EI:fI*q)w,u 5 IEI(QvN) )
. Hy=g;x%,, , JEI(¢g+1,N)

Hierbei wollen wir die Faltung im RY mit x bezeichnen, d. h. es gilt mit dem Operator 9, f(y) := f(x — y)

hd E[({E) = <f[77~9mq)w,1/ >]RN s Ie I(q,N) R
L4 HJ(x):<ng191q)w,u >RN s JGI(q+1,N)
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Fiir geeignete ¢—Formen e = Z erdz! und h = Z hyda! definieren wir die Faltung
I€Z(q,N) I€Z(q,N)

exh(z) = (e, 9;h >]RN mit Ih(y) := Z I.hi(y) dy!

I€Z(q,N)

Dann gilt
exh= Y erxh

I€Z(q,N)

und desweiteren fiir geeignete Formen die partielle Integration
rot e x h(x) = (rot e, 9,h ) gy = —(e,divi h gy = (e,9, divh gy = e*divh(z) . (5.6)

Definieren wir die speziellen Formen
I . I
D, , =Py, -dr ,

so koénnen wir unsere Form (E, H) durch

E= Y fx®,,-d! uwd H= Y  gx®), -da’
I€Z(q,N) JEZ(q+1,N)

darstellen. Transformieren wir wieder auf (F, G), erhalten wir mit (5.5)

o E= Z (divG—in—irotdivF)*q%)l,'de ) (5.7)
1€Z(q,N) “

. H= Z (rotF —iwG — L divrot G) * @i,, -dx’ . (5-8)
JET(g+1,N) “

Nun mochten wir mit (5.6) partiell integrieren. Schauen wir uns z. B. den Term
(divG) = ®L,

an.
Da (F,G) kompakten Tréger besitzt, spielt die Integrierbarkeit von ®,, , bei Unendlich zunéchst keine Rolle.
Bei Null gilt nach Lemma 5.1

|(I>w,V(y)| <c- |y‘27N und |V(I)w,l/(y)| <c- |y|17N )
d. h. @, , V®,, € L' (U(0,1)) . Mit der Abschneidefunktion

Un(y) =m(n-lz—yl)

die
T

V()| = [n'(n-Jz—y)) n —L|<con<e fa—yl
Y|

|z —

erfiillt und somit
wn : ﬁmq)w,u ) v'l/}n . 191(1)0.;,1/ ) wn : v(ﬁmq)w,u) S Ll (U(ZL’, 1))

liefert, definieren wir

Gp =Y, -G

Dann folgt mit (5.6) aus
(div Gp) * @, () = Gy xrot ®,  (2)

durch Grenziibergang n — oo und nach dem Satz von Lebesgue
(divG) x ®L, , (z) = G *rot @, (2)

Benutzen wir diese partielle Integrationsregel in (5.7) und (5.8), erhalten wir die Darstellungen
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. E= Y (G* (rot ®. ) —iwF L, — = (div F) * (div @f,’y)) 2t (5.9)
I€Z(q,N) “

. H= Y (F* (div®d? ) —iwG * 7, — —(rot G) * (rot @jw)) da? (5.10)
JE€I(q+1,N) v

Definieren wir zur Verschénerung der Notation konstante g— bzw. (¢ + 1)-Formen durch

A= > Arde’ , B:= Y  Byd’ fir A,B;eC
I€Z(q,N) JEI(q+1,N)

so kOnnen wir mit
Ay =0, A und By, =%,, B

die Formeln (5.9) und (5.10) eleganter schreiben und zusammenfassen, denn es gilt dann

((E,H),(A,B)) =(E,A)q+ (H,B)g+1

¢,q+1

3y (G* (rot®. ) - Aj —iwF x ®L - A; — —(div F) x (div & ) .A,) (5.11)
I€Z(q,N) w

+ Y (F*(div@iyy)~BinwG*<I>i’V~BJ7i(rotG)*(rot@i,yyBJ)
JEZ(q+1,N) w

Wegen

Au, = Z Dy - Af da! = Z Ar - <I>£’V und damit rot A, , = Z Ag -rot <I>fw
I€Z(q,N) I€Z(q,N) I€Z(q,N)

erhalten wir aus (5.11) die Darstellung
((E,H), (A, B)>q’q_~_1
=G *(rot Ay ) + F x (divBy,,) —iw(F * Ay, + G B,,,) (5.12)
- i ((div F) % (div A, ) + (rot G) * (rot B%V))
Definieren wir auf kanonische Weise fiir geeignete Formen—Paare die Faltung
(u,U) % (v, V)(z) =u*xv(z)+U*xV(x) ,
so liefert dies schliefslich die kompakte Darstellungsformel

((B,H)(z), (4, B))

q,9+1

(5.13)
= (F,G)* (M —iw)(Au., Buo) (@)

(div F,rot G) x (div Ay, ,,, 10t By, ) () , e RN

i
w
Um auch Daten (F,G) ohne kompakten Trager darstellen zu kénnen, benétigen wir das

Lemma 5.3
Seien 3 < N € Nundb € L¥(RYN xRN C) . Dann liefert der Integralkern |z —y|P-b(z,y) einen stetigen linearen
Operator von Li nach Lf , falls nur eine der folgenden beiden Bedingungen erfillt ist:

(i) p=s—t—N und —N/2<t<s<N/2
(i) p>-N/2 und s,—t>max{N/2,N/2+p}

Beweis:
(i) wird von MCOWEN in [[22], Lemma 1] und (ii) von WECK und WITSCH in [[53], Lemma 13| bewiesen. B

Wir bekommen den



Dirk Pauly — Niederfrequenzasymptotik der Maxwell-Gleichung im Aufengebiet 65

Satz 5.4

Seien 0 #w € K € C4 und s € (1/2,N/2) sowie t := s — (N +1)/2. Dann gilt fir alle
(F,G) € DI x RIH!

und alle konstanten Formen (A, B) € A? x AT im Sinne von L} die Darstellungsformel

(Lu(F.G), (A, B))

q,q+1
— (F,G) * (M —1w)(Ay,, Bu) — i(div F,rot G) * (div A, 10t B,,.,)

Desweiteren ezistiert eine Konstante ¢ > 0, so daf fiir alle 0 # w € K und alle (F,G) € D? x RI™! die
Abschdtzung

N (T

- [(div F,rot G) Ho,s,RN)
gilt.

Beweis:
Withlen wir zu s € (1/2, N/2) und (F,G) € D? x R?"! mit Lemma 3.1 eine Folge

((Fn,Gn)), oy € CO2T x C20 mit (Fy,Gn) 5 (F,G) in  DIxRIT
so liefert zunéchst Satz 4.29 (iv) fiir t = s — (N 4+ 1)/2 < —1/2 die Konvergenz von
(En, Hy) = L,(Fn,Gr)
in RY x DI gegen
(E,H) := L,(F,G) € R! x DI

Desweiteren koénnen wir mit der Darstellungsformel (5.13) fiir beliebige konstante ¢— bzw. (¢ + 1)-Formen A
bzw. B die Form (E,, H,) ausdriicken:

(En.H,).(A,B)), .,

— (Fu,Gy) % (M —iw)(Ay.y, Bu) — é(div F,, 10t Gy) * (div A, 1ot B,,.,) (514
An z. B. (5.11) sehen wir, daf die auftretenden Faltungskerne im wesentlichen aus
Yopor  und QoL 0T
bestehen und sich diese mit Lemma 5.1 wie folgt abschéitzen lassen:
|gow’,,(r)} , gpiw(r)| <ec- (7‘2_N +r=N 4 rlzN) <c- (rl_N + TIEN)
Fir s € (1/2,N/2)sindt=s— (N +1)/2 € (—N/2,-1/2) und —N/2 <t < s < N/2 sowie
pi= # =s—t—N
und nach Lemma 5.3 (i) sind Integraloperatoren mit Kernen der Gestalt
|z —yl”-b(z,y) (5.15)

stetig als Operatoren von L? nach L?. Fiir £ := s — 1 gelten —N/2 <t <s< N/2undp:=1-N=s—1—N.
Wiederum sind nach Lemma 5.3 (i) Integraloperatoren mit Kernen der Gestalt (5.15) stetig als Operatoren
von Li nach Lt2 . Wegen £ = s —1 > —1/2 >t und der Monotonie der gewichteten Normen liefern folglich alle
auftretenden Kerne stetige Integraloperatoren von L2 nach L7 . Also konvergiert auch die rechte Seite von (5.14)
in Lf , und wir erhalten die behauptete Darstellungsformel.

Wegen der Differentialgleichung geniigt es, ||Lw (F,G) ||0 , g~ abzuschitzen. Nach Lemma 5.1 sind die relevanten
Faltungsoperatoren sogar gleichméfig bzgl. 0 # w € K k;e;schréinkt, so daf die Darstellungsformel die gewlinschte
Abschétzung

1 .
[oE O s < e (E G+ 1 [ ot @) v

liefert. [ |

Bemerkung 5.5

Da sich die zweiten Ableitungen von ¢, bei Null nur noch wie r~—" verhalten, kénnen wir mit dieser Methode
in der Darstellungsformel nicht alle Ableitungen von (F,G) entfernen, denn dann wire Lemma 5.3 nicht mehr
anwendbar.

N
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5.3 Niederfrequenzasymptotik im Ganzraum

Wir wollen nun mit Hilfe der Darstellungsformel und der Taylor—-Entwicklung der Grundlosung die Niederfre-
quenzasymptotik explizit angeben.

Setzen wir die Taylor-Entwicklungen aus Lemma 5.2 in die Darstellungsformel des Satzes 5.4 ein, erhalten wir
nach Umsortierung und komponentenweiser Auswertung

J
=3 (- iwy ( (F,G) + \I/ (divF,rotG))
j=0 (5.16)
1 —
Lol <Restw’J(F, G) + —Rest,, j(div F,rot G))
w

Hierbei sind ®; und ¥; bzw. Rest,, ; und Ii—és/t% J Faltungsoperatoren mit Integralkernen der Gestalt
bi(w,y)-le—yl" N =000 baw. bret(w,y,w) o —yPTNTT (5.17)

Die Kernteile b;(x,y) sind beschrénkt und unabhéngig von w . Desweiteren sind nach Lemma 5.2 die Kernteile
bRest (7, Y, w) gleichmifig bzgl. z,y € RY und w € C beschrinkt.
Damit kommen wir zu folgender Asymptotik:

Lemma 5.6
Seien J € Ny und s > J+1/2 sowie t < min {s,N/Z} —J—=2. Dann gibt es zu j = 0,...,J beschrinkte lineare
Operatoren ®; und ¥; mit

®; € B (L2 x L2929 x 129H)  ypd W, e B(L297 1 x L2902 L2 ¢ 120H)

und eine Konstante ¢ > 0, so daf fiir alle w € C1 \ {0} und alle (F,G) € D? x RI"! die Abschitzung

J
HLW(F’G Z —iw)’ i (F, G)Jr \If (divF,rotG))’OtRN
J=0 h
1 .
< el ([F G + 7 i Erot G o)
gilt.
Beweis:

Die in (5.16) und (5.17) auftretenden Faltungskernteile b; bzw. brest hingen entweder gar nicht von w ab oder

sind gleichméfig bzgl. w € C; \ {0} beschrénkt. Damit miissen wir nur noch zeigen, daf Integralkerne der

Gestalt _
o=y =0T+

stetige lineare Operatoren von L2 nach L} erzeugen.

Halten wir s und ¢ fest und verkleinern .J, so bleiben die Voraussetzungen erfiillt und wir brauchen weniger zu

zeigen. Daher geniigt es, den Fall j = J + 1, also den Kern

‘$ _ y|27N+J ,

zu betrachten (Das ergibt sich auch daraus, daf alle Kerne zu L, gehoren und fiir |z —y| > 1 mit j wachsen.).

Wir unterscheiden zwei Falle:

1. Fall, J < N — 3 : Hier wollen wir s und ¢ durch

—N/2<t<§<N/2

ersetzen, so daf
S—t=J+2 und t<t<s<s

gelten. Dann folgt mit Lemma 5.3 (i) die Stetigkeit der betreffenden Faltungsoperatoren von L% nach L und
damit wegen der Monotonie der gewichteten Normen die Stetigkeit von LS nach L2 .

Fiir s < N/2 wihlen wir 5 := s und beachten f :== s —J —2 >t sowie t > J+1/2—~J — 2= -3/2 > —N/2.
Gilt s > N/2 und t > —N/2, so setzen wir t := ¢ und beachten 5§ :=t+ J +2 < N/2.

Bleibt noch der Fall s > N/2 und t < —N/2 zu betrachten. Hier withlen wir #,5 € (—N/2, N/2) beliebig mit
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§—t=J+2; dies ist moglich,da J+2< N—-1< N.
2. Fall, J > N — 2: Hier gelten

pi=J+2-N2>0>—-N/2
und

<J41/2
p+N/2:J—|—2—N/2{; ;’/<5 :

so dak die behauptete Stetigkeit aus Lemma 5.3 (ii) folgt. |

Korollar 5.7
Seien J € No, s > J+1/2 und t < min{s,N/2} —J =2 sowie ®;, ¥;,j =0,...,J, die Operatoren aus

Lemma 5.6. Dann gibt es eine Konstante ¢ > 0, so daf$ fir alle w € (C+ \ {0} und alle (F,G) € L2 x L2+
mit der Zerlegung aus Lemma 2.12,

(F,G) = (Fp,GRr) + (Fr,Gp) + (Fs,Gs) € (0D x oRTTH) + (0RE x oDI!) (87 x 8771) |

die Abschdtzung

J
|ror.) = Y-y - ay(R)
7=0
J i J
+jzz:o —iw)? - ®;(Fr,Gp) + w'(FRaGD 7512:(:) —iw) dwFS’rOtGS)’ RN
1
<c- |w|J+1 . <H(1_77 G)”O,S,RN + m . H(diVFg,I‘Ot GS)HO,S,RN>

gilt.
Beweis:

Zunichst ist L, auf ganz L2? x L29"! wohldefiniert. Desweiteren kénnen wir Lemma 5.6 auf (Fp, Gg) und
(Fs,Gs) anwenden. Wegen (Fgr, Gp) € (oRZ x ¢D?™1) folgt

(M + iOJ)(FR,GD) = iw(FR,GD)

und mit s > J +1/2 > —1/2 erfiillt (Fr,Gp) auch die Strahlungsbedingung, so daf wir

i
L,(Fgr,Gp) = —;(Fm Gbp)

erhalten. Setzen wir diese drei Asymptotiken zusammen, liefert die Stetigkeit der Projektoren aus Lemma 2.12
die Behauptung. |

5.4 Tiirme spezieller statischer Losungen
Wir wollen nun mit Hilfe des sphéarischen Kalkiils fiir k£, 0 € Ny ,, Tiirme” homogener Formen
iDg:fn und iRg:]:n aus C>1 (RN \ {0}) ,

die sich aus Radiuspotenzen und den sphérischen Eigenformen S¢ ,, und T7 |, zusammensetzen, bestimmen, so
daf

e r0t*D2Y =0 , o divERINIO=0 : (5.18)
o divEDZE =0 , . rot =RIIF =0 : (5.19)
. rot ¥ Dgk =+ RatlA—l , o div¥RIIF =FpIh-t (5.20)

und damit auch M(FDZkF FRITLAT) — (FDLL £ RITLF) gelten. Diese Tiirme sind schon von WECK und

WITSCH in [[53], p- 1503] angegeben, wir wollen sie aber zunachst ein wenig genauer diskutieren. Dazu erinnern
wir uns an die Eigenformen S2 , und T¢,, sowie an wg™! = (¢ + o)z - (¢ +0)? aus Kapitel 2 und kommen zur
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Definition 5.8

Firqe{l,...,N—1} und k,0 € Ny sowie m € {1,...,ul} definieren wir die ,requldren Turmformen”
2k k2 :g—1sg—1 -
. +Dg’mf = Tk . p2hto. (—iwd 'pTE ) + (¢ + 2k +0) 752,,.) ,
° +Dg7—n%,2k+1 = +ag,k’ . r2k+1+a . %Tg;nl ,
+pg2k . + gk 2k+o cag—1 s g—1=~
hd Rg,m E Oég T : ((q + 2k + U) pTg,m + lwg TSg,m) s
+ pa+1,2k+1 ._ + gk  2k+140  >Qq
i Ra,m N . pSa,m
und
- a2k . — gk 2k—o—N ¢ =1 smg—1 / -
. DLy = —adk PN (=il TS + (¢ + 2k — o — N)7SE,,) ,
-ne—12k+1 ._ — q,k  ,2k+1—0—N  ~pg—1
hd Da,m T O[a' r TTU,m )
—pq.2k ._ — gk 2k—0—N crg—1 , + g—1x
. RL = "ak% . r . ((q +2k—0—N) P, +iwd TSg,m) ,
—pq+12k+1 ._ — gk  2k+1—-0—N  ~qQq
i Ra,m = ey T : pScr,m
Hierbei gentigen die Koeffizienten der Rekursion
+ q,k—1 _
Ttk = %o “a?%:=1 +ta?l .= -1
T T 2%-(2k+20£N) d ’ 7 T 2%+ N
Fir q € {0, N} definieren wir die vier ,Ausnahmeturmformen”
+p0.2k .+ 0k 2k - @0
o Dyi" = "Tag" ™ (2k+ N) - 7574 )
+nN-12k+1 .+ Nk 2k+1 ~pN—1
. Dy q =Toy " 7T 1 ,
+pN2k  _ + NE 2k SN -1
. Ryi" ="Tap" 1" - (2k+ N) - pT}yy )
+pl2k+1 .+ 0k 2k+1 g0
® Roy™ " =Tt “PSo
und
— 102k . — 0k - L
° Dg’l = ozg’ 2R N o 7'5871 ,
R _D(])Vfl’2k+l — _aév’k . p2k+1-N _%Té\ffl ’
~pN2k . — Nk _2k—N N—1
° Ry i="ap" 1 2k - Ty ,
—pl12k+1l . — 0k _2k+1-N a0
° Ry = & T “PSo
Hier erfiillen die Koeffizienten die Rekursion
+ q,k—1
0k . ol 090 .— 1 +qd0 . 1
0 2k - (2k £ N) ’ 0 ’ 0 N

Bemerkung 5.9

(1) Die Turmformen sind wohldefiniert, da N wungerade ist und der Nenner in der Koeffizientenrekursion
folglich nicht verschwinden kann.

(ii) Awuch bei geraden Dimensionen ist die Rekursion fir die (+)—-Turmformen stets und fir die (—)-Turmformen
bis k < N/2 wohldefiniert. Fir grifiere k mifsten wir im letzteren Fall mit zusdtzlichen logarithmischen
Radialfunktionen arbeiten. Fir gerade Dimensionen N > 4 sind daher alle Turmformen bis zur Héhe drei
wohldefiniert.

Definition 5.10
Fiir Turmformen iDgi’fn bzw. TRYE  aus Definition 5.8 definieren wir deren ,Homogenititsgrad” durch

o,m

k+o , =+

oahy = ntmt) =k {50

Desweiteren wollen wir k als ihre ,Hohe”, o als ihren ,Index” und m als ihren ,, Zdhlindex” bezeichnen.
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Bemerkung 5.11
Die Turmformen iDq’k bzw. TRTE  qus Definition 5.8 sind jEh —homogen. Setzen wir alle nicht definierten
Terme Null, lassen sich diese Turmformen etwas kompakter schrezben

+ g2k .+ gk ThZF s q—1xmg—1 1, +1.2k\ ~Qq
b Da,m =ay T : (_ 1Ws pT(r,m + (q + ha )TSO',’H’L)
+yg—1,2k+1 .+ gk Fh2tl g1
d Do,m =0y 'TTa,m
+ pg2k .+ gk FTh2* +1.2k\ sg—1 | : q—1~qQq
b Ra,m =Tay T : ((q+ ha )pTa,m +lw, TSa,m)
+y,2k+1
° :I:Rg:&;éjk—‘—l = :tag,k o hZ . pSg
Die Koeffizienten gentigen der Rekursion
+ q,k—1 -1 1+34,0+6q,N
+ gk ._ s - g0 ._ + 70,_( ) ’ ’
all = , al® =1 , al = —

2k - (2k £ 20 £ N) 20 + N

Man beachte, daff bei den Ausnahmeturmformen nur der Index (o,m) = (0,1) vorkommt und
_Dgz(l) =0 sowie _Ré\f’lo =0
gelten. Fiir die obige Koeffizientenrekursion erhalten wir mit der Gamma—Funktion T die expliziten Formeln

5q.0+04, _ _
. TA+N/2+0) (DTN g —apk = LU =N/2=0)

+aak — . -
4 K T(k+1+N/2+0) 2 + N o T 4K T(k+1-N/2—0)

q
oy

Bemerkung 5.12
Die Rekursion bzw. explizite Darstellung der Ta%* zeigt, dap diese Koeffizienten fiir k — oo rapide gegen Null
gehen. Daher sind die Turmformen iDg:ﬁl und iRg:’,?n mitsamt allen Ableitungen fiir alle a,b € Ry gleichmdflig

bzgl. x mit a < |z| <b und k,0,m € Ny beschrankt.
Wir bekommen das

Lemma 5.13

Fiir alle q,k,0,m im Sinne von Definition 5.8 sind =DL¥ und iRg k Losungen der Systeme (5.18)—(5.20).
Beweis:

Diskutieren wir z. B. die reguliiren Formen * D%% . Da wir es mit homogenen Formen zu tun haben, benutzen
wir die Formeln (2.13) und (2.14) und h&ufig (2 21)

Ep2k+1 1
. _ 2 T4
° div iDg,é’szrl _ iaq, [ ]le P Tih2k+l7: U’:"l)
7 T(T o TTg’m)
_ dqak, E ~ Div 01T o
= *allr [p 7] |:(q—1)/+ihik+1 Div| |71
=0
N ihik+1 a1
¢ rOtiDg’_niQkH = *a*p #]rot ih2k+17: U’:n1)
T(r o TT(;{m)
= Equkp T 5 | ROE g1 2 10
=Tl P 0 Rot Tg,;}
_+

I +1.2k\ srg—1 | q—1x
a8k Y (g + 12Tt 4w s )
_ *paq,2k
- Ra,m
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—{p(rE (=it T + (¢ + ) FSe )

. div *D22k — £02F (5 7] div ’
T T(r 0 (= wg T + (¢ + F020) 752 ,,)
: s —1pg—1
_+ ak, Fh o1 — Div 0 lwd T8,
Qg T [p 7] l:q/+:th3k Div (q'-l-ih?,k)ng
+ k . _ . — - —
:iag’kr h2’ _1(—1w3 1<q/+:|:h3k>+lwg 1(q/+:|:h3k)) Tgﬂnl

+1.2k . 1. _ k\ x
+ a2k _ + akrs 215 |P\T b (—iwd 1pTg’ml+(q/—|—ih(27 )ngxm)
. LD =TI IOV st g+ 02 250, )
s\~ 1W; P o,m q o )T a,m

ko1 g [ Rot g+ SR T —iws T,

0 Rot | [(¢' +*h")s2,,

2k—1

= (¢ +*12F)(q + =h2F) — (Wi H)?) - Falk T pse

T\T

+

q
g

:th(z;k71

=2k(2k + 20+ N) - £a2¥ . r pSE
[Fagkt T sGe o falls k> 1
~]o ,falls k=0
_JERILARSL falls k> 1
~]o ,falls k=0
Analog beweisen wir die Formeln fiir *R%* und die Ausnahmetiirme. |

o,m

Bemerkung 5.14
Fir k=0,1 und alle o, m gelten

AEDZY = ATRZF =0

und daher liefert ein Vergleich mit den Potentialformen von Seite 21 fir g € {1,...,N — 1}

- 1 14,3 —a-1,1 _ =12
. DY = —(q+0)2(20+ N)2Q%}, ., . DLt =QI T :
_ . 1 1 3 _ 1 1,1
b RZ’,?n = l(q/ +0)2(20 + N) 2Qg+2,m ) b Rg:"’;rlL t= Qgil,m )
,0 : 1 —1pga -1,1 _ —1 —1,2
. +Dg7m =i(¢ +0)2(20 + N) 2Pg,, ; . +Dg,m = 20+NP‘3+1’”‘ ,
-1
. TRLO = —(q+0)%(20 + N)“EPIL . tRITLL — pith!

’ o,m 20 + N o+1l,m

und fir ¢ € {0, N}

T e L e D= ,
. RYP= 1O , N ,
. DY ——iRY , o DYM= TR ,
. R =RY , N L
Insbesondere sind fir g € {1,...,N—1} die Formen ~ D29 und ~RL), bzw. TDLY und T RLY, linear abhingig.

Wir schreiben in diesem Fall
—-1N40 ~ —pq,0 +71n49.0 ~ + pg,0
Do,m - Ro,m und D(nm - Ra,m

; a,4 0,3 ; ; inati - D2 - R%:2 + a2 + R4:2
Die Formen Q%7 bzw. Prr, . sind Linearkombinationen aus ~ DL3, und ~RL3, bzw. TDE5 und ™ RL7, .

m o,m
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Bemerkung 5.15
Die folgenden Bilder verdeutlichen die Tiirme und definieren die Begriffe ,Rotations=" bzw. ,Divergenzturm”:

div / \, rot
rot \, /. div
4 4
4. Stock *ReY, Dt
div / \ rot
3. Stock *Da 3 *RaiLS
rot N\, / div
2. Stock *ReZ, *D2,
div / \, rot
1. Stock iDg;ﬁ’l iRg:’;,{’l
rot "\ / div
ErdgeschoR * RY v T + D% 0
Rotationsturm Divergenzturm

Die obigen Tiirme sind in dieser Allgemeinheit nur fir ¢ € {1,...,N — 1} definiert. In den Ausnahmefillen
q € {0, N} haben wir (Beachte _Dgz(l) =0 und _Ré\{io =0/):

div \, rot
rot "\ / div
4. Stock *RyY | FDg
div N\, rot
3. Stock || *D{ M Ryt
rot "\ / div
2. Stock *RyY | FDyi
div N\, rot
1. Stock || =DM *Ry)
rot "\ / div
Erdgeschofs iRé\f 0 iDg:?
Rotationsturm Divergenzturm

Bemerkung 5.16
Obwohl diva(l)ﬁ = 0 ist, ezistiert kein D € D (RN \ {0}) mit divD = *Réﬁ. Entsprechend existiert trotz

loc
rot 7Dé\771_1’1 =0 kein R € szc_2(RN \ {0}) mit rot R = 7Dé\771—1’1 . Insbesondere gibt es zu ’Réﬁ = Qt} keinen
Divergenz— und zu *Dé\ffl’l = fl’l’z keinen Rotationsturm.
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Beweis:
Giébe es ein D € D _(RY\{0}) mit div D = ’R(l)ﬁ , so héitten wir mit Bemerkung 5.14 und Lemma 2.9 einerseits
(rot(" DY), "Ry ) g =  10t(n™ Do) 1ot Do) x = —(divrot(n™Dp}), " DyY)
—_———
ecy ! (RM\{0})

RN

1
= 7<O+D8:?7 7D8€>RN = *m<cp(?,yl47 8:11>RN =1

und andererseits
(rot(n™ DY), " Ry'i)pn = (rot(n* DY), div D)y = —(rotrot(n* DgY), D)pn =0

einen Widerspruch. Analog folgt die Behauptung iiber den Rotationsturm mit Hilfe der Testform +Ré\f ’10 .

Bemerkung 5.17
Aus Bemerkung 5.11 folgt p*DZ2F1 = 0 bzw. 75 RL2K+ = 0 und somit T*DL2k+1 = 0 bzw. RERL2k+! =0
aus (2.8) bzw. (2.7). Damit gelten nicht nur
div iDg’%Hl =0 bzw. rot iRgﬁfLHl =0 ,
sondern auch fir alle ¢ € C*(R) mit Bemerkung 2.2
div (¢(r)*DL2) =0 bzw. rot (@(T)iRg’)f,]fH) =0
Nun mochten wir Skalarprodukte der Form
0 pak 9.l 0 pak 9 pa.t 0k O pa.t
<C Dg,mv D?y,n>]RN ) <C Rg,mv R?y,n>]RN ) <C Dg’,m’ R?y,n>RN

mit C' = Ca,, und n aus (1.33) diskutieren. Dazu benétigen wir zunéchst das

Lemma 5.18
Fiir z. B. (E,H) € C>% x C>% ynd e € C*1 gelten

(i) C = CAJ, = rot Cdiv,n + div Crot,n + Crot,n div +Cdiv,'r] rot ,
(ii) <Crot717E7 H>RN = <Ea Cdiv,nH>RN 5
(iii) <CE7 €>]RN = —<E, C€>RN
Beweis:

(i) folgt direkt aus der Definition des Kommutators und (ii) mit Bemerkung 2.2, denn

(CrotE, Hygn = (§/(r)r'RE, H)px = (B, (r)r'TH), = (E, Caiy.nH )~
Mit (i), (ii) und partieller Integration erhalten wir (iii). [ |
Seien nun

u,ve{aDg:’ﬁn:k,JeNo Am=1,... 2% A 96{—1-7—}}

(5.21)
U {eRg’ffn tkoeNg Am=1,...,ud VL A g e {+,—}}
mit
u‘?,”“ — nl 1 , falls k gerade ' (5.22)
pdtt falls k ungerade

Dann gilt mit dem Homogenitétsgrad h(u)

pu(r) = Th(u)pu(l) bzw. Tu(r) = Th(")Tu(l)
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und wir bestimmen mit Hilfe des Lemmas 2.4 und (2.18):

— (u, Cv)gy = (Cu, v)pN

:/ - (Cu v) T)dr:/R N1
/ u)) (U)(<PU(1),pv(l)>SN_1 + (ru(1), Tv
/ - 1+h(u 77( )4 d i) 4

Ry d'f'

+

= (B = h() - w0y [ )N gy

/ 7~N 1+h(1}) 2h(u) + N — 1)7’7/(7")7"h(u)_1 4 ’f]//(’l")'f'h(u)) dr - <u’v>(1)
R

(<pCﬁpu(r),pv(7‘)>SN71 +(rC7F TU(T)7T’1}(T>>SN71) dr

1)>SN—1> dr

7 (r)r ) 4 (N — l)rflﬁ’(r)rh(“)) (u, vy dr

73

(5.23)

Betrachten wir die Deﬁnitionen der Turmformen aus Bemerkung 5.11, so sehen wir, daf aufgrund der Ortho-

gonalitdt der Eigenformen 7}, und SZ,,
0,9 € {+,—} einer der folgenden Félle elntritt:

. u = ng:ﬁl , = ﬁDg”fn , k — ¢ gerade
. U= 9Rf;’; ) = 7SR‘M , k — ¢ gerade
. u = *’Dgfn , ﬁRZ - , k, ¢ gerade
° U= GRZ:'fn , v= ﬁngn , k, ¢ gerade

Etwas genauer:

o ("DE5."DL5), #0 Vv (PRELVRLL) A0 =

o,m’ Y,n o,m? Y,
o ("DIL."RiL), #0 v (PRIL.'DIn), #0 =

o,m?’ o,m’

Wir erhalten das

Lemma 5.19

o=y AN m=n A k,{ gerade

der Ausdruck (u,v) ;) nur dann nicht verschwinden kann, falls mit

o=y AN m=n A k—{gerade (5.24)

(5.25)

Seien u und v regulire Turmformen mazximaler Hohe K und mazimalem Index Z . Desweiteren seij’ in (1.34)

(zu beliebigen 0 < 11 < ro < 00) hinreichend grofi gewdhlt, etwa
i>N+2+2K+2Z

Dann gilt
(Cu,v)py =0

aufer in den folgenden Spezialfillen:

o (C'DEY,."DI Non #0 & o=

o,m’ n

y,m=mn, 0 -9
o (CURZE PRI~ #0 & c=v,m=n, 0-9=— und (k)€ {(0,2),(1,1),(2,0)}
y,m=mn, 0 -9

o (C'DZyRI)x#0 & o=7,m=n,
Genauer erhdlt man in den Spezialfillen
i <C Dglrchqu’ > :7<C+Dg’:fn’7Dg",]:n>RN
qto
N+20
= (C7RE, T RE )on = —(CFRLL T RE D = (1
_ 440
N+20
und
. (C™DEy TREL N =(CTDIY TR
=(CTRY,, DN Yo n = (CTRY,, “DLY )y =i Wi
o,m? a,m o,m> om/RN N+20’
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Beweis:
Betrachten wir z. B. u := D% und v := ﬂD?/é. Mit (5.23) und (5.24) bestimmen wir

(D8P DY)y = (1 —"0) - (D8 DY) - [ A
+

a,m? o,m? N
o e (5.26)
_ (ehl; _ ﬂhf;) . 507“/ '5m,n . <9Dg,’lfn719Dg:fn>(l) / ﬁ/(T)TN_2+ he+h, dr
Ry
und haben desweiteren
<9Dg’)’fn, ﬂDngn>(1) #0 & k — ¢ gerade . (5.27)

Wann ist nun (5.26) von Null verschieden?

Wegen —j < —N —2—-2Z < N -2+ + 70 < N -2+ 2K +2Z < j und (1.34) ist das Integral in
(5.26) nur von Null verschieden, falls N — 2 + “h* + "h? verschwindet. Im Fall 6 - 9 = + ist jedoch entweder
N—-24+h*F ++h = N-24k+04+20#00der N—2+ 0"+ h! =N—-24k+/0—-20—-2N #0, da
k + ¢ nach (5.27) gerade und N ungerade ist. Fiir 0 - ¢ = — gilt

N-24 "W+ hl =N-2+Fhi+ bl =-2+k+0=0 & (k0 €{(0,2),.(11),(20)}

Die gleichen Argumente gelten auch fiir <C’ O R9:k ﬁRz’fQRN . Im Fall der Skalarprodukte <C O pak ﬁRz’fQRN

o,m> o,m>

bzw. (CYRL" ’9D£1Y’e >]RN entfallt die Moglichkeit (k,¢) = (1,1), denn hier miissen nach (5.25) k und ¢ gerade

o,m> ,n

sein. Damit ist die wesentliche Aussage des Lemmas gezeigt.
Bestimmen wir nun noch die Werte der speziellen Skalarprodukte. Mit (5.26) erhalten wir z. B.:

(C™ D& DL ) gw = (Thl — Thy) - (D&Y, DL >(1)

o,m> o,m> o,m

“aZ® - Fadl. (Wi + (¢ + Tho)(d + ThY)) (k€)= (0,2)
(k7£72O'*N) . _ag_+l’0 -+ag+1’0 ’ (k,f) = (171)
Tagt - tagl (Wi (¢ + Thy)(d + thy)) L (k€)= (2,0)

e (A7 o =N+ 24 0) =~ (80 = (0.2
(—202—2]\1)@:1 / , (K, 0) = (1,1
2(2_20:]\7)z_20_[\7) ' ((w371)2 + (q, + 2—0— N)(q, + 0)) = _jgfigo(; ’ (k,é) = (25 O)

Mit Lemma 5.18 ergibt sich dann (Die Skalarprodukte sind reell!)

(CDn, " DY )en = —(C T DEt, " DI ) g

o,m> o,m?

Analog beweisen wir die Behauptungen {iber die restlichen Skalarprodukte. ]

Lemma 5.20
Lemma 5.19 gilt sinngemdfs fir alle Turmformen, wenn man die Ausnahmen *ng(l] =0 und ’Ré\f’lo = 0 beachtet.
Auferdem ergeben sich in den Spezialfillen fiir die Ausnahmeformen die Skalarprodukte

. (€7D0, DG )n = —(C DY DG g
= (CT R TR = —(CHRYY, RO ) =1
und
. (C™RET, T RE ) gy = —(C TRy, "Ry )gw

_ - N-1,1 + /nN-1,1 o 4+ N-1,1 — N-1,1
=(C Doy Doy -{C Doy "Dy,

>RN - =-1

Jen =

Bemerkung 5.21

Fir Turmformen u,v kann (Cu,v)rny also nur dann von Null verschieden sein, wenn u und v verschiedene
Vorzeichen + und gleiche Indizes o und Zdihlindizes m besitzen. Zusdtzlich miissen im Falle u = jEDZ_”’;1 und
v="FDL brw. u= iRg:’fn und v = FTRLE  die Hohen (k,€) zu {(0,2),(1,1),(2,0)} und im Falle u = iDg’fn

und v =FRE! bzw. umgekehrt sogar zu {(0,2),(2,0)} gehdren.
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Am Ende dieses Abschnitts wollen wir nun noch ein zu Satz 2.8 dhnliches Entwicklungsresultat zeigen:

Satz 5.22
Seien K € N und 0 < 1 < rg < o0 sowie (E,H) € Coo’q(Z(rl,rg)) X Coo’q""l(Z(rlmg)) in Z(ry,r9) eine
Lésung des Systems

. MY (E,0) = (0,0) A divE=0
. M¥(0, H) = (0,0) A rot H =0

Dann gelten in Z(r1,r2) mit eindeutigen Konstanten 'ef{’.{.(, 'hf{f‘l’K, ev ks htt LK ¢ C und der gleichen Kon-
vergenz wie in Satz 2.8 die folgenden Darstellungen:

7D87’{( , falls ¢ =0 und K gerade
“RM! falls g =1
0,0.K 07k 0, K 0,1 )
° E= Z ez,oﬂn ’ Dg,m + et ’ - N-1,K
k<K—1, Dyq , falls q = N — 1 und K ungerade
0 ,—},0€No,
e;—;}zgeko 0 , sonst
~ RLEK o
01 , falls ¢ = 0 und K ungerade
— A N-1,1 _
_ 0pa+1,K 0 gtk ok ) Doa s falls g =N —2
d H = Z hkam' Ro,m +h ' N.K
K<K—1, Y “Ry; , falls q = N — 1 und K gerade
0 —},0€Ng,
fn{:l}’ug%ﬁ 0 , sonst

Im Fall 0 < ry <19 =00 gilt mit etnem s € R
(B, H) € (C1(A(r)) N T21(A(r) ) x (C0 (A(m)) NL2T (A(r))
genau dann, wenn alle Summanden der Gestalt ° D% und eRgﬁ}L’k , fur die

o,m

ghﬁ > —s—N/2

gilt, d. h. k+0 > —-s—N/2 fir0 =+ und k—o > —s+ N/2 fir 6 = —, verschwinden. Insbesondere treten im
Fall s > —N/2 nur Terme mit 0 = — auf. In diesem Fall kénnen wir unsere Darstellungen etwas prdzisieren:
’Dg"f , falls ¢ = 0 und K gerade
und s < N/2 - K
“RM1 , fallsq=1und s < N/2 —1
D Sl A TS :
ety ” ’ 2 , falls g = N — 1 und K ungerade
o>ath-§, ds<N/2— K
m=1,...,ud" una s
0 , sonst
7R(1)”{( , falls ¢ = 0 und K ungerade

und s < N2 — K
"Dyt falls g =N —2 und s < N/2 -1

_ -39+ 1LK  — pg+lk 7q+1,K 0,1
e H= Y hit - TR +h NNk
R<K—1, Ry 3 , falls g = N — 1 und K gerade
E—X
B e und s < NJ2 — K
0 , sonst
Beweis:

Da eine Form GDg:’,?n bzw. 9Rg;’;n den Homogenitatsgrad ehfi besitzt, gilt
fprk PRI € L29(A(1)) & 22 N-1<-1 & WP<c-_N/2-5

k+o<—-N/2—s |, falls =+ (5.28)
k—o<N/2—s ,fallsf=— '
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Damit ist die Integrierbarkeit der einzelnen Summanden geklart. Wie in Satz 2.8 konvergiert nun eine derartige
Reihe genau dann in Li , wenn alle Summanden zu Li gehoren. Dies liefert die Behauptungen des zweiten Teils
des Satzes. Kommen wir nun zum Beweis der eigentlichen Darstellung durch Induktion iiber K .
Induktionsanfang (K = 1): Sei E € C°(Z(ry,r2)) mit rot E = 0 und div E = 0. Mit Satz 2.8, es gilt ja
AE =0, haben wir in Z(rq,r2)

b= Z agﬂﬁm ’ Pga’ﬁl + Z ﬂg,o,m ’ g’,]:n . (529)

k,om k,om

Durch Testen der Rotationsfreiheit mit ¢ (r)pT2_, ,, (oder p(r)7Sit] ) fiir ¢ € CF°((r1,72),R), d. h. Bestim-
mung von

0= (rot B,o(r)pTy_ ,)an

durch partielle Integration und Einsetzen der Entwicklung (5.29), sehen wir o . = 63 , ., = 0, auker ﬁévl_ L.
Die Testfunktion ¢(r)pS2_, ,, (oder ¢(r)pSd,,) liefert genauso of , ., = 61, 5,, = 0. Analoges Testen der

Divergenzfreiheit mit ¢(r)pT2_7 ,, (oder (r)7SI7} ) ergibt of m =Bl sm =0, auker 5] ;. Entsprechend

—1m o—1m
bekommen wir dann noch durch die Testfunktion gp(r)i’Tg:im (oder o(r)FT4,!) das Verschwinden von 37 , .
und o , ., welches ja schon bekannt ist. Schlieflich bleibt von (5.29) nur noch die Darstellung

1,1
5%,1,1 : QM ,falls g =1
74 ,3 N— N71’2 .
E=Yad, ., P+ 8, Qul + {81 QYT L fallsg=N -1
o,m o.m
0 , sonst

iibrig. Mit Bemerkung 5.14 liefert dies dann den Induktionsanfang fiir £ und somit auch fiir H, da H das
gleiche System auf der Stufe ¢ + 1 16st.
Induktionsschritt (K ~» K + 1): Betrachten wir z. B. E mit MX*+1(E 0) = (0,0) und divE = 0. Dann
erfillt H :=rot K

M¥(0,H) = (0,0) und rot H=0

Die Induktionsvoraussetzung liefert die Darstellung

_Réf , falls ¢ = 0 und K ungerade
— N-1,1 _
H = Z Opat 1K 0 pa+lk + jatLE DO,I ,falls g =N —2
k<K1, Froum o _Ré\”’lK , falls ¢ = N — 1 und K gerade
6 =1 ;
i{:l}#g%% 0 , sonst
und mit dem Ansatz
_Dngﬂ_l , falls ¢ = 0 und K ungerade
E = Z Ghiffl,f .ODg:ﬁjl + L 7Dé\jf1’K+1 , falls g = N — 1 und K gerade
k<K-1,
0e{+,~},0€Ny, 0 , sonst

Jk+1
m=1,...,uL "t

erhalten wir fir e:= F — F

DT L fallsg=N -2

dive =0 und rote = paTHE .
0 , sonst

Im Fall ¢ # N — 2 liefert der Induktionsanfang

—R(l)j yfalls g =1
D DR U RN B e AP
0e{+,-},0€Ny, 0 sonst

— q
m=1,...,ud

und mit
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E=e+ F
7R(1):} yfalls g =1
= ST fepl D20 et DN falls g = N 1
96,{,;2; }quyo 0 , sonst
_Dng{+1 , falls ¢ = 0 und K + 1 gerade
+ Z ghiﬂl fm GDg:ﬁz + patLE. _Dé\fl_l’K'H , falls g = N — 1 und K + 1 ungerade
1<k<K,
0e{+,—},0€Ny, 0 , sonst

.k
m=1,...,ul

die Behauptung. Im Fall ¢ = N — 2 haben wir zunéchst nur
dive =0 und Ae=0

Wir erhalten wie im Induktionsanfang fiir e die Darstellung (5.29) und sehen mit den gleichen Argumenten, daf
die Divergenzfreiheit diese Darstellung auf

ﬂ%,l.l' H Jallsg=1
e= 3 al 2 . PN2EL ST pNo2 N2k {0 , ,

k=24, k=2,3, , sonst
om oym

reduziert. Mit Bemerkung 5.14 und neuen Konstanten ist also

— pl,1 _
_ 6 N—22 9 N-24 , s12 ) Top ofallsg=1
€= ek o,m Da,m +eé
0<k<1, 0 , sonst
0e{+,—},0€Ny,
m=1,. ,p,iv 2,k

Somit liefert E = e + E auch in diesem Fall die Behauptung.
Analog zeigen wir die Darstellung fiir H . |

Zur Verkiirzung der Notation in den folgenden Kapiteln bringen wir noch die

Definition 5.23
Fiir k,o € Ny und t € R definieren wir

tnek 1, JEDOGE tpg.k in £ pa.k
. DIy, = Lln{ D7, , . Rem Lln{ R, ,
gk tya.k tpg,k . +tqpg.k
. Dit= H ik, . RIF = RIE
1<m<ud” 1<m<pud bi
gk . _ +qyq.k +pa.k . _ +mpag,k
.o @Eont oSl @Eat
<t <t
L] L]
—NaSK —MNgk _ —pe¢,<K _ —pa,k
° D = E 97 = ®<t+k , e Ri = fR,Y = fR<t+k
0<k<K, 0<k<K 0<k<K, 0<k<K
0<~<t+k 0<~<t+k

Hierbei sei die Orthogonalitit der Summen im Sinne des (-, - )1)-Skalarproduktes zu verstehen.

Bemerkung 5.24
Nach (5.28) haben wir fiir alle m € Ny, da die Turmformen homogen sind,

Eprk EREF C L29(A(1)) & ek EREF C HM(A(1)) & b < s Ny2
d. h.

)

TOPE IR CHT L w(AQ)) wnd  TDERTREPCHTY L (A1)

Insbesondere sind ~DL* ~REE genau dann Teilmengen von HT (A(l)) , wenn o >k + s — N/2 gilt. Folglich
liegen die Mengen

g <K — g, <K
DL=Y und RE=Y
s—4 s—4

in H’;g_K(A(l)) , aber gerade micht in HT9(A(1)) .
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5.5 Spezielle Strahlungslésungen

Wir wollen in diesem Abschnitt spezielle Losungen der homogenen Maxwell-Gleichung in RY \ {0},
(M +iw)(E, H) = (0,0) ;o welCi\{o} (5.30)

suchen, welche der Strahlungsbedingung geniigen. Mit Hilfe eines Separationsansatzes, also des sphérischen
Kalkiils, und der altbekannten Eigenformen S?,, und T}, werden wir die Bestimmung dieser Formen auf das
Losen der Besselschen Differentialgleichung zuriickfiihren. Wegen

(div E,rot H) = (0,0)
sind F und H nach der Regularitatstheorie des dritten Kapitels C*°~Formen und mit Lemma 4.13 haben wir
(A +w?(E,H) = (0,0)
Versuchen wir also zunéchst eine Losung des Systems
divE=0 und (A+wHE =0 (5.31)

zu finden. Diese beiden Formeln iibersetzen sich mit (2.3) und (2.6) zu

— Div 01 [pE
B p
* Pl [rq'“qu' Div} [TE} =0
. b #r> B +r? Ry +72w? —2Div pE|
P 2 Rot B4r2 Ry +r2w2| [7E| ’

also in das System

. DivpE=0 (5.32)
. = DrpE+DiviE=0 (5.33)
e (B+r*(Ri+w®))pE —2DivrE=0 (5.34)
e 2RotpE + (B+r’(Ry+w?))TE =0 (5.35)

Die ersten zwei Gleichungen schlagen die folgenden beiden Ansétze vor:

1. Ansatz: pE =0 ,  TE:=e(r)-T1,
2. Ansatz: pE :=e,(r) - T;,{;} , TE :=e.(r) - S2,,

Diskutieren wir den ersten Ansatz. (5.32), (5.33) und (5.34) sind trivialerweise erfiillt. (5.35) wird zu

(2.19)
<~

(B+r*(Ro4w?)) e(r) - T2, =0 (=M +r*(Re+w?))e(r) - T4, =0
Mit (2.12) ist dies dquivalent zu der gewohnlichen Differentialgleichung zweiter Ordnung
r2e"(r) + (N = 1)re(r) + (7“2w2 +qlqd —2) - /\g) e(r)=0 ,

welche wir mit der Substitution
e(r) =71t p(wr)
in die Gleichung

W (wr)+ 20+ N — Dw r¢(wr) + (rPw® +q¢' —2) = AL+ L+ N —2)) p(wr) =0
iberfithren. Setzen wir noch ¢ := wr und
U+N—-1:=1 & (=1-N/2 |,
so erhalten wir die Besselsche Differentialgleichung

() +te' () + (P —v)e(t) =0 ve:=N/2+0 . (5.36)
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Somit erfiillt £ die Sommerfeldsche Strahlungsbedingung zur Helmholtz—Gleichung, falls ¢ eine Vielfache von
H ,}d , der Hankel-Funktion erster Art zu v, , ist. Wir bekommen also eine erste Losung

lw ., 1-X 1 < g
Eyp i=r"2 -H, (wr) AT

o,m

Im zweiten Ansatz ist (5.32) erfiillt und (5.33), (5.34) und (5.35) iibersetzen sich in das System

’ d ’
. ri=a . (r?e,(r) T2, 1) + e, (r)DivSe,, =0 :
r . ,
(B+r*(R, +w2))ep(r)T§;n1 —2Dive,(r)S¢,, =0 ,
. 2Rot ep(r)Tg;,j + (B +7‘2(R2 +w2))eT(7’)Sg7m =0 ,

welches sich mit (2.19), (2.20) und (2.21) zu dem Koeffizientensystem

. rey(r) +q'e,(r) +iwd e (r) =0 (5.37)
. 2Ry +w?e,(r) — A te,(r) — 2iw te, (r) =0 , (5.38)
. (R +w?)e, (1) — ke, (r) + 2iwl e, (r) =0 (5.39)

wandelt. Setzen wir nun (5.37) in (5.38) ein, erhalten wir mit (2.11) die Gleichung

T2€Z(’/’) +(N+1) re;(r) + (r2w2 —o(o+ N)) ep(r)=0 ,

welche wieder mit der Substitution

ep(r) :=1" - p(wr) , t:=wr ,

in die folgende Differentialgleichung tiberfiihrt wird:
() + (2k+ N+ 1)t (t) + (* + k(k+ N) — (o + N))p(t) =0

Die Wahl
2k+N+1:=1 & k=—-N/2

liefert uns wiederum die Besselsche Differentialgleichung (5.36) mit gleichem v, . Aus (5.37) konnen wir dann

i
er(r) = T (¢ +k)p(wr) +wr¢(wr))
bestimmen. Wie wir ein wenig spéter an einem einfachen Argument sehen kénnen, erfiillt £ wiederum die Som-
merfeldsche Strahlungsbedingung zur Helmholtz—Gleichung, falls ¢ eine Vielfache von H, Vld ist. Man vergleiche
dies auch mit WECK und WITSCH, [[53], p. 1520]. Wir erhalten eine zweite Losung

i

—1
wd

N
E?% =72

(L wr) ST+ — 5 (N/2 = @) B (wr) +wr - (H] ) (@) - 758,,)

Definieren wir dann )
i
Hyw = " rot B , n=12 ,

so gilt
rot E;‘;‘,’L +iwH (’,’ﬁl =0

per Definition und desweiteren wegen div E% = 0 und (A + w?)E}2 =0

i i
. n,w __ . n,w __ n,w __ . mn,w
divHy = " divrot By = EAEU:m =—iwEy, ,
d. h. die Formen
n,w n,w _
(E(r:m?Ha;m) ) n= 172 )

sind in der Tat Losungen zu (5.30). Bestimmen wir H7';» noch explizit:
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1w _i 1w _ 1. 1 |—Rot ri=4Dre pE;;‘;’n
e Hyp = " rot B, = " [p 7]r [ 0 Rot TE;:%
- i[v At —Rot r'=9Dr? 0
L 0 Rot | [r'=%H! (wr)- T2,
e Lo A CL R
=—.[5 7 - :
w iwgr’%H,}d (wr) - STH
q
= Yo 5. (H,} (wr) - 782+
w o )

(N2 g = 1) HY () = wr - (B ) (@r) - 5T3,,)

1 1 _ 1—¢q q 2w
o HZu = Lot E2Y = L [p #r [ Rot r" 4D ] [pE”””]

My oMy 0 Rot TE(E%
_ 1 5 7] —Rot r!79Dr4 T’%H,}”(w T) -Tg;nl
_wp 0 Rot 8T
=2 iwl™ == 2 gL (wr)

o -

e wg{l ((N/2—q)- H} (wr) +wr- (HL ) (w r)))) S8

= 2= (g 2= 02) A o)

q—1
o

S

+ e (N/2 =gt q— N/2+ D) w-r~ % - (H} Y (wr)

Wo
+ : W r'=% . (H] )”(wr)) - pSe
q—1 Vo p o,m
1
= R (- (@ (V2= 0)?) - ()
ww

Fwre (HY) (@) +w?r? - (H) )" (wr) - S8,

Setzen wir hier die Bessel-Gleichung (5.36) ein, folgt

—_1-
T 2 .
H2 == (=0 4 (= (N2 =0 = (a+0){d +0))) - HY (@) S8,

q—

wwd
=0
w N
_ 1-5 1 5 Q4
- T g¢—1 A 2 .HZIL-,((UT) 'pSU,m
Wo

An der expliziten Formel fiir H2% sehen wir, da auch diese Form der Sommerfeldschen Strahlungsbedingung

s

zur Helmholtz—Gleichung geniigt, d. h. auch im zweiten Fall war die Wahl der ersten Hankel-Funktion berechtigt.

Alternativ kénnten wir die Formen (E; ., H}') auch finden, indem wir das Problem

rot H =0 und (A+w?)H =0
losen. Analog zu (5.31) wiirde uns dies fiir die (¢ + 1)-Form H auf das System
. —Rot pH +r 9D r?TlrH =0 ,
° Rot7H =0 ,
. (B+r*(Ry +w?))pH —2DivTH =0
o 2Rot pH + (B+r?*(Ry +w?))7H =0

fithren, welches wir vollig analog zu (5.32)—(5.35) mit den folgenden beiden Ansétzen losen konnten:

1. Ansatz: pH := h(r)-S% ., , TH:=0
2. Ansatz: pH := hy(r) -T2, , TH := h,(r) - S¢T1

o,m

(5.40)
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Fassen wir also zusammen: Definieren wir zu 0 € Ng und m = 1,... sowie v, = N/2 + ¢ die Formen

mlw ._ 1-& < g
o E i=w-r2 'HVU(UJ’/‘)'TTmm ,

mlw . o —N
° Hgim.—r 2

7N\

—wl-H) (wr) 7524 (5.41)

—|—i-((N/2 —(q+ 1)’) ~Hid(wr) +wr- (H,}J’(wr)) -[)T;{m>

und

od _N _ - _
o Bt (bl ) T

)

+i'((N/2 —q)-H) (wr)+wr-(H, ) (w r)) -%S&m) , (5.42)

ad _N «
o B imworEHL ) pS5,

so sind fiir beliebige Konstanten ¢, co € C die Formen

- (B HZ@) € CURN\ {0}) x CF RN\ {0}) , =n=12

o,m?

Lésungen zu (5.30), die fiir w € C4 \ R exponentiell fallen und fiir w € R\ {0} der Strahlungsbedingung zur
Helmholtz—Gleichung geniigen. Insbesondere haben wir

exp(—iwr) - (EL% HZ;;;) e H' (A(1)) x H1>’q_'%1 (A(1)) :

o,m> >-3

also
(M~ twr ™1 8) (B B) € LT, (A(D) < 1274 (A0)
Del. (_iw—iwrils)(EZ:%;Hg,’;) ’
d. h.

(r='S +1d) (B, Hy) € L2 ; (A(1)) x Li’f%l (A(1))

o,m>
Damit erfiillen diese Formen auch die Maxwellsche Strahlungsbedingung. Desweiteren sehen wir an (5.2), daf
gleichméfig bzgl. z € C, die Abschétzung
_1 —
[Hy ()| <c- (2177 +1277)

gilt. Somit haben wir fiir v > 1/2, w € C; und gleichméRig bzgl. r € (1, 00)

1-N

|H, (wr)| <core , d. h. ‘Iﬁl},‘;’n q,‘]ﬁlﬁﬁn g1 SCoT3

Da die Ableitung der Hankel-Funktion fiir groffe Argumente dasselbe Verhalten zeigt wie sie selbst, bekommen
wir

INTORPINE i3 CONO) _
‘(EU;W’HG7m)‘q,q+1 scr? ) n=12 )

und somit B -
(B, ig) € L7, (AD) % 1277 (A()

o,m>
2

Die Regularitétstheorie liefert schliefslich fiir alle &k € N

TNL,W  TT,W k, k,q+1
(B, Fs) € HET (A1) x HETH (A) (5.43)
Unser néchstes Ziel ist es, diese beiden Losungen in Potenzreihen bzgl. w zu entwickeln. Nach MAGNUS, OBER-
HETTINGER und SONI in [[21], p. 66] gilt

—inv : R - (71)’6 v
(Jou(z) —e Ju(2)) mit Ju(z) = ];) m(z/g)mﬁ ’

Hi(z)=

sin(mv)
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der Bessel-Funktion. Dies liefert mit den Koeffizienten aus Bemerkung 5.11

9ve -
H} (z) =i(-1)" /2. (Z(*l)k — @k . 2k

I(1l-v,) —
+ i(_l)ua—1/24—uﬂ F(l - Va) (20_ + N)(_1)1+6q,0+5q,N i(_l)k +adk . Z2k+y”)
rl1+v,) = 7
Damit erhalten wir die Darstellung
oo (oo}
N
P HL (Wr) = Bew (Z(_ jw)2k —@k L p2hHl-N=o 4 a2 Z(_ Pw) k. ,r,2k+1+cr>
k=0 k=0
mit den Konstanten
2Ve 'l —v,)
— = (q)vetl/2 d 9.9y A Ve \" Y0V ( {\Wet+1/2404,0+0q,N
B IF(l—Z/g)( ) un. Kkl =12v, 11(1_'_%)( )
Schlieflich bekommen wir mit Bemerkung 5.11 die Reihendarstellungen
o0
N E};’,qu)@ — B, Wi (Z(_ jw)2k —qatlk . p2kt1-N—c FTY .
k=0
oo
4RI 2 Z(_ jw)2k +atlk 2kt lvo %Tg,m)
k=0
o0 o0
=By w7 (D(— i) DRI gt W S (< iw) T DEZ)
k=0 k=0
5 [ee]
o B =0 W (- iw) el N s
k=0
oo
+ :‘ig w2l/(, Z(_ iw)Qk +ag,k . ,’,2k+1+0 . ﬁsg’m)
k=0
oo o0
— B, Wi (Z(—iw)% ) —Rgﬁ,zml + kT e Z(—iw)% ) +R3§1’2k+1)
k=0 k=0
Definieren wir fiir ¢ € {0,..., N — 1} die Reihen
o0 o0
o Bl =) (—iw)®  TDLHFT 4 g WM N (—iw)?h . T DL (5.44)
k=0 k=0
i i/ — -
o Himoi= votERe = (D (—iw) RIS 4 Rgt o Y (—iw)? . TRED) (5.45)
k=0 k=0
und
o0 o0
° Hgié’;}n = Z(_ iw)2k: . —RZ_:‘;;,WC—FI + K/g w2l/a Z(_ l(,d)2k . +Rg':~;r1172k)+1 , (546)
k=0 k=0
i |/ -
o E5 = divEGy = ;(Z(f iw)2 DR gl S (—iw)? +Dg;3,’;f) , (5.47)
k=0 k=0

so kénnen wir die Diskussion der Losungen von (5.30) wie folgt zusammenfassen:

Bemerkung 5.25

Seien g € {0,...,N—1},0 € N, m=1,... undw € C;\{0} sowie vy := N/2+0 . Die Reihen (Ep HYo ),
n = 1,2, konvergieren aufgrund der Konvergenzeigenschaften der Reihe der Hankel-Funktion gleichmdf$ig auf
kompakten Teilmengen von RN \ {0} und definieren dort C*°—~Formen. Desweiteren sind sie Losungen zu (5.30),
welche fir w € R\ {0} sowohl der Mazwellschen Strahlungsbedingung als auch der Sommerfeldschen Strah-
lungsbedingung zur Helmholtz—Gleichung gentigen und fir w € C4 \ R exponentiell fallen. Insbesondere gelten

divEp s = 0 und rot Hpyw, = 0 sowie mit (5.41), (5.42) und (5.43) fir alle k € N

ve—1

w

(g Hyin) = =5 — - (Bqi Hyi) € H2Z ) (A1) < H2THH(A(L)
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6 Elektro-Magneto—Statik

Wir wollen zunéchst die ,klassischen” Ergebnisse des Abschnitts 2.5 dahingehend verallgemeinern, dafs wir
statische Maxwell-Probleme der Art

rot =G , diveE = f , eE erfiillt endlich viele Nebenbedingungen (6.1)

in unserem AuRengebiet Q mit Daten aus L?(Q2) und Losungen in L2 | () diskutieren. Der wesentliche Teil dieses
Kapitels ist aber die Bereitstellung einer Losungstheorie zu (6.1), welche Daten in L2(Q) mit s > 1 — N/2 zulift
und Losungen liefert, die bis auf endliche Summen spezieller statischer Ganzraumlosungen (Turmformen aus
Abschnitt 5.4) in L2, (Q) liegen. Wir werden sodann eine Iteration eines speziellen statischen Losungsoperators
angebenen, welche intensiv die Tiirme der Definition 5.8 benétigt.
Sofern wir keine weiteren Einschrankungen treffen, sei der Rang der Differentialformen ¢ € {0,...,N}. Zur
Entlastung der Darstellungen werden wir in diesem Kapitel immer die folgenden Voraussetzungen treffen:
(i) QcRY, N >3 ungerade, ist ein AuRengebiet mit SME und es gilt RV \ Q C U(0, 7o) .
(i) Desweiteren wihlen wir rg so grof, daf fiir alle ¢ die Tréger der Formen aus
BI(Q) und fir ¢ # 1 BY(Q)
in U(0,7g) liegen.
(iii) Zu den Radien r,, := 2" - g, n € Ny, sei die Ausschneidefunktion 7 aus (1.33) mit (1.32) fixiert.
(iv) (e,p) =Id+(&, 1) € VIO(Q) x VITL0(Q) | 7> 0, sei einmal stetig differenzierbar mit
Oné, Opft = O(r—177) , n=1,....N
Der Buchstabe 7 wird im folgenden stets dazu benutzt, diese Abklingrate von (£, i) anzugeben.

Solche Transformationen (e, i) wollen wir ,,7—konstant” nennen.

Bemerkung 6.1

zu (i): Die Bedingung ,,N ungerade” bendtigen wir eigentlich erst am SchlufS dieses Kapitels fir die Turmfor-
men, mit deren Hilfe wir einen statischen Lésungsoperator iterieren. Die SME von Q kann oft zur LMKE
abgeschwdcht werden. Manchmal bendtigen wir sogar gar keine spezielle Randeigenchaft.

zu (ii): Mit dieser Wahl von ro gilt stets

(suppnﬂsupng)U(suppnﬁsuppb?)ZV) , i,j=1,...,d,

zu (iv): Fiir viele Resultate bendtigen wir die Differenzierbarkeit von (e, u) nicht und fir alle Ergebnisse brau-
chen (g, ) nur in A(ro) differenzierbar zu sein.
Ist eine Transformation T—konstant, so gilt dies auch fiir ihre Inverse mit demselben T .

6.1 Leichte Verallgemeinerungen der klassischen Theorie

Lemma 6.2
Seien 7 > 0 und v = Id 40 eine T-konstante Transformation im RY . Dann ¢ibt es eine Konstante ¢ > 0 und
ein Kompaktum K @ RY | so dap fiir alle E € RY, Nv=1D?, die Abschitzung

|1El1 —1rv < ¢ ([rot Eloory + |divvE]oory + 1 Eo0,x)
gilt.

Beweis:
Fiir alle ¢ > 1 ist nach Satz 3.7 E € Hlj und es gilt die Abschétzung

IEl—try < c- (|Eo—try + |rot Elo ¢y + | divvE]o 1y py) . (6.2)
Lemma 2.16 liefert ein Kompaktum K , so daf

|E]o,—1,&vy < ¢ (rot Eloopy + | div E]

0,0,RN T ||EHo,o,f<)

erfiillt ist. Mit dieser Abschétzung und (6.2) fiir ¢ = 1 erhalten wir
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0,0,k + [ div E]

|El1,—1zvy < c- (|rot Elg oy + | divvE]| 0,0,RN + ||E||070,f<)
< ¢ (|rot Eloory + [ divvE]gory + |divoE]oory + | E

|0,0,1’<)
N
0,1y + D 10 Elo _r2v)

n=1

< ¢ (Jxot Bloomn + | divvEloomn + | Elog & + 1B

sowie mit (6.2) firt=147>1

1B, 15 < ¢ (Jx0t Bloops + | divvElo oy + 1Bl i
+|Elo, 17z + |10t Bl 2 + |divvElo, v )
Lemma 4.8 liefert dann mit einem Kompaktum K O K die erste Behauptung. |

Mit einer Abschneidetechnik erhalten wir

Lemma 6.3
Sei 7> 0. Dann gibt es eine Konstante ¢ > 0 und ein Kompaktum K € RN , so daf$ fiir alle

EcR%,(Q)Ne DL, (Q)

die Abschdtzung
|E

lo.-1.0 < ¢ ([rot Eloo.o+ | diveE]oo.0 + | Eloo0nk)
gilt.

Definition 6.4
Fiir s € R definieren wir durch

HI(Q) = oRY(Q) N e, DY(Q)

die Riume der ,(gewichteten) Dirichlet-Formen” und bezeichnen ihre Dimension mit dg s . Im Fall s = 0 schrei-
ben wir in Analogie zu der Definition im Satz 2.21 auch :HI(Q).

Wir erinnern an die Bezeichnungen aus Abschnitt 2.5 und erhalten das

Lemma 6.5
Im Fall s =0 ist die Dimension der Riume der Dirichlet—Formen unabhdingig von der Transformation, d. h.

dy = dyo = dim H(Q) = dim HI(Q)
Insbesondere ist cHI(QY) fir alle s > 0 endlichdimensional.

Beweis:
Betrachten wir mit einer weiteren 7—konstanten Transformation v den Projektor

T o JHUQ) — LHIYQ)
E — mE ’

wobei mE die Orthogonalprojektion von E bzgl. (v-, -)g in L*9(Q) auf v~ 1,D9(Q) entlang rot f{’l—l(Q) sei
(siehe (4.15)). 7 ist wohldefiniert, denn

(1-7)E erotR-1(Q) C )RI(Q) =  7E=E—(1—1)E € oRIQ) Nv1oDUQ) = ,HI(Q)
linear und stetig. Desweiteren ist 7 injektiv, denn
fE=0 &  Eec. Q) Nrot Ri-1(Q) = {0}
Damit erhalten wir dim .H?(Q) < dim ,H9(2) und durch Symmetrie sogar
dim . H(Q) = dim , H(Q) * =" dim H(Q)
Nach Lemma 2.16 ist H?(f2) endlichdimensional und somit 7 sogar bijektiv. |

Mit Hilfe der LMKE und des Lemmas 6.3 erhalten wir das
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Sei 7> 0. Dann ist ;H? () endlichdimensional.

Wir kénnen die Helmholtz—Zerlegungen aus Lemma 2.18 verallgemeinern:

Lemma 6.7
Es gelten die folgenden (e -, - Yq—orthogonalen Zerlegungen:

(i) L29(Q) = rot Ri-1(Q) ®. = ,DU(Q) = oRY(Q) &, e~ 'div Di+1(12)

— e lrot RI-1(Q) @, oDU(2) = e~ 1oRI(Q) @, div De+1(Q)

(i) L27(Q) = rot RI-1(Q) @, .HI(Q) @. e div DT+1(12)
— e ot RLQ) @ e H9(Q) &, div DIt (Q)
Alle Abschliisse werden in L*(Q) genommen.

Beweis:
(1) ist trivial. Wegen div D9+1(Q) C (D?(Q) liefert (i)

e 1,DY(Q) = <0IO{‘1(Q) N flqu(Q)) @, e Ldiv DI+L(Q) = .HI(Q) &. e~ Ldiv DI+1(Q)

und genauso

oDY(Q) = (5—10§q(9) N OD‘?(Q)> ®. div DI+ (Q) = e~ .- H9(Q) . div Da+1(Q)

Dies zeigt (ii).

Wir fixieren nun eine Basis
{h1,... ha, _,}

von .H? (), notieren aber dabei nicht ihre Abhéngigkeit von €.
Wir wollen jetzt das Analogon zu Lemma 2.16 (iii) zeigen.

Lemma 6.8

85

(6.3)

Seien 7 >0 und v € Vg’O(Q) . Dann existiert eine Konstante ¢ > 0, so daf$ fiir alle E € R%(Q)Ne~1D?,(Q)

die folgende Abschdtzung gilt:

d(1171

1Blo-1.0 < ¢ (|10t Elog.0 + |diveElooo+ > |[(wo  E,p  he)al)

=1
Erinnerung: p = (14 r?)1/2

Beweis:
Mit der LMKE und Lemma 6.3 kann der Beweis indirekt gefiihrt werden.

Analog zu Lemma 2.18 folgt

Lemma 6.9
Seien 7> 0 und v € Vg’O(Q) . Dann gelten

(i) rot R4(2) = rot Rlx(§2) = rot RZ, () = rot (f{‘il(m Ne1gD?, () N3 ()41

(i) div D9(Q) = div D%x () = div D% () = div (DL(Q) Ne"loR,(Q) N E_m‘gmww)

Die Abschliisse werden wieder in LQ(Q) genommen und mit L, bezeichnen wir die Orthogonalitit bzgl. des

(vp® -, p® - Ya—Skalarproduktes.
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Beweis:
Zeigen wir z. B. (i). Die andere Behauptung folgt mit #hnlichen Argumenten. Nach Lemma 3.1 (Der Fall eines

Aufengebietes beweist sich vollig analog!) haben wir R _(Q) e ﬁq(ﬂ), RZ,(92) und somit direkt

VOX

rot 1?{‘1(9) = rot lo%gox(Q) = rot lo%q_l(Q)

Sei also G € rot l?{q(Q) und (Fy)nen C ]?{q(Q) eine Folge mit lim rot E,, = G. Mit Lemma 6.7 (ii) zerlegen wir

n—oo

unsere Folge

E, = E* + B 4 ¢ 1B ¢ rot RI-1(Q) @, .HI(Q) @. e Ldiv DI+1(Q)

und sehen
E, — E° — E¥ = e 1B ¢ RY(Q) ne1DI(Q) N H9(Q)
sowie
rote BN =rot B, 272 @ in L27TH(Q) ,
d. h.

rot R9(Q) = rot (Rq(Q) Ne-1,D7(Q) N ngq(Q)Ls)
Trivialerweise gilt e~ ' EYY € L*>9(Q) und somit die Zerlegung
e 'BW = Fl L B2 e H () @1, HL ()1

Wir erhalten

E2=c'EWV Bl ¢ RE,(Q)Ne oD, (Q) N HL, ()1 (6.4)
und
rot B2 = rote 'EdY = rot B, 27 @ in L27(Q) . (6.5)

Lemma 6.8 liefert uns

n—oo
0,00 —— 0

7fL| )

|E2 — EZo,-1,0 < ¢ | rot E; — rot E;,

folglich ist (E2),en eine L*Y(€)-Cauchy Folge mit Grenzwert E € L>%(2). Wegen (6.4) und (6.5) bekommen
wir aufserdem

E e f{gl(ﬂ) Ne 1oDY,(Q) N HL (Q)L-1r und rot B =G

Wir kommen zum Hauptergebnis dieses Abschnitts, einer leichten Verallgemeinerung des Satzes 2.19:

Satz 6.10 ]
Seien T > 0 und d,, 1 stetige lineare Punktionale p% auf RT,(Q) Ne~tD () mit

dq‘fl
L (@)n () Neh) = {0}
=1

sowie (7,0) € VE~0(Q) x VIT0(Q) gegeben. Dann sind

o

Max. : RL,(Q)Nne 'D1,(Q) — Wa(Q)
E —  (diveE,rot E, p}(E), ..., 2 (E))
und
Max : e 'RL,(Q)NDY,(Q) — W)
E — (div E,roteFE, @i_l(sE),...7¢Zﬁ’fl(€E))

topologische Isomorphismen.
Hierbei sei W(Q) := (0D 1(Q) N zHI"HQ)T) x ((RTTH(Q) N HITH(Q)L7) x Char .
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Bemerkung 6.11
Man kann, z. B. ¢'(E) := (vp~ E, p~hy)q mit v € VI°(Q) wihlen.

Beweis:

Diskutieren wir Max. : Wohldefiniertheit, Stetigkeit und Injektivitdt sind klar. Nach dem Satz von der be-
schréankten Inversen folgt die Behauptung, falls Max,. surjektiv ist.

Seien dazu (f,G,~y) € W. Nach Lemma 6.7 und Lemma 6.9 gelten

f€oDTHQ) N pHTH(Q)L = divDe(Q) = div (DL, (2) N aoﬁil(Q))

und

o

G € oRT(Q) N pHIT Q)L = rot Re(Q) = rot (RZ, () ne~ oD, ()
d. h. es existieren
E, €D, (2)NeoR:,(Q)  wnd  Ege RL,(Q)Ne 1D, (Q)
mit div £, = f und rot E; = G . Also 16st
Ei=FE;+e'E, € RL,(Q)ne DL, (Q)
das System X R
rot B =G , diveE = f

und wir diirfen zu £ noch beliebige Elemente aus .H? () addieren, ohne dies zu dndern. Wegen der Voraus-
setzungen ist

o HLL(Q) — Ca.—1
dq‘71
E — (L(E),...,pc" (E))
ein topologischer Isomorphismus. Daher liefert

Bim B4 (1= (PHE).... ot (B)))

die gesuchte Losung zu Max.E = (f, G, 7).
Wegen . Max = Max,-1 € ist auch dieser Operator ein topologischer Isomorphismus. |

6.2 Statische Operatoren in Riumen mit grofien Gewichten

Lemma 6.12
Es gilt
HY L (Q)=HI(Q) =HLy ()

und im Fall ¢ ¢ {1, N — 1} sogar HI1(Q) = J{i%(Q) .

Bemerkung 6.13
Insbesondere liegt HI(QY) im Dualraum L>4(Q) von L>9(Q), falls s > 1 — N/2. Fir q ¢ {1,N — 1} gilt dies
sogar fir s > —N/2.

Beweis:
Nach Satz 5.22 gilt fiir ein E € H? , ()
2

7R(1):} yfalls g =1
_ — a4l —pg0 o sql . ) —pN-11 _
E|A(7‘0) - Z €0,0,m * Dgﬂn +ett- DO,I ,fallsg=N —1 )
N
m:01€,...?,lgv0 0 , sonst

d. h. mit Bemerkung 5.24 gilt E € Li"%_l(ﬂ) und fiir ¢ ¢ {1, N — 1} sogar FE € Liq% Q). [ |
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Lemma 6.14
Fiir s > 1 — N/2 gilt mit Abschlissen in L>9(Q)

rot R9-1(Q) Urot RT1(Q) U div DITL(Q) U div DI () ¢ Fe9(Q)*
Hier bezeichne nach wie vor L das Senkrechtstehen in L>9(Q), also im Sinne der L>9(Q)-L>%(Q)-Dualitit.

—S

Beweis: 5
Fiir z. B. E € R7[(Q) und H € H9(Q) gilt mit Lemma 6.12 und Lemma 4.23

<rOtE,H>Q:7<E,diVH>Q:O 3

d. h. rot f{Zj(Q) C HI(Q)*L, also rot ﬁgj(ﬁ) C HY(Q)L, denn HI(Q)* ist ein abgeschlossener Unterraum
von L2%(Q) . Die anderen Inklusionen folgen analog. [ |

Wir erinnern an Definition 5.23 und Bemerkung 5.14 und fithren eine neue Notation ein:

Definition 6.15
Zu s € R definieren wir

.— —PBOo — — 4,0 . PG
Dl .= 'Dgs—%_ :Rgs—% =: R?
und die Ausnahmeformen
*R(l)ﬁ ,fallsq=1und s > N/2 —1
Al = _Dé\fl_l’l ,fallsq=N—-1und s> N/2 -1
0 , sonst

sowie deren Erzeugnis A? := Lin AZ.

Bemerkung 6.16
Der Index s in DY charakterisiert nun nicht mehr einen Homogenititsgrad, sondern eine Integrierbarkeitsbedin-
gung. Es gelten dabei
DINLI(AD) = {0} und DI CLEY (A1)
2

sowie D1 = {0} fiir s < N/2. Da DI C C>(RN \ {0}) , folgt desweiteren fiir alle k € No
DI CHEY (A(1)
Fiir die Ausnahmeform A% C C*4(RN \ {0}) gelten A% = {0} fiir s < N/2 — 1 sowie
AINL2Y(A(1)) ={0}  und  AlC H’:q%fl(Aa)) fir alle k€N
Die abzéhlbare Menge

T = {FDEF FRIFikoeNgAm=1,...}

o,m>

= {*DZFF ERTE ik oeNg Am=1,..} c CYRN\{0})

ist in, sagen wir, L4 (]RN \ {0}) linear unabhéngig. Ebenso ist die abzdhlbare Menge

loc
nT? = {n-EDLE n - FRI* ko eNg Am=1,...} C CIR"Y)

in, sagen wir, Li;g (ﬁ) linear unabhéngig. Wir fiihren in LinnJ? ein Skalarprodukt derart ein, daff nJ9 eine
Orthonormalbasis dieses Vektorraumes wird. Wir wollen im folgenden fiir Teilmengen T9 von T¢ Réume der

Form ~
UL(Q) .= V1(Q) + LinnT? (6.6)

betrachten, wobei z. B. V;4(Q) = R4(Q) Ne~'DY(Q) C L3 () sein kénnte, und diese mit einer Hilbert-Raum-
Struktur versehen. Der Akzent liegt hierbei auf der Integrierbarkeit der Formen aus V,/(€2). Man vergleiche
hier mit den Arbeiten von WECK und WiTscH, [[50], p. 1631] und [[53], p. 1511], PETER, [[25], S. 51], oder
BAUER, [[5], S. 39]. Dazu definieren wir in U/(€2) ein inneres Produkt derart, daf
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e in V}%(2) das natiirliche Skalarprodukt beibehalten werde,
e inLinyT{ mit T/ := {E € T9: £ ¢ L}7(A(1))} das LinyT7%Skalarprodukt definiert sei und
o V() auf LinnT? senkrecht stehe.
Dann haben wir (Orthogonalitit bzgl. dieses neuen Skalarproduktes!)
UL(Q) = VA(Q) + LinnT? = V4(Q) 4 LinnT¢ = V4(Q) ® LinnT?
Bemerkung 6.17
o UX(Q) ist genau dann ein Hilbert-Raum, wenn T¢ endlich ist.

e Ul(Q) ist im folgenden Sinn unabhingig von der Ausschneidefunktion n: Ist & eine weitere Ausschneide-
funktion mit gleichen Eigenschaften (wie n), so gilt mengentheoretisch (mit verschiedenen Skalarproduk-
ten!)

VA(Q) @ LingT} = V(Q) @ Lin¢Ty

und die eine Menge ist genau dann ein Hilbert—Raum, wenn die andere einer ist. In diesem Fall ist die
Identitat ein topologischer Isomorphismus zwischen ihnen, dessen Norm von 1 und & abhdngt.
Beachte: E4+nT = E + (n — &)T + T und supp(n — &) € 2.

e Die Mengen 1D oder nD? @& nAl sind z B. solche LinnT? .
Nun kénnen wir beginnen, die ,,gewichtete” statische Losungstheorie aufzubauen.

Lemma 6.18
Seien p > 1o und E € L>% (Q) eine Lisung zu AE = 0 in A(p) . Dann gibt es eindeutige Konstanten Br,oom € C
2

mat
E k
E|A(p) = 6}6,0‘,77’7, : g:m

k,o,m
Dabei gelten fir s > —N/2

(i) rotE e Liffl (A(p)) =  Brom=0 fir{t=24undoc<2+s—N/2 ,
() divEeL2'(A(p) = Brom=0 firt=1,4undo<2+s—N/2

Im Fall g = N — 1 muf in (i) die Bedingung ¢ = 2,4 und entsprechend im Fall ¢ = 1 in (ii) die Bedingung
¢ =1,4 durch £ = 4 ersetzt werden.
Insgesamt folgt

E e L3(Q) @ nDi @ nA? = L3(Q) @ nRE @ nAl

falls (div E,rot E) € Lif;l(A(p)) X Liffl(A(p)) mit einem s > —N/2.

Beweis:
Das Lemma ist nur fiir s > N/2 — 1 interessant. Da E in A(p) eine Potentialform ist, liefert Satz 2.8

Elypy = Y Brom Qi

k,om

Mit Lemma 2.5 erhalten wir, von den Ausnahmen QH bzw. f{fl’z im Fall ¢ = 1 bzw. ¢ = N — 1 abgesehen,

> 1,3 > 1,1 . >
i rot E|A(p) = Zﬁ?ﬁ,m . Qg—:—Lm + 26470',771 : Qg—iLm mit ﬁk,o’,m =0 ad ﬁk,a,m =0 5
o,m o,m
AvE| )= Brom QLS S1,0m - QUL it =0 Bhm = 0
hd v |A(p) - ﬂl,a,m Qg+1,m + ﬂ4,a,m Qg‘—‘,—lﬂ’n mr ﬂk,a,m = = /Gk,a,m —
o,m o,m

Desweiteren sehen wir mit Bemerkung 2.7, dafs durch die zusétzliche Voraussetzung

rot B € L2 (A(p))  baw.  divE € L24 ' (A(p)) (6.7)
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alle Koeffizienten 5y 5,m mit 0 < 2+s—N/2 und k = 2,4 bzw. k = 1,4 verschwinden miissen, aufler 51 1,1 bzw.
B21,1 im Fall g =1 bzw. ¢ = N — 1. Sind beide Bedingungen in (6.7) erfiillt, erhalten wir daher

Braa- QH ,falls g =1
ElA(p) = ZB?),O’,W : ngjn + Z 619,0'71% : Qg,ﬁz + 62,1,1 ° Q?{;LZ ) falls q= N -1
o,m k=1,2,4,
0>245—N/2, 0 ; sonst
m=1,...
Bin-Qry L fallsg=1
= Z Ba.0m - QLS + Z Br,o,m * QZ’,’; +49 0211 Qi\fl_l’z yfallsq =N -1
0<245—N/2, k=1,2,3,4,
_7‘:—:17.../ 52+ N/2, 0 , sonst
m=1,...
er27(A(p)
Folglich gilt in A(p)
1,1
Bri1nQyiy Jfalls g =1
E=E— Y Bsom Q% =< B Q)T Lfallsg=N-1 €L (A(p)
0<2+s—N/2, 0 , sonst

m=1,...
also E € L2%(() . SchlieRlich erhalten wir mit Bemerkung 5.14 sowie den Definitionen 5.23 und 6.15
E € L2(Q) @ nD? & nA?

Wir erinnern an I aus (2.27) und kommen im Fall homogener Medien zu einem ersten gewichteten statischen
Resultat:

Lemma 6.19
Sei 1 —N/2 < s ¢1. Dann ist

loc

H — div H

DIV : ((figt}(mngt}( ))@an+1@nAq+1)m ORTLQ) o DI(Q) N H(Q)L

ein stetiger und surjektiver Fredholm—Operator mit Kern
N(DIV) = H7H(Q)

Beweis:
div und rot bilden Turmformen aus nRI*] @ nAY"] auf Formen mit kompakten Triigern ab. Daher und mit

Lemma 6.14 sowie Bemerkung 6.16 ist DIV wohldefiniert, linear und stetig, denn 77qu+1 &) nAZﬂ ist endlichdi-
mensional. Lemma 6.12 liefert
N(DIV) € KT, (Q) = HOHH(Q)

2

Andererseits folgt aus H € H9T1(Q) mit Lemma 6.18

H e L2Q) @ R @ nAlt) und somit  H € (RZ(Q) N DI (Q)) @ nRIF] @ nAlt]

Folglich ist H € N(DIV), d. h. N(DIV) = He+1(Q) .
Damit miissen wir nur noch die Surjektivitiit zeigen. Sei dazu F € ¢D?(Q2)NH?(Q)L und F seine Nullfortsetzung
nach RV . Mit Hilfe des Lemmas 2.12 zerlegen wir

F = Fp+ Fr + Fs € ¢D? + oR? + 8¢ (6.8)

und definieren (Erinnerung: C' = Ca )

fi=Fo— > (Fb,"DZl)en C DL, . (6.9)

o<ls— 177

l
m=1,.. ,ufi*
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Dies ist wohldefiniert, denn nach Bemerkung 5.24 gilt
+Dg,’ﬂlnELz,’Z & c<s—1—-N/2

Im Fall s < 14 N/2 sind die Summen leer und im Fall s < N/2 gilt sogar f = Fp. Wir wollen nun Satz 2.14
anwenden und zeigen dazu

f € W(oiv)
Mit Bemerkung 5.17 erhalten wir

C _Dg’}n = divrot (n_Dg’}n) + rot div (n_Dg:}n) € oDI ,
—_———
=0

also f € oD?. Weiterhin folgt mit Lemma 5.19 fiir alle y < s — 1 — N/2 und n = 1,..., ud*! (Hier bendtigen
wir noch keine speziellen Eigenschaften von 7 geméf (1.34) ! Man vergleiche mit Lemma 2.9 )

(£, " DY) =0
Folglich erhalten wir mit Bemerkung 5.14 fiir 1 <¢< N —1

JEeDIN(FDLL x)" =oDIN (P22 )" = W(oin)

1—

Damit dies auch im Fall ¢ = 0 richtig bleibt, mufs f nach Satz 2.14 zusétzlich noch auf 1 = +D8:(1) senkrecht
stehen, falls s > N/2. Um das zu erreichen, miissen wir in diesem Ausnahmefall f in (6.9) durch
=1~ <FD’+D8:$>RN ‘ C*pgf
ersetzen. Dann gilt f € W (div) fiir alle ¢ und Satz 2.14 liefert ein
he DT NoRITT =HM  mit  divh=f
Der Ansatz
H:=n-h+o (6.10)

iibersetzt das System
divH=F und rot H =0

mit den Voraussetzungen und Lemma 6.14 in das System

o rot® = —rot(nh) € QRIZ(Q) N HIE(QE

VOX

e div® = F—div(nh) € (DI NHI(Q)" CoDT, () NHUQ)T

IaniltF:Fundsomitfiir1§q§N—1
F —div(nh) = F — div h+div ((1 — n)h)
=1
=F—Fp+div((1-nh)+ > (Fp," D%} )gy-C D&y,

N
O'<3—1—7 s

also

L24(Q) > F —div(nh) — F + Fp = F — div(nh) — Fr — Fs

VOX

Dies bleibt auch im Ausnahmefall ¢ = 0 und s > N/2 richtig. Aufgrund des beschrénkten Trégers von Fg folgt
nun
F —div(nh) — Fr € LZ4(Q)

Desweiteren liefert (6.8) und die Divergenzfreiheit von F'
Fr € R und divEig =0 in Q \ supp Fs
Wie im Beweis des Lemmas 6.12 oder mit Lemma 6.18 und Bemerkung 6.16 erhalten wir

Fr e Li"%il(m
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Schliefilich ist

(F = div(nh), — rot(nh)) € (oD%  _,(2) N IR)*) X (oRTE2(02) N F+2(2)4)

und Satz 2.19 liefert ein & € Rt (Q) N DY (Q) mit
rot & = —rot(nh) und div® = F — div(nh)

Auferdem gilt in A(#) mit 7 > ro und supp Fs C U(0, #)

rot® =0 und divd =F — Fp = Fr + Fs = I'r ,d. h. rotdiv® =0
Dies liefert
AD|, =0, (divd,rot®) € L39(Q) x LEL2(Q)
und Lemma 6.18 zeigt
@ c L2 (@ @RI onAltl ako @ e (RITH(Q) N DITL(Q) & gRIT @Al
Damit hat der Ansatz (6.10) zum Ziel gefiihrt und
H=nh+®e (RT}(Q) N DT(Q) @ nRIE] @Al
ist die gesuchte Losung. |

Lemma 6.20
Seil—N/2<s¢1l. Dann ist

ROT : ((R1,(9) N DYy (@) & DIy &nAl,) NeDE() — oRIFHR) 03T ()

loc

E — rot B
ein stetiger und surjektiver Fredholm—QOperator mit Kern
N(ROT) = HY(Q)

Beweis:
Der Beweis erfolgt analog zum vorhergehenden, nur etwas einfacher, weil die Nullfortsetzung von

G € oRITH(Q) N KT ()L

schon in gRI*! liegt, so daf wir keine Helmholtz—Zerlegung nach Lemma 2.12 benétigen. Die Rollen der Turmfor-
men iDg:}n werden hier von iRgﬁivl iibernommen und im zu ¢ = 0 und s > N/2 entsprechenden Ausnahmefall

g =N —1und s > N/2 miissen wir nach Satz 2.13 auch die Orthogonalitit zu * 1 = +Ré\f’10 mit Hilfe der Form

_ N2 Sl
Ry 1" gewéhrleisten. |

Nun mochten wir die Transformationen ¢ und g in die Losungstheorie einbauen. Dazu bendtigen wir einige
technische Vorbereitungen. Zunéchst konnen wir Lemma 6.18 verallgemeinern:

Lemma 6.21
Sei p > ro. Gilt fir ein E € L% (Q) mit einem —N/2 < s ¢ 1
2

rot B € L22 (A(p)) und divE € L2471 (A(p) )
so folgt E € L29(Q) @ nD? & nA? = L29(Q) ® nRL & nAL.

Beweis: 5
Sei ¢ :=n(r/(2p)) . Dann gilt E € R?  (A(rg)) N D?  (A(ro)) und desweiteren
2 2

(div(E), rot(¢E)) € (4D (A(ro)) N3 (A(ro)) ) x (0RIE (A(ro)) N3¢+ (A(ro)) ")
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sowie 1 - N/2 <s+1¢1,das¢l. Auberdem besitzt A(rg) die SME. Eine Kombination von Lemma 6.19 und
Lemma 6.20 liefert ein

ee (Rg (A(r)) N DY (A(ro))) ®nDI o nAl mit rot e = rot(pFE) und dive = div(pFE)
Demnach ist e — F eine Dirichlet—Form und mit Lemma 6.12 gilt e— pE € H? y (A(rq)) = H?(A(rg)) . Setzen
2
wir nun e und @ E durch Null nach ganz Q fort, liefert dies e € L>9(Q) @ nD? @ nA? und mit Lemma 6.18

e —pE € L2(Q) @ nDI @ nAl , d. h. E=(0—-9)E+¢E —e+ecL?(Q)anD?@nAl

Damit sind wir in der Lage, Transformationen ins Lemma 6.12 einzubauen.

Lemma 6.22
Sei 7> 0. Dann gilt
I () = 3(9) = ()

und im Fall ¢ ¢ {1, N — 1} sogar ;H1(Q2) = Eﬂ{‘i%(ﬂ) .

Bemerkung 6.23
Insbesondere liegt .H9(Q) im Dualraum L>4(Q) von L2YQ), falls s > 1 — N/2. Fiir g ¢ {1,N — 1} gilt dies
sogar fiir s > —N/2.

Beweis:

Ein E € .H? y () liegt nach Korollar 3.8 (ii) in H"% (A(ro)) und in A(ro) sind
2 2

rot E =0 und divE =—divéE € L%q%_ipﬁ (A(ro))

Wir kénnen o. B. d. A. 7 — N/2 ¢ I annehmen — andernfalls verkleinern wir 7 ein wenig — und erhalten mit
Lemma 6.21
EcL? (@ onDd?_, onAl_y
2 2

2
Nach Bemerkung 6.16 ist nD? , ®nA? , C L2<’g (Q) mit sq := N/2— 841 — 0g,n—1-
T—? 7'—7 q ’ ’
Im Fall 7 — N/2 > s, folgt E € Li’gq(Q), ergo B € [HZL, (Q), und der Beweis ist zu Ende.
Im Fall 7 — N/2 < s, folgt E € Li’fﬁ(Q), also B € 3! _ (). Wieder kénnen wir o. B. d. A. 27 — N/2 ¢ T
2 2

annehmen und erhalten mit obigen Argumenten

Eel2! y(@end! ,eonAl
2 2 2
Nach endlich vielen Wiederholungen erhalten wir F € L2<’gq (Q2) und somit £ € .HL, (). ]

Mit den Lemmata 2.16, 6.5 und 6.22 bekommen wir das

Korollar 6.24
Sei 7> 0. Dann gilt fir —N/2 <t < N/2-1

dim H{(Q) = dim HY(Q) = d,
Im Fall g ¢ {1, N — 1} gilt dies sogar fir —N/2 <t < N/2.
Mit Lemma 6.22 erhalten wir das Analogon zu Lemma 6.14:

Lemma 6.25
Sei T > 0. Dann gelten fir s > 1 — N/2 mit Abschliissen in L2(Q)

rot RI“H(Q) Utot RTY(Q) € .HU(Q)Y  wund  div DTH(Q) Udiv DETH(Q) € .39(0)*

Nun koénnen wir die Transformationen in die bisherige Losungstheorie der Lemmata 6.19 und 6.20 einbauen.
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Lemma 6.26
Seien 1 — N/2 < s ¢ I und 7 > max{0,s — N/2} sowie T > —s. Dann ist

DIV, : ((u'RITHQ) N D) @ gRI @ nAlt) np R Q) — (DI N 30 (@)
H — divH
ein stetiger und surjektiver Fredholm—Operator mit Kern
N(DIV,) = p~ - HTTH(Q)

Beweis:
Der Beweis folgt den wesentlichen Ziigen des Beweises zu Lemma 6.19 .

Wegen supp7 C A(ry) liegt ein nH € nRY"} @ nA%"] insbesondere in H1<’(‘£L_11 (A(ro)) . Die Voraussetzungen an
2
7 liefern
rot(unH) = rot(nH) +rot(inH) € L2472 (Q) C L31*2(Q) (6.11)
——— 2
ELLLT ()

und somit ist DIV, wohldefiniert, linear und stetig. Mit Lemma 6.22 folgt uN(DIV,) C ,-13?T!(2). Nach
Korollar 3.8 (ii) gelten fir H € p~!,-1HI(Q) C Hi’qﬂ'tll (A(ry))

2

divH=0 , 1otH =—rot(iH) € L>%? (A(rs)) C L2772 (A(r2))
<5+T
so daft Lemma 6.21 und die Bedingungen an 7
p Q) C (pT RIS (Q) N DITH(Q)) @RI @ AT

liefern. Es folgt also p~1,—1HI(Q) € N(DIV,,), also

N(DIV,) = p~ -1 HTHQ)

F

Damit fehlt nur noch der Nachweis der Surjektivitit von DIV, . Sei F' € ¢D?(Q) N H(Q)L . Wir folgen wortlich
den Schritten im Beweis zu Lemma 6.19 bis zum Ansatz (6.10). Das System

divH =F und rotuH =0

ubersetzt sich nun mit Lemma 6.25 in

e rot u® = —rot(unh) = —7'(r)r~*Rh — rot(iinh) € Oloigii(Q) N HIT2(Q)*F ) (6.12)
o div®=F —div(nh) € DINHI(Q)" C oD ~(Q)NHI(Q)T . (6.13)
2
Wie im Beweis zu Lemma 6.19 erhalten wir F' — div(nh) € Li"zﬂ_l(Q) und somit wegen 7 > —s
2
(F — div(nh), —rot(unh)) € (DY) N HY(Q)*) x (Of{q+2(ﬂ) NHITZQ)E) . (6.14)

Die verallgemeinerte klassische Theorie aus Satz 6.10 sichert die Existenz einer Losung
@ € i~ R7(Q) N DT ()

des Systems (6.12), (6.13).

Da nh € Hiffl mit den Voraussetzungen nh € ,u_leﬂ(Q) N DZﬂ(Q) nach sich zieht, wire der Beweis damit
beendet, wenn wir noch zeigten, daf sich ® dem Definitionsbereich von DIV, entsprechend zerlegen liefe. Mit
div® € L29(Q) liefern dies aber Lemma 6.21 und die Voraussetzungen an 7, falls wir z. B.

rot ® € L2972 (A(r)) (6.15)

zeigen kénnen.
Die Regularititstheorie aus Korollar 3.8 (ii) liefert ® € H{™ (A(rg)) , also rot ® € L*%72(A(ro)) . Daher ist
(6.15) nur fiir s > 0 zu zeigen. Wegen

rot ® = — rot(a®) — rot(unh) € LA1H2 (A(r)) = L2972 (A(ro)) (6.16)

min{7,s+7}
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ist nur noch der Fall 0 < 7 < s zu untersuchen und in diesem liefert Lemma 6.21 (Wir nehmen o. B. d. A. 7 ¢ 1
an!)
e L2TH(Q) @ DI @ pAalt]

Fir s > N/2 und N/2 < 7 < s bekommen wir ® € L2’qu1 ,(©2) und mit (6.16) rot® € Lzﬂ’qH(A(ro)), also
(S Hi"gil(/l( o)) . Da 7> s— N/2, liefert (6.16) rot ® E L29T2(A(ro)) .

Im letzten Fall 7 < min{s, N/2} gilt D] @ nALT] = {0} und damit & € L>%F'(Q). Wieder erhalten wir
deHL! (A(r)) und mit (6.16) rot ® € L2at? (A(ro)) - Nach endlich vielen Wiederholungen dieses Ar-

min{27,s+7}
guments gilt entweder £7 > s oder ¢7 > N/2. Mit obigen Argumenten folgt schliefslich rot ® € L?"H'Z (A(To)) .

Korollar 6.27
Seien 1 — N/2 < s ¢ I und 7 > max{0,s — N/2} sowie 7 > —s. Dann gilt

loc

p'D(DIV,-1) = ((f{gi}(ﬂ) Np ' DIHQ)) @R @ nAq“) N oRZ(Q) = D(, DIV)
und

DIV : D(,DIV) — D¥(Q)NHIQ)*
H — div uH

ist ein stetiger und surjektiver Fredholm—Operator mit Kern
N(,DIV) = , 3 (Q)

Beweis:
Die Behauptung folgt aus dem vorherigen Lemma, falls wir

p'D(DIV, 1) = ((Rgt}(a) Np~'DIH(Q) @RS @ nAq+1) N ORf;l(Q)
zeigen konnen. Mit den Voraussetzungen an 7 ist das aber klar, denn

Pt (R @ AT C (RFN(Q) N 'DI(Q) @ nRIT @ nAlT]

|
Entsprechend erhalten wir
Lemma 6.28
Seien 1 — N/2 < s ¢ I und 7 > max{0,s — N/2} sowie 7 > —s. Dann ist
ROT. : ((RI,()Ne DI () @nDi, @nAl ) NeloDf () — oRITI(Q) N 3rH(Q)*
— rot £
ein stetiger und surjektiver Fredholm—Operator mit Kern
N(ROT,) = . HYN)
Beweis:
Analog zu den Beweisen der Lemmata 6.20 und 6.26. ]

Korollar 6.29
Seien 1 — N/2 < s ¢ T und 7 > max{0,s — N/2} sowie T > —s. Dann gilt

5_1D(R0Ts*1) = ((5_1f{g—1(9) n DZ—1(Q)> ©nDi_, ©nAl 1) n ODIOC(Q) =: D(. ROT)

und
< ROT D(E ROT) - 0Rg+1(Q) N j{q+1(Q)J_
E — rotell

ist ein stetiger und surjektiver Fredholm—Operator mit Kern

N(.ROT) =&~ ' 1Y)



96 Elektro—Magneto—Statik

Beweis:
Wie Korollar 6.27. [ |

Bemerkung 6.30
Es seien die Voraussetzungen des Lemmas 6.26 erfillt und zusdtzlich € und i zwei T-konstante Transformatio-
nen. Dann lGft sich der Wertebereich von DIV, bzw. ROT. auch durch

oDI(Q) NHIUQ) T bzw.  GRITHQ) N HITH(Q) LA
charakterisieren.

Beweis:
Die Wohldefiniertheit ist mit Lemma 6.25 klar. Im Beweis der Surjektivitdt von z. B. DIV, im Lemma 6.26
trate mit diesem Wertebereich nur an einer einzigen Stelle ein kleiner Unterschied auf. Hier wiirde (6.14) durch

(F — div(nh), — rot(umh)) € (6D?(2) N =HI(Q)L) x (RTH2(Q) N HI+2(Q)L)

ersetzt werden. Nach Lemma 6.7 ist dies aber dieselbe Menge wie die in (6.14), ndmlich unabhéngig von &

div D#+1(Q) x rot Re+1(Q)
Analog folgt die Aussage iiber ROT. . |

Unser néchstes Ziel ist nun, die Wertebereiche der Operatoren aus den Lemmata 6.26 und 6.28 und den zugehdo-
rigen Korollaren verschieden zu charakterisieren und auf diverse Arten Injektivitdt zu erzwingen. Dazu wollen
wir zundchst an die speziellen Formen aus Lemma 2.20

BY(Q) = {b’f,...,bgq} und BY(Q2) = {b9,.. .,bgq}
erinnern und einige weitere Eigenschaften dieser beweisen.

Lemma 6.31
Es gelten

(o]

SHIQ) NBYQ)L = {0} und fiir ¢ # 1 SHI(Q) NBYQ)* = {0}

Die Orthogonalprojektionen der Formen aus ]%q(Q) auf cHIU(Q) in Of{q(Q) entlang rot ]?{q—l(ﬂ) bzgl. des (e, - )a—
Skalarproduktes bilden eine Basis der Dirichlet-Formen H?(€2) .
Ebenso bilden fiir ¢ # 1 die Orthogonalprojektionen der Formen aus e~ BY(Q) auf -H1(Q) in e~ 1oDI(Q) ent-

lang e~ tdiv D9t1(Q) bzgl. des (e, - )q-Skalarproduktes eine Basis der Dirichlet-Formen .HI(Q) .
Die Abschliisse werden stets in L>7(Q) genommen.

Beweis: 5 . .
Wir zerlegen die Formen b} € ¢R%,, () C ¢R%(2) geméf Lemma 6.7 in

VOX

bl =& +hy €Tt RTLV(Q) @, JHI(Q)  ,  L=1,....d,
Dann ist {h; : £ =1,...,d,} eine Basis von .H?(Q2), denn die Menge {h,} ist nach Lemma 2.20 linear unab-
hiingig. Fiir ein E € .H9(Q) N BI(Q) folgt mit Lemma 6.25
0= (cE,b})a = (eE, Pp)o +(eE, ho)o ,
———
=0

also folgt £ = 0. Analog zeigen wir die zweite Behauptung. |
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Lemma 6.32
Sei s € R. Dann gelten mit Abschliissen in L27()

divDT Q) Udiv DI Q) € BYQ)E  wnd firq#1  rot RTL(©) Urot RIH(Q) € BI(0)*

sowie mit Abschliissen in L*7(Q)

o

div De+1(Q) = (D?(Q) N . HI(Q)* = (DY(Q) NBY(Q)*

und fir g #1

rot Ri-1(Q) = oRU(Q) N HI(Q) L = oRI(Q) N BI(Q)*

Beweis:
Die ersten beiden Behauptungen sind trivial.
Lemma 6.7 liefert

o]

oD?(Q) N . HU(N)* = div DI+L(Q) C (DY) NBYQ)- |
so daf nur noch die andere Inklusion zu zeigen ist. Zerlegen wir dazu ein F' € (D?(Q2) N ](Ejiq(Q)J- nach Lemma
6.7 in -
F=f+FE edivDit1(Q) @ HI(Q) ,

so folgt E=F — f € H9(2) NB(Q)+ = {0} nach Lemma 2.20 (i) und damit F = f.
Analog erhalten wir die vierte Behauptung. |

Die Wertebereiche von DIV, und ROT. lassen sich auch mit Hilfe der Formen B?(£2) und B?(§2) charakterisieren.
Dies liefert das

Korollar 6.33
Es seien die Voraussetzungen des Lemmas 6.26 erfillt. Dann gelten

o

0DI(Q) N HI(Q)F = oDI(Q) N HI(Q)* = (DI(Q) N BI(Q)*

und im Fall ¢ # 1

oRY(Q) N HI(Q)L = oRU(Q) N .HI(Q)H = oRY(Q) N BI(Q)*

Beweis:

Die jeweils ersten Gleichheiten haben wir schon in Bemerkung 6.30 gezeigt. Zum Beweis der jeweils zweiten
Gleichheiten kénnen wir mit Lemma 6.32 die gleichen Argumente wie im Beweis zu Bemerkung 6.30 benutzen.
Damit sind die obigen Mengen jeweils verschiedenen Charakterisierungen der Wertebereiche der Operatoren
DIV, und ROT, . |
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6.3 Verallgemeinerte Elektro—Magneto—Statik

Satz 6.34
Seien s € (1 = N/2,00) \ I, 7 > max{0,s — N/2}, 7 > —s und desweiteren

D(Maxg) = (Rg—1(Q) N 571DZ—1(Q)) D 77@3—1 D UAZ—l

sowie
D(Max?) = (=~ 1R, () N DY, () @ yRL_, & pA?_, = =~ D(Max’_,)
d‘l
Weiterhin seien d, stetige lineare Funktionale ¢ auf D(Max?) mit .H(Q) N ﬂ N(pt) = {0} gegeben.
=1
Dann sind
Max? : DMax?) — wWa(Q)
E — (diveE,rotE,gpg(E),...,@?"(E))
und
Max? : D(Max?) — wia(Q)
E —  (divE,roteE, ¢! ,(cE),..., ", (cE))

topologische Isomorphismen.
Hierbes sei

WI(Q) == (¢DIH(€) N HIHQ)L) x ((RIFI(Q) N HITL(Q)L) x C
Bemerkung 6.35

(i) Seien v € VE°(Q) und \ eine T-konstante Transformation auf q-Formen sowie {ghg}?il zu 0 € {e,\}
Basen von ¢H1(Q) . Dann sind fir s >2 — N/2 z. B.

QDﬁ(E) = <VE,5hg>Q B gaﬁ(E) = <€E, )\h£>Q oder goﬁ(E) = <>\E,)\h[>ﬂ
eine geeignete Wahl fiir gpﬁ,

(ii) Desweiteren sind z. B.

OL(E) == (¢E,bD)q oder fiir q # 1 OL(E) == (E,bD)q
eine geeignete Wahl fiir ot .
(iii) Mit Korollar 6.33 kénnen wir die Wertebereiche der beiden obigen Operatoren verschieden darstellen.

Beweis:

Mit Korollar 6.27 und Lemma 6.28 sehen wir, daf Max? stetig und wegen der Voraussetzungen injektiv ist.
Nach dem Satz von der beschriankten Inversen ist Max? dann ein topologischer Isomorphismus, wenn wir seine
Surjektivitdt nachweisen kénnen. Seien dazu Daten

(f,G,v) € WI(Q)

gegeben. Eine Kombination von Korollar 6.27 und Lemma 6.28 liefert ein E e D(Max?) mit rot E = G und
diveF = f und zu diesem E kénnen wir noch beliebige Dirichlet-Formen aus .H9(Q) addieren, ohne daran
etwas zu dndern. Wegen der Voraussetzungen ist

e 0 JHUY) — C
E  — (pXE),...,el"(E))

ein topologischer Isomorphismus. Daher definiert

E:=FE+ <p*1(7 — (2B, .. -,sDS‘Z(E)))

die gesuchte Losung zu Max?E = (f,G,7).
Mit den Voraussetzungen an 7 gilt ;Max? = JWELXZ,1 €. Daher ist auch dieser Operator ein topologischer Iso-
morphismus.
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Fiir s > 2 — N/2 gilt D(Max?) ¢ L>? , (Q). Daher sind mit Lemma 6.22 und Bemerkung 6.23 die Skalarpro-

>1-4
dukte in Bemerkung 6.35 (i) Wohldeﬁniért und eine geeignete Wahl. Die Kompaktheit der Triger der Formen
b{ und b7 und Lemma 6.31 liefern dies auch fiir die Skalarprodukte in (ii). |

Eigentlich sind wir an einer statischen Loésungstheorie fiir den Operator M interessiert. Desweiteren wollen wir
den zugehorigen Losungsoperator iterieren. Dabei werden wir die Turmformen des fiinften Kapitels benotigen,
von denen in der bisherigen Losungstheorie nur die Erdgeschosse aufgetaucht sind. Deswegen werden die ,ite-
rierten Losungen” mit wachsenden Tiirmen beliebig schlecht integrierbar. Da wir aber stets Dirichlet—Formen
heraustesten miissen, macht es keinen Sinn, die Losungstheorie weiter mit Orthogonalitdtsforderungen bzgl. der

[e]
Dirichlet—Formen zu formulieren. Wir sind also gezwungen, die Formen in B?(Q2) bzw. BY(£2) zu nutzen, da diese
kompakte Tréager besitzen. Dadurch miissen wir allerdings auf die Behandlung des Falles ¢ = 0 verzichten.
Von nun an wollen wir den globalen Voraussetzungen noch eine weitere hinzufiigen und den Rang der Formen
auf

q#0
beschranken. Weiterhin fiihren wir die Bezeichnungen

[e]

FiQ):=e DL () NBYQ)"  und  GITHQ):= mlof{;{jcl(ﬁ) N BT (Q)Lw (6.17)
und im Spezialfall der Identitét

FUQ) = FQ) wd GU(Q) = G(Q)
sowie einen weiteren Wertebereich

WI(Q) := (L297H(Q) N FI7H(Q)) x (L2FH(Q) N GTT(Q)) x C

ein. Damit kénnen wir aus dem vorherigen Satz und der zugehorigen Bemerkung durch Spezialisierung unmit-
telbar folgern:

Satz 6.36
Seien ¢ £ 0, s € (1 — N/2,00) \ T und 7 > max{0,s — N/2} sowie 7 > —s. Dann sind
Mar, : DMaxl) — W)
E — (diveE,rot E, <5E,b‘11>9,...,<5E,b3q>Q)
und
JDMay 0 D(Max?™) — Witl(Q)
H s (div H,rot pH, (uH, b7 a, ..., (uH, bgjjlm)

topologische Isomorphismen.
Kommen wir nun zum statischen Losungsbegriff in der

Definition 6.37
Sei g # 0. Wir sagen, (E, H) lést das Problem

Max(A, 0, f, F,G, g,¢,§)

zu Daten
(f,F,G,g) € Ligt (@) x Lpl(2) x Lyt ™ (Q) x Lt™*(Q)  wnd  ((,§) € Clox Chr
falls
(B, H) € (L2 () N RE(2) 1 DE(9)) x (L2745 (@) 0 REEN(©) 0 DEE ()
und
e tE=G , diveE=f CEWa=C0 . t=1,....d, :

e JdivH=F |, rotpH=g , (WH, b Mg = & ;o L=1,...,dg

gelten.



100 Elektro—Magneto—Statik

Satz 6.36 liefert sofort den

Satz 6.38
Seien ¢ # 0 und 7 > N/2 — 1. Dann existiert zu allen

(£.6.¢) € (L2175 ()N F1 (@) x (L2 () ngr (@) x %

und allen
(Fg.€) € (L2 ()N FUQ) x (L2173, () N gIH2(Q)) x Clo+

N
= >l-5

genau eine Losung

(B.H) € (R._,(@)Ne'D!_,(Q)) x (u 'R, (@) n DIy (1))

q
N
>—3 2 2

des Problems Max(A, 0, f, F, G, g,(, &) und diese hingt stetig von den Daten ab.

6.4 Iteration eines statischen Losungsoperators

Wir wollen nun in diesem vorletzten Abschnitt dieses Kapitels eine weitere Generalvoraussetzung einfiihren und
den Rang der Formen noch weiter auf
1<g<N-2

beschrinken. Aus Satz 6.36 erhalten wir durch weitere Spezialisierung unmittelbar den

Satz 6.39
Seien s € (1 = N/2,00) \ I und 7 > max{0,s — N/2} sowie T > —s. Dann sind

ROT. ((ﬁg_l(ﬂ) Ne 'DI_,(Q) @ an_1> NFIQ) — L2H(Q)NGI+(Q)
L rot &/

und
DIV, (0 'RIEG@) N D) @ 9RET) NGE©Q) — T20) N FIQ)
H — divH

topologische Isomorphismen.

Bemerkung 6.40

Man beachte, daf hier die Ausnahmeform nAl_; bzw. nfliv__ll nicht mehr auftritt. Der Grund dafir ist die
Zugehirigkeit von D(ROT.) zu FI(Q) bzw. diejenige von D(DIV,) zu GIT'(Q). Wegen der Beschrinkung
1 < g < N —2 missen wir dies fiir ROT. im Fall ¢ = 1 und fiir DIV,, tm Fall ¢ = N — 2 zeigen. Den Beweis
hierzu liefern wir in einem allgemeineren Zusammenhang in den Lemmata 6.53, 6.55 und den Bemerkungen
6.54, 6.56 nach.

Aus diesen beiden Operatoren setzt sich ein statischer Maxwell-Lésungsoperator Lo mit
Lo(F,G) := (ROTZ'G, DIV, 'F) (6.18)

fiir (F,G) € (L?9(Q) N F9(Q)) x (L27F1(Q) N GI+1(Q)) zusammen, der unseren Zwecken geniigen wird. Nach
dem Vorbild der Arbeiten von WECK und WITSCH, [50] und [53], wollen wir

L:=ALy (6.19)
mehrfach anwenden, um die Niederfrequenzasymptotik des zeitharmonischen Losungsoperators £, des Problems
(M+iwh)(E,H) = (F.G) ., weCi\{0}

zu bestimmen, denn die Form dieser Differentialgleichung schlégt zur Approximation eine Neumannsche Reihe
des zugehorigen statischen Lésungsoperators £ vor.

Die Inversen
Laiv = Laiv,y = pDIV,"  und  Ligy i= Lo 1= eROT! (6.20)

haben schon wechselseitig verwandte Definitions— und Wertebereiche

L79(Q) N F(Q) und  L27THQ) N GITH(Q) ,
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so dafs wir hoffen, L,otLqgiv und LgivLrot bilden zu konnen. Allerdings ist es dazu notig, Lgiv und Lot SO zu
verallgemeinern, daf sie auch auf Turmformen angewandt werden koénnen.
Hierzu fiithren wir die folgende Schreibweise ein:

. ={(k,o,m,0): (k,o) e Ng Ame{l,....,u2"} A O €{+,—}} (6.21)
. = {(t,v,n,9): (L,7) eENg Ane{l,... u2H Y AV e {+,-}} (6.22)

Zu I = (k,o,m,0) € J sei D} :=?D2¥ und entsprechend Rq+1 : ﬂRiﬁ;}?é, falls J = (£,~,n,9) € J.

Fiir endliche Teilmengen J bzw. J der Indexmenge J bzw. 3 sel
nDI(J) :=Lin{nD?: 1 €I}  bzw.  nRTY(J):=Lin{nR%" : T € J}

Desweiteren wollen wir fiir s € R und K, L € Ny spezielle Indexmengen

K
gk .= {(k,o,m,—) € J: 77_Dg{ﬁ1 ¢ Li’q(ﬂ)} J = U A

S

bzw.
3 {(é v,n, _) c 3 n Rqul £ ¢ Lg,qul(Q)} ’ 3<L U Hé
definieren. Mit Bemerkung 5.24 lassen sich diese Indexmengen niher durch

o JSK - {(k,o,m, )Eﬁ:kSK/\GSS—Fk:—N/Z} , (6.23)
. EJSSL:{(E,'V,n,—)Gg:ESL/\’ygs—i—K—N/Q} (6.24)

angeben. Erinnern wir an Definition 5.23 und Bemerkung 5.24, erhalten wir

nDU(ISH) = DLEL bzw.  pRIT(ISE) = RSP (6.25)

s—%

Mit dem Verweis auf Definition 6.15 und Bemerkung 6.16 stellen wir aufferdem
nD?(39) = nD? bzw. nRITH(FY) = nRat! (6.26)
fest. Fiir I := (k,o,m,0) € I baw. J := (£,v,n,9) € J sei
I :=(k+1,0,m,0) €] bzw. Jp=({+1,7,n0) €]
und weiterhin fiir Teilmengen J bzw. J von 7 bzw. j
Jy={I,:TeT}ycd baw. Jy:={Jy:Jedtc]
Auflerdem wollen wir den ,Homogenitatsgrad” eines Index I := (k,0,m,0) € JUJ durch

h; := ehﬁ und durch hy := max h; mit hy := —o0
€

den ,maximalen Homogenitatsgrad” einer Indexmenge J C Jug festlegen. Mit diesen Schreibweisen kénnen wir
nun Satz 6.39 verallgemeinern.
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Lemma 6.41 .
Seien s € (1 — N/2,00) \ I und ) #J eine endliche Teilmenge von J mit maximalem Homogenititsgrad by , so

dafs
nDI(I) NL3(2) = {0}

Weiterhin sei 7 > max{0,s — N/2,s + N/2+ hs} und 7 > —s.
Dann gibt es zu jeder Form F € (L2(Q) & nD9(J)) N F4(Q) der Gestalt
F=F.+Y fr-nD} mit F,el2¥Q) und f/€C
Ied
genau ein
H e (1 'RITH(Q) N DEFHO) @ nReH (30_1) @ nR+(94)) N GE (9)
mit
divH =F
Fiirt <min{N/2,—1 — N/2 —hy} und t < s — 1 liegt dieses H in L2 (Q) und hat die Form

1 1
H=H,+ g gs nRY + g f1~nR§I
Jeqo_, Ied

mit Hy_y € p~'RITI(Q) N DI H(Q) und g5 € C. Desweiteren bildet der hierdurch definierte Losungsoperator
(L29(Q) @ nDI(J)) N FI(Q) stetig nach LF* () ab.

Bemerkung 6.42
Mit den obigen Bezeichnungen und wegen der Voraussetzungen an die Abklingrate T erhalten wir

A= pH € ((RIFH(9) 1 DI (9) @707 (80_,) & gRe (04)) 0 G771 (9)
mit div ' H = F . Dieses H hat die Gestalt

o 1 1
H=H, 1+ Z gy -nRL" +Zf1-nRﬁ'
I, I€s

mit Ho oy = pHe 1+ Y gr-inRY™ +> £ anRIT € RITH(Q) N pDIF(Q).
Jedo Ied

Beweis:

Sei F' = F+ Y £7-nD} € (L2%(Q) & nD(9)) N FUQ) = (DL(Q) & nDI(9)) N F9(2). Wegen der Grund-
Ied

voraussetzung (ii) auf Seite 83 stehen Formen, die einem Faktor n enthalten, immer auf ]%q(Q) bzw. B7T(Q)

senkrecht. Insbesondere folgt nD¥, Fy € BY(Q)+. Mit dem Ansatz

H:=h+> £ -nRIT
Ied

der wegen der Eigenschaft (5.20), d. h. div Rﬂ'l = D{, der Turmformen geeignet erscheint, tibersetzt sich das
System H € Gt*(2) und div H = F in das folgende:

. divh =F =Y fr-div(pRi) = Fe =Y - Ca yRET =1 f € 1L29(Q) N FU(Q)

Ied I€d
o rotph=—3 fr rot(unRi) =g €GO
Ied
° uh c Blﬁ‘l(Q)J_

Die letzte Bedingung folgt aus ,unR?jl € BYTH(Q) . Bemerkung 5.24 liefert fiir alle I € J

rot(p nR?jl) = C’mt,nRﬂ_l + rot(f nR(}i_l) € Li”iﬁih L) L29%2(Q) ,
2 I
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da 7> s+ N/2+hy > s+ N/2+h;. Wir erhalten folglich g € L2772(Q) N G9+2(Q) . Nach Satz 6.36 wird das
obige System von

hi=,Mar"(f,9,0) € (L 'RII(Q) NDITI(Q)) & nRIT] & nAlt]

geldst. Damit ist die Lésung (Man beachte nRITT = RGO ) N

H=h+Y £ nRI € (0 REH@) N DELQ) @ nR1T (80_,) @ nALT} @ nR17(04)) N GET(Q)
Ied

gefunden und diese ist aufgrund ihrer speziellen Gestalt eindeutig. Da H € QZH(Q) , zeigen wieder Lemma 6.53
und Bemerkung 6.54, dafs die Ausnahmeform nAi,V_ *11 im Fall ¢ = N — 2 nicht auftritt. |

Ganz entsprechend erhélt man das

Lemma 6.43 X
Seien s € (1 — N/2,00) \ T und 0 # § eine endliche Teilmenge von J mit maximalem Homogenititsgrad hy , so

dafs
nRIT(G) NLITHH(Q) = {0}

Weiterhin sei 7 > max{0,s — N/2,s + N/2+4 hy} und 7 > —s.
Dann gibt es zu jeder Form G € (Lg’qH(Q) ® nRITL(F)) NGITL(Q) der Gestalt
G=G.+> g/ nRY"™  mit G, eL2(Q)  und gse€C
Jed

genau ein
o]

E e ((RI_,(9) ="' DL, (9) @ nDI(0_,) © nD(34)) N F2(Q)
mit
rot =G
Firt <min{N/2, -1 - N/2 —hy} und t < s — 1 liegt dieses E in L79(Q) und hat die Form

E=E. 1+ Y f-nDi+> g5 0D},

Ie1% Jed

mit Es—1 € R1_(Q)Ne D! _(Q) und £; € C. Desweiteren bildet der hierdurch definierte Lisungsoperator
(L277H(Q) @ nRITL(J)) N GIHH(Q) stetig nach L) ab.

Bemerkung 6.44
Mit den obigen Bezeichnungen und den Voraussetzungen an T erhalten wir

Bi=cB e ((eRE,(2) DL, (@) & 1D (1) @ 4D(34)) N F(Q)

mit rote LE = G . Dieses E hat die Gestalt

E=FE. 1+ Y f1-9Di+> gr-nDj,
IeJ9 . Jeg

mit By s =eEo 1+ Y, fr-énDi+> gy-énDY €eRI (QNDI_ ().
VIS J€eg

Wir definieren fiir endliche Teilmengen J bzw. J von J bzw. j
Fi(9) :== (L29Q) @ nD9(J)) N FUQ) bzw. GIT () := (L2 (Q) &nRITH(F)) NGt Q) . (6.27)

Die vorherigen beiden Lemmata und Bemerkungen liefern eine Losungstheorie fiir ein verallgemeinertes stati-
sches Maxwell-Problem.
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Definition 6.45 .
Seien s € (1 — N/2,00) \ I und @ # 7T eine endliche Teilmenge von J sowie B # J eine endliche Teilmenge von

d, so dafs
nDII)NLIYQ) ={0}  wnd  pRITY(IHNLITTH(Q) = {0}

Desweiteren sei 7 > max{0,s — N/2,5s + N/2 + hy,s + N/2+4 hy} und 7 > —s.
Wir sagen, daf3 (E, H) das yerallgemeinerte statische Mazwell-Problem” zu Daten

(F,G) € FI() x GI*1(3)
lost, wenn
() Fe((RL,(©)Ne"IDL (@) @9DI00,) & 9DU(3,)) NFUQ)
H e ((p'RIFHO) N DIH(Q) @ nRIF @) @RI (3)) nGI @)
(ii) otE=G , divH=F
gelten.

Satz 6.46
Das verallgemeinerte statische Mazwell-Problem ist stets eindeutig l6sbar. Die hierdurch definierten Abbildungen
(F,G) — (E,H) und (F,G) — A(E,H) = (¢E, nH) liefern zwei stetige lineare Operatoren

Lo : FUI) x GITLF) — e 'FI_ (10, Udy) x p G130, UTy)
(F,G) o (E,H)
und
L:=ALy : FII)xGITYI) — FI,(39,03;)xGIT(3)_,UTy)
(F,G) — AE H)

Bemerkung 6.47
Die , Turmanteile” der verallgemeinerten statischen Mazwell-Operatoren kann man genauer beschreiben. Fir

F:FS+ZfI~nD‘II und G:Gs—i-ZgJ-nR?]H
Ied Jed

hat z. B. die Losung (E, H) = L(F,G) die Form

E:Esf1+E+ZgJ~nD3+ und HZH571+.H+Zf]‘77R?jl
Jeg Ied

mit (Ey_y, Hooy) € L2 (Q) x L2 1(Q) und (B, 1) € qDU(92_,) x nRIT1(30_,).

In der in Satz 6.46 vorliegenden Form kann £ nun iteriert werden. Wegen der ,Nebendiagonalform” des statischen
Maxwell-Operators ist es notwendig, das Ergebnis fiir gerade und ungerade Potenzen von £ zu unterscheiden.
Dazu miissen wir eine weitere Schreibweise einfiihren:

Fiir j € Ng und I := (k,0,m,0) € J bzw. J = (L, y,n,0) € J sei

I = (k+j,0,m,0) bzw. Ji=U+3,v,n0)
und weiterhin fiir Teilmengen J bzw. J von 7 bzw. j
Jj=A{l;: 1€3} bzw. d;=1{J;:J€d}

Fiir gerade j gelten dann I; € J bzw. Jj € J und J; C J bzw. d; C 7, hingegen I; € J bzw. Jj € J und J; C J
bzw. J; C J fiir ungerade j .
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Satz 6.48 o
Seien j €N, s € (j — N/2,00)\ [ und J x J eine endliche Teilmenge von J x §, so daf

nDUI) NLIIQ) = {0}  wnd  gRTH(I)NLTTT(Q) = {0}
Desweiteren sei
7 > max{0,s — N/2} und T>j—1-—3s
sowie T > s+ N/24hy, fallsJ# 0, und T > s+ N/2+4 hy, falls J # 0.

Dann ist

FI_ (93770 09) x GITL(33/71 Ud;) , falls j gerade

L9 :F1(J) x GITHg) —
Fg_j(JSS_jj_l Ud;) x Ggf;(ﬂfﬁ;l UJd;) , falls j ungerade
wohldefiniert und ein stetiger linearer Operator, dessen Wertebereich in L29(Q) x L2 (Q) mit
t<s—j und  t<N/2—j+1 sowie t < —j — N/2 —max{hy, hy} , falls IUG #0,
liegt.

Bemerkung 6.49

Auch bei héheren Potenzen L7 von L ist nach Bemerkung 6.47 klar, wie die Turmformenkomponenten auf
Turmformenkomponenten abgebildet werden. Weiterhin zeigt diese Bemerkung, daf$ die neu hinzukommenden
Turmformen aus n@q(ﬂg;l) und 7]92‘”1(3;3;1) der folgenden Rekursion genitigen:

(F,G) besitze die Gestalt aus Bemerkung 6.47. Hat (E, H) := L7(F,G) die Gestalt

(E7H):<Es—ijS—j)+( Z eI'anv Z hJ'nRquJrl)

S Jegsict
1 .
(Z fr- nD(IIJ , Z gJ- an]];r ) , falls j gerade
Ied Jed
+

(Z 87 UDZJ., Zf[ -nR?;H) , falls j ungerade
Jed Ied

mit (Bs_j, Hy_j) € L?fj(Q) X Lifjl(ﬂ) , so besitzt (E,H) := L(E,H) = LIT(F,G) die Form
(Evﬁ) = (Esfjflvﬂsfjfl) + ( Z é[ : ana Z iLJ : an]H)
1€359 Jeasd

s—j—1 s—j—1

(ZgJ : 77D3j+172f1 : nR?Ji) , falls § gerade
Jed Ied
+

(Z fr- 77DZ+1 , Z g7 - nR‘}:}l) , falls j ungerade
Ied Jeg

mit (Es_j_1,Hs—j_1) € Lgfj_l(Q) X Lz_qu_ll(Q) . Hierbei gelten fiir I € J?_J;l und J € 3%;1

61':}~lj+ und hJ:€J+
Wir wollen einen Spezialfall des letzten Satzes, J = J = (), noch extra notieren:

Korollar 6.50
Seien j €N, s€ (j—N/2,00)\[,t<s—j,t<N/2—j+1 und 7> max{0,s — N/2} sowieT >j—1—s.
Dann ist
‘ <j—1 1 q<i—1
£ FI0) x GIT(0) — B0 < GIT I

5= s—=J

ein stetiger linearer Operator, dessen Wertebereich in L79(Q) x L2 (Q) liegt.



106 Elektro—Magneto—Statik

6.5 Statische Operatoren zweiter Ordnung

In diesem letzten Abschnitt wollen wir wieder alle ¢ € {0, ..., N —1} zulassen und N diirfte in den ersten beiden
Lemmata auch gerade sein.

Es bleibt noch zu zeigen, daf in den Ausnahmefillen des Satzes 6.39 sowie der Lemmata 6.41 und 6.43 die
Ausnahmeform nA!_; bzw. nAY 7! nicht auftritt. Zu diesem Zweck definieren wir (vgl. mit Definition 6.15 und
Bemerkung 6.16)

’Dgf yfalls g=0 A s> N/2 -2

° @g = 7@2’5&4} _fRé’i yfallsgq=1 A s> N/2-1 ,
N ;
{0} , sonst
_Ulé\f’lz yfallsg=N—-1A s> N/2 -2
° fngrl ::*Rjjlflir _Dé\fl_l’l yfallsg=N—-2As>N/2-1
{0} , sonst

und beweisen

Lemma 6.51
Seien s € [1,00) \ I und 7 > max{0,s — N/2} . Dann ist
Bav ¢ (X1,(Q) @nDI,) NoDL(Q) — (DIQ) N H(Q)*

loc

E — divp~trot E

ein stetiger und surjektiver Fredholm—Operator mit Kern N(Aaqiv) = HI(Q) .
Hierbei sei X4(Q) := {E € R{(Q)NDUQ) : p~ 1ot B € DITI(Q)}.

Beweis:
Der Beweis erfolgt analog zu den Beweisen der Lemmata 6.19 und 6.20 bzw. 6.26 und 6.28, daher werden wir
viele Argumente abkiirzen.
Ein F € D?_, erfiillt
divE =0 und divrot E =0

Zusammen mit den Voraussetzungen an 7 liefert dies die Wohldefiniertheit von Agjy . Natiirlich ist Agjy linear
und stetig. Mit Lemma 6.18 ist H?(Q) C N(Agjy) und fiir ein £ € N(Agiy) € X2,(Q) haben wir andererseits
mit Lemma 4.23
0= (divp'rot E,E)q = —(u ' rot E, rot E)q ,
——
eDIt1(Q)

d.h. B € HL, () = HI(Q), also HI(Q) = N(Agiy) - Bleibt noch die Surjektivitit zu zeigen. Sei dazu
F € ¢DY(Q) N HY(Q)™*
und F seine Nullfortsetzung nach RY . Mit Hilfe des Korollars 2.9 gilt

fi=F— > a;'(F,P8)ay - CQLL, € W(A)
0=1,...,4,
a<sf%,
m=1,...

und Satz 2.10 liefert ein e € H>%, mit Ae = f. Der Ansatz

E:=n-e+¢
fihrt uns mit Lemma 6.14 zu dem System
. divp = —divne € (D1 Q) N HITH ()L, (6.28)
o divu 'rotp=F —divu 'rotne € (DY(Q) N HI(Q)* . (6.29)

Da wir s > 1 vorausgesetzt haben, kénnen wir uns der klassischen Theorie bedienen. Satz 2.21 (mit H =F,
G:=0, f:=F—divp 'rotne, y:=0, v:=¢ und den Ersetzungen ¢ ~ ¢+ 1, € ~ ,u_l) liefert nédmlich ein

Lemma 6.32
-

H € uDT(Q) N RIFL(Q) N o1 J () Lt oR7T(Q) N HIH ()
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mit div ' H = F — div g~ rot ne. Mit Satz 2.19 finden wir zu diesem H ein

p€eRL(Q)NDL(Q) mit divp = —divge  und rotp = H
Somit ist ¢ € X?2,(12) eine Losung des Systems (6.28), (6.29) und damit eine Losung E des Systems
divE=0  und divp lrot E=F

gefunden. Es fehlt noch der Nachweis ihrer speziellen Gestalt, d. h. E € D(Ag;y) -
Da ne € X?_,(Q) trivialerweise gilt, bleibt nur noch ¢ zur Diskussion. Zunéchst haben wir mit Korollar 3.8 z.

B. p € H*¢ (A(ro)) und daher gilt in A(rg) mit p~! =Id +/i

div =t rot ¢ + rotdivp = F — div u "t rot ne — rot divne = F — Ane — divﬁrot ne
=F—-A((n—1)e) — Ae —div fitot ne
=f
:A((l— ne ) div firot ne + Z alt F Pqe>RN CQ ,
(=1,...4,
U<57%,
m=1,...
folglich
Ap=A((1-n)e) — div firot(ne + @) + Z a;1<F,P” > C’Q
£=1,... 4,
(e S—ﬂ
>
m=1,...

Im Falle kompakter Stérungen fi und /1, besitzt Ag also einen kompakten Trager und es gilt divy € L2’q 1(Q) .
Mit Lemma 6.18 und Bemerkung 5.14 erhalten wir daher

peL2%()@,D? ,  und damit auch  p e X? ()@ ,DL,

Man beachte, dafs hier die Integrierbarkeitsbedingung an rot ¢ fehlt. In diesem Fall wire der Beweis beendet.
Falls & und i keine kompakten Tréger besitzen, kénnen wir zunéchst ein Analogon zu Lemma 6.21 beweisen,
daft ndmlich aus

Ecl®(Q) , divEeL2'(A(p) und  divrot E € L29(A(p))
2

schon ¢ € L>9,(Q) @ 77®Z—2 folgt. Um dies zu zeigen, bendtigen wir dieses Lemma nur im Fall p = Id.
Mit dieser Kenntnis liefern uns
E e X%,(Q)nH>!(A(ro))

und das System
divE =0 , divrot E = F — divjirot E € me{g 147} (A(ro))

mit dergleichen ,Hochhangel”™-Technik wie im Beweis von Lemma 6.26 in endlich vielen ,,7—Schritten” schlielich
EeX! ,(Q)o,Di,

Damit ist der Beweis beendet. n

Analog zum vorherigen Lemma erhalten wir

Lemma 6.52
Seien s € [1,00) \ I und 7 > max{0,s — N/2} . Dann ist

Are = (YIEEL(Q) @RI N Rq+1(Q) . Ofigﬂ(g)m&cqﬂ(Q)L

loc

H — rote tdivH

ein stetiger und surjektiver Fredholm—Operator mit Kern N(A.q) = HITL(Q) .
Hierbei sei YT!(Q) := {H € RIF}H(Q)NDIT(Q) : e~ 1divH € RY,,(Q)} .

Unser urspriingliches Anliegen in diesem Abschnitt war, die Ausnahmeform nAl_; bzw. nAiV:ll im Satz 6.39 und
in den Lemmata 6.41, 6.43 auszuschliefen. Dies liefern die folgenden abschliefenden Lemmata und Bemerkungen:
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Lemma 6.53
Seien 1 <qg< N—-2,s€[l,00)\I undJ eine endliche Teilmenge von 7 mit mazimalem Homogenitdtsgrad hy ,
so dafs

nDI(J) NL3(2) = {0}

Weiterhin sei T > max{0,s — N/2} und 7 > —s sowie 7 > s+ N/2+ hy, falls T#0.
Dann gibt es zu jeder Form F € (L29(Q) & nD4(J)) N FU(Q) der Gestalt

F:FerprnD? mit F, ELi’q(Q) und freC

Ied
em R
E e X ,(Q)®nDi_, ®nDi(Jy)
mat
divp 'rot E=F
Dieses E hat die Form
E=E, ,+E+> f-qD} , E._,eX!l Q) , Eepdl,
Ied

Beweis:
Wir folgen der Grundidee des Beweises zu Lemma 6.41. Zur Losung des Problems

divp~'rot E=F =F,+» f;-nD} (6.30)
Ied
machen wir nun aber einen Ansatz zweiter Ordnung

E::e—l—Zf[-nD}Iz
1€7

Wegen divrot DY = DY iibersetzt sich dieser Ansatz mit =" = Id +/i in

divp~'rote=F — ZfI div ! rot(nD7))
I€d

=F.— Y f1-CaivrotyD}, = Y 1 -diviirot(nD])) =: f € FI(Q)
Ied Ied

(6.31)

Die Kompaktheit des Tragers des Kommutators Caiyrot,, und die Voraussetzungen an 7 sowie Korollar 6.33
liefern

£ € L29(Q) N FU(Q) = (DI(Q) N HUQ)E = W(Agi)
Mit Lemma 6.51 erhalten wir eine Losung e € (X?_,() @ 77@3_2) N oD (Q) zu (6.31) und somit ist eine

loc

Losung E der gewiinschten Gestalt zu (6.30) gefunden. |

Bemerkung 6.54

Nun kénnen wir das Auftreten der Ausnahmekomponenten nAév:ll im Fall g = N — 2 in Satz 6.39 und Lemma
6.41 ausschlieffen. Da diese lediglich fir s > N/2 auftauchen kann, zeigt namlich das obige Lemma fir solche
S (sogar fir1<q< N -—2undsé€[l,o) \]I), daf8 H := p~'rot E die eindeutige Losung des Problems

H e (' REHQ) N DL Q) @R @) ©0® T (0)) NGIN Q) wnd  dvH=F

1st.

Beweis:

Lemma 6.53 liefert fiir 1 < ¢ < N —2 (also insbesondere fiir ¢ = N —2), s > N/2 und zu F' = F, + Zfl -nD1Y
1€l

ein

Ee (X, e D!, ® nD(Js)) mit divp trot E=F
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und der F entsprechenden Gestalt. Mit (6.25) gilt nD? (35_12) =n DZ <21 ~ und wegen der Beziehung

)

2, +1 2.g+1
nDj, € Ly = nRY e Ly

folgt (3%), = 7*} und damit (fiir £ = 0) 9=, =70 , 0Tl , =799 , (3% ;) . Somit besitzt E mit Konstanten
el el e € Cund E;_» € X?_,(Q) die Gestalt

E=F; 5+ Z e} -nDI + Z e},~nD3++ e-n_R(l)ﬁ +Zfz-nD?2
———

Ie7? Jeg?
=2 Jo—1 nur fiir g=1As>N/2+1

Da D? fiir I € 39_, und R0 ; rotationsfrei sind und desweiteren rot DY = = R%"" sowie rot Df = RqJr1 = Rq+1

fir J € %, und I € J gelten, erhalten wir mit einem H, 1 € Rq+1(Q) N uDI1(Q)

ot E=H,oi+ Y el nRiT 4 froRiT € gr(9)
Jego_, €7

Mit H := g~ rot E gilt div H = F und die Voraussetzungen an 7 liefern schlieflich
H e (" RITH(Q) N DEHQ) @ nReH (30 ) @ nRe+(94) ) nGIH Q)
H enthélt also insbesondere im Fall ¢ = N — 2 keine Ausnahmekomponente nAiv_ _11 . |

Ganz entsprechend erhalten wir noch

Lemma 6.55
Seien 1 <qg< N—-2,s€[l,00)\I und g eine endliche Teilmenge von § mit mazimalem Homogenititsgrad hy ,
so dafs
NRIT(G) NLITH(Q) = {0}
Weiterhin sei 7 > max{0,s — N/2} und 7 > —s sowie T > s+ N/2+ hy , falls J # 0.
Dann gibt es zu jeder Form G € (L2771 (Q) @ nRITL(9)) N GTH(Q) der Gestalt

G=G,+ Z gy nR%H mit G, € Li’qJ“l(Q) und gseC

Jed
emn
H e YT(Q) @ nRIT; @ nRIT(3,)
mit
rote 'divH =G
Dieses H hat die Form
H=H, o+H+> g nRY"Y ,  Ho,eY(Q) . HenRlf
Jed

Bemerkung 6.56

Der letzten Bemerkung entsprechend kinnen wir das Auftreten der Ausnahmekomponenten nAl_| im Fall ¢ = 1
in Satz 6.39 und Lemma 6.43 ausschliefen. Da diese lediglich fiir s > N/2 auftauchen kann, zeigt ndmlich das
vorherige Lemma fiir solche s (sogar fir1<q< N-—2undsé€[l,o00) \]I), daff E := e~ div H die eindeutige
Lésung des Problems

Ee ((f{g,l(ﬂ) NeTIDI () @ nDUR,) @ 9DU3,) ) N FIQ)  und  rotE =G

1st.
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7 Niederfrequenzasymptotik

Nun sind wir im Hauptkapitel dieser Arbeit angekommen. Wir beginnen mit Folgerungen aus der Darstellungs-
formel im Ganzraumfall und kénnen zunéchst Null als Hiufungspunkt von P ausschliefsen. Desweiteren kénnen
wir sofort zeigen, daff fiir gewisse (F, G) die Losung L, (F, G) von Max(A,w, F, G) fiir w — 0 gegen die eindeutige
Losung Lo(F, G) von

Max(A, 0, F, G) := Max(A, 0,0, F, G, 0,0,0)

konvergiert. Wir sind aber zun#chst nicht in der Lage, irgendwelche Aussagen {iber die Konvergenzordnung
zu machen. Ahnliche Ergebnisse erzielt PICARD in [32] im Fall der klassischen Maxwell-Gleichung und unter
starkeren Voraussetzungen an die Daten.

Um die Konvergenzordnung angeben zu kénnen, diskutieren wir dann die Approximation der Losung fiir kleine
Frequenzen durch eine ,yverallgemeinerte Neumannsche Reihe”. Hier werden degenerierte , Korrekturoperatoren”
auftreten, die nur aus Losungen spezieller statischer Probleme bestehen. Wir fiihren den Ideen von WECK und
WITscH in [50] bzw. [53] folgend den ,Raum der reguldren Konvergenz” ein, auf dem der Losungsoperator durch
die Neumannsche Reihe ohne Korrekturoperatoren bis zu einer bestimmten Ordnung approximiert wird. Diesen
Raum werden wir dann durch Orthogonalitéitsrelationen charakterisieren kénnen und zeigen, daf er endliche
Kodimension besitzt und ein abgeschlossener Unterraum des Datenraumes ist. Die Projektoren auf diesen Raum
werden dann die endlich vielen Korrekturoperatoren erzeugen, mit denen dann die verallgemeinerte Neumann-
sche Reihe definiert werden kann, welche unsere Losung bis zu einer vorgegebenen Ordnung approximiert.
Diese Konvergenz zeigen wir zuerst in lokalen Normen und unter der stéirkeren Voraussetzung, daf die Trans-
formationen ¢ und p kompakte Storungen der Identitdt sind. Mit der Ganzraumasymptotik aus dem fiinften
Kapitel sind wir dann in der Lage, zu gewichteten Normen iiberzugehen. Wir kénnten dann sogar zeigen, daf
alle auftretenden Operatoren auch mit € und [, die keine kompakte Tréger besitzen aber hinreichend schnell
fallen, definiert werden kénnen. Die Losungsoperatoren mit den kompakten Stérungen approximieren dann die
allgemeineren Losungsoperatoren in der Operatornorm. Dies liefert dann mit einem allgemeinen Prinzip im Fall
der Helmholtz—Gleichung bzw. der linearen Elastizitdt in [50] bzw. [53] die Asymptotik auch in dem Fall der
nichtkompakten Stérungen. Bei der Maxwell-Gleichung ist dieser Schluf leider nicht mehr ohne weiteres durch-
fiihrbar und die Frage nach der Asymptotik bleibt im Fall nichtkompakter Stérungen des Mediums ungeklért,
gleichwohl wir eine positive Antwort erwarten.

Wir benutzen weiterhin die Generalvoraussetzungen (i)—(iv) aus dem vorherigen Kapitel. ,,N ungerade” set-
zen wir nun stets voraus, weil sonst unsere asymptotischen Entwicklungen durch das Auftreten logarithmischer
Terme zu kompliziert wiirden.

Aufserdem wollen wir nun den Rang der Formen generell auf

(v) 1<g<N-2

beschridnken. Da das (zeitharmonische) Maxwell-Problem fiir ¢ € {0, N — 1} dquivalent zu skalaren Helmholtz—
Problemen ist, verzichten wir auf diese Fille, zumal sie haufig die Behandlung von Sonderfillen erzwingen
wiirden. Durch die Benutzung der Formen BY(Q) schlieft sich der Fall ¢ = 0 sowieso aus.

Desweiteren werden wir die Voraussetzung (iv) zu der folgenden verschérfen:

(iv') suppéUsupp /i € Q. Wir kénnen und werden dann 7 immer so grof wihlen, daf
supp € Usupp it C U(0,79)
gilt. Insbesondere gilt dann auf suppn immer € = Id und p = Id.

Viele Resultate gelten aber auch unter der schwécheren Voraussetzung (iv). Wir werden dies bei den ent-
sprechenden Ergebnissen anmerken. Wie im letzten Kapitel geniligt dann jeweils die Differenzierbarkeit der
Inhomogenitéten € und fi in A(rg) . Insbesondere kénnten wir bei Voraussetzung (iv’) génzlich auf Differenzier-
barkeitseigenschaften von € und j verzichten.

Wir fiihren hier schon ein J € Ny ein, welches die maximale Ordnung fiir asymptotische Entwicklungen angibt.
In Abhéngigkeit von diesem J und N muf dann j in (1.34) geniigend gro gewihlt werden. Es geniigt (und dies
wollen wir stets ohne weiteren Kommentar voraussetzen) z. B.

(vi) J>4F+1)+ N
7.1 Folgerungen aus der Darstellungsformel und einfache Niederfrequenzasym-
ptotik

Wir definieren fiir r € R, die Menge
Ciri={weCi:lw<r}
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Mit einer Abschneidetechnik liefert Satz 5.4 zunachst das

Lemma 7.1
Seien @ > 0, s € (1/2,N/2) und t := s — (N + 1)/2. Dann existieren Konstanten c,p > 0, so daf8 fir alle
weCqgs\{0}, alle

(F,G) € (L2%(@) NDI(A(ro) ) x (L277(Q) N REF (A(ro)) )
und alle Losungen (E, H) zu Max(A,w, F,G) die Abschdtzung

H (B, H)”Rg(sz)ng“(sz) sc: (”(F’ G) Ho,s,sz + H (B, H) Ho,o,smU(o.,p) +lwl ™ H(div Firot G)”O,S,A(TO))
gilt.

Bemerkung 7.2

Das obige Lemma bleibt auch richtig, wenn wir die Grundvoraussetzung (iv') wieder zu (iv) mit 7 > (N +1)/2
abschwichen. Es geniigt sogar, dafS die Ableitungen von € und fi nur mit der Rate T statt T + 1 abklingen.
Desweiteren gilt dies Lemma fiir alle g € {0,...,N}.

Beweis:

In Anlehnung an die Bemerkung beweisen wir das Lemma in diesem allgemeineren Fall.

Seien (E, H) eine Losung von Max(A,w, F,G) und (E, H) die Nullfortsetzung von n(E, H) nach RY . Diese

erfiillt dann auch die Strahlungsbedingung, liegt entsprechend in RY _, x qu_ll , sogar in H1<q_ L X Hi"iﬁl ,

und 16st ’ ’ ’ ’
(M +iw)(E,H) = (F,G) + Cyy(E,H) —iwA(E, H) =: (F,G) € DI x RTT'

denn 7 > (N +1)/2 > s+ 1/2 und (F,G) € D4(A(r)) x RI*(A(ro)) . Damit gilt (E, H) = L.(F,G) (L.,

ist der Losungsoperator des zeitharmonischen homogenen Ganzraumproblems aus Kapitel fiinf.) und Satz 5.4

liefert eine von w, (F,G) oder (E, H) unabhingige Konstante ¢ > 0, so dak die Abschitzung

I )]y < e (PGl + ol v Pt G ) 1)
erfiillt ist. Desweiteren liefern die Differentialgleichungen in A(rp)
iwdiveE =div F ) iwrot uH =rot G (7.2)

und in RV ~ ~ R ~
iwdivE =divF ) iwrot H =rot G . (7.3)

Kombinieren wir dies mit (7.1), erhalten wir

H (E, H)Ho,t,ﬂ <c (H(R G)”O,S,Q + H(E’ H)HO,O,QOU(O,TQ) + ”(E7 H)HO,SfT,Q + ”(div E,rot E[)HO,S,RN)
Den vierten Summanden der rechten Seite schitzen wir weiter ab

H (div E, rot f[) Ho,s,RN

<c- (H (B, H) H(),O,QmU(o,rz) + H(

div E, rot H) Ho,s,supp n)

<c-(|mn divéE, rot iH ol 7 @iv Frrot Gy acen))

)HO,‘s,suppn

<c: (H (E7H) ”QO,QDU(O,TZ) + |||(E’H)H|1,s—7'7supp77 + |w|71 ’ ||(d1V F’ rot G)”O,S?A(T‘Q))

Moo.0000m + ¢

Wir setzen diese Abschétzung in die vorherige ein, benutzen Korollar 3.8, die Differentialgleichung und nochmals
(7.2) und erhalten

”(E’ H)Ho,t,ﬂ <c: (H (F, G)Ho,s,a + H(E’H) Ho,s—T,Q + w7t ”(diV Frot G)Ho,s,A(m)>
Wegen 7> (N +1)/2, also s — 7 < t, liefert Lemma 4.8 ein p > 0 mit

H (E,H) H07t,Q <ec- (”(F7 G) ”075,9 + ” (E,H) HQO,QOU(O,p) + w7t ||(div Frot G)||O,S7A(T0))
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und die Differentialgleichung zeigt schlieflich die Behauptung. |

Wir wollen an dieser Stelle einen neuen ,,Datenraum”

Reg??(Q) := (L29(Q) N F4(Q)) x (L2T71(Q) NGt (Q))
° ° (7.4)
= (0DZ(2) NBI(Q)*) x (oRLT(Q) NBIH(Q)F)

einfithren. Die Bezeichnung wird erst spéter in Definition 7.7 nidher begriindet.
Mit Hilfe des obigen Lemmas erhalten wir den

Satz 7.3

Null ist kein Hdufungspunkt von P . Insbesondere kann sich P dann in ganz R nicht hdufen und es existiert ein

©>0,s0dafPNCyg=0. Somit ist L, fir allew € Cy 5\ {0} auf ganz Li‘i(Q) X Li"fl(Q) wohldefiniert.
2 2

Seien desweiteren s € (1/2,N/2) und t := s — (N +1)/2. Dann gelten:

(i) Es gibt Konstanten ¢ und 0 < & < @, so daf$ fir alle w € C4 , \ {0} und alle

(F,G) € DI(Q) x R (0)
die Abschdtzung

|£u(F.G) HOtQ (” (F,G) HOS ot Jw| 7 H(diVF7rOtG)H0

dgt1
+ Jw| ! Z| F,b00| + | ™! Z| G, bt )
gilt. Insbesondere ist gleichmifig bzgl. w € Cy ; \ {0} und (F,G) € Reg?’(Q) die Abschitzung

HEw(RG HOtQ <c: ” (F,G) ”o,s,ﬂ

erfillt, d. h. L, ist bzgl. w € C4 o \ {0} gleichgradig stetig. Die | - |o,1.o—Norm auf den linken Seiten kann
auch durch die natiirliche Norm in

(RI(Q) Ne'DI(Q)) x (n~'RITH(Q) N DI ()
ersetzt werden.

(ii) Gelten fir eine Nullfolge (wn)nen C Cy o \ {0} und eine Folge ((F,,Gy)) C DI(Q2) x ﬁg“(Q) die

Konvergenzen

neN

o (Fn,Gp) =2 (F,G) in L>(Q) x L27TH(Q) ,
o —iw (divF,,rotG,) = (f,9) in L27HQ) x L212(Q) ,

n—oo

. —iw, <Fn,b>Q'———)Cp in C fir £=1,...,d, ,
. —iw Y (G, b7 72 g in C fir £=1,....dgs1

so konvergiert
(Bn,Hy) ==Ly, (Fr,Gy)  in (RYQ)Ne'DYQ)) x (p7'RITHQ) N DITH(Q))
fiir alle t < t gegen

(B, H) = (Max. ' (f,G,C), Maxr '(F,g,€))
die eindeutige Losung des statischen Problems Max(A,0, f, F,G,g,(, &) aus Satz 6.36 bzw. 6.38. Insbe-
sondere konvergiert fir w € Cy g \ {0} und (F,G) € Reg 0( ) die Losung L,(F,G) fir w — 0 in
Io{t‘i(Q) X Dg“(Q) fir alle t < t gegen Lo(F,G) (siehe (6.18)), die eindeutige Lisung des statischen
Problems Max(A, 0, F, G) .
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Bemerkung 7.4

(i) Dieser Satz gilt auch, wenn wir (iv') durch (iv) mit 7 > (N + 1)/2 ersetzen und die Ableitungen von &
und i nur mit der Rate 7 abklingen.
Desweiteren bleiben alle Aussagen fiir ¢ # 0 richtig.

(il) Wir wollen im weiteren Verlauf der Arbeit dieses & aus dem obigen Satz fizieren und auflerdem nur
noch Frequenzen w aus Cy g betrachten. Wegen PN Cy o = 0 ist L, dann auf ganz LZE(Q) X Li"fl(Q)
2 2

wohldefiniert.

Beweis:
Wir wollen den Beweis Bemerkung 7.4 (i) entsprechend in diesem allgemeineren Fall durchfiihren.
Wiire 0 ein Haufungspunkt von P oder die Abschétzung in (i) falsch, so gibe es eine Nullfolge (wp, )nen € C\{0}

und eine Folge von Daten ((F,,Gy)), .y C (DZ(Q) x RITH(Q)) N N(Max, A, w,,) " mit | Ly, (Fn, Gn)ly, o =1
und
. |Fas Gulg o0 ——0
o wu Tt H(divarot G")Ho .0 20 ,
° \wn\71~|<Fn,bz>Q’ﬂ>O fir £=1,...,dq ,
. wa |71 (G, b o] S50 fir £=1,...,dgyn
Definieren wir (Ey,, Hy,) := Ly, (Fn, Gr) , so schliefen wir aus der Differentialgleichung
(M 4+ iw,A)(E,, H,) = (Fp,Gy)
zunéchst iw, (diveE,, rot uH,) = (div F},,rot G,,) und erhalten
|M(E,, Hp)|,,q ——0  sowie  |(diveE,,rot uH,)|,, o ——0 . (7.5)

Damit ist (E,, H,) in

(RY(©) Ne™'DY(Q)) x (p'RITH(Q) N DY)
beschrinkt und die LMKE liefert eine Teilfolge, welche wir wieder mit ((Em H’n,))nEN bezeichnen wollen, die
fiir alle £ < ¢ in L?’q(Q) X L?’QH(Q) konvergiert. Wegen (7.5) konvergiert sie sogar in

o

(RI(Q) N='DYQ)) x (1~ 'RIFI(Q) N DITL(Q))

und zwar gegen ein

(B H) € HUQ) x p~ ! - HITH(Q)

Dat=s5—(N+1)/2 € (-N/2,—~1/2), kénnen wir o. B. d. A. £ > —N/2 annehmen und Lemma 6.22 liefert

m

(E,H) € HUQ) x p~ -1 HITHQ)

Desweiteren sehen wir fiir £ =1,...,d,
0 == Jwn| ™! [(Fu, b)) o] = |wn| ™" - [ (div Hy, b)) +iwn (B, b))a| = |(€En, b)o| = |(eE,b])a|
N———’

=0

d.h. Fe l%q(Q)J-E , und analog H € BT (Q)*+ . Mit Lemma 6.31 erhalten wir (E, H) = (0,0) und Lemma 7.1
liefert schliefflich von n unabhéngige Konstanten ¢, p > 0, so daf die Abschitzung

L= H (EmHn)”o,t,Q

n—oo

se (H(Fm Gn)”o,s,ﬂ + |w”|_1 ’ ||(div £y, ot Gn)”o,s,Q + ”(En’ Hn)“o,o,ﬂnU(O,p)) —0

gilt, ein Widerspruch.
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zu (ii): Nach (i) ist (E,, H,) in (RYQ) N e DY) x (p'RIT(Q) 1 DITH(Q)) beschrinkt. Daher und
wegen t = s — (N +1)/2 € (—N/2,—1/2) kénnen wir mit der LMKE eine Teilfolge auswéhlen, die wir wieder
mit ((E,, H”))nGN bezeichnen, so daft

(En,H,) “==: (E,H) in  L2%Q) x L277H(Q)
fiir alle € (—N/2,t) gilt. Aus der Differentialgleichung
M(Ey, Hy) +iwgA(Ey, Hy) = (Fn, Gp)
und w, — 0 sowie den Voraussetzungen folgern wir

. M(E,, H,) 2= (F,G) in L79(Q) x L2 (Q)

n—oo

o (diveE,,rot uH,) == (f,g) in L>7HQ) x L293(Q)
und z. B. fir £ =1,...,dg41

+1 i +1 i
(WH,, b )a = o (rot E,,, 0] o o
=0

(G, bt hg =2 ¢,

n—oo

sowie analog (eE,,bl)q ~— , fiir £ =1,...,d, . Damit ist (F, H) ein Element von
(RE_y(@)Ne DLy (Q)) x (1 'RI7y () NDL"y ()

N N
>—% >—% 2

und 16st das System

° rot E =G , ° divH =F ,
° diveE = f , o rot uH = g ,
o (eEbWa=¢ , fL=1,....d, o (wH, Mo =6 . k=1,...,dg

Da 7 > N/2 — 1 und dieses System

(f,F.G,qg)
€ (L27HQ) N FT7H(Q)) x (L2YQ) N FU(NQ)) x (L29THQ) N GrT(Q)) x (L292(Q) N GrT2(Q))

impliziert, ist (E, H) nach Satz 6.38 die eindeutige Losung (E, H) des Problems
Ma’X(A’ 07 f’ F7 G7 g7 C? g)
Da der Grenzwert (E, H) = (E, H) eindeutig ist, muf schon die ganze Folge ((E,, Hn))nGN in L24(Q)xL2IT(Q)

gegen diesen konvergieren. [ ]

Korollar 7.5
Seien die Voraussetzungen des Satzes 7.3 erfillt und die Operatorenrdume

B = B(Regl"(02), R} (?) x D™ ()
definiert. Dann sind | L, |, gleichmdfig bzgl. w € C, o (also auch fiir w = 0) beschrinkt und die Abbildung

L - (CJr,cIJ - Bs,f

w — L,

ist fiir alle t < t gleichmdfig stetig.



Dirk Pauly — Niederfrequenzasymptotik der Maxwell-Gleichung im Aufengebiet 115

Bemerkung 7.6

(i) Die Behauptungen des Korollars bleiben auch mit B, ; := B( Reg?°(Q), L77(Q) x Lf’QH(Q)) richtig, denn
1£ol5, ; < 1LolB, ;-

(ii) Wie bei dem letzten Lemma und Satz, gelten die obigen Resultate auch, wenn wir nur ¢ # 0 fordern und
(iv') durch (iv) mit 7 > (N + 1)/2 ersetzen. &, i und deren Ableitungen missen lediglich mit der Rate T
abklingen.

Beweis:

Mit Satz 7.3 gilt PN Cy, = 0, also sind £, fiir w € C, 4 \ {0} auf L29(Q) x L2 (Q) und damit auch L
wohldefiniert. Desweiteren sind nach Satz 7.3 (i) und Satz 6.39 (siehe (6.18)) | L. |5, , gleichméRig bzgl. w € Cy g
beschrankt. Wir miissen somit nur noch die Stetigkeit von I nachweisen. Satz 4.34 liefert die Stetigkeit von IL
auf C4 ; \ {0}, so daf nur noch die Stetigkeit im Nullpunkt zu zeigen ist.

Die gegenteilige Annahme (Man vergleiche mit dem Beweis zu Satz 4.34.) liefert ein § > 0, eine Nullfolge
(wn)nen C C o\ {0} und eine Datenfolge ((F,,G)) C Reg?%(Q) mit [(Fn, Gn = 1 sowie zugehorige
Folgen von Losungen

neN )HO,S,Q
i (emhn) = Ewn(FnaGn) s
o (b hn)i=Lo(Fo,Gy)

so daf fir alle n

” (ena hn) - (én7 iLn) H (76)

o >
RIQ)xDIH(Q) —

gilt. Dann sind (ej, h,) nach Satz 7.3 (i) und (é,, h,) nach Satz 6.39 und damit auch
(Ena Hn) = (e’ru hn) - (é’ru iLn)
gleichmiifig bzgl. n in (RY(Q) Ne~'D{(Q)) x (u 'R (Q) N DI (Q)) beschriinkt. Es gilt sogar

(€ns hn)s (Ens o), (B, Hy) € (RE(Q) N~ 10DY(R)) x (1 R (Q) N DEFL(Q))

Die LMKE liefert eine in Lif(Q) X Li’?“(Q) konvergente Teilfolge von ((E"’H”))neN’ welche wir wieder

((En, H"))n ¢y Dennen. Fiir diese Teilfolge (sogar fiir die urspriingliche Folge) gilt

M(Ey, Hy) = —iwaA(en, ha) “=2(0,0)  in LP(Q) x L")

o]

und deshalb konvergiert diese Teilfolge sogar in (RZ,(Q)Ne~1,DZ,(Q)) x (u’loﬁ‘gl(ﬁ) NDL(Q)) gegen ein
(B, H) € 38 () x p L () ™27 L500(Q) x p 1 3 ()

~ o

Desweiteren haben wir per Definition (¢, h,) € B¢(2) x B7"(©Q)++ und wegen der Beziehung

o

iwnA(en, hn) = (Fp, Gn) — M(ep, hy) € BYQ)T x BITH(Q)*

folgt die gleiche Orthogonalitiit auch fiir (e, h,) . Daher gilt (E,, H,) € B4(Q) x B¢ () und dies vererbt
sich zu

[e]

(E,H) € B4(Q)* x BITH(Q) 4w

Nach Lemma 6.31 muf (E, H) folglich verschwinden. Da < t, steht dies aber im Widerspruch zu (7.6) und
damit zur Annahme. [ ]

Nun kénnen wir mit der eigentlichen Niederfrequenzasymptotik beginnen.
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7.2 Der Raum der reguliren Konvergenz und Projektoren auf diesen

Wir wollen nun rekursiv spezielle Datenrsiume definieren. Dazu benutzen wir die Definition von Reg?%(Q2) in
(7.4) als Rekursionsanfang und nennen diesen den ,Raum der reguldren Konvergenz 0-ter Stufe”. Mit Hilfe
des Korollars 6.50 kommen wir zu folgendem Rekursionsschritt:

Definition 7.7
Seien J € N und s € (J — N/2,00) \ L. Wir definieren fir j =1,...,J den ,Raum der reguliren Konvergenz
j—ter Stufe” durch die Rekursion

Reg?’(Q) := {(F,G) € Reg??(Q) : L7(F,G) € Reg?’,(2)}
Bemerkung 7.8
(i) In obiger Definition konnten wir den Rekursionsschritt auch durch
Reg?” () := {(F,G) € Regd?~1(Q) : L7(F,G) € L27,(Q) x L2911 ()}
ersetzen.

(ii) Der Raum der reguliren Konvergenz Reg??(Q) ist dadurch charakterisiert, dap fir (F,G) € Reg?’ ()
bei keiner Iterierten £(F,G), 7 =0,...,J, Turmformen n~ D%* oder n_Rﬂyﬁ}’e auftreten.

o,m

(iii) Nach Korollar 6.50 kénnen wir fir j = 0,...,J die Riume der regularen Konvergenz j—ter Stufe auch
dann einfihren, wenn wir die Voraussetzung (iv') zu (iv) mit

T > max{0,s — N/2} und T>J—s5-1
abschwdchen.

Nun kénnen wir zeigen, da auf Reg?” () fiir £, die ,verallgemeinerte Resolventenformel”, wie sie fiir (M —w) ™!
in C\ R gilt, bis zur Ordnung J erfiillt ist. Damit konnen wir dann nachweisen, daf £, durch die ,iibliche

Neumannsche Reihe” bis zur Ordnung J approximiert wird.

Satz 7.9
Seien J € No und s € (J 4 1/2,00) \ T. Dann gelten fiir alle w € Cy 5 \ {0} und alle (F,G) € Reg??(Q) die
Gleichungen

J—1
Lo(F,G) =) (—iw) LoLI(F,G) + (—iw)’ L,L*(F,G)
j=0
J
= (—iw)LoLI(F,G) + (—iw)! (L, — L)L (F,G)
7=0

und fir s € (J+1/2,3 + N/2)\ 1 sowie t < t := s —J — (N + 1)/2 gleichmdpig bzgl. (F,G) € Reg??(Q) die
Abschatzungen

0 [ero-Yewaewa), =) ek,

sby

<.
Il |
[en) =

M-

Il
=)

@) [euro) =Y (iwp Lt (G| = o) [EO),,q

J

Bemerkung 7.10
Auch hier konnen wir die Voraussetzung (iv') zu (iv) mit

7> max {(N +1)/2,s — N/2}

abschwdchen.
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Beweis:
Fiir (F,G) mit
LI(F,G) € Reg?®,(Q) L2 (Q) x L29T Q) . j=0,....0
2

> 2
ist £,L7(F,G) nach Satz 4.29 wohldefiniert. Damit ist auch
J-1

(B, H) =Y (—iw) LoLI(F,G) + (—iw) L, L (F,G) (7.7)

Jj=0

wohldefiniert und wegen s > J+1/2 > J+ 1 — N/2 kénnen wir nach Korollar 6.50 £ sogar (J + 1)-mal iterieren
und sehen

J
= (—iw) Lol (F,G) + (—iw)! (L, — Lo) LY (F.G) . (7.8)

j=0

(E, H) ist ein Element von lo{‘i_ s () x Dq"r1 (Q) und erfiillt die Strahlungsbedingung. Wir beachten M Ly = Id
und (M +iwA)L, = Id, wenden (M + 1wA) auf (7.7) an und erhalten (M + iwA)(E,H) = (F,G), also
(E,H)=L,(F,QG).

Fiir s € (J+1/2,J 4+ N/2)\ T gilt s —J € (1/2, N/2) . Daher kbnnen wir Satz 7.3 (i) auf £7(F, Q) € Reg?;(Q)
anwenden und erhalten fiir den Korrekturterm £,L7(F,G) in (7.7) gleichméfig bzgl. w € Cy 5 \ {0} und
(F,G) € Reg??(Q) die Abschitzung

[ L E D0 < e [EED]pga<e [EDon

denn nach Korollar 6.50 ist £7 stetig. Mit Korollar 7.5 kénnen wir in (7.8) den entsprechenden Korrekturterm
(L, — Lo)L? (F,G) wiederum gleichmifig bzgl. w € Cy 4 \ {0} und (F,G) € Reg??(Q) durch

Moza < 160~ £o

(Lo — Lo)L?(F,G NI FO) g,y e 1Lo = Loln

B, s s—J,1 H (F’ G) HO,S,Q

w—0

0

abschétzen. (7.7) und (7.8) liefern dann die behaupteten Abschétzungen. [ |

Wir wollen nun Reg??(Q) durch Orthogonalitiitsbedingungen charakterisieren und sodann Projektoren auf
diesen konstruieren. Diese ermdglichen uns dann den Zugang zur exakten Bestimmung der Niederfrequenza-
symptotik auf Reg?°(Q) .

Lemma 7.11
Fiir 0 € Ng und (m,n) € {1,...,u2} x {1,...,u2"1} sind die ,speziellen wachsenden Dirichlet-Formen”

. Eopm = (1d fimax;li)ﬁaxg)n +D§:?n ,
L4 Ha,n = (Id _#max_lﬂmax)n—kRg;ﬂl?O

wohldefiniert und diese sind die eindeutigen Losungen der folgenden statischen Probleme:

¢ EU m € :H:< N O'(Q) N BQ(Q)LE ) EO' m +Dq’0 S L2,q N (Q)
° H; ., € ( 19{(1+1 U(Q)) N BT (Q) , Hy., — +Rq+1 012 q+1(Q)
Bemerkung 7.12

(i) Wir benutzen hier einerseits Max, bzw. ,Max als formale Abbildung und andererseits imazcgl bzw. ui))?afl
als die Inverse des Operators aus Satz 6.36.

(ii) Awuch dieses Lemma bleibt richtig, wenn wir die Voraussetzung (iv') durch (iv) mit
T>0 und T>N/2-1

ersetzen.
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Beweis:

Wir fithren den Beweis wieder im allgemeineren Fall der Voraussetzung (iv).

Die Eindeutigkeit der statischen Probleme ist durch Lemma 6.22 und Lemma 6.31 gesichert. Wir miissen nur
noch die Wohldefiniertheit der Formen FE, ,,, bzw. H, ,, zeigen, denn aus

Mar.Esm = (0,0,0) bzw. yMar H, , = (0,0,0)

folgt Eom € HL_x ()N BY(Q)* baw. H,,, € (u—lu_m‘f_l%_g(m) N BT (Q)L+ und damit die Exi-

stenz der statischen Probleme, weil der Definitionsbereich der Operatoren Max, bzw. ,Max in L2>(i ~ () bzw.
2

Li"i&l (Q) liegt.

Wegen Grundvoraussetzung (ii) (suppn Nsuppb] = @) folgt mit Bemerkung 5.24

Mar.n" DL, = (div(ent DEY,), rot(n™DLY,),0)
= (Caiv,y TDLY, + div(énT DLY), Cropy T DLY, ., 0)

o,m>

€ (Li’fl () NFIHQ)) x (LELTH(Q) N GTHH(Q)) x {0}

o’—%—i—r-{-l vox
Dat>o,gilt —o — N/24+7+1>1— N/2 und damit

Max.n™ ch,i?n e W!

N
>1-X

(©2)

Mit 7 > N/2—1 (vgl. mit Satz 6.38) sind dann nach Satz 6.36 Dﬁaxglﬂ)?axsn+D§:9n und somit E, ,, wohldefiniert.
An dieser Stelle wollen wir anmerken, daf fir 7 > s+ o0+ N/2 -1

Max.n ™ DL, € WIQ) (7.9)
gilt.
Ein analoges Argument liefert auch die Wohldefiniertheit der Formen H, ,, . |
Lemma 7.13

Seien J,0 € Ng, (m,n) € {1,...,ul} x {1,..., 08"} und s € (J+1— N/2,00) \ I sowie j € {0,...,J}. Dann
sind J Iterationen von L auf den Formen E, , und H,, wohldefiniert und es gelten fiir gerade j

. LIN(E,,,0) —n(tTD%I,,0) € (D?

o,m? s—j—1

(@) @nDII37, ) x {0}
. ﬁjA(O,Ho,n)—n(OﬁRZ#j)e{O}x(§q+1 (Q) @ RIS ))

s—j—1 s—j—1

sowie fiir ungerade j

o LIA(Eppn.0) - (0, RI) € {0} x (R, () @RI (@E, )

s—j—1 s—j—1

. LINO, Hon) —0(*DE3,0) € (DI_;_1 () @ qDU(IT; 1)) x {0}

o,n’ s—j—1

Desweiteren haben wir

LIN(E g, 0), LIN(0, Hp) €120 (Q) x L2TH - (Q)

<—oc—j—% —o—j—&
und somit

LINEq,m,0), LA, Hy ) € L29(Q) x L29ITNQ) & t>045+N/2

Genauer: Es existieren eindeutige Konstanten f.j’”", C.j’”" € C und eindeutige Formen

el € (eR7_, , (@ NBIQL baw. hi e (D (@) R (@ nBU @)t

(Q)) n D!

s—j—1
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so dafs fiir gerade j

¢ LMo, 0) =n("DEL 0+ >0 &7 n(DLO) + (¢hns0)
1e3ss S

. LIN0, Hy ) = (0, PREFL) + Y~ 7™ (0, RS™) + (0,1, ,)
Jegsi

s—j—1

und fiir ungerade j

o LN Eom,0)=n(0, "RV + D> 7" nO0,RT) +(0,0],,)

JeIT

o LIAN0,H,y) =n(tDLI,0) + Z g7 (DY, 0) + (€l,,,,0)
13

—j—1

gelten.

Bemerkung 7.14

(i) Dieses Lemma gilt ebenso, wenn wir die Voraussetzung (iv') zu (iv) mit
T>0+4+s+N/2-1 und T>J—s
lockern.

(ii) Nach Bemerkung 5.17 gelten fir ungerade j < J sogar

* ‘CJA( o,m) 0) —n(0, +Rq+1’j) € {0} x qatt (ng‘ )

S]].Sj].

o LIN0, Hy ) —n(*DE,0) € FL_, (0 1) x {0} ,

o,n’

denn gt RZH 1T ist rotations— und nt DLJ, divergenzfrei.

(iii) Weiterhin geniigen die Koeffizienten der Rekursion

jtlov _ ¢jov _
. C 7 , IeJS] 1 s v=m,n

J+1<7V_ J,o.v _
° f = (7 , JEHS -1 , v=m,n

und damit auch

J+2,0v _ ¢jov <Jj —

° g =& , I1eJ;” ] 1 B v=m,n ,
J+20V, J,o.v _

e (7 = (7 , JEHS -1 s v=m,n

Beweis:

Wir beweisen die Behauptungen wieder im allgemeineren Fall der Grundvoraussetzung (iv).

Wenn wir zeigen konnen, dals £ auf A(E, ,,0) bzw. A(0, H,,,) anwendbar ist, folgen die Behauptungen bzgl.
der Darstellungen mit Satz 6.48 sowie Bemerkung 6.49 und diejenigen bzgl. der Integrierbarkeit mit Bemerkung
5.24, da die Tirme T D27 und TRIM die Integrierbarkeit bestimmen.

zu E, ,,, : Nach Lemma 7 11 mit (7.9) und Satz 6.36 sowie (6.26) haben wir

Eom € (DI () @0 D5, @ nDI(90_,) @ nAl_, ) N FHQ)
——
SN
Dat >0+ s+ N/2—1, liefert Bemerkung 5.24
eEom € (DI_4(R) @ DL, @y DU ) @ pAl_, ) N FI(Q)
——

nur fir
s>N/2
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Trite die Ausnahmeform A? | hier nicht auf (vg‘l. mit Satz 6.39, Lemma 6.41, Bemerkung 6.42, Lemma 6.43
und Bemerkung 6.44), so wiirde

(B 0) = (cFom,0) € FL_ ({(0,0,m,+)} UT_, ) x {0}

gelten und £7 wiire nach Satz 6.48 auf A(FE, ,,,0) anwendbar.
Zeigen wir also noch, daf auch im Fall s > N/2 und ¢ = 1 die Ausnahmeform nicht vorkommt. Dazu machen
wir den Ansatz

UU, +R2 , + Ug,m 3

um eine Losung des Problems

rote ' divUy,,, =0 , Usm — +R(27':}n € L2>2_E(Q)

2

zu finden. Dies fiihrt zur Bestimmung einer Lésung des Problems

rot e div g, = —rote ' divytRY), , Ug,m € L2>’27ﬂ (Q) . (7.10)

2
Nun gilt aber mit Bemerkung 5.24 und der Voraussetzung 7 > o+ s+ N/2 —1

rot ! div n+R2 L = Crot divarRa L+ rotédiv n*RZﬁn € L2<i Q) c L22(Q)

07%+T+1(

und somit
rote” ! divyTR2), € oRZ(Q) N H ()T = W(Asor)

Lemma 6.52 liefert hierzu eine Form .
Uom € Y7 5(Q) @ nR2 o

mit (7.10). Dann ist (vgl. mit dem Beweis zur Bemerkung 6.54)

Egp i=divUy, € (DL () @ n™ DL, @D (IL,_1)) N FH(Q)

und
€ Epm €Ly (@NBYQY L e~ D, €L (Q)
d. h. 5_1E~U7m = FE, m,» nach Lemma 7.11. Damit besitzt e, ,, fiir alle ¢ tatséchlich keine Ausnahmekomponente
Al .
Analog zeigen wir die Behauptungen iiber Hy , . |

Wir wollen an dieser Stelle unsere Schreibweise fiir Indexmengen erweitern und definieren fiir &, ¢, K, L € Ny

o =% , 15F= UJk ,

seR

e d.o=Ua . &= Uae

seR

Diese neuen Indexmengen sind einfach

JSK:{(k,%u,—)eﬁ:kgK} und HEOL:{(&%V,—)EEj:fSL}

oo

Korollar 7.15
Seien J,0 € No und (m,n) € {1,...,pul} x {1,..., 2™} sowie j € {0,...,3}. Dann existieren eindeutige
Konstanten 97?7 € C, so daf§ auf suppn fir gerade j

] EJA( o ms ):( Z chrm Dl}, ) 7
195/
o LN Hon) = (0.7 RI) + D 7" (0.R5T

I E
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und fir ungerade j

o LAN(Egm,0)=(0, "R+ > g™ (0,RTT)
Jeds!
o LIN0,H,,) = (" + ) g (DY,0)

€15

121

gelten. Diese Reihen haben dasselbe Konvergenzverhalten wie diejenigen aus Satz 2.8 bzw. Satz 5.22, d. h.
sie konvergieren gleichmdfig auf suppn mitsamt allen Ableitungen auch nach Multiplikation mit beliebigen r—
Potenzen. Die Konstanten €% und (77 sind hierbei dieselben wie diejenigen in Lemma 7.13, wann immer sie

gemeinsam auftreten.

Beweis:

Wir zeigen die Darstellung fiir ein gerades j und LIA(E, ., O)’ . Die anderen drei Formeln erhalten wir

supp 7
dann analog.

Zunichst einmal gilt fiir (E,0) := LIA(E, ,,0) in Q
divE=0 und (MAYH*TY(E0) =(0,00

d. h. in suppn
divE=0 und M/TYE,0)=(0,0)

Fiir J+ N/2 < s ¢ I gilt nach Lemma 7.13

E:=E- Jng’j71 - Z 51’07" Df e Ls’qj 1(suppn) C LQ%’q_l(suppn)

S

div E =0 und Mt (E,0)

supp 7

supp 7

Also liefert Satz 5.22 mit eindeutigen Konstanten ¢°™ € C die Darstellung

_ E : J,0m  — g, (6:23) J,0m | 14
E supp 7 B 567%’/ D%V ! D
0<Z<], I€j<]\js )
Y>s—j— 177+Z i=
1<w<pd g

und damit die Behauptung.

Unser Nahziel ist nun die Charakterisierung von Regs’J (©2) durch Orthogonalitétsbedingungen. Einen ersten

Schritt dorthin machen wir im

Lemma 7.16
Sei s € (2— N/2,00) \ T und (F,G) € Reg?®(Q) besitze die Darstellung

Lo(F,G)=(E,H)+ > er-n(D},0)+ >  n;-n(0,RY™)

Ie1® Jedv_,

mit (E,H) (fig_l(ﬂ) Ne DY, (Q)) x (u —1R‘1+1(Q) N Dzﬂ(n)) und er,hy € C.

Dann gelten fiir alle I = (0,0,m,—) € 3%_; und J = (0,v,n,—) € 3°_,
(i) <(F7 G), (Eo,m: 0)>Q = ’
(li) <(F7 G)a (07 ’y,n)>Q = )
(iii) <(F, G) ﬁo (ECU7 ’0)>Q = ey 5
(lV) <(F7 G) EOA(O, ’y,n)>Q - hJ

Bemerkung 7.17
Hier geniigt es, j > 2(s+ 1) in (1.34) zu wdhlen.
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Beweis:
Wenden wir uns zuerst den Dirichlet—Formen (E, ,,,0) zu.
Fiir (0,0,m,—) € 9%_, gilt s > 0 + 1+ N/2, so daf wir nur Gewichte s mit

s>1+N/2
betrachten brauchen. Nach Lemma 7.13 sind
Eom € 3% () CoRY,,1 () und  LoA(Eyp,0) € {0} x DI Q) . (7.11)
Damit sind alle auftretenden Skalarprodukte wohldefiniert. Mit Lemma 4.23 und Lemma 7.11 erhalten wir
<M(E,H), (Eo,m70)>9 = (divH,Esm)o =0

und konnen so

((F,G): (Eoms0))g = (MLo(F, G), (Eq.m, 0))q
gﬁ; er- <MU(D?7O)’(EU,maO)>Q+ Z hy- <M77 (05R3+1)’(E0,m’0)>g

I N % Jedd_, —M (D3, 0)
= hy - (M°n(D%_,0), (Egm,0)), — Y hy - (MCarp(D5_,0), (Egm,0))q
Jedl_, Jea_,

bestimmen. Da der Kommutator Cys, kompakten Tréger besitzt, verschwinden alle Summanden der zweiten
Summe mit partieller Integration. Fiir J = (0,v,n, —) € §J°_; gilt in der ersten Summe

divyDj, =divy D& =0
nach Bemerkung 5.17 und somit M? n(D3,,0) = An(Dj,,0) = C(DF, ,0). Wir erhalten daher

((F,G), (Eom,0))g = > hy-{(C(DY_,0),(Egm,0)),

Jed%_,

Mit Satz 6.48, Bemerkung 6.49 und Korollar 6.50 ist unter den Voraussetzungen auch LoL(F,G) wohldefiniert
und besitzt die Darstellung

LoL(F,G) = (E*,H?)+ Y  ei-n(D},0)+ >  1nj-n(0,RY™)

<1 <1
1€, JeI; o

mit (B2, H?) € (RI_,(Q) Ne 'D?_,(Q)) x (1 'RITL(Q) N DIF5(Q)) und e?,h? € C. Desweiteren gelten fiir
I1€3% ;und Jeg?

2 _ 2 _
h7 =es und ey, =hy

Es folgt A™'M(E?, H?) € (RZ_, () Ne~1oD_;(Q)) x (u —10Rq+1(9)ngt}(Q)) und mit (7.11) sowie Lemma
4.23 erhalten wir

(MA™'M(E? H?), LoA(Egm,0)), = —(M(E?, H?), (Esm,0))

0 —{div H*, E, )0 =0

Q =
Damit bestimmen wir

((F,G), LoA(Egm,0)), = (MAT'MLoL(F,G), LoA(Egm,0)),,
= Y ef - (M’n(D},0),LoAM Egm,0)),+ > b3 (M?n(0,RT), LoA(Esm,0)),

1eg=t, 0 Jegst,
= Y b5 (MPn(0,RY), LoA(Eom, 0))o + > b7, - (M?n(0, RIT), LoA(Esm,0)),
J€3272 1632 1

denn g=', = 3% , 04! , = 3° ,U(99 ). Wie zuvor gilt M277(07R§++1) = An(0, RqH) = C(0, Rqul) nach
Bemerkung 5.17 und desweiteren M27(0, R%™) = Man(Di,O) = MMQU(D?M,O) M?C\ (DY, ., 0), also

?4277(07]%?]“) = MC(D%,O) — MQCMJ](D&,O) wiederum mit Bemerkung 5.17. Durch partielle Integration
olgt dann

<MC(D3+ ’ 0)7 LOA(EU,mv O)>Q = <C(D3+ ) O)v (Ea,ma 0)>Q
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und durch zweifache partielle Integration verschwinden alle Summanden der Gestalt

(M?Ciy(D5, ,0), LoA(Eq,m, 0)),,

Wir erhalten daher

<(FECD,£0A(E%JHAD>Q

=— Y 03 (C(D5,,0),(Eom,0))+ > b7, -(C(0,RF), LoA(Eqm,0))q

JeIT_s Iesg

Fassen wir die Ergebnisse bis hierher zusammen: Fiir (0,0, m, —) € J%_, gelten

hd <(F? G)’ (EU,TTHO)>Q = Z hJ : <CD3+aE0',m>Q 3
Jed?
o <(F; G)wCOA(EO',m7O)>Q = - Z h% : <CD3+7E0,W>Q
Jedl_,
+ Y ni, - (CO0,RIT), LoA(Egm,0)),,
Ie3%_,

und véllig analog fiir (0,7,n,—) € 4%,

hd <(F7 G)a (OaH’y,n)>Q = Z er- <CR?;~_17H’Y,R>Q ’
Iel1%_,
o ((F,G),LoA0,Hyn))y=— > €7 (CRI Hyn)o
Ie3°_,
+ > ) - (C(DY,,0), LoAO, Hy )y,
Jed%_,

Alle auftretenden Integrale erstrecken sich nur noch iiber supp V7, so daff wir fiir
(Ea,mv 0) ) EOA(Ea,ma O) ) (0, H’y,n) 3 EOA(Oa ny,n)

die Entwicklungen aus Korollar 7.15 einsetzen konnen. Mit den Orthogonalititseigenschaften aus Lemma 5.19
(mit K=1und Z<s—1-N/2,d. h. j>2(s+1) > N+2+2K +2Z7) schen wir
<CD3+7EU,m>Q = <CRq+1 H’y,n>Q =0

Iy >

und
1
<C(07R(}j )7£0A(E0,m70)>9 = 6[,(O,o,m,f) 3 <C(D3+a0)7£’0A(07H’Y7’ﬂ)>Q = 6J,(0,’Y,n,*)
Dies ergibt schlieflich fiir I = (0,0,m,—) € 3% ,

° <(F7 G)?(Eaﬂnyo)>ﬂ :O y
o ((F,G),LoA(Espm,0)), =h3, =e;

und fiir J = (0,7,n,—) € 3%,

° <(F7 G)?(OaHv,n)>Q =0 s
. <(F, G),ﬁoA(O,Hmn»Q = e?] =hy
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Lemma 7.18
Seien J € N und s € (J4+ 1 — N/2,00) \ 1. Dann gilt fir (F,G) € Reg?°(Q)

(F,G) € Reg?? () —

A (F,G), L A (B 0)) g 1 = ((F,G), LA, Hy ) ) o1 = 0

(k,a,m)e(%g"] R
(£y,n)e@tHd

Hierbei seien

017 = {(k,o,m) eNy :k<J—-1Ao<s—N/2—-k—1A1<m<pul}
und (-, - )a.a das (A-, - )o-Skalarprodukt.
Bemerkung 7.19

(i) Wegen der obigen Charakterisierungen ist Reg?” () ein abgeschlossener Unterraum von Reg?°(Q) und
L34(Q) x LY7HH(Q).

(ii) Die Indexmengen lassen sich durch

027 = {(k,0,m) € {0,. — 1} x Ng x N: LFMIA(E, ., 0) € L24(Q) x L22TH(Q))
bzw.
Ot = L(0,y,n) € {0,...,T — 1} x Ng x N: L71A(0, H,, ,,) € L29(Q) x L2271(Q)}
charakterisieren.
Beweis:

Die Charakterisierung der Indexmengen folgt mit Lemma 7.13.

Den Rest wollen wir durch Induktion iiber J beweisen:

Induktionsanfang (J = 1) : Fiir (F,G) € Reg??(Q2) sehen wir mit Lemma 7.16 und den dortigen Bezeichnun-
gen

(F,G) € Reg?!(Q) — N\ er=n;=0
1ed’ .,
Jegl_,
— A (F,G), LA(Egm,0)) g -1 = ((F,G), LA, Hypn))g o0 =0

(0,0,m)e0Lt,
(0,7,m) €011

denn ©2! = {(0,0,m) : (0,0,m,—) € J9_;} und O = {(0,~,n) : (0,7,n,—) € J_,}.
Induktionsschritt (J ~»J+1): Per Definition ist

Reg??1(0) = {(F,G) € Reg? (@) : L7+ (F, G) € Reg?®;_, ()}
= {(F.G) € Regl” () : L*(F.G) € Regl; ()}
so daf nach Induktionsanfang (F,G) € Reg?? ™! () genau dann gilt, wenn
(F,G) € Reg? ()

A N (LY F,G), LA(Egm,0))g 41 = (L7 (F,G), LA, Hoypn))g 2 =0
(0,0, m)€@
(0,7, n)E@q'H :

erfiillt ist. Aus £7(F,G) € Reg?';(Q) folgt insbesondere
LoL?H(F,G) € R7_;(Q) x DIT1(Q)

und mit Lemma 7.13 gilt
AT'LPA(Es 1, 0) € RT _, 5(Q) x {0} |
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denn (0,0,m) € ©%'; impliziert 0 < s —1—J — N/2, also s +1—J > ¢ + 2+ N/2. Lemma 4.23 liefert

(LI(F, G), LA(Bom, 0)) gy = (LoLITHE, G), MAT L2A(Ef 1, 0))
—(LIHF,G), L2A(Ey 1, 0))

Q

QA1

und wir erhalten induktiv

<£J(F G) ‘C’A( o,ms )>Q,A*1 = (_1)J ’ <(F7 G)"CJ+1A(EU,7'“O)>Q,A*1

Analog ergeben dhnliche partielle Integrationen

(LHE,G), LA, Hy )y = (1) - (B, G), L7A(0, Hoy ) gy 1

Daher erhalten wir
(F,G) € Reg??1(Q) — (F,G) € Reg? ()

A A (F,G), L N(Eg i, 0) g 1 = ((F,G), L7 A0, Hoy ) )y = 0

(0,0,m)€0%" 3
(0,7, n)G@?fl !

und die Induktionsvoraussetzung fiir Reg?” (Q) liefert schlieflich die Behauptung. |

Nun wollen wir explizit Projektoren auf Reg?”(2) angeben und suchen dazu eine duale Basis zu den Formen
LYA(Ey 1, 0)  und  LA(0,Hyon)
Wir definieren noch zu £ = ALy den Linksinversen—Operator
M :=MA! (7.12)

Reglon () := (L7L(Q) N FI(Q)) x (LIA Q) ngTH(Q) (7.13)

und kommen zum

Lemma 7.20
Zu o € Ng und (m,n) € {1,...,ul} x {1,...,ud*1} definieren wir

€on ‘= ﬁ_Dq’l ’ hom == 77_Rq+1’1
Fiir diese C*°~Formen und ¢,k € Ny gelten
o LEMMe,,,0) = Mi(e,n,0) € Reg<N+a ()

o LEMM0, hom) = MU0, hom) € Regy (D)

und

Mé+2(ed,n» 0), Me+2( hom) € Regvox(Q)
sowie fir s € (0 — N/2,00) \ I

MZJ’_Q(eU,n? ) MZ+2( O"I'TL) E R’eg (Q)

Beweis:
Nach Bemerkung 5.17 gelten div e, , = 0 und rot h, ,,, = 0. Mit Bemerkung 5.24 folgt daher

(o 0) s (0, hgm) € Regy | ()

Weiterhin bestimmen wir

. M(€gn,0) = M(egn,0) = (0, " REENC) + Cary (D&, 0) € Regy | (Q) (7.14)
2
o M?(eg,,0) = M?(e5,,0) = C(TDE},,0) = Cir,y (0, REEN0) + MCoyp (T DE1,,0) (7.15)
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und
. M(0, by m) = (" DLY,,0) + Cary (0, RET) € Regq<’N+a(Q) : (7.16)
o M0, hom) = M?(0,hem) = C(0,”RIT) = Cuaryy(TDEY,,0) + MChyyy (0,7 RETLD) (7.17)

Somit folgt fiir alle £ € Ny
supp M”Q(emn, 0) U supp M2 (0, ho,m) C supp Vn ,

also
MF(e50,0); MT2(0,hg ) € Regl) ()

Nach Satz 6.48 bzw. Korollar 6.50 sind also beliebig viele Iterationen von £ auf diesen Formen wohldefiniert.
Aufgrund der kompakten Trager erhalten wir fiir £ > 2

LM (ey,0) = M (es.n,0) und  LMYE0, hpm) = MY, hym) . (7.18)

Desweiteren haben die Formen (e, ,,,0), (0, hgm) und mit (7.14), (7.16) auch M(ey n,0), M(0, hy ) die rich-
tige Gestalt, so dafs (7.18) mit Korollar 6.50 auch fiir £ = 0, 1 folgt. Per Induktion gilt dann fiir alle ¢, k € Ny

LEM ey, 0) = ME(egn,0) und  LEMFT0, hy ) = MU0, ho )

Mit diesen Gleichungen und wegen der kompakten Triger von M2 (e, n,0) und M?(0,h, ) erhalten wir fiir
alle £ € Ny und s € (£ — N/2,00) \ I schlielich

M€+2(ea,n, 0), M“2(0, hom) € Regq’ ()

Lemma 7.21
Seien K,Z € Ngy . Dann gelten fiir alleo € {0,...,Z} und k € {—1,..., K} sowie alle (¢,~) € N3 und geeigneten
Indizes m,n

o (M"(ey,,0), LA(E, 1, 0)) 0

. <M€+2(ewo LA, Hon) )y = (=1)" Okt - 6oy " O

e (M )) g p1 = (=) 6kt Oy * O ,
( )

Bemerkung 7.22
Hierbei gendigt es, j > N +4+ 2(K + Z) in (1.34) zu wdhlen.

Beweis:
Aufgrund des kompakten Trégers von M?(e, ,,0) folgt fiir alle £ € Ny mit partieller Integration und (7.15)
SEL = (M2 (e 0, 0), LS A(Eg ), 0)) = (A" M) A M3 ey, 0), LA (B, 10, 0))

= (=1)" - (C(" D3, 0), ML A (Eg . 0))

vm

Q,A-1 Q

Q

Wegen ML = 1d und M(E, ,,0) = (0,0) verschwindet Slj;f; fiir £ > k + 2. Hingegen erhalten wir fiir £ < k +1

Skl = (~1)' - (C(~D&L,0), LA (B, 1n, 0)),,

und dieses Skalarprodukt kann nur fiir gerade k + 1 — £ von Null verschieden sein. Da sich das Integral nur iiber
supp V7 erstreckt, konnen wir die Reihenentwicklungen aus Korollar 7.15 fiir Ek“_éA(EU’m, 0) einsetzen und
sehen mit Lemma 5.19 auch in diesen Féllen

S =0
Mit denselben Argumenten muf sodann

SE4 = (M0, €441A 0 )

QA1
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fir ¢ > k 4+ 2 verschwinden. Im Fall ¢ < k + 1 ergibt sich wie oben
Skt = (—1)* (C(TDZL,0), LN (0, Hom)),

y,n?

Dieses Skalarprodukt kann nun aber nur dann nicht verschwinden, wenn k 4+ 1 — £ ungerade ist. Wieder diirfen
wir die Reihendarstellung aus Korollar 7.15 fiir £L¥*1=¢A(0, H, ,,) einsetzen. Hier tritt aber nun genau im Fall
k = ¢ ein Term auf, némlich *DZ]  dessen Skalarprodukt mit C'~ D% nach Lemma 5.19 nicht verschwindet.
Es folgt also ~

Sﬁ:g = (_1)6 : <C(7Dg’,}w 0)7 (+Dg:$n+liz’0)>g = (_1)€ : 5k,£ : 56,7 ' 5m,n
Die Behauptungen iiber

(MT2(0,hey ), LA (E g, 0)) und (M0, hy0), L0, Hon))

QA1 QA1

zeigen wir analog. |

Satz 7.23
Seien J € N und s € (J+1— N/2,00)\I. Dann gilt

Reg??(€2) = Reg?” (0) + 127
mit
Y27 = Lin {M**%(es 1, 0), MH2(0, Ry ) 2 (K, 0,m) € OTFHT A (£,7,n) € ©27)

Genauer: Jedes (F,G) € Reg?®(Q) laft sich eindeutig in

(F.G) = (Freg, Greg) + (Fr, G)
Mt (Freg, Greg) € Reg??(Q) und (Fr,Gy) € Y% zerlegen. Dabei sind

(Pr,Gr)i= > (=1 ((F.G), L A (B m, 0)) g 1 - MET2(0, higm)
(k,o,m)€0%”

+ > (FDF(FG), LA, Ho o))y o1 - M (66, 0)

(k,mm)E@ZJrl’J
und (Freg, Greg) == (F,G) — (Fr,G~) .
Bemerkung 7.24

(i) Die Riume Y%7 sind endlichdimensionale Teilriume von (C5~?(€2) x Cgo’qH(Q)) N Reg?’ () und die
Projektoren (F,G) — (Fy,Gy) bzw. (F,G) — (Freg, Greg) stetig.

(ii) Hier wire die Wahl j > 2(s +J 4 1) in (1.34) hinreichend.

Beweis:
Nach Lemma 7.20 gilt
197 © Reg?? ()

VOX

Fiir (F,G) € Reg?®(Q) folgt daher (Freg, Greg), (Fr,Gr) € Reg??(Q). Mit Lemma 7.21 erhalten wir fiir alle
(k,o,m) € 627 und (¢,7,n) € O+1J

{(FPr,Gv), LM A(Eym,0)) = ((F,G), LM A(Ey 1, 0))

QA1 QA1

und

{(Fr,Gv), L41A0, H, ) = ((F,G), LHA(0, Hyn) )y

0,A-1
Damit folgt fiir alle (k,o,m) € 647 und (¢,7,n) € OI+1J

((Freg: Greg) £ ME 1, 0))y 41 = (Fregs Greg). £ A0, Hy 1)) 1 =0

Q,A-1
und daher (Fieg, Greg) € Reg?” () nach Lemma 7.18. Wir erhalten

Reg?®(Q) C Reg??(2) + 7 C Reg?®(Q)  ,also Regl”(Q) = Reg?” (Q) + T2
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Somit bleibt nur noch die Direktheit dieser Summe zu zeigen. Sei dazu
(Fv G) = Z fk,cr,m ' Mk+2(ea,ma 0) + Z 8k,o,m * Mk+2(0, ha’)m) S Regs"](Q) n Tg’J
(k,a,m)E@g+1’J (k,a,m)G@g’J
ein Element des Schnittes. Wir wenden £ an und bekommen mit Lemma 7.20
L(F,G) € Reg’ () € L2% () x L29(Q)
= > fhom M e 0) + Y ghowm M0, R
(k,a,m)€(~)2+l’J (k,a,m)G@g’J
Fiir k > 0 besitzen die Formen M**1(e, ,,,,0) bzw. M**1(0, h, ,,,) kompakte Triiger. Mit (7.14), (7.16) gilt fiir
k = 0 hingegen
M(ea7m7 0) 9 M(O’ hO’,’m) e L2,q

<H 4o

(Q) x L2Y ., (9)

<H4o
und desweiteren

M(€gm;0), M(0, hgm) € LAT (Q) x L37TH(Q)

4o Y40
Wir erhalten somit
M(esm,0), M(0, hgm) & Lgfl (@) x Liffl(Q) )
denn (0,0,m) € O bzw. (0,0,m) € ©%7 impliziert per Definition N/2 + o < s — 1. Da die Formen
M(es,m,0) bzw. M(0, hy,p,) linear unabhéngig sind, miissen die Koeffizienten
f0,0,m bzw. £0,0,m
verschwinden. Wiederholen wir dieses Argument mit £7(F, Q) fiir j = 2,...,J, so erhalten wir schlieRlich fiir
alle (k,o,m) € @971 bzw. (k,0,m) € 697
from =0 bzw. Ek,om = 0

Damit ist Reg?”? (Q) N Y97 = {(0,0)} und der Beweis beendet. [ |

Nun haben wir alle Hilfsmittel zusammen, um die Asymptotik anzugehen.

7.3 Niederfrequenzasymptotik in lokalen Normen

Wir wollen zunéchst zwei neue Bezeichnungen einfiihren. Fiir K € Ny U {—1} definieren wir den Operator

K
Lok =Ly~ (miw)Lott | K>0 Lo _1:=L,
k=0
und desweiteren ein neues O—Symbol O’ mit folgender Bedeutung;:
Fiir die drei Symbole J' € {J —1,J}, ¢ € {t,#} und O’ € {0, 0} sei das Tupel
@.1,0) = J - 1,t,0) ,fallsJ =J -1
(J,t,0) Jfalls J/ =J

definiert.
Wir erhalten das

Lemma 7.25
SeienJ € Ny, s € (J+1/2,J+N/2)\Tundt < t := s—JI—(N+1)/2. Dann gilt gleichmipig bzgl. w € C4 5\ {0}
und (F,G) € Reg?"(Q) die Abschitzung
H.cw F.G)~ Y (M(FC) LM AE s 0)) s s Lok M0, )
(k,0,m)c©17
=Y GWHRG) LA, Hon) ) s - Lnar M (em; 0)
(k,a,m)e@g+1"]

= 0(lwl!) - |(F.G

0,t/,Q

)”075,9
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Beweis:
Mit Satz 7.23 zerlegen wir (F,G) € Reg?°(Q) in

(F.G) = (Freg: Greg) + (Fr.Gr) € Reg?” () + T2
und erhalten mit Satz 7.9 gleichméfig bzgl. w und (Freg, Greg)
Hﬁw,J’(Freg’Greg)”o,y,sz = O/(MJ) ’ H(FreyGreg)Ho,s,sz
Nach Bemerkung 7.24 folgt daraus
[£ear(F,G) = Lo (Fr, Go) g o = O'(101) - (RGN0
so daft wir nur noch fiir £ <J — 1 die Asymptotik der speziellen Formen
MF+2 (€5,m,0) und MFF2(0, ho.m)
zu bestimmen haben. Nach Lemma 7.20 gilt
ME2 (e, 0), MFF2(0,hon) € Regl®(Q)
so daf Satz 7.9 und Lemma 7.20
o Lop M TP (egm,0) = (—iw) L, LM R (€4 10, 0) = (—iw) LoM? (e0,m,0)
o Lop M0, hom) = (—iw) Lo LEMPT(0,hom) = (—iw)* Lo MP (0, hom)

liefern. Wir erhalten dann fiir 1 <k <J -1

J’
L Ew,J’MkJrz(emva) = Ew k— 1-/\/”€+2 617 'n’L7 Z 71(") j‘CO‘GJ-/\/lk+2(€U m70)
ji=k

J’
= (—iw)* L, M?(eg.m, 0 Z — 1wy Lo LI FMP (egm, 0)

_(—1w)kﬁw,]/ kM (€0m7 )
und analog

L J/Mk+2( am) = (71(4—)) w,J — kM ( am)
|

Wegen des vorherigen Lemmas miissen wir nur noch fir w € Cy 5\ {0},0<k<J—-1lundo <s—N/2-1
die Asymptotik der speziellen Formen

wJ’ kM (eama ) und wJ’ k:M( o'm)

bestimmen. Hierzu bedienen wir uns einer Technik, welche von WECK und WITSCH in [47], [48] und [49]
entwickelt worden ist und ihre ganze Stérke dann in [50] bzw. [53] zeigen konnte. Die Idee ist,

L, M? (eo,m,0) und EwMz(O,hmm)

mit den speziellen Ganzraumstrahlungslésungen des Abschnitts 5.5 zu vergleichen, um dadurch die richtigen
statischen Terme ihrer asymptotischen Entwicklungen identifizieren zu kénnen. Hierbei ist wesentlich, dafs die
Storungen € und i in € und p kompakte Trager besitzen.

zu L,M?(ey.m,0): | Nach Bemerkung 5.25 16st die Form

(ELw Hi%) € Hff%(A(l)) x H 0 (A(1))

o,m? <75
aus (5.44), (5.45) die homogene Gleichung
(M +iw)(Eys, HY) = (0,0)

o,m’
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und erfiillt die Strahlungsbedingung. Damit erfiillt auch

H(ELS, HLS,) € Y (@) < HE4(9)

o,m’ <— 5
die Strahlungsbedingung und 16st

(M +iwA)n(ELS, HES) = (M +iw)n(ELs, HES) = Chryg(ELS HES)

o,m’ o,m’

also gilt
L0y (Eg, Hen) = 1(Eg, Hy) (7.19)

o,m’

Aufgrund des kompakten Trégers der Form C’Mm(’Dg’}n, 0) haben wir

L,(M +iwA)Cagy(~DE1,,0) = Cop ("D, 0)

und folglich

LoMChpy(~DE1,,0) = (Id —iwLly,)Cary (T Dy, 0) (7.20)
Mit (7.15) erhalten wir dann
LoM(egm,0) = LoMChpy(T D&y, 0) + Lo,Crry(0, 7 RIT)
"2 Cupy(TDEL,,0) + Lo,Chrry (0,7 RIENY) —iw(TDEL,0))
"2V M(egm,0) — (0, " REEO)
FiwLuCaty (= 20,7 RE) — ("DE},0))

"= M(egm,0) — (0, REELO) — iwn(ELs, HLS,)
+iwl,Cur,y <(E1’w Hy ) — i((), 7Rgﬁr1z’0) - (7D‘q7:i""0))

o,m>

- M(emmvo) 7iwf’7(7Dg’,}mO)

+iw(LuCiry —n) ((ER Hys) = = (0.7 REL®) = (CDE1,.0))

i
w
Nach Lemma 7.20 gelten

n(iqul O) = ‘CO‘CMQ(eJ,mv 0) sowie M(eo,ma O) = £0M2(ea,ma 0)

o,m>

und dies liefert mit der vorherigen Rechnung kombiniert
Loa M2 (eg.,0) = iw0(LuCrry — ) (BES, HES) — 20,7 RIEL) — (“DEL,,0))
4 ) w : )

Setzen wir nun die Reihenentwicklungen aus (5.44) und (5.45) ein, sehen wir, daf gerade jeweils der erste Term
der (—)-Reihe von E}% bzw. H} % wegfillt, und erhalten

o,m m
LoaM2(€rms0) = iw(LoCnry = 1) (D (=iw)™ - (CDEAFL0) + =7 (=iw) - (0,7 REL)
k=1 k=1
q+1, 2v, —iw)2k . (T D2+l l g+l J2ve —iw)?k . (0. T RITL.2k )
+"io w ;( lw) ( o,m ’ )+ WKU w ’;)( lw) ( ’ o,m )

Erinnern wir uns an v, = N/2 4+ o und

I'(l-v,) ve+1/2
Tt Y v

Ky i= ngH =12v,47"°

so kénnen wir die obige Gleichung etwas kiirzer schreiben:

M2

(—iw)* (M —iw)("DE,0)
! (7.21)

g N3 (< iw) (M iw)(F DL 0))
k=0

Ew,1M2(ea,m7 0) = (77 - EwCJVI,n) (

ol
Il
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Diese Reihen konvergieren fiir w € C4 5 \ {0} und in R \ {0} lokal gleichmiiRig und somit insbesondere in
L2 (ﬁ) X leo’gH (ﬁ) Folglich konvergieren die Reihen Ciz, Y ... wegen der Kompaktheit des Trégers von

loc

Oy fiir alle s € R in L29(Q) x L2971(Q) | so dak die Stetigkeit von £,, die Konvergenz der Reihen

LoCum Y =Y LChry--.
- 2,q+1 .
in L<i%(§2) X L;ig (Q) liefert. B
Sei )}, ein beschranktes Gebiet mit supp Vi C Oy, € 2. Wir betrachten
(f,9) = Cay(M = iw)(F DL, 0) = (Caiv,y " REL, —10Cr0ry ™ DEH)
Mit Bemerkung 5.17 gelten

div f = —div niDgfff_l =0 und rot g = iwrot niRgﬁ,{’% = iwCrot,niR?,ﬁ;’%

Weiterhin steht (f,g) wegen supp(f,g) C supp V7 auf B4(Q) x B4T(Q) senkrecht und alle | - lo,s,o~Normen
fiir (f,g) sind mit |(f,9)],, o, Aquivalent. Beachten wir noch, daB supp Cror, beschréinkt ist, so folgt mit

Bemerkung 5.12 und aus Satz 7.3 (i) gleichméRig bzgl. k und w (sogar bzgl. o, m)

[£o(F.0)o00, < ¢ (107D + [Crotn ™ BEL o 0 0)

¢ (HiDg)ﬂQf+1 ||0,0,supp Vn + ”iRg:‘;rll,Qk

IA

H0,0,supp V'r])

C

IN

und damit auch gleichméfig bzgl. £ und w

(= LoCrrn)(M —iw)(*DE+ c

? 0) ”0,0,Qb S

Fiir K > J erhalten wir dann aus (7.21)

K—-1
|2, 0) = (1= £uCary) (X (1) ~ i) DEZ.0
k=1
K-1
+ e N2 ST (2 1w) (M — fw) (T DL, o))
k=0 0,0,

oo
< CZ |w|2k <ec- |w|2K
k=K

Wir wollen an dieser Stelle eine neue Schreibweise einfithren und definieren:

0.0, < ¢ |w|f gleichméfig bzgl. weCy,\{0}

‘
U~ = |w— v

Mit dieser neuen Notation haben wir also bis hierher

K—1
LM (00,00 537 (= 1w)™ (1 = LoCni) (M —iw)(" DI, 0)
k=1
K—1 (7.22)
+ Ky wiV+20 Z (_ iw)2k (77 _ »CwCM,n) (M _ iw)(Jng,’%erl, 0)
k=0

gezeigt. Nun steckt das einzig unbekannte w—Verhalten nach (7.22) in den Termen
L,Cny(M —iw)(FDLZEH 0)

Zur ndheren Untersuchung dieser Ausdriicke sehen wir mit Cysz,, = M?n — nM? = MCyy + CryyM und
Bemerkung 5.17
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L,Chrp(M —iw)(FDL2F 0) = L,Chpz y (FDEET 0) — L,(M +iw)Car,yy (FDE2ET 0)
= L,C(EDLEF 0) — Lo,(M +iwA) Capp(F DL 0)

o,m

kompakter Trager!

= L,O(F DL, 0) = COary (FDEH,0)
und somit fiir & € Ny
(1= LoChriy) (M —iw)(EDL2F0) = —L£,C((DL2F,0) + (M —iw)n(*DL2F 1 0) . (7.23)
Fir £ > 1 gilt
ME(EDEET,0) = MPn(*DETH,0) = Cage  (FDETT,0) + 0 (3D 7", 0)

= C(FDE2,0) + n(* D21, 0) € Regfh) ()

om om loc
Also kénnen wir nach Satz 6.48 £? auf Mzn(iDg:f,’fH, 0) anwenden und erhalten, da auch
n(*DE5 T, 0) € Regfy () (7.24)
nach Bemerkung 5.17 gilt,
n(*DE5,0) = L2(C(*DLIH,0) +0(* D37, 0)
Wegen (7.24) ist £ sogar auf n(*D%2¥~! 0) wohldefiniert, so daR wir
(D, 0) = L2O(EDITH, 0) + L29(*DE ", 0)

bekommen. Eine Induktion zeigt

k
(DL, 0) = Y LXC(EDET T 0) + L¥*0(*DE;,.0)

o,m?
=1
woraus wir

k
N DL 0) = AT (F DI 0) = Y LoL¥ T C(FEDLTE T, 0) + LoLP (YD), 0)

o,m?
=1
und

k
Mn(:th:%@+1, O) _ AflMT](:I:Dg:%]LﬁLl’ O) — Z £0[12572C(:|:Dg:%€+37212, O) + £0£2k72n(:|:Dq,1 O)

o,m?
=1

ableiten. Dies zusammen liefert schlieflich fiir £k > 1

(M —iw)n(EDL2F1 0) = LoL272n(* DL}, 0) —iwLo L2 In(¥DLL,,0)

k
. 7.25
T Z (co.c”*?cﬁpg;if“*”, 0) — iwﬁoﬁﬂflc’(iDgﬁ,’fH*”, O)) (7.25)
=1
Setzen wir diese Formel in (7.23) und all dies zusammen in (7.22) ein, erhalten wir
Lo M2 (€, 0) % =S +Sp + Sppy + ko V27 (= S+ Sf; + ) (7.26)

o,m’ o,m’

1o N2 (= L,C(F DL, 0) + (M = iw)n(T DL, 0))
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mit
K—-1
o  Sfi=) (—iw)*L,0EFEDLA0)
k=1
K-1
o SEi= (- iw) (Lo (DL, 0) — iwLoL? (D8, 0))
k=1
K—-1 k
o Sfi= Y (—iw) Y (LoL¥ RO(EDEET,0) — iwlo £ C(EDEZ 2, 0))
k=1 (=1
Offensichtlich gilt
2K—-1
Sii = > (—iw)* Lot Pn(*DL},.0) . (7.27)
k=2

In den Doppelsummen Sﬁl substituieren wir zunéchst j(¢) := k — £+ 1 und erhalten

K—-1 k
Sﬁl Z ( EQ(k J)C(iDq,Qj-‘rl 0) inOEQ(k—j)+IC(iDg:ilj+17 0))
k=1 j=1

Nun vertauschen wir die Summationsreihenfolge, ersetzen k durch i := k—j und benennen des Variablenpéarchen
(4, 1) wieder in (k,£) um. Dies ergibt

K—1 K—k—1
st = Z w2 Z ( W)L £2ZC(:I:Dq,2k+1 0) + (—iw)2+1L, £2€+lc(:|:Dq,2k+1’0))
k=1 =0
K-1 2K 2k—1
= (—iw) (—iw) 4£0£‘C(iDg;§,’f“,0)
k=1 =0
und wir sehen
K—1
Si = Sit = Y (—1w)* Lok ar 1 C(*DEIT,0)
k=1

Es gilt C(¥D%2k+1 0) € Regy (22) und damit auch fiir alle k > 1 und j < 2K sowie § € (2K — N/2,00) \ I
nach Lemma 7.18 _

C(*D&2*,0) € Regl’ (),
denn fiir alle (£,v,n) mit £ < 2K folgen mit den Reihenentwicklungen aus Korollar 7.15 und mit Hilfe von
Lemma 5.19 wegen 2k +1 > 3

<C(iDg’,%€+l ) ‘CZA( U )>Q,Af1 = <C(iDg’,%€+170)v‘CZA(OvH’Y’n)>Q7A71 =0
Insbesondere haben wir fir 1 <k < K —1
C(*DEI*!,0) € Regl® (@)
so daf Satz 7.9 (i) gleichméhig bzgl. w (und k, o, m)
H‘Cw72K72k710(iDgfr]§+laO)HO 0.0 <ec- |w|2K—2k . Hc(:th,’gylf—i-l O HO o< <ec- |w|2K—2k
und daher -
Si" —Sii ~ (0,0)
liefert. Beachten wir noch n(~D%},,0) = (em,0) = L2M?(es,m,0) nach Lemma 7.20, so erhalten wir aus
(7.27)
2K—1
Sip= > (—iw)" LoL*M?(eg,m.0)
k=2

und damit aus (7.26) und (7.27)
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Loax-1M*(egm,0) = Lo 1 M (€5,m,0) — Sy
% kg w2 (8f - £,O(F DL, 0) + (M = iw)(* DE},,0))

2K—1
= kg w2 (N (i) Lo (" DE,,0) — LuC (T DL 0) + (M — iw)n(* DX, 0))
k=2

Fiir ein beliebiges N 3 j < J + 1 ergibt sich schlieflich durch die Wahl eines K € Ny mit 2K > j

) j—N—20—1
Ew,j—le(eo,mao) L Ko WN+20< Z (7iw)k£0£k72n(+Dg’}n,O)
k=2 (7.28)
~ L,C(* D}, 0) + (M = iw)(*DE},.0))

Nun wollen wir diese Terme noch niher identifizieren. Da 17(+Dg:}n, 0) € Regﬁ)’g(Q) nach Bemerkung 5.17 gilt,
liefern die Gleichung
Mn(*DEL ., 0) = Car,y (T DEL,,0) + (0, t RIH1O)

o,m) o,m?

und Satz 6.48

LoMn(* D&y, 0) = n(*DE;,,0)  oder  LMuy(*DE;,,0) =n(*DE;,.0) . (7.29)

o,m’ o,m?

Alternativ konnte man sich dies auch durch

LoMn(*DE,,.0) — (T DE,,,0) € (H_x () NBI(Q)*H) x {0} = {0} x {0}
2

iiberlegen. Mit (7.29) kénnen wir die letzten beiden Summanden aus (7.28) mit in die erste Summe aufnehmen,

und es folgt

‘ j—N—20—1
Loj 1M€o, 0) L g™ 27 (37 (—iw) AT L M(t DS, 0)
k=2
— 1WA LMY DS, 0) + AT Ma(t DR, 0) — L.C(YDEL.0))  (7.30)
j—N—20—1
:HUWN”U( S (1w AL M (FDEL,,0) - £,0(T DL 0))

o,m» o,m»
k=0

Da C(*DgZ1 ,0) € Reg?). (), kénnen wir mit Korollar 6.50

VOX

(0,h) := —LoC(TDLL 0) + Mn(TD%L 0)

o,m’ o,m’

betrachten und sehen
e M(0,h) = -C(*DZ&,,,0) + M?*n(*DZ,,,0) = (0,0)

. rot ph = 0 + rot prot 17+Dg”71n = rotrot 77+ng7171 =0 ,

also
he (M—lwlﬂfﬁgﬁ(m) N BITL(Q)Lw

Desweiteren gilt
2,q+1
h— TR0 € L;‘f“% (Q)

Mit Lemma 7.11 haben wir folglich

(07 Ha,m) = (07 h) = _EOC(+DZ,,71717 0) + Mn(+D(01'7,71n7 0)
bzw.
Mn(TDZE 0) = A0, Hy ) + LO(T D1 0)

o,m’ o,m?
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Schliefslich bekommen wir durch Einsetzen dieser Gleichheit in (7.30)

4 j—N—-20-1
Lo 1M (€0, 0) 2 k™27 (137 (< 1w) ATILEA(O, Ho)
k=0
j—N—-20—-1
+ Y (Ciw)*LoLPC(Y DL, 0) — LO(TDEL0))  (T31)
k=0
j—N—-20-1

=N (ST (W) ATLEAO, Hon) — Luyn-201C(YDEL,0))

k=0

’ zZu LWMQ(O, hom) ‘ Benutzen wir hier die Reihenentwicklungen der Formen

(B2, Hzs) € HX9 (A(1)) x H2% (A1)

o,m? s _1
’ ’ 2 <-3

aus (5.47), (5.46) und richten unsere Diskussion nun auf die Formen (0,*RZ{1-?%+1) | so liefern véllig analoge
Argumente wie zuvor bei £,M? (e, m,0) die Abschitzung

Lo j—1M*(0, hom)

J N+2 e kA—1pk 1,1 (7.32)
L0277 (W) AT L A B, 0) = Lunjon-20-1C(0, TREY)

k=0

Halten wir die Ergebnisse bis hierher in einem Lemma fest:

Lemma 7.26 -
Fir alle N> j < J+ 1 und alle geeigneten Indizes o, m sowie alle beschrinkten Teilgebiete Q2 € () gelten die

folgenden Asymptotiken:

(i) Lo j—1M?(€gm,0)
L HUWN“U(j_NfU_l(— 10)F A LA, Hom) = Lorjn-20-1C(* Dk, 0))
—. KUWNHUAZ;UJ\I:ESUA

(i) Lo j—1M*(0, hom)
K KgwN+20 (J—Ni"_l(_ jw)kAilﬁkA(Eo,m, 0) = Lo N—20-1C(0, +Rff;,i’1))
—. HUWN+2UBi—JNi;;U—1

Wir erhalten das

Lemma 7.27
Seien J € Ng und s € (J+1/2,J + N/2)\ 1. Dann gilt fiir alle beschrinkten Teilgebiete , € Q gleichmdfig

bzgl. w € Cy 5, \ {0} und (F,G) € Reg??(Q)

leoa By = 3 (i) o ((F.G) L5 2T A (B, 0)) gy 1 B

54
(kyo,m)e®?,

— > i) (F.G), LA, Ho ) )y o A SN

(k,0,m)c© !

J'—N
= O/(lwl?) - |(R.G

H0,0,Q})

)”O,S,Q

Hierbei seien ki o = i2F=204N 1 und (:);1 = {(k,a, m) € Ng 20 <k<jNAN1I<m< ug} .
Insbesondere gilt fir j < min{J, N}

”Lwd—l(F’ G)”o,o,ﬂb = 0(Jwl’) - ||(F’ G)||O,S7Q
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Beweis:
Setzen wir die Asymptotiken aus Lemma 7.26 fiir j := J' — k + 1 in die Abschitzung des Lemmas 7.25 ein,
ergibt sich

[coa(FG) = >0 () RN T2 (B, G), LA B n, 0))g 1 - B2

(k,o,m)c02?

_ Z (iw)knan+2a<(F, G),Ek+1A(O,Ha,m)>Q A ,AJ’?N—IC*2U

w,o,m

0,0,
(k,o,m)e0ith?

= 0'(|w”) - [(F. &), 0
und (1w)*rewN+20 = K, i2FF200N (_§)N+k+29  Die Summation in z. B. ©%7 erstreckt sich hierbei iiber
0<k<J-1 , 0<o<s—N/2—-k-1 , 1<m< pl

und wird ferner durch die Bedingung
E+20+N<J

eingeschriankt, denn Terme hoherer Ordnung wandern in den O’~Term. Also wird nur iiber

e 0<k<J-N ,

J-N-k J—-N-k
}: , denn J+1/2<s<J+N/2 ,

0 <o < mi { N ko
. c<minys— — —k—1,
- - 2 2

o 1<m<pul
summiert. Wir vertauschen nun die Summation iiber k£ und o, d. h.

0<20<J —-N , 0<k<J -N-20 , 1<m<pul ,

ersetzen dann k durch ¢ := k420 und vertauschen wiederum die Summation bzgl. o und ¢. Taufen wir ¢ wieder
auf k, so erhalten wir die erste Behauptung. Da

C(*D%,,,0), C(0, "R, € Regln () (7.33)

ist nach Satz 7.3
L,O(YDEL 0), £,C(0,* RN R (0,0) L also AL, ., BS .. ~(0,0) . (7.34)
Der erste Teil des Lemmas liefert somit die zweite Behauptung. |

Wir benutzen im folgenden oft ohne Kommentar das folgende Eindeutigkeitsresultat fiir asymptotische Ent-
wicklungen:

Lemma 7.28
Seien © € Ry, K € Ny und xq,...,xx Flemente eines normierten Raumes X . Gilt gleichmdjig bzgl. w € C
mit 0 < |w| < @ die Abschitzung

K
k _ K
St a =ele)

so verschwinden alle xy, .
Nach den Definitionen aus Lemma 7.26 gelten

A g =XE (W) = Lok, C(TDEL0)  und  BE =Y (w) = L£,xC(0, TRE (7.35)

w,o,m o,m? w,o,m om
mit Polynomen

k k
XE (@) =) (i)' AT LA, Hypy)  und YE | (w) =) (= iw) AT LA (B m, 0) (7.36)
=0 £=0

vom Grad k in w (und g—(¢g+ 1)-Formen als Koeffizienten). Mit (7.33) liefert eine Anwendung von Lemma 7.27
firj—1,vy€Nopund n = 1,...,;@*1 sowie v = 1,...,ud auf

(F,G):=C(*DZL,0)  wnd  (F,G):=C(0, " RI}M)

v,n?
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die Asymptotiken
L, ;j—1C(TD%},,0)

Lo(=iwN e 3T (i) BRI (VAN TR W) = Lujoa-n-kC(0, T RIENY))
e((g;’:ni)N (7.37)
+(—iw)V - Z (_iw)kagoﬂi (X5 VW) — Loj-1-n-kC (Y DE,,0))
und

£w7j_10(0,+R,qyj;1’l)
Ao (=N Y (Ciw) BRI (YN TR W) = Lugo1-n—kC(0, T RE))

(k,o.m)
€0l iy (7.38)
+ (=i Y (Ciw)faT - (XY W) — Luyoa-n—kC(T D, 0)
(k.0,m)
e@gfLN
Hierbei sind
* Bg?;’i = K/ka <C(+D’(§/ 111? ‘Ck 20+1A G’m7 >Q A 1 ’ (739)
o apT = ko (C(TDLL,0), L5720, Ho ) ) o0 s (7.40)
o g:;':;l = kg - (C(0, T RIEL) LE2001N (B, L 0)), A , (7.41)
o o =k (C(0, YR, L5 2N, Ho ) )y (7.42)

Somit gibt es Polynome X~ !(w) und Y77} (w) vom Grade j — 1 in w (und ¢(g+ 1)-Formen als Koeffizienten),
so dafs ] )
Loj1C(TDLL0) A X Nw)  und  Lo,;-1C(0, TRIEM) L Y7 (w)

v n?
gelten. Wegen

L, ;C(*DLL,0) L £, ;1C(*DZL,0) und entsprechend L., ;C(0,*RIM) L £, 5 ,C(0, T RILMY)

y,n?

héngen die Koeffizienten von X,Jy_nl (w) und Y7 _1(w) nicht von j — 1 ab. Es existieren also Formen

X,V e LEYQ) x L2ITH(Q)

S e N loc loc ’
so dafs
. g1
o AL AN M) -X ) w) =) (—iw) XL, (7.43)
£=0
. g1
b BJ ,'y11/ 2 Y?y_ul (UJ) - YZ/;} (w) = Z(_ iwy : Y’f,u (744)
£=0
gelten. Ein Vergleich mit (7.37) und (7.38) zeigt
Lo, j—1C(TDTL0), Lo ;10(0, " RITEY) L (0,0) (7.45)
fir 1 < j < N und daher
XL, =ATLONO0,Hy ) , = ATLN(E,,,0) (7.46)

fiir £=0,...,N —1. Die iibrigen Koeffizienten X! , und YW{U kann man rekursiv aus (7.37), (7.38) bestimmen.
Es folgen namlich fir j —1 > N

X w) = (—iw)V - > (—iw)*BET - (YN R (w) = Y N R (w))

(Z‘::o’vm)
€07 _,_
- 'N N s k _k,om i—1—N—k vi—1—-N—k (7'47)
+(=iw™e Y (=W apl - (XN W) - X W)
S
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§{Z'Y—Vl(w):(—iw)N, Z (—iw) 6}’;‘;7}( Yi— 1 N— k( ) — ng}b N— k( ))

(E;aﬂn)
€6
' N N . Nk _k,om i—1-N—Fk <j—1-N—k (7.48)
+(=iw)V > (—iw) T (X5 (w) =X, (@)
(k,o,m)
eéjfLN

Mit (7.36) und (7.43), (7.44) und durch Koeffizientenvergleich sehen wir daher, daf die Formen Xﬂf " f’y fiir
¢ > N der Rekursion

. W =ATILNOHy ) = Y BRI YN TR N ey XN (7.49)
(k,o,m) (k,o,m)
€67_n STy

. , =ATLN(E,,, 00— > BRIV YENTR N R XNk (7.50)
(k‘NO’ m) (kla,m)
€0 €6ty

geniigen. Mit diesen Darstellungen folgt

XZ

vm

V!, € Lin {A™'LA(0, Hy ), A LOA(E,,,0) )
—|—Lin{Xl N—k YZ Nk, : (k,o,m) € Oy A (k,5,m) € 0! \}
C Lin {A~'LA(0, Hy ), AT LA(Ey,0)} + Lin { X}, Y} tk+20 <{— N}

und daher per Induktion

X!, YL, eLin{AT' LN, Hy p), A LAA(E,,,0) ) 751)
+ Lin {A T LEA(Ey 1, 0), AT LEA(0, Hy ) 1k +20 < £ — N} '
Auflerdem erfillen diese Koeflizienten—Formen trivialerweise
0o _ 0 _
MX,,=MY,, = (0,0) (7.52)
und fir /< N -1
1 0 _ yb-1 —1 ¢ _ -1

ATMXE, = X und A MY, , =Y, . (7.53)

Eine Induktion zeigt diese Gleichungen auch fiir alle ¢ > N .
Wir erhalten insgesamt das Hauptresultat dieses Abschnitts

Satz 7.29
Seien J € Ng, s € (J+1/2,00) \ I und desweiteren die Koeffizienten—Formen XZ ,f,y fir £,2v < J— N
und n = 1,...,u8"" sowie v = 1,...,ul rekursiv durch (7.46), (7.49), (7.50) bestzmmt. Weiterhin seien fiir

(F,G) € Lg’q(Q) x L2 Q) und j = 0,...,J — N die ,Korrekturoperatoren”

Di(F.G) = > kpo((F,G), L2V N (B m, 0))g a1 " Y
(k,o,rn)eé;z

+ Z Iikv‘7<(F7 G)’ £k720+1A(0, Ha',m)>ﬂ A-1 ‘}(tJT;fIL€
(k,a,m)eé?+1

definiert. Dann gilt fiir alle beschrinkten Teilgebiete Q, € Q und w € Cy g \ {0} sowie gleichmipig bzgl.
(F,G) € Reg??(Q) die Asymptotik

J—-N

[Low(F.0) = 3 (i)™ 0RO | =0 (l) (PG g

° 0,0,
j=
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Bemerkung 7.30
Wegen (7.52), (7.53) und mit T_1(F,G) := (0,0) erfillen die Korrekturoperatoren

A'MT,(F,G) =T,_1(F,G)
und mit (7.51) gilt
T;(F,G) € Lin {A"' L*A(Ey 1, 0), AT LFA(0, H, ) 2 b4 20 < 5}
Damit sind die Korrekturoperatoren
T; : L29(Q) x L291(Q) — Lin {A'L"A(E,,0), AT LA(0, Hy ) b+ 20 < 5}
stetig und degeneriert.

Bemerkung 7.31

Mit Hilfe der Darstellungen aus Korollar 7.15 von L¥A(Ey ,,,0), LEA(0, Hy.m) und der Orthogonalititseigen-
schaften aus Lemma 5.19 lifit sich die rekursive Definition der Koeffizienten—Formen Xf;’n, Y,f’l, noch etwas
detaillierter beschreiben. Wir sehen namlich an (7.39), wenn wir k — 20 > 0 beachten, daf ﬂf):n; fiir ungerade
k — 20 + 1, also gerade k, verschwindet. Fiir gerade k — 20 + 1, also ungerade k, ergibt sich hingegen nach

Korollar 7.15 und Lemma 5.19

k,om _ _gk—2a+1,o,m
Doy = THko T S(1qn,-)
Dementsprechend erhalten wir
kom )0 fiir k ungerade
D,yn — k—20+1,0,m ..
v —Kk,o '5(17%,1,7) fiir k gerade
und analog
ghom _ 0 fiir k ungerade
Ryy,v — k—20+41,0,m ..
v —Rk,o C(m,uﬁ) fiir k gerade
sowie
kom )0 fir k gerade
Ryy,w — k—20+41,0,m .
K —Kk,o * C(17%y7_) fir k ungerade

Damit erhdlt die Rekursion (7.49), (7.50) die folgende mehr explizite Gestalt

o XL =ATUENOHy )+ DD kel YN

(k,a,m)eéij
k ungerade

k—20+41,0,m {—N—k
+ E Hk,a£(1’77n7_) ' Xa,m )
o
(k,a,m)eeng
k gerade

— k—20+1,0, —N-—
* Y’){V =A 1‘C£A(E"/JJ’ 0) + Z Hk»UC(l,fy,yj_—) " Yae,mN F

(k,a,m)GC:)ZiN
k gerade

k—20+1,0,m {—N—k
+ § : Hkﬁ(: ' Xa,m

: (Ly,v,—)
(k,om)e®ity
k ungerade
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Beweis:
Seio. B.d. A. s e (J+1/2,J+ N/2)\ L. Setzen wir die Asymptotiken (7.43), (7.44) in die Abschétzung aus
Lemma 7.27 ein, erhalten wir

S s RE NS S
(k,om)€0],
J —-N—k
_ Z Z N+k+€f€ka< F,G), LF=27 1A 0, HUm)>Q,A*1 'Xﬁ’mHooﬂ
(k,om)e®tt =0 h

= 0'(|l”) - [(F,D)]g 00

Mit der neuen Variablen j(¢) := £ + k und der Summationsreihenfolge j, k, o, m erhalten wir die Behauptung
des Satzes. An der Definition der Korrekturoperatoren und mit (7.51) sehen wir desweiteren

I';(F,G) € Lin {Xfmf,YJ 4 (k,o,m) € (:);1_4-1 A (y,n) € (:)?}
CLin{X}, Yr, +k+20<j}
C Lin {A™'LFA(0, Hy ), AT LFA(EG 1, 0) 2 ki + 20 < 5}
+Lin {A"'LA(E,,,0), AT LOA(0, Hy 5) tk+20 < j A L+2y<k—N}

C Lin {A™'LFA(0, Hp ), A LFA(Ey 0, 0) 2 ki + 20 < 5}
und mit (7.52), (7.53) {iberzeugen wir uns noch von
A'MT(F,G) =T;_1(F,G)

Dies zeigt die Behauptungen in Bemerkung 7.30. |

7.4 Niederfrequenzasymptotik in gewichteten Normen
Satz 7.32

Seien J € Ng mit J' > 0 und s € (J+1/2,00) \ I sowie t < min{s, N/2} —J — 2. Dann gilt fir w e Cy; \ {0}
und gleichmdpig bzgl. (F,G) € Reg?%(1)

J’ J—-N
[calFG) =Y (1w Lol (F.G) = 3 (i)™ TR G)| = 0(wf) (RG]0
i=0 §=0 .

Beweis:
Seien w € C, 5 \ {0}, (F,G) € Reg?’(Q) und (E, H) := L,(F,G) . Dann erfiillt

+1
n(E,H) € R‘i_% X Dq<_%
die Strahlungsbedingung und 16st
(M +iwn(E, H) = (M +iwA)n(E, H) = n(F,G) + Cap(E, H) = (1 + Oy Lo)(F,G) = (f,9) - (7.54)

(Hier und im folgenden denken wir uns oft ohne Kommentar Formen durch Null in den RY fortgesetzt.) Also
gilt n(E, H) = Lo (f, g) oder auf Reg?’(Q) (sogar auf L29() x L>9"1(Q))

NLw = Lo(nld+Crnly) . (7.55)

Die Divergenzfreiheit von F' und Rotationsfreiheit von G liefern weiterhin A(E, H) € oD% _, (Q) x ORq:jl Q)
2

und daher ’
div E| =0 ) rot H| =0 . (7.56)

supp 7 supp 7

Mit (7.54) folgen (f,g) € D? x RIT! sowie

(div f, ot g) = iw(divnE, rot nH) =" iw(Caiv,nE, CrotyH) =1 —iwZ,(E, H) . (7.57)
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Mit (7.54), (7.55) und den Operatoren ®;, ¥, aus Lemma 5.6 erhalten wir

775 ( )* w,J’ f7 +Zflw )+ \Il(dlvfarOtg)) ;
wobei
¥ ;
Loy (f:9) = Lu(f:9) = D_(=1w)’ (®;(f.9) + ~¥;(div f,10t )
§=0
sel. Setzen wir (7.54) und (7.57) ein, ergibt sich
J’ i
NLu(F,G) = Ly y(f,9) + > _(—iw)®n(F.G) + > (—iw)/S;L,(F,G) (7.58)
j=0 7=0

mit den Operatoren
Sj = (bjCMJI + \I/jZn

Definieren wir Operatoren X; durch

J J J-N
D (miw) K=Y (—iw) - LoLd + D (—iw)VH T
7=0 7=0 7=0
sowie fir J < J
J _ J—N
£y i= Lo =Y (=iw)K; = Lo = Y (=iw)™ T
3=0 §=0
und benutzen diese Notationen in (7.58), so folgt
J’ J’ Jlfj
NLu(F,G) =Y (—iw)®n(F,G) = > > (—iw) 8K (F,G)
j=0 7=0 k=0

- (7.59)
= Loy (f,9)+ ) (—iwyS,LEy (F,G)
7=0

Beachten wir, dafs die Koeffizienten der Differentialoperatoren Cys, und Z, kompakte Tréger besitzen, liefert
Lemma 5.6 gleichméfig bzgl. w und (f, g) bzw. (F,G)

, 1 .
1ot g < - ol (120 gy + oy - 1 Frx0t )], g

|l

<c Wl (|G a0+ [C0n Lo (F.G) g, an + 1Z20Lo(F.G) g v )

)||O,s,R

<ec- ‘w|J/+1 ’ (H(F’ G)”O,S,Q + ||['""(F’7 G)“O,O,supp Vn)

Daher folgt mit Satz 7.3 (i) gleichméfig bzgl. w und (F,G)

| Lo (£ 9l < e ol (B G 0 = O () - [(F, G

Desweiteren erhalten wir wegen der Stetigkeit der Operatoren ®; und ¥; von Li nach L? sowie mit Satz 7.29
gleichméfig bzgl. w und (F,G)

“S [’w J/—]( ’G)HO,t,]RN Sc ||£°J J'—]( ’G)”O,O,supan = O,(|w|J7j) ’ H (F7 G)”O,S,Q

Kombinieren wir diese beiden Abschétzungen mit (7.59) und summieren in der Doppelsumme um, so bekommen
wir
J/

Hnﬁw(F,G)—Z(—w) (@m(F.G) +Zsk9<] HF.G))

=0 k=0

= 0'(|o]”) - [(F. g

0,t,RN
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Da mit Satz 7.29 auch fiir jedes beschrinkte Gebiet ), € Q gleichmifig bzgl. w und (F, G)
[7£23/(F. D)o 0.0, = O (") - [(F. G, 0
gilt, erhalten wir sogar auf Reg?®(Q) die Identitéiten
J
nK; =+ SKix =03 |
k=0
und somit gleichméfig bzgl. w und (F,G) die Abschitzung

H77£31<,J’(F, G)‘|Q,t7RN = O/(|W‘J) ’ “ (F’ G)HO,S,Q

Mit Satz 7.29 kdnnen wir noch | (1 —n)LY 5 (F,G abschéitzen und dies liefert schlieflich die Behauptung. W

Moo

Wir konnen (mit den Notationen des obigen Beweises) Satz 7.32 noch ein wenig verschérfen.

Korollar 7.33
Es seien die Voraussetzungen des Satzes 7.32 erfillt und J' > 1 sowie w € C4 g \ {0} . Dann ist

o

£l ¢ Regl®(2) — (RY(Q) x DITH(Q2)) N A7 Reg? ()
stetig und es gilt die Abschétzung

X _© J
”E“”J’HB(Regz*‘)(ﬂ),ﬁ;I(n)xDz“(m) = 01l

Bemerkung 7.34
Die Behauptungen des vorherigen Korollars gelten im Fall 3’ = 0 ebenso, wenn wir R1(Q) x DITH(Q) durch
RY(Q) x DYY(Q) und die Bedingung

t < min{s, N/2} —J -2 durch  t <min{s,N/2} =J -2 AN t<—-N/2
ersetzen.

Beweis:
Beachten wir M Ly = Id und A_lMFj =T;_1 sowie I'_1 =0, erhalten wir fir 1 </ <J’

MLY (F,G) = —iwALY ,_(F,G)
und desweiteren
MLY(F,G) = M(L,(F,G) — Lo(F,G)) = —iwAL,(F,G)

Im Fall J’ > 1 liefert Satz 7.32 fiir s € (J+1/2,00)\I und ¢ < min{s, N/2} —J—2bzw. § € (J—1+1/2,00)\I
und < min{3, N/2} —J +1 -2

. E D= O () [ E Dy
° HMEZ){’J,(F, G)”O,E,Q <ec-lw|- |{£§(J71),(F, G)”O,E,Q = Jw| - O (lwl ™) - ||(F, G)”o,g,Q

Wihlen wir 5 := s und  := ¢ + 1, erhalten wir folglich die Behauptungen des Korollars. Fiir J' = 0 ist entweder
J=J=0o0derJ=J—-1=0.Mit s e (J+1/2,00)\ I sowie ¢t < min{s, N/2} —J —2 und ¢ < —N/2 kénnen
wir dann sowohl Satz 7.32 als auch Satz 7.3 anwenden und erhalten

b ||£2;<,0(F7 G)”Qt,g = O,(|W|J) ’ ”(F’ G)HO,S,Q ’
o IMEENF.C) g < o ol [ELlF Gy pq = O (1) - [(FO)]g

Damit ist auch die Bemerkung bewiesen. |
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7.5 Differenzierbarkeit der Resolvente im Nullpunkt

Mit den Resultaten des letzten Abschnitts erhalten wir sofort die Differenzierbarkeit von £, in der Operatornorm
im Nullpunkt. Genauer:

Satz 7.35
Seien s € (3/2,00)\ I, t < min{s, N/2} —3 und t < —1/2. Dann ist die Abbildung

L : Cio — B(Reg?(Q), R{(Q) x DI (Q))
w — L.

im Nullpunkt differenzierbar und besitzt dort die Ableitung

£y = L L(0) = —i£oAL,

0= dw

Bemerkung 7.36
Hier geniigt es, j > 8+ N in (1.34) zu wdhlen.

Beweis:
Fiir J’ = J = 1 sind die Operatoren L, , Lo und LoALy in (siehe Korollar 7.5)

By = B(Reg?"(0), R{(2) x DI*(Q))
wohldefiniert und damit liefert Korollar 7.33, da die Korrekturoperatoren I'; erst fiir J’ > N > 3 auftreten,
Hﬁw — Lo +iwloALy HBSJ = 0(|w|) ,

also

|2 (20— o) +iLonss| | =o(1) =% 0

st
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