Eine Fredholmsche Alternative fiir die
zeitharmonischen Maxwellschen

Gleichungen inhomogener Medien in
Auflengebieten des R’

DIPLOMARBEIT
im Fach Mathematik
an der Universitat-GHS-Essen

Dirk Pauly

Essen, im August 1997



Inhaltsverzeichnis

1 Einleitung und Bezeichnungen 2
2 Regularititssitze und vorbereitende Lemmata 8

3 Das polynomiale und exponentielle Abklingen der Eigenl6sun-

gen 19
4 Losungstheorie und Fredholmsche Alternative 33
4.1 Die a-priori-Abschétzung . . . . . . . .. ... 33
4.2 Losungstheorie mittels des Prinzips der Grenzabsorption . . . . . 36
5 Verbesserungen nach dem Diplom 45
5.1 Einige weitere Sétze . . . . . . .. ..o 45
5.2 Verscharfung des Hauptresultates . . . . . .. .. ... ... ... 46



Kapitel 1

Einleitung und Bezeichnungen

Maxwell erkannte als Erster die vollige Symmetrie zwischen elektrischem und
magnetischem Feld (bis auf die Tatsache, daf es wohl keine magnetischen Ladun-
gen und Strome gibt): Ein sich zeitlich dnderndes elektrisches (magnetisches)
Feld erzeugt ein magnetisches (elektrisches) Wirbelfeld. Die differentielle Form
des vollstiandigen Feldgleichungssatzes lautet:

rot H = D+ (1.1)
rot £ = —B (1.2)
divD = p (1.3)
divB = 0 (1.4)
Dabei bedeuten:
H : magnetische Feldstarke
E elektrische Feldstarke
B Induktionsflufidichte
D dielektrische Verschiebung
J Stromdichte
p Ladungsdichte

Zusétzlich gelten die Beziehungen D = e¢F und B = pH, wobei € die Dielek-
trizitdt und p die Permeabilitdt des Mediums bezeichnen.

Héufig sind €, p linear und zeitunabhéngig, wodurch sich (1.1) bis (1.4) zu dem
System

rot H = eE+ (1.5)

rot E = —uH (1.6)

diveE = p (1.7)

divpuH = 0 (1.8)

vereinfachen. Durch einen zeitharmonischen Ansatz (d. h. u(x,t) = e“'a(x))

gelangt man sodann zu dem Gleichungssystem
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rot H = iweE + ) (1.9)
rot B = —iwpH (1.10)
diveE = p (1.11)
div uH = 0, (1.12)

welches in dieser Arbeit behandelt werden soll. Mit den Definitionen

ce(w)=(r) =) =0)

Ay =, A =y

. 0 —A;lrot
My =i < A lrot 0 )

lesen sich (1.9) und (1.10) nun

(1.13)

(My —w)a = f. (1.14)

Ergeben sich aus dem Text eindeutig die Matrizen A,, so sei M := M 4. In die-
ser Arbeit soll nun Gleichung (1.14) in AuBengebieten des R? diskutiert werden.
Nachdem der Losungsbegriff fiir (1.14) und der Maxwell-Operator! M verniinf-
tig im AuBenraumfall definiert worden sind, werden fiir reelle Frequenzen w # 0
in (1.14) das polynomiale und exponentielle Abklingen der Eigenlosungen (siehe
Sétze 3.1 und 3.2) und eine Art Fredholmsche Alternative (siche Satz 4.3) bewie-
sen. Dazu werden bestimmte Voraussetzungen an das Wachstumsverhalten der
Koeffizientenmatrizen A4 und der rechten Seiten f gestellt, wodurch ein Losungs-
begriff in gewichteten Sobolevraumen nahegelegt wird.

Aufgrund eines klassischen Theorems von F. Rellich [9] gibt es neben der Null kei-
ne quadratintegrabelen Losungen der homogenen Helmholtzschen Schwingungs-
gleichung in Auflengebieten fiir reelle Frequenzen. Dieses Ergebnis wurde von
verschiedenen Autoren verallgemeinert und entscheidend in den Eindeutigkeits-
beweisen von (1.14) im Falle, dal das Medium auflerhalb einer Kugel homogen
und isotrop (hierbei sind Ay Vielfache der Einheitsmatrix) ist, z. B. von Leis
([6], Kapitel 8,9), [7] und Yee [17] benutzt. In diesem Falle erhélt man ndmlich
im AufBeren einer Kugel durch die Beziehung rot rot —Vdiv = —A eine homoge-
ne Helmholtzsche Schwingungsgleichung. Eine Erweiterung der Matrizenklasse,
die in der Matrizenklasse dieser Arbeit enthalten ist, findet man bei Jawtusch [4].

'In dieser Arbeit wird nur der reduzierte Maxwell-Operator in Auflengebieten des R3 be-
handelt werden, was physikalisch div e = 0 und div uH = 0 bedeutet.
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In dieser Arbeit wird die Eindeutigkeit fiir reelle Frequenzen nicht erreicht wer-
den, jedoch das polynomiale und exponentielle Abklingen der Eigenlésungen.
Die Beweisideen hierzu gehen auf Techniken von Eidus [3] zuriick, wobei die Vor-
aussetzungen, z. B. die Quadratintegrabilitdt der Eigenlosungen, abgeschwécht
werden kénnen. Eine wichtige Eigenschaft der Losungen wird hierbei eine Strah-
lungsbedingung sein, welche eine gewisse Integrierbarkeit bei Unendlich erzwingt.

Die Existenz einer Losung von (1.14) im Falle reeller Frequenzen folgt mit
dem Prinzip der Grenzabsorption, welches zum ersten Mal von Eidus [2] benutzt
wurde (siche auch Leis ([6], Kapitel 4.6) und Wilcox [15]). Hierzu wird eine a-
priori-Abschétzung fiir A von Bedeutung sein, welche von Vogelsang [10] und
unter schirferen Voraussetzungen mittels eines einfacheren Beweises von Lander
[5] bewiesen wurde. Hierbei konvergieren die eindeutig bestimmten Losungen von
(1.14) im Falle echt komplexer Frequenzen in geeigneten gewichteten Raumen ge-
gen eine Losung von (1.14) einer reellen Frequenz.

Im Verlauf dieser Arbeit sind A, , soweit nicht anders definiert, stets reelle, sym-
metrische, C'!' —beschrinkte und gleichméfig positiv definite 3 x 3 — C*— Matri-
zen. Diese Eigenschaft einer Matrix wird im folgenden als Grundvoraussetzung
bezeichnet. Desweiteren wird in den Raumbezeichnungen nicht unterschieden, ob
die Funktionen skalar- oder vektorwertig sind.

Fir z,y € CV sei 2y = Zﬁ[zl Tnyn und speziell im Falle N = 3 definiert
T2Y3 — T3Y2

r ANy := | x3y; — r1y3 | das Wedgeprodukt.
T1Y2 — T2Y1

Sei  C RM ein Gebiet. Mit C* () sei der Raum der k-mal stetig differen-
zierbaren Funktionen bezeichnet, aulerdem sei C* (Q) := Myen C* (). CF ()
deutet einen kompakten Tréger in 2 an.

L?(Q) und H* (Q) bezeichnen die iiblichen Rdume der quadratintegrierbaren
Funktionen und Sobolevraume mit schwachen Ableitungen bis zur Ordnung k.
HE.(Q) = {u mefbar : Azccq u € HF (E)} Der Index vox bezeichnet einen

loc

kompakten Triger im RY.
H* () sei der Abschlufl von C%° (Q) in H* ().

Mit den iiblichen Skalarprodukten und der Multiindexschreibweise definieren sich
mit s € R die gewichteten Rdume

L2Q) = {uell, (Q):(1+r)PuecL*(Q)}
H)(Q) = LiI(Q)
HE Q) = {ueH}.(Q): N\ 0°ueL2(Q)}

18I<k
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HL(Q) = U Hn(Q)
m>s
HE () = () H,(Q)
m<s
hierbei sei r := r(z) = |z|.

Normen werden in folgender Weise abgekiirzt:

lullfen = ((1+7)*u,u)e

lullien = 2 [10%ull50
181k

lulllfen = > I+ 0ulg,q
1BI<k

Wenn sich aus dem Text eindeutig u = (Zf ) ergibt, so gelte stets

lullise = > lullie
ne{+,—}

Sei nun speziell & C R? Wenn man mit (-,-)q das Skalarprodukt in L*(Q)
bezeichnet, sei

L3(2) := L? () x L? (©) mit dem Skalarprodukt (u,v):= > (Auun, vn)o.
ne{+,—}

Nun werden noch einige Rdume eingefiihrt, die speziell in der Maxwellschen Theo-
rie auftreten.

R(Q) = {ueLl?(Q):rotuc L*(Q)}
00 = {uel?(Q):divue L?(Q)}
Q

Ripe (Q) = {ue L}, (Q):rotuec Ly, ()}
Die () = {ue L (Q):divue Ly, ()}
]Oi’ (Q) = {ueR(Q): /\ (u,rot v)q = (rot u,v)q}
vER(N)
D Q) = {ued: N (u,Vv)g=—(divu,v)}
veEHL(Q)
Rioe () = {u€Rue(Q): N\ upeR(Q)}
peC°(R3)
Dioe () = {u€D(): AN upeD(Q)}
p€EC(R3)

Fiir C*(Q2)—Funktionen bedeuten Rioe (Q) bzw. Dioc (Q), daB v A u bzw. vu
auf 02 verschwinden, wobei v die Normale an 0f) bezeichnet. Tragen die Di-
vergenzraume einen weiteren Index 0 (unten rechts), so soll dies verschwindende
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Divergenz anzeigen.

Um eine selbstadjungierte Realisierung des Maxwell-Operators zu erhalten, wer-
den auflerdem nachfolgende Réume definiert:

Dann sind sowohl

als auch
M

R(Q) x R(Q)

Rioe () % Rige ()

AT1D, (Q) x A™Y Dy (Q)

A7 Dooe () X A=Y Dojoc ()
R () NDy ()

Rioe (£2) N Do goc (£2)

R(Q) CLi(Q) — LAi(Q)

a —  Ma

D(M) C Dy (R2) — Do ()

a —  Ma

selbstadjungierte Operatoren (sieche Leis ([6], Kapitel 8)). M nennt man den

reduzierten Maxwell-Operator.

Sofern nichts anderes ausdriicklich gesagt wird, sei in diesem Text Q C R?
stets ein Auflengebiet, d. h. das Komplement ist kompakt. U(0, R), K(0, R) und
S(0, R) bezeichnen die offene und abgeschlossene Kugel sowie Sphére mit Radius

R um 0.

A(R)
Q(R)
Qr
@,
Sp

R*\K (0, R)

QNU(0,R)

Q\K (0, R)

QR)NQ, yfalls r < R
5(0,p)

Im Verlauf dieser Arbeit werden an die Koeffizientenmatrizen A zwei wesentliche

Bedingungen gestellt:

1. Die Matrizen AL erfiillen die Bedingung 1, falls mit der Grundvoraussetzung
zusitzlich Ay = v+ A + a4 gilt, wobei 7+ € R™, A eine konstante, reelle,
symmetrische und positiv definite Matrix ist und ax = o(r=1) fiir r — oo
erfiillt, sowie ay € CF(Q)? gilt.

2CF(Q) besteht aus denjenigen Funktionen in C* (€2), die mitsamt ihren Ableitungen bis zur
Ordnung £ bis hin zum Rand von €2 beschrinkt sind.
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2. Die Matrizen A, erfiillen die Bedingung 2, falls sie Bedingung 1 erfiillen und
%o = O(r=17°) fiir r — oo mit einem € > 0 fiir alle § € N3 mit |3| < 2
gilt.

In dieser Arbeit sei die Summationskonvention vorausgesetzt. Desweiteren sei
noch die Grofle p := w, /{7 definiert, welche héufig im Text erscheinen wird.
Mit 0, = %L0; sei die Radialableitung bezeichnet.

Die Fouriertransformierte einer Funktion f wird entweder mit f oder F (f)
bezeichnet.

Wenn von in diesem Text auftretenden Matrizen nicht ausdriicklich gesagt
wird, daf} sie konstant sind, so hidngen sie von x ab.



Kapitel 2

Regularitiatssatze und
vorbereitende Lemmata

In diesem Kapitel werden lokale und globale Regularititsaussagen mit den ent-
sprechenden Abschétzungen bereitgestellt.

Satz 2.1 (Regularitét in beschriankten Gebieten)

Seien k € N und Q2 C R? ein Gebiet der Klasse C¥*1 sowie C € C*1 eine reelle,
symmetrische, C**1—beschrinkte und gleichmdfSig positiv definite 3 x 3— Matriz.

Gilt a E]O%zoc () oder a € C1 lo?zoc (Q) und fir alle beschrdinkten Mengen

B C R3, rot a,div Ca € H¥ (BN ), so folgt fiir alle beschrinkten Mengen B,
a € H¥1(BNQ). Desweiteren existiert zu jedem Paar offener, beschrinkter
Mengen B, B' mit B C B’ eine Konstante ¢ = ¢(B, B'), so dafs

llallk+1,08r0 < c(llalloo,pna + |[rot al|ko s + ||div Callko sra)
gilt.

Beweis :
Siehe Weber [12]. q.e.d.

Lemma 2.1 Sei Q C RN ein Auflengebiet. Dann gilt fiir N > 3

V(@) = VX'(Q)
VH (Q = VXI(Q).
Hierbei seien
XHQ) = {ueH..(Q):Vu,(1+7r)ue L*(Q)}
XQ) = {ueX'(Q): A pucH ()

peC (RY)
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Beweis : .

X{p) (Q) stehe fiir X' (Q) oder X (2); analog erklért sich H' (Q).

“ D% Seiu € X (). Da O (Q) bzw. Cps, () dicht in X () liegt, folgt
die Existenz einer Folge (pn) C C3° (Q) bzw. Cps, (Q) mit ¢, — u in X (Q).

vox

(0)
Demnach gilt Vi, — Vu in L? (), woraus sich direkt Vu € V H! (Q) ergibt.
(0)
“C“:SeigeV H!(Q).
B(u,v) = (Vu,Vu)g

ist aufgrund der Abschétzung ||Vullooa > ¢|ullo 1.0 (siche Leis ([6], S.57)) eine
stetige und koerzitive Sesquilinearform {iber X/ (Q2) und (V-, g)o ein stetiges
Funktional auf X (€2). Nach dem Satz von Lax-Milgram (siehe Leis ([6], S.9))
existiert genau ein u € X/p) (Q), so daf fiir alle v € X ()

(Vu,Vu)yo = (Vu,9)q

gilt. Es folgt daher

Vu— g€ VX Q) = VXL (@)

Es gilt weiterhin
H'(Q) © X}y (Q)
= VH'(Q) C VX Q)
= VH' (Q) c VX (©Q
= VH' (Q) > VX[ (Q)

—_
(0)
Also folgt Vu — g € V H' (2) und nach dem ersten Teil des Beweises

(0)
Vu € VX (Q) CV H! (Q) , also Vu = g. q.e.d.

Korollar 2.1 Sei N > 3, Q C RY ein Auflengebiet und C eine reelle, symme-
trische, beschrinkte und gleichmdf$ig positiv definite 3 x 3— Matriz. Dann gelten
folgende Zerleqgungen:

=
B
I
<
o
B

® Dy (Q)
@ C Dy ()
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Beweis :
Es ist natiirlich, wie man z. B. in Leis ([6], S.148) nachlesen kann,

[2(Q) = VHI(Q) @ ' Dy(9Q)
[2(Q) = VH(Q) @ C'Dy(9Q),
wodurch mit Lemma 2.1 die Behauptung folgt. q.e.d.

Satz 2.2 (Regularitit im R?®) Die Matriz C erfiille die Grundvoraussetzung. Gilt
desweiteren a,rot a,div Ca € L* (R?), so folgt a € H' (R3) und es existiert eine
Konstante unabhdngig von a mat

lallors < c(||alloors + [|rot alloors + [|div Calloors) -

Beweis :
Durch Korollar 2.1 ergibt sich

a=Vu+yg (2.1)
mit v € X! (R3) und g € Dy (R?).
rot g = rota € L?(R3)
divg = 0
rot g(§) = —ifAg(E) €L (RY)

divg(§) = i€g(§) = 0 € L*(RY).
Aufgrund der Vektorgleichung

§(6) = —,52 AEAG(E)) + ,52@@(5)) (2.2)

ergibt sich §g(¢) € L? (R?) fiir [ € {1,2,3} und somit g € H' (R?).
Dadurch erfiillt «

div (CVu) = divCa—divCg € L?(R?).

Mit
Thill = u(-+h6i)
Thill — U
6hiu = h B )

wobei e’ einen kanonischen Basisvektor bezeichnet, folgt nun nach einer {iblichen
Beweistechnik bei elliptischer Regularitit, welche z. B. in Agmon ([1], Kapitel 6
und 9) nachzulesen ist, fiir alle p € C>° (R3)

(CV(6niu), Vo)rs = —(Vu,0_n(CVe))rs

—<VU, CV(é_hm) —+ ((S_hiC)(T_hing»Rs
(div (CVu), 0_pip)rs — (Vu, (0_piC) (- V@))Rs.
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Man erhalt
[(CV (riv), Vo)rs| < c(||div (CVu)lloors + [[Vulloors) [|[Velloors-

Wihlt man sodann aufgrund der Dichtheit von C° (R?) in X' (R?) eine Folge
(p,) C C=®(R3) mit ¢, — u in X' (R?), woraus dann auch 00, — Opsu in
X1 (R3) folgt, so ergibt sich

[(CV (Oniu), V(Opiu))rs| < c([|div (CVu)lfoors + |[Vulloors) [[V(dni)]oo0rs-
Da C gleichméfig positiv definit ist, hat man nun die Ungleichung
IV(niu)lloors < c(|[div (CVu)lloprs + |[Vulloors)
welche sofort Vu € H' (R?) und
IVulliors < c(l[div (CVu)|loors + |[Vulloors)

liefert. SchlieSlich gilt @ = Vu + g € H' (R?) und

lglirs < cl[rot glloors = c||rot al|pors (Fouriertransformation)
‘VU|17R3 < c (Hle CGHO,D,R3 + Hle CgHO,O,R3 + HVUHO,O,R3)
< c(|[div Calloors + |lglloors + [[Vulloors + [[rot alloors)
< c(|ldiv Calloors + [lalloors + [[rot alloors)
wobel | - [Tq = Yi5=11/0” - |[§ 00 bedeutet. In der letzten Ungleichung wird

wesentlich die Orthogonalitidt der Zerlegung (2.1) benutzt. Insgesamt folgt also

llalliomrs < c(|lalloors + [|rot alloors + [|div Calloors) -
q.e.d.

Lemma 2.2 Fiir jede nichtnegative Funktion ¢ € L'((T,o0)) mit T > 0 und
w <1 gilt
lién inf RFp(R) = 0.

Beweis :
Die gegenteilige Annahme liefert R7* € L'((T,00)), was ein Widerspruch ist.
q.e.d.

Korollar 2.2 Seien C' eine Matriz, die die Grundvoraussetzung erfillt, und
u € X' (R?) mit div (CVu) = 0. Dann folgt u = 0.
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Beweis :

Im Beweis von Satz 2.2 siecht man v € H?,

(R?) und somit

O = —<le (CVU),U)K(()’R)
x
— (CVu, _ / L oV do,.
(CVu, Vu) g o,r) 5o RC V1 do

Es folgt nach Lemma 2.2, da u € X' (R?) gilt, da§ der Limes inferior des Ober-
flachenintegrals fiir R — oo verschwindet. Dadurch erhilt man

(CVu,Vu)rs = liéninf(CVu,VwK(o,R) = 0.

Demnach verschwindet Vu im ganzen R3. Da u € X! (R?) und
(1+7r)"t ¢ L?(R?), folgt u = 0. q.e.d.

Korollar 2.3 Die Matrix C erfiille die Grundvoraussetzung. Dann muf jedes
a€ R(R})HNCD(R?) mit rot a =0 und div Ca = 0 verschwinden.

Beweis :
Nach Korollar 2.1 ergibt sich

a=Vu+yg (2.3)

mit v € X' (R?) und g € Dy (R?). Da rot g = rot a = 0 und div g = 0 gelten,

erhdlt man durch (2.2) g = 0 = g, also a = Vu und div (CVu) = 0. Korollar 2.2

liefert u = 0 = a. q.e.d.
Hieraus folgt

Bemerkung 2.1 FErfillen die Matrizen Ay die Grundvoraussetzung, so besitzt
der reduzierte Maxwell-Operator M im Ganzraumfall einen trivialen Kern.

Korollar 2.4 (Regularitiit in Auflengebieten) Seien Q; zwei Gebiete im R® mit
Q) C Qq und dist (0,002) > 0 sowie C' eine Matriz, die die Grundvorausset-
zung erfiillt. Desweiteren sei a € R () N C~1D (). Dann folgt a € H* (Qy)
und es existiert eine positive Konstante, so dafs

llall00, < c(llalloon, + [[rot allopa, + [|div Calloeq,) -

Beweis :
Aufgrund von dist (suppy, 9;) > 0 existiert ein ¢ € C* (R?) mit |, =1 und
suppy C €2y, so daB |V| beschrinkt ist. Mit ap € L? (R?) und

rot (ap) = ygrota+VeoAa € L*(R?)
div (Cap) = pdiv Ca+ VeCa € L*(R?),

folgt die Behauptung. q.e.d.
Nun werden die gleichen Ungleichungen wie in Satz 2.2 und Korollar 2.4 in
gewichteten Sobolevriumen bewiesen.
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Korollar 2.5 Seien s € R, C eine die Grundvoraussetzung erfillende Matrix
und a,rot a,div Ca € L* (R3). Dann gilt a € H! (R3) und

llall1sre < c(|]allosmrs + |[rot allosrs + ||div Callosr3) -

Korollar 2.6 Seien Q; zwei Gebiete im R? mit Oy C Qy und

dist (0€,00,) > 0 sowie C' eine Matriz, die die Grundvoraussetzung erfillt.
Desweiteren seien a,rot a,div Ca € L? (Q3) mit einem s € R. Dann folgt

a € H! (Qy) und es existiert eine positive Konstante, so dafl

lallis00 < c(llallosg, + ot allos0, +[ldiv Callosa,) -

Beweise Korollar 2.5 und 2.6:
Mit 7%a € L* (Qy N A(1)) und

rot (ra) = r'rot a+sr'EArSa € L* (QyNA(L)),
div (Crfa) = ridiv Ca+ sr7'2Crfa € L* (Qa N A(1)),

folgen die Behauptungen aus Satz 2.2 und Korollar 2.4. q.e.d.

Bemerkung 2.2 Bei glatten Rdindern und unter Hinzunahme der Randbedin-
gungen, folgt aufgrund von Satz 2.1 die Regularitdit in den Korollaren 2.4 und 2.6
bis zum Rand.

Lemma 2.3 Seien G C R? ein Gebiet und C eine konstante, reelle, symmetri-
sche und requldre Matrixz. Dann gelten fir beliebige matrizwertige Funktionen B

und
a € Rioe (G) N B™'Dye(G) die Gleichungen

rot (C(aoC)) = det(C)C *(rot a)oC (2.4)
div (C"Y(BoC)C™'C(aoC)) = [div (Ba)]oC.

Beweis :

Da die Behauptungen lokale Eigenschaften sind, kann man sich mit einem Dicht-
heitsargument auf den Fall a € C2° (R?) zuriickziehen. Seien u,v, w € R? belie-
big. Dann gilt

(uAvV)w = det(u,v,w)
det(C~1) det(Cu, Cv, Cw)
det(C~)(Cu A Cv)Cw,
d. h.
uAv = det(CHC(Cu A Cv)

oder auch
CH(C™Mu) Av) = det(CH)(u A Cv). (2.6)
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Mittels der Fouriertransformation erhélt man sodann mit X(z) := x

F (rot (ClaoC))) = iXACF(aoC)
= idet(C"HXAC(F (a)oC™Y)

und andererseits
F (det(C)C ' (rot a) o C) = det(C)C'F ((rot a) o C)
= det(C’)C ! det( ) (rot a) o O !
e (e (a)oC™))
= zdet(C )X/\C(}"( Yo O h).

Die letzte Zeile folgt aus (2.6). Die Fourierriicktransformation liefert (2.4). Analog
zeigt man (2.5), denn es gilt

F(div (Ba)o C) = det(C™HF (div( a))oC!
= idet(C™")(CT'X) (F (Ba)o C™")

und auflerdem
F(div (C"(BoC)aoC)) = iXC (F((BoC)aoC))
= idet(C™H)XC™ (F (Ba)o C")
= idet(CY)(C™X

0
oy
8
O
Q

Mittels der Fourierriicktransformation folgt (2.5). q.e.d.

Lemma 2.4 (Transformation der Koeffizientenmatrizen) Sei Q C R? ein Gebiet.
Die Matrizen Ay erfillen die Bedingung 1 und es gelte

(Ma—w)a = f
div (Aiai) = g+

mit einem a € Ry (9)2 N {AIIDZOC () x A= Dyq, (Q)] Dann gilt mit den Defi-

., 1 ~ _ . .
nitionen W := A2 und Q := W1Q, sowie den Transformationen

ar = W(arzoW) (2.7)
fo = W(froW) (2.8)
gr = WgzoW) (2.9)
Ay = det(W)W AL o W)W (2.10)

= ~yedet(W) + det(W)W ag o W)W
= Y+ det(W) + di
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die Inklusion

0 € Rioe (?) N [A7 Dioe (Q) x A= Dioe ()] und

(Mz-—w)a = f
div (Asas) = det(W)W 1 gs.

A, erfiillen also die Bedingung 1 mit A = id.
Desweiteren transformieren sich auch die Randbedingungen, denn mit
b:=W(boW) und fiir belicbige Matrizen B mit B := det(W)W (B o W)W !

qgilt:

Beweis :
Da

(My —w)a

beR (Q)
be B~ D(Q)

= f < FiAi'totax = was+ fu

— rot az = fiwAiayr £iAyfy

gilt, berechnet man mittels (2.4)

rot az = rot (W(ag o W))

Demnach erfiillt a

= det(W)W !(rot az) o W

= det(W)W H(FiwyrAas) o W
+det(W)W ™ (Fiwaras) o W
+det(W)W HEiALfr)o W

= diwyg det(W)ay
+iw det(W)W (o o W)W tay
+idet (W)W HAL o W)W L f

= diwAiay +iAyfy.

und es folgt durch (2.5)

div (flidi) =

det(W)div (W ((72A + ax) o W)W W (az o W)

det(W) div (Aiai) oW
——
=9+

det (W)W gy

15

(2.11)
(2.12)

(2.13)
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Nun zur Transformation der Randbedingungen. Sei b € R (Q) und ® € R (Q)
/~Brot<I>dx = /~W(boW)rot(I>dx
Q Q
= /~(b o W)Wrot & dx
Q

= det(WY) / bW (rot ) o W dx

— / brot (W' (® oW ™)) do
ER()
= /Qrot bW HoW™) dr (2.14)

— det(W) /~ WL(rot bo W)® d
Q

= /~rotl;<I>dx
Q

Hierbei wurde mehrmals Gleichung (2.4) und in Zeile (2.14) b € R (©) benutzt.
Also folgt b E]O% (Q) Analog folgert man (2.12). Denn sei ¢ € H' (Q) und

be B D (Q); dann gilt
/ﬁBEVgpdaz = /det “(BoW) bo WV dx
— /QW‘le Voo W da
- /QW‘le WV (oo W) de

= / Bb V(poW™) dx
Q \o/ N——
€D(Q) EH(Q)

- —/div (Bb) po W dx
= / det(W)div (Bb) o W dx

= —/~le (Bb) ¢ dz,
Q

wobei die letzte Zeile aus (2.5) folgt. Ergo b € B! D (Q) q.e.d.
Bemerkung 2.3 Die inverse Transformation in Lemma 2.4 ist
ar = Wl agzoW™).

Die Transformation (2.7) bildet Auflengebiete auf Aufengebiete ab und dndert
nichts an den Differenzierbarkeits- und Integrierbarkeitseigenschaften von a in ge-
wichteten Sobolevrdumen. Desweiteren lassen sich die Normen gegenseitig durch
Konstanten, die nur von A abhdngen, abschitzen.
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Satz 2.3 Seien Q C R? ein Aufengebiet und Ay Matrizen, die die Bedingung 1
erfillen. Desweiteren seien w € C und s € R.
@ € Rioe ()’ N[A7 Do toe () x A7 Dojoe ()] N L2 (Q)? erfille (M —w)a = f mit
einem f € HY (Q). Dann gilt a € H2 (2)* fiir alle Z mit = C Q und es ezistiert
ein R >0, so dafs

lall2s2 < cllallose + [ f11s0)-

Beweis :
Aufgrund von Lemma 2.4 und Bemerkung 2.3 kann O.B.d.A. A = id angenommen
werden. Nach Korollar 2.6 gilt a € H! (2)” fiir alle Z mit = C Q und

lallisz < clllallosa + [[f]lo.s.0)- (2.15)

Nach Satz 2.1 und einer Abschneidetechnik gilt sogar a € H2,, (Q)*. Aus

rot ax = FiwAray £iALfy
= j:iwyiai + iwaras = iAifi
divar = —yI'div (azay)
folgt
—Aay = rotrot ax — Vdiv ag

= Ziwysrot ay £ iwrot (agay) £irot (Ayfy) — Vdiv ax
Wy v ag + wlyrazas £ivrot (aray) (2.16)
+wyrAs f= £irot (AL fy)
+77'Vdiv (azag).

Da sich zweite Ableitungen immer durch A und erste Ableitungen abschétzen
lassen und ay = o(r~!) gilt, folgt fiir alle hinreichend groBe R und |3| = 2 mittels
einer iiblichen Abschneidetechnik (man schneidet zunéchst zum Rand von 2 und
nach Auflen ab) sowie der Differentialgleichung (2.16)

3
/ r%|0%asPdr < c/ oy (Z |Oyan|® + ]an|2> dx (2.17)
Qr Qr-1

ne{+,—} \I=1

3
-+ C/QR 7,23 Z <Z|8lfn’2 + |fn’2> dor.

ne{+,—-} \i=1

Hierbei ist zu beachten, dafl im Falle, wenn alle Ableitungen von Vdiv (azaz)
auf a4 fallen, keine Ableitungen auf o stehen, und somit dieser Term durch die
Eigenschaften der as klein wird. Dadurch kann er dann auf die linke Seite der
Ungleichung geschaufelt werden.



2. Regularitétssdtze und vorbereitende Lemmata 18

Ergo

lallzsoe < ¢ (llallisnn + [ FlLs0ns)

<
< c(llalosa+|If

1,8,9) )

wobei die letzte Ungleichung aus (2.15) folgt, und a € H? (5)2 fiir alle = mit
= C Q. Satz 2.1 liefert die gewiinschte Abschétzung. q.e.d.

Korollar 2.7 Es seien die Voraussetzungen von Satz 2.3 erfillt. Zusdtzlich sei
Q ein C?—Gebiet und a € Dyo(M), d. h. a erfille die Randbedingungen. Dann
folgt a € H2(Q)? und

lallzse < clllallosa + [1flls0)-

Beweis :
Aus Satz 2.1 folgt a € H' (Q(R))? und

HGHLO,Q(R) < ¢(||a 0,0,2(R+1) + ||f||o,o,Q(R+§))-

Nochmalige Anwendung von Satz 2.1 liefert a € H? (Q(R))* und

c(|lallooomtry + [ fll100r1)

lallzo.0m) <
< cllalloso +[1flls0)-

Kombiniert man dieses Ergebnis mit Satz 2.3, so ergibt sich a € H? (Q)* und

lallzee = llall2cam + [lall3c0p
< clllalZoam +llall30,)
<

c(llallg o0 +I1f

%,S,Q)'



Kapitel 3

Das polynomiale und
exponentielle Abklingen der
Eigenl6sungen

Im wesentlichen besteht dieses Kapitel aus einer Verallgemeinerung einer Arbeit
von Eidus [3].

Eidus beweist in [3] das polynomiale und exponentielle Abklingen der Ei-
genlosungen von (1.14) im Falle div (Aray) = 0. Diese Ergebnisse werden hier
in dem Sinne verallgemeinert, dafl die Forderung an die Losung, in einem gréfie-
ren, d. h. schwiicher gewichteten, Raum als L? (Q) zu liegen, bereits ausreichend
ist. Desweiteren wird die Matrizenklasse der Ay vergroflert. Aulerdem werden
bei dem polynomialen Abklingen rechte Seiten zugelassen. In den nachfolgenden
Beweisen sei § € F(RT,Ry) eine Funktion mit 6(p) — 0, falls p — oo.

Lemma 3.1 Seien m € R, Q C R? ein Aufengebiet und AL Matrizen , die die
Bedingung 1 mit A = 1id erfiillen.

Desweitern lise a € Rjoc (Q)2 N [AjrlDOJOC () x A= Dg 1oc (Q)} N HY (Q)? die
Gleichung (M — w)a = f mit einem w € R\{0} und f € H!, (Q)*. Dann gilt
a € H2 (2)* fiir alle = mit 2 C Q und mit den Definitionen

bi = ’I“mCL:t (31)
3

B = > <]bny2+218lbn\2> (3.2)
ne{+,—} =1
3

Foe Y (rfn|+z|alfn|) (33)
ne{+,—} =1

19
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gelten folgende Gleichungen und Ungleichungen fiir hinreichend grofie p:

)

div b:t

ii) Abg+ (p? + ™% ) by — 270, b

i)

iv)

Vi)

Beweis :

Yis1=2 Jo, |0%b,|? dx
|Re (R+,b+)q,|

lim inftﬂoo |Re <Ri, T&Tbi>g}f)|

liminf, . |Re (Rx, Tbi>ﬂ§,|

IA

IN

IN

IN

—yz" (div (axbs) — mF AL )
—wyrasby

Y (div (aaby) — %aﬂ&)
+iw [rot (azbs) — 75 A Oz:FbjF}
+2291t (div (asbs) — Zasby)
—wyEr™ Ay fy £ irmrot (Ag f5)
Ry

¢(Jo,., B dz + 111 e, )

¢ s, B doy +0(p) fo, , B dx

+e fo, Frfbel| do + | fl[fme,
cfs, B doy +0(p) fo, , B dx

+ec fg, rldiv (axbs)]? do,

+cRe [g div (axbs)22m,0b) do,
+c Jo, Frmtt S0 || d
el 1B

cpls, B doy+clo, B dr

+e fo, Frttbe] do

+ell IR ma,

Aus Satz 2.3 folgt sofort a € HZ () fiir alle £ mit = C Q. i) und ii) folgen aus
elementaren Rechnungen. iii) ergibt sich analog zu (2.17) aus der Differentialglei-
chung ii) mittels einer Abschneidetechnik und der Abklingeigenschaften der ovy.
iv) und vi) erhdlt man durch einfache partielle Integration und Benutzung des
Abklingverhaltens von a., indem man alle Ableitungen von a4 entfernt, wobei
man in vi) zuerst iiber Q) integriert, um die Existenz der Integrale zu zeigen. v)
folgt analog zu iv) und vi), wobei allerdings ein etwas schwierigerer Term auftritt,

namlich
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Re <leV (Oéibi),]}lalbi>gtp = —Re <d1V (aibi),div bi>QZ
—Re <d1V (Oéibi), xlﬁldiv bi)Q’to (34)

—Re / div ((xibi)£x1815i de
Sy r

+Re /5 div (aibi)%xlaﬁi do,

= —Re <ditv (agby), div bi>QE}
+7% Re (div (asbs), 2,0idiv (axds))ay3.5)
—71'Re (div (aibi),xlal(%/xibi»%

—Re div ((xibi)gxl@lgi de
Sp

+R€ div (aibi)ixlaﬁi dO:E
St

In Zeile (3.4) wurde i) eingesetzt und in (3.5) benutzt man die Beziehung
- 1
Re div (a4by)x;0,div (agby) = §xl(‘9l|div (asbi)*

Integriert man nun die rechten Seite noch einmal partiell, so ergibt sich die Exi-
stenz der Integrale fiir ¢ — oo durch die Eigenschaften der ay und Lemma 2.2
und somit die gewiinschte Abschétzung, wenn man noch einmal iii) benutzt.
q.e.d.

Satz 3.1 (Polynomiales Abklingen) Seien s > m > —%, Q C R? ein Aufengebiet
und A+ Matrizen, die die Bedingung 1 erfiillen.

Desweitern lise a € Rjpe (Q)° N [A;lDOJOC () x A= Do oc (Q)} N HY (Q)? die
Gleichung (M — w)a = f mit einem w € R\{0} und f € H!(Q)*. Dann gilt
a€ HE, _, . (2)* fiir alle 2 mit Z C Q und es existieren R > 0 und

2
c=1c(Q,m,s,R) >0, so dafs
llally =2t 1, < lllallomo + [ flls0)
gilt. [-] bezeichne in diesem Zusammenhang die Gaufklammer.

Beweis :

Nach Lemma 2.4 und Bemerkung 2.3 kann man O.B.d.A. A = id annehmen.
Aufgrund von Satz 2.3 ist a € HZ (2) fiir alle Z mit = C Q und die Behauptung
des Satzes nur interessant, falls [s —m — 2] > 0 gilt, d. h. s > m + 3 > 2 erfiillt
ist. Seien diese zusétzlichen Voraussetzungen also gegeben. Dann gilt nach Satz
2.3 fiir alle hinreichend groflen R

llallom.on < clllalloma + [[fll1me)-
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Mit den Definitionen aus Lemma 3.1 erhdlt man durch Multiplikation der Glei-
chungen unter Lemma 3.1(ii) mit by und Integration iiber €2, fiir hinreichend
grofle p sowie nachfolgender partieller Integration

/ Z |alb:|:|2 — U |bi|2 dr = —Re <R:|:, b:t>Qp — Re /S ﬂﬁlbigi dOm (36)
Q121 )
”ﬂ‘(r’;)ybiy? dr — Re / 2" O baby di

IN

/ Bd:c—i—c/ B do, (3.7)

—l—c/Q Fr™|by| d$+c‘|f||1,m,9,,,
13

(3.7) folgt mit Lemma 3.1(iv). Die gleiche Prozedur mit r0,by liefert mit Hilfe
von Lemma 3.1(v) die Ungleichung

3
/ = [0 + 32[be]? + 4m|0,be|? d

P =1

/ de—i—c/ B do, (3.8)

+e / FrmL Z Db da

—I—C/S r (Z lalbi|2 — ,u2|bi|2> do,

=1

+c/ r|div (a+bi)|? do,
S

P

+cRe /S div (Ozibi)%l‘laﬂgi dOI.

+ellf11E e, -
Nochmalige Anwendung dieses Verfahrens mit 7b. liefert mit Hilfe von Lemma

3.1(vi) die Ungleichung

3
liminf [ r (Z\@lbi\Q — u2|bi|2> dr < c/ Fr by | dx (3.9)
@ \i= 2

t—o00
P

p)/ de+cp/Bdow
Qp—1 Sp
+FI1E g,

Im Falle m > 0 wird nun (3.6) mit 2 multipliziert und zu (3.8) addiert, wodurch
sich folgende Ungleichung ergibt:
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3 3
/Q <Z|8lbi|2+u2|bi\2> dZE S /Q <Z|8lbi|2+u2|bi|2> dl‘
P \[=1 p

=1

+/ 4m|0,b+|? dw
Qp

IN

5(,0)/ Bdx+c | B do,
Qp—1 Sp

3
+C/Q Fq“m-i-l (Z |alb:|:| + |b:|:|> dx
P, =1

3
e f (Z O] - u2|bi|2) do,
S \i=1
+c/ r|div (a+bs)|? do,
5
. Tk Tk
+cRe / div (agby)—x0)b do,
S, r
+l[ £l o,
Im Falle m < 0 gilt 4m|9,b.|> > 4m ¥} |9bs|?>. Da —4m + 1 < 3 ist, sei ein

0 < € < 3 gewdhlt, so dal 4m — 1 + € > 0 erfiillt ist. Nun wird (3.6) mit diesem
e multipliziert und zu (3.8) addiert. Es folgt

3 3
/Q <Z|albi|2+,u2|bi|2> der < c(e— 1+4m)/Q > 104 da
» \i=1 0 i=1

+c(3—e),u2/ﬂ Iba|? do

5(p)/ Bdm—i—c/Bdom
Qp—1 Sp

3
+C/Q FTm+1 <Z |8lb:|:’ + ’bi’> dx

=1
+c/ r
S,

3
(Z |0by|* — M2|bi!2> do,

=1
+C/S r|div (asbi)|? do,

P

IN

+cRe / div (aibi)ﬁxlaléi do,
s, r
+e|[ 11T g,y

Damit erhélt man fiir alle hinreichend grofien p



3. Das polynomiale und exponentielle Abklingen der Eigenlésungen 24

/Qde < / de+c/Bdox

Cx [ (S ) o

n€{+ -}

te S [ o (SSiom - )

n€{+ -}

c > / r|div (a,bp)|? dos

n€{+ -}

Z Re/ div (ap,by xlf)lb do,
n6{+ -}

+ellf 13 ma,

Diese Ungleichung wird nun von p bis 7' integriert.

T T
/ [ Bavat < / / Bda:dt+c/ B dx (3.10)
P + t T
¢y / / P <Z|8lb |+ |bn |> dr di(3.11)
n6{+ -}
e S, (Z@b P a) G2
n€{+ -}
c Y / rldiv (anby)[? de (3.13)
n€{+ -}
¢ > Re div (anbn)—xlaﬁﬁ dx (3.14)
n€{+ -} r
r 2
te [ 1R o d (3.15)

Das erste Integral auf der rechten Seite von Zeile (3.10) formt man mit dem Satz
von Fubini-Tonelli in

T rt T min{7,7+1}
[ | [ Bdoara=[ [ B do, dt dr
p Jt—-1JS; p—1 Jmax{7,p} Sr

um und kann es nun durch [, | B dz abschitzen. In Zeile (3.11) und (3.15) wird
f € H! () ausgenutzt. (3.12) schiitzt sich durch (3.9) ab. In (3.13) und (3.14)
wird noch einmal partiell integriert, so dafl keine Ableitungen mehr auf einem
der a4 stehen. Bildet man nun den Limes inferior fiir 7" — oo auf beiden Seiten
und benutzt wiederum die Abklingeigenschaften der a4, Lemma 2.2 und Lemma
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3.1(iii), so ergibt sich die Abschitzung

/oo Bdrdt < c/ de—i—cp/ B do,
A

/FW“( yalbn\+|bn|> dz
n€{+ -}

tell ey e [ I mac, dt
¢ Y / / Frm (Zyalb |+ |bn |> d dt

n€{+ -}

< c/ de—i—cp/ B do,
Qp_1 Sp
+ep™ 70 fllhs.0,bl110.9,
+Cp2(m—8)||f||%7879p71 + C/p £2(m—s) dtHins,Qp,l
fo [T dt fll, ) blhos,
p
< clblBoq, , +ep /S B do,
P
+ep™ 2 (111 w0,y + 1B 00,
<

el n, , +cp [, B do.
P

+ep™ 0 (1R sa + 1Bl 0]

= sei hierbei fest mit Q,_; C = C (, fiir diese hinreichend grofen p. Diese
Rechnungen sind aufgrund von s > m + 2 durchfiihrbar.

Andererseits erhalt man mit dem Satz von Fubini, indem man die linke Seite
als Oberflichenintegral schreibt und dann die Integrationsreihenfolge vertauscht

/OO Bdrdt — /OO/OO/ B do, dr dt
14 Q P t Sr
- // B do, dt dr
p Jp JSr
_ / (T—p)/Bdosz
p Sr

= /Q (r—p)B dz.

P

Eine leichte Induktion liefert, solange m + 1 — s + [ < 0 gilt, folgende beiden

Abschétzungen:
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| e=0Bde < cf bl g, o [ B do,

+ep™ AR g0 + 101 o 2]

und

/ r'Bdr < c¢pf [||b||§09 ) +/ B dox]

Qp e Sp
+ep™ £ g0 + (1013 02

Diese Ungleichungen gelten bis maximal [ = [s —m — 2|, d. h.

2 2
ol e, g, < IR s

< c( Moz + [ B o+ 1R )
3
< c(lolinzt [ (S0t 4 o) o+ 1110 )
P k=1
< (ol + llalma, + 171R c0) (3.16)
< c(llall§ma + 1117 .0) - (3.17)

(3.16) folgt aus dem Spursatz und (3.17) aus Satz 2.3, falls p hinreichend grof§

1st.
Mit ¢ := w +m gilt also a € H!(,)” und mittels der Differentialglei-
chung (2.16) folgt fiir geniigend grofe p
lal3g0, < c(llallf o, +11f1Fq0)
2,¢,2, — 1,4, 1 1,9,
< c(llalltme +11f1[0) -
Ergo a € H2(Z)* fiir alle = mit = C Q. q.e.d.
Bemerkung 3.1 Gilt in Satz 3.1 f € H! (Q)? fir alle s € R, so folgt a €
H? (Z)? fiir alle s € R und Z mit Z C Q. Dies ist z. B. erfillt, wenn f € H' (Q)

einen kompakten Triger besitzt.

Satz 3.2 (Exponentielles Abklingen) Es seien die Voraussetzungen von Satz 3.1
mit f =0 erfillt. Dann gilt fir alle t € R, exp(tr)a € H' (2)?, sofern = C Q.
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Beweis :

Wie in Satz 3.1 nimmt man wieder O.B.d.A. A = id an. Satz 3.1 liefert

b= r"a € H*(E)? falls  C Q, fiir alle m € R. Es werden nun éhnliche
Abschéatzungen wie beim polynomialen Abklingen bewiesen, wobei hier aller-
dings darauf geachtet werden muf}, daf§ die auftretenden Konstanten nicht von m
abhéngen, da diese Abschétzungen im weiteren Verlauf des Beweises aufsummiert
werden sollen. Sei g € C*(R, [0,1]) und g](foo’o) =0, 9‘(1,00) = 1. Dann gilt fiir
g, :=9(] | — p) € C=(R?), 9lk, = 0 und g[ 4, ;) = 1. Durch Multiplikation
der Gleichung unter Lemma 3.1(ii)(f = 0) mit g,rPb., Integration iiber Q, fiir
hinreichend grofles p und nachfolgender partieller Integration, folgt

1
g (4 5 |2 p) + mm + p)| ) b do (318
R o (—bibe + (2 ) 0y ?) de = PR.b. d
+Re g,r bbby + + [ r = Re gpr"Riby dx

Q, 2r r Qp

3
+/ ngpZ |alb:|:|2 de’
2 =1

Im Verlauf des Beweises werden nur die Werte p = 0 und p = —2 bendétigt,
deshalb diirfen die nachfolgenden Konstanten von p abhéngen.

Somit erhélt man durch das Abklingen der a und der Tatsache, dafl
supp(g,) C Qo+1 st

P =1

3 2
/ gor? > |0be]? do < c/ g,r? [ 1+ o S |bafP dx (3.19)
“ % ) el

+em?(p + 1)2"FP.

Da supp(1 — g,) N Q, C Qo gilt, folgt Ungleichung (3.19) auch ohne g,. In die
Konstanten fliet nun natiirlich ||al|; 0o mit ein. Setzt man in (3.18) p = 0, so
ergibt sich

3 m2
/ 9p (— Z |alb:|:|2 + <M2 + 2) |b:|:|2> dx
Q =1 T

P

+Re/ 9;) <_arbj:5:t+m|bj:|2> dr = Re/ g,R+bs dz.
Q, r Q,

Nun wird die rechte Seite wieder so lange partiell integriert, bis keine Ableitungen
mehr auf den a. stehen. Es folgt

3 m2
/Q 9o (Z |0y |* — <M2 + TQ> |bi|2> dx

=1

< S(pym*(p+1)*" (3-20)
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m2
+6(p) [ gp(1+2) > bl do
Q, r ne{t,—}
3

3
—|—(5(p)/Q 9y Z (\&bi‘? + Z |818kbi‘2> dzx.
k=1

P =1

Diese Prozedur wird nun wiederholt, indem Lemma 3.1(ii)(f = 0) mit g,2;0,b+
multipliziert und iiber €2, integriert wird. Einige partielle Integrationen (hierbei
fliefit Lemma 3.1(i) stark ein) liefern wiederum

3 m2
/ 9p (— Z \8lbi|2 + (3,&2 + 2) |bi’2> dx
Q -1 T
< d(p)m?(p+ 1)*"*! (3.21)

o [ (1™ T npa
Qp r ne{t,—}
3

() [ 93" l01be® do
=1

P
3

+0(p) [ g5 3 10040I* do

Q=1
—/ 9,4m|0,by|? dx.
Qp

Da nun m > 0 gelten soll, folgt durch Addition von (3.20) und (3.21) die Unglei-
chung (man beachte wiederum supp(1 — g,) N, C Qo)

|2l de < spym?(o+ 17 (3.22)

m4
+6(0) [ gp(1+r4) S b da

ne{+,—-}

3
+5(p)/Q 9p > |0ibs|* du

P =1
3
Qo k=1

Mittels Lemma 3.1(ii) folgt sofort fiir hinreichend grofie p

4
2 m Z 2

ne{+,—}
m2 3
+c/ (1 + 2) > > |0bn)? da.
2 ") ne{+,—}i=1

Benutzt man (3.23) in (3.22), so ergibt sich
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S [ bR < s(pmio+ 1P
ne{+,—} 75

+(p) |

Qp

+(p) [

Qp

m4 2

n€{+,—}

m2 3
(1 + ) Z Z |8lbn|2 dz.

2
"/ nef+-yi=1

Unter Benutzung von (3.19)(ohne g,) fiir p = 0 und p = —2 folgt die Ungleichung

S [ b de < a(pym(p+ 1)
ne{+,—} 75

+(p) [

2

m* )

ne{+,—}

und somit fiir geniigend grofle p

P

/ P22 de < 8(p)m” <(p+1)2m+1+/ r2m=4|q|? dm),
Q Qp

oder mit n := 2m

/ a2 de < 8(p)nt ((p+1)"+1+/ =42 dx). (3.24)
Q, Q,

Fiir M > N hinreichend groff und ¢ € R* beliebig gilt sodann mit (3.24)

Lt 2 N 4),12
Zn!/ﬂpr|a| dr < 5(p)ngvmn /Qpr la|* dx
S, 1
v nt
+olp) 2, s (p+1)
n=N <qn
M tn+4 A )
< 4 n
< (5(p)n§_4(n+4)!(n—l— ) /Qpr laf? de
+e(p+ 1) exp(4t(p+ 1))
M n (n+4)4
< 5 71‘:4 / n 2 d
<00 2 o G 9T 9 1) Ja,

_l’_
o
e}

_l’_
=

exp(4t(p + 1))

N—1 tn+4 A )
n+4 / r"lal|® dx
‘. (n+4)!( ) Q, |
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< t*5(p / r"|al? dx
n= Nn
+c(p + 1)exp(4t(,0+ 1))
n+4

N-
(n+4)* / r"|a|* dz.
; + 4)! Q

14

Wiéhlt man also p hinreichend grof, so folgt
M 4
/ ral* dr < ¢
mit ¢ unabhingig vom M. Der Satz von der monotonen Konvergenz liefert
t
exp (;) ac L*(Q)°
fiir alle t € R. Aus

liminf/ e"dax)? dr = —hmlnf e ayAay dr
t—o00 Qtp

— lim inf te'"a 0.ay dx
t—o0 QZ

—/ e”ai&ai dOw
Sy

+ hm inf [ e"aid,as do,
t—o0 Sy

und der Existenz der rechten Seite folgt sofort
t
exp (;) da € L* (2)?
fiir alle [ = 1,2,3 und Z mit = C Q. Ergo exp(tr)a € H' (2)°. g.e.d.

Korollar 3.1 FEs seien die Voraussetzungen von Satz 3.1 mit einem s > m + 3
erfillt. Dann gibt es ein R > 0 und ein ¢ > 0, welches von a, f und w € I CC
R\{0} unabhingig ist, so dafy mit q := [8_7;7_2} + m die Ungleichung

lalloge < c(llallooam +1flls0)
gilt.

Beweis :
Sei R so grof}, dal man Satz 3.1 anwenden kann.

lalBae = Nal, o +lalBgn,
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< ¢(llall2 gy + Nl e + [1£11300) (3.25)
= ¢(llal g + 11 0)

+é||a||(2),m,Q(R) + é||a||(2),m,QR

< ¢(llally g + 11£11F00) (3.26)
+ecl |a||(2),O,Q(R) + éR2(m_Q)||CL||(2),q,QR
< o(RR) (llal o0 + 115 0) (3.27)
1
+3lalli g0

Hierbei seien ¢ von R und ¢ von R abhingig und O.B.d.A. R > R. In Zeile (3.25)
wurde Satz 3.1 benutzt. Da 2(m —¢q) = 2(m — w —m) < —s+m+3 <0 ist,
folgt (3.26) und in (3.27) sei R so groff gew#hlt, daf eR*™~9 < L gilt.  q.e.d.

Korollar 3.2 Es seien die Voraussetzungen von Satz 3.1 erfillt. Zusdtzlich sei
Q ein C%—Gebiet und a € Dy,e(M), d. h. a erfillt die Randbedingungen. Dann
gilt a € H} (Q)? und

lallzq0 < c(llalloma +[[fll1s0)-

Beweis :
Nach Satz 3.1 geniigt es ||a||2,4,0(r), d. h. ||a|]2,0,0(r) abzuschétzen. Da a nun die
Randbedingungen erfiillt, ergibt sich durch Satz 2.1

all200m < ¢ (||a||o,o,Q(R+1) + ||f||1,o,Q(R+1)>
< c(llalloma + [Ifll1s9) -

q.e.d.

Korollar 3.3 Es seien die Voraussetzungen von Korollar 3.2 erfillt. Falls s >
m + 3 gilt, so existiert ein R > 0 und ¢ > 0, welches nicht von a, f und w €

I cc R\{0} abhdingt, so dafl

lallzge < c(llallooam + 1 fll1se) -

Beweis :

IA

¢ (llall3mo + [1£1550) (3.28)
c(R)l|all3 o 0m) + cllall? man

+e|lf 120

c(R)llal3 g e + cll I o0

llalf3.4.0

IN

IA



3. Das polynomiale und exponentielle Abklingen der Eigenlésungen 32

+cR* ™D |al|f 40 (3.29)
< c(R)|allo.am + I oo
1
+§Ha| 1300 (3.30)

(3.28) folgt aus Korollar 3.2. (3.29) ergibt sich, da 2(m —¢) < 0 gilt. In (3.30) sei
R so groB, daf cR2(m=9) < % folgt. Dies liefert die Behauptung. q.e.d.



Kapitel 4

Losungstheorie und
Fredholmsche Alternative

4.1 Die a-priori-Abschitzung

Das wichtigste Hilfsmittel zur Durchfiihrung der Grenzabsorption und damit zum
Beweis der Existenz ist die a-priori-Abschétzung, in der die Losung a von (1.14)
zu echt komplexen Frequenzen w im wesentlichen durch die rechte Seite f un-
abhéngig von w abgeschétzt werden kann.

Diese Abschitzung wird sich natiirlich in gewichteten Sobolevraumen ergeben.
Zusétzlich erhdlt man eine Abschéitzung, aus der sich die Strahlungsbedingung,
die die Losung erfiillen soll, ergeben wird.

Satz 4.1 (Die a-priori-Abschiitzung) Seien Q C R? ein Aufengebiet, 1 > s > 1,
t < —3, 1 cC R\{0} ein Intervall und Ay Matrizen, die die Bedingung 2 mit
A =id erfillen. Dann ezistieren ¢, R > 0, so daf$ fiir alle w € I, o € (0,1] und
fe H Q) NDy(Q) mit \2 = w? + iow

(M =X flloas + [T exp(ipr) (M = N) 7" fllhs-20x

< c([lfllse+ 1M = )7 fllooam)

mit einem § > % gilt. (Zur Erinnerung: i = w/y17—)

Beweis :
Zuniichst ergibt sich die Existenz von a := (M — X\)7! f aus der Selbstadjungiert-
heit von

M : DIM)CDy(Q) — Do(Q)

a —  Ma

Aus Satz 2.3 folgt a € H? (2)? fiir alle Z mit = C Q. Sei R}\Q cc U(0, R) und
© € C*(R?) mit <,0|A(R) = 1 und suppy C Q. Dann folgt ap € H? (R3)2. Mittels

33
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der Differentialgleichung (2.16) erhélt man

—Alazp) = Nyivazp = —Dazp — Ny azp
—201a+ 010 — a+Ap
= (vi'Vdiv (araw) + Nyzaias
FiArot (azas) + AMyzAsfr
Firot (A f1))p — 20,aL01p — arAyp
= R..

Da A. die Bedingung 2 erfiillen und supp(20,a+0,¢ + a+Agp) C Q(R) gilt, folgt
Ry € L?(R?). Aufgrund der Selbstadjungiertheit von

~A . H2(RP) C L*(RP) — IL2(RY)

u — —Au
existieren eindeutige u+ € H? (R?) mit
(=A = Ny v Jue = Re.

Hieraus folgt w = ay. Aus einer a-priori-Abschétzung fiir A in einer Arbeit
von Vogelsang ([10], Theorem) (sieche auch Weck, Witsch ([14], Lemma 7)) folgt
sodann mit —% >{>tund % < § < s und einer von a, f, w und ¢ unabhéngigen
Konstanten ¢ > 0

llaollozrs + [l exp(ipr)agllis—2rs < cl|Rllosrs-

Die Abklingeigenschaften der a4 liefern

llagllozrs + |l exp(ipr)ap|llis—2rs < c(|[fellisrs + [|apll2s-1-crs
+llall1,05upp(ve))
< c(l[fllse + llapllzs-1-cvor)
+llaell2s-1-c.ar) + [lal10suppey))

< c(l|fllrs0 + llapll20u0,r)
+llall2,s-1-c,am) + llal|10supp(ve))
< c(Ifllhse + llagll2ouo.r) (4.1)

+lallo.s-1-c0 + [|a|]1,0suppve))-

In Zeile (4.1) wurde Satz 2.3 benutzt. Nun werden Satz 2.1 im Falle Q = R? und
Korollar 2.4 mehrfach angewandt.
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llaspllo zms + [l exp(ipr)agl||1s-2.rs

IN

IN

<

35

c(I[fllse + llaelloovor+1)

+|[rot (a90)||1,0,U(0,R+§)

+ > [ldiv (Anan@)ll10,0(0,m+1)
ne{+,—}

+lallo0,.0r+1) + [[rot alloo.0mrs)

+llalfos-1-¢0)

([ flh,s.0 + llallooomsn

+||a90||1,0,U(0,R+%) +[lallos-1-0

+ Z H(In A VQDHI,O,U(O,RJF%)
ne{+,—}

+ Z HanAnvSOHLO,U(O,RJr%))
ne{+,—}

c(|[fllLs.0 + llallooars
+|allo0,00,r+1) + |]allos—1-¢0

+ Y [ldiv (Anan)loou0,r41)
nE{-l—,—}

+[[rot (aw)!lo,0,u(0,r+1)
+llall1.0supp(ve))
c(|[flls0 + Ilallooors

+lallos-1-e0)

Seien nun $ so nahe bei % und £ so nahe bei —% gewihlt, so daB £ > § — 1 — e gilt.
Dann folgt mit R > R + 1 hinreichend groB, da —f + § — 1 — ¢ < 0 erfiillt ist,

llallozo + Il exp(ipr)alllis—20,

Ergo

<

<

IN

IA

IA

c(llalloo.m + llaelloton
+|[| exp(ipr)agl||1,5-2,05)
c(llalloo.m + llaellosrs
+|| exp(ipr)ap|||1s-2r3)
c(|flls0 + llallooom
+lallo,s-1-¢0)

ol fllso + c(B)lallo

+eR™ 1 fallo 4,

(1 f 1z + llalloo o)

1
+lalloz

lallozo + [[lexp(ipr)allliszo, < clllfllLsa+ llallooam)
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mit ¢ unabhéngig von o, w, @ und f. Da t <t und s > § folgt schlieBlich
lalloo + [l expipr)alllis—20, < clfllse+llallopar)-
q.e.d.

Korollar 4.1 FEs seien die Voraussetzungen von Satz 4.1 ohne die Zusatzbedin-
gung A = id erfillt. Dann folgt mit a := (M — \)7'f und ax = W(ax o W) die
a-priori-Abschdtzung

llallos.o + (|l exp(ipdet(W)ralll ; o5,

< c(lflhsn +lallbooowm)

mit etnem § > % und R > 0.

Hierbei gilt wieder W := Az und Q== A2 Q).

Beweis :
Durch Satz 4.1 und die Transformationseigenschaften aus Lemma 2.4 und Be-
merkung 2.3 folgt sofort die Behauptung. q.e.d.

4.2 Losungstheorie mittels des Prinzips der Grenz-
absorption

Definition 4.1 (Der Losungsbegriff) Seien Q C R3 ein Auflengebiet und A
Bedingung 1 erfillende Matrizen. Fin a € Dj,.(M) lost

(M —wya=f
mit einem f € Dy o (), falls (M — w)a = f im schwachen Sinne erfillt ist und
1. entweder w € C\R und a € R () gilt,

2. oder w € R\{0} gilt und a € H? , (Q)? die Strahlungsbedingungen

T o TF - 0 O
—A ([ —ax € H Q
T @x T fyiajF >_%< )

erfiillt.

Hierbei ist natirlich ax = W (agpoW). Im zweiten Fall heif$t a die Strahlungslosung
zu (M —w)a = f.

Bemerkung 4.1 (Umformulierungen der Strahlungsbedingungen) Transformiert
man die Strahlungsbedingungen mittels Gleichung (2.6) nach Q zurick, so ergeben
sie sich folgende dquivalente Bedingungen:
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w-lx
1. |W§1§ xj N Weas F Wear € H 4 ()

~1y
2. det(Wy )W Wit (W?/_lxl A ai> Fas € Hg_% Q)

3. det(Wz AWzWias Faz € HY 4 (Q)
2

)\w X|
4. det(WhH)Wwy <|W X Aiai> F Weaz € Hg_% (Q)

Hierbei kann man bei (£) sowohl + als auch — setzen. Wiederum sei X (x) := x.

In dieser Bemerkung seien anders als im tibrigen Text Ay := v2 A und W := A%,

Satz 4.2 (Eindeutige Losbarkeit in C\R) Das Problem (M — w)a = f ist fir
alle w € C\R und f € Dy (2) eindeutig lGsbar. Der Lisungsoperator ist stetig.

Beweis :

ba M : D(M)CDy(Q) — Dy()

a —  Ma
selbstadjungiert ist, existiert zu jedem w € C\R und f € Dy () genau ein
a € D(M) mit (M —w)a=f. q.e.d.

Lemma 4.1 (Polynomiales und exponentielles Abklingen der Eigenlosungen)
Seien Q C R? ein Aufengebiet, Ay Matrizen, die die Bedingung 1 erfiillen,

w € R\{0} und a die Strahlungslosung zu (M — w)a = 0. Dann gilt fir alle
m,t€ER und E mit = C Q

a € H? (2)° und exp(tr)a € H' (2)°.

Beweis :
Aufgrund von Satz 3.1 und 3.2 reicht es a € Hg_; (9)2 zu zeigen. Dies folgt aus
2

den Strahlungsbedingungen, denn fiir hinreichend grofle p gilt
2 nay — | a? do, / |an+|2 *|a 2 do,
Sp T T+
—2, / / —A a+> a— do,

a+/\a )

Nach Lemma 2.4 folgt a, € ]O%loc (Q) und deshalb mittels des Gauflschen Satzes
und der Eigenwertgleichung

:C ~ == . ~ ==
/Sp ;(a+ Na_) do, = /?z(p) div (ay ANa_) dx
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= /~ rot a, a_ — a,rot a_ dx
Q(p)

= —w /v A,&,E, —+ A+EL+E+ dx .
Q(p)

€R
Folglich
Re/ f(ELJF/\E,) do, = 0
s

P

/|a > do, < / \—/\a+ 1/—a ? do,.
Sp

Multiplikation mit einer entsprechenden p-Potenz und Integration von p bis oo
liefert a_ € Hg_ 1 (Q) und mit der zweiten Strahlungsbedingung auch

2

ay € HQ,% (Q) Die Riicktransformation ergibt a € Hg,% (Q)>. q.e.d.

und damit

Definition 4.2
P :={w e R\{0} : (M —w)a=0 hat eine nichttriviale Losung}
Fiir w € R\{0} sei weiterhin
N(M —w):={a : alést (M —w)a =0}
Aus Lemma 4.1 folgt sofort
Bemerkung 4.2 Fir w € R\{0} gilt N(M —w) = N(M — w).
o,(M) bezeichne das Punktspektrum des Operators M.

Bemerkung 4.3 Im Falle ax = 0 in Qg fir ein R > 0 folgt 0,(M) C {0} und
N(M —w) = N(M —w) = {0}, falls w € R\{0}.

Beweis :
Aus (Ms —w)a = 0 folgt (M; — w)a = 0. Nach Voraussetzung gilt @+ = 0 in
Qp fiir ein R > 0. Folglich —Aa — p?det(A)a = 0 in Qp und nach Lemma 4.1

gilt a € L2 (Q) fir alle s € R. Die Rellichsche Abschétzung (siehe Leis ([6],

S.59)) liefert @ = 0 in Qj fiir R hinreichend groB und das Prinzip der eindeutigen
Fortsetzbarkeit (siche Leis ([6], S.168)) a = 0 in €2, also a = 0 in Q. q.e.d.

Lemma 4.2 (Notwendige Bedingung zur Losbarkeit) Seien Q C R? ein Aufen-
gebiet, Cy reelle, symmetrische, beschrdnkte und gleichmdfig positiv definite
3 x 3—Matrizen, w € R, s € R, a € Dyo(Mg) N L2 (Q)* sowie Moa € L2 ().
Dann gilt fir allet € R mit s+t > 0 und alle u € Dyo(Mc) N L2 (Q)* mit
Meu € L2 (Q)?

(Mo — w)a,u)c = {a,(Mc — w)u)c.
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Beweis :
Sei p € C® (R, [0,1]) mit ¢|_.;) =1 und @|, o = 0. Mit or := o(}}) folgt,
da a und u die Randbedingungen erfiillen,

(Mo — w)a,u)e «— (Mg —w)a,upr)c

= faem (Mo~ o+ o (L0 i

1<% llallo,s,allullo,;,a—0

!
(a, (Mo — w)u)c

Die Integrale existieren nach Voraussetzung und die Konvergenzen folgen sofort
aus dem Satz von Lebesgue. q.e.d.

Lemma 4.3 Seien N € N, t € R und Q' C Q C RN zwei Gebiete. Gilt a,, — a
in L? () und a,, — b in L? (), so folgt a = .

Lemma 4.4 Seien N € N, t € R und Q C R" ein Gebiet. Gilt a,, — a in
L (Q) und a, — b in L7 () mit t > to, so folgt a =b.

Lemma 4.5 Seien N € N und Q C RN ein Aufengebiet. Enthilt (a,)nen fiir
alle R eine in L* (Q(R)) konvergente Teilfolge, so enthilt (a,)nen eine Teilfolge,
die in L}, (Q) konvergiert.

Beweis :

Nach wiederholter Teilfolgenauswahl und Ubergang zur Diagonalfolge erhélt man

durch Lemma 4.3 eine Teilfolge, die fiir alle R in L? (Q(R)) konvergiert. Dadurch

2

wird ein a € Lj,,

q.e.d.

(ﬁ) definiert, wogegen diese Teilfolge in L? (ﬁ) konvergiert.

Fiir den Existenzbeweis benotigt man nun noch dringend die Kompaktheits-
eigenschaft der beiden Inklusionen

R (B)NA;'D(B) — L*(B) (4.2)

R(B)NA~' D (B) — L*(B) (4.3)

in beschrinkten Gebieten B C R?. Im Falle glatter Riénder kann man diese
Aussagen auf den Rellichschen Auswahlsatz (siehe Leis ([6], S.154-157)) reduzie-
ren, bei nichtglatten Réandern treten jedoch nicht unerhebliche Schwierigkeiten
auf. Der erste Beweis fiir eine bestimmte Klasse von Gebieten mit nichtglatten
Réndern wurde von Weck [13] gegeben. Einfachere Beweise fiir Gebiete mit Ke-
geleigenschaft (siche auch Leis ([6], S.15 und 165)) wurden von Weber [11] und
Picard [8] aufgezeigt. Eine weitere Verallgemeinerung findet man bei Witsch [16]
fiir Gebiete mit Spitzeneigenschaft.
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Definition 4.3 FEin beschrdnktes Gebiet B habe die Kompaktheitseigenschaft,
falls die Abbildungen (4.2) und (4.3) kompakt sind. Ein Auflengebiet Q) habe die
Kompaktheitseigenschaft, falls fir alle R > 0 mit R3\Q cC U(0, R) die Abbil-

dungen

R (Q(R)) N A7'D (Q(R)) — L* (R))

R(Q(R)) N A= D (2(R)) — L* (U(R))
kompakt sind. Dies ist z. B. fiir Gebiete mit Kegeleigenschaft erfiillt.

Nun kann das Hauptresultat dieser Arbeit formuliert werden. Die Ideen dazu
stammen aus einer Arbeit von Weck, Witsch [14].

Satz 4.3 (Fredholmsche Alternative) Seien Q C R? ein Aufengebiet mit Kom-
paktheitseigenschaft und AL Matrizen, die die Bedingung 2 erfillen. Dann folgt:

i) P hat keinen Hdufungspunkt in R\{0}.
i) N(M —w) = N(M — w) sind fir w € R\{0} endlichdimensional.

iti) Fir alle w € R\{0} und f € H., (Q)> N Dy (Q) ist (M —w)a = f genau

dann losbar, wenn f € N(M — w)*+al gilt.
a kann dann so gewdhlt werden, dafi a € N(M — w)*4 gilt.

Beweis :

Weiiren i) oder ii) falsch, so existierten Folgen (wy)nen € R\{0} und

(@n)nen € D(M) mit w, — w € R\{0} und (M — w,)a, = 0, denn nach
Lemma 4.1 gilt a, € L2 (Q)* fiir alle m € R. Da im Falle i) Eigenlésungen
zu verschiedenen Eigenwerten aufeinander senkrecht stehen oder im Falle ii)
dim N(M — w) = oo gilt, kann man O.B.d.A. annehmen, daB (a,) ein Ortho-
normalsystem in L% () bildet und deshalb a, — 0 in L% () folgt. Damit folgt
auch a,, — 0in L? (Q)* und die Beschrénktheit von (a,,) in L? (2)*. Sei nun R > 0
mit R*\Q CC U(0, R) und ¢ € C3° (R?) mit ¢lgp = 1 und ¢lo,,, = 0. Da
(a,) an 09 die Randbedingungen erfiillt, gilt nun

g € | B (QUR+1)) x R(QUR + 1))]H{A;1D (QR+1)) x A= D (R + 1))} .

Aufgrund der Kompaktheitseigenschaft von Q(R + 1) folgt die Konvergenz einer
Teilfolge ar(myp in L? (AR +1))%, denn (a,), (rot (a,p)) und (div (Arafe))
sind in L? (Q(R + 1)) beschrinkt. Also konvergiert an(,) in L? (Q(R))?. Lemma

. , _\2 . 2 .
4.5 liefert also O.B.d.A., da8 (a,) in L}, (Q) gegen ein a € L} (Q) konvergiert.

loc

Lemma 4.3 liefert a,, — 0 in L? (ﬁ)z und Korollar 3.1 mit einem R > 0

loc

l|anllo0.0 < ¢llanllo00m — 0.

IMit L 4 wird hier das orthogonale Komplement bzgl. (-,-) 4 in L% () bezeichnet.
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Somit folgt
1 = |lan||la000 < dlanllooa — 0,

ein Widerspruch. O .
Zu iii): Aufgrund von Lemma 4.1 und 4.2 ist die Bedingung f € N(M — w)*4
natiirlich notwendig fiir die Losbarkeit. Sei nun w € R\{0},

(fn)neN - Hsl (Q)2 N DO (Q)
mit einem s > 1 und f, — f in H} (Q)?, sowie
fn € N(M — w)*a. (4.4)

(0n)nen sei eine positive Nullfolge und )\, := w + io,,. Dann existieren eindeutige
a, € D(M) mit

(M—/\ Yan = fn. (4.5)
Angenommen es gibt ein ¢y < —3, so daB ||a,||ot,,0 beschrinkt ist. Damit wiren

dann ||ay||o,0,0(r) und wegen der leferenmalglelchung (4.5) auch ||rot anl|o0.0r)
fiir alle R > 0 beschrénkt. Wie im ersten Teil des Beweises folgt O.B.d.A.

a, — ain L}, (ﬁ)z Wegen

||M(a’n - am)||070,Q(R) = H)‘nan — Ay, + fn - fm||070,Q(R)
< |)\n‘ : ||an - amH0,0,Q(R) + |)\n - >\m| : HamH0,0,Q(R)
+an - fm||0,0,Q(R)

_>0

(ﬁ)z, d. h. (a,) konvergiert in R, (ﬁ)z
Um zu zeigen, dafl a die Randbedingungen erfiillt, sei ¢ € C%°(R?) und
¢ € R(2). Dann gilt

(rot (atp),P)q =

folgt die Konvergenz von (Ma,,) in L}

loc

(prot at, ®)g + (Vo Aa™, ®)q
1
{

rot a a, , QDCI)>Q + <VQO A an ) q)>Q

(a;,rot (p®))o + (Vo Aal, P (4.6)
(atp,rot ®)q

!

(a*p, ot @)q

Zeile (4.6) gilt, da a,, € D(M). Es folgt also a™ € Rioe (), d. h.

a € Rie (Q) .
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Sei nun ¢ € C° (). Da a,, € D(M) ist, ergibt sich

(Ara™,Vo)g «— (Aia,,Ve)g = 0.

Ergo
a &€ A_T_lDO’lOC (Q) X A:lDO,loc (Q) .

Sei ¢ € C° (R?) und ® € H' (Q).
(Aa™p,VP)g « (A_a, ¢, VP)q
= <A_CL;, V((PQO»Q - <A—a’;7 CI)V90>Q
= (div (A-qa,), Pp)o — (A-a, Ve, Q)
=0

I
- <A_CL_V¢, (I)>Q

In Zeile (4.7) wurde wiederum a,, € D(M) benutzt. Es folgt also
a” € A”? f)loc (©) und somit
a € Dloc(M)-

Weiterhin erhalt man natiirlich
(M - )\n)an = fn
I i (9)
(M —w)a f

d.h. (M —w)a = f in Q.
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(4.7)

Desweiteren gelte O.B.d.A. a, — b in L? (2)*. Lemma 4.3 liefert a, — a in

L2 (Q)?, woraus
a € Dipe(M) N L2 (Q)°

folgt. Sei nun u € N(M — w) beliebig. Mit Lemma 4.1 folgt u, Mu € L? (Q)? fiir

alle s € R. Nach Voraussetzung gilt

0 - <fn7u>A
= (M —w)a, —io,a,,u) s

= —i0,(an, u)A.
Zeile (4.8) folgt aus Lemma 4.2. Da (0,,) C R™ ist, erhélt man

an € N(M —w)*4.

(4.8)
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Aufgrund des polynomialen Abklingens von u ist (-, u) 4 ein stetiges lineares Funk-
tional auf L2 (92)* und somit

0 = (an,u)a — (a,u)a,

d. h. )
a€ NM —w)t4,

Seinun T > 0, t < —% und O.B.d.A. s < 1. Mit

2 _ 2 2 -
A = w'—o, + 2iwoy,
2iwoy,
= W0+ ——eJw? — 02,
2 _ 52
w? —o?

falls n hinreichend grof} ist, folgt nach Korollar 4.1

lallocam) + >_ |lrot (exp(ipdet(W)r)a)lly, , 5r

le{+,—}
T n — oo
lanllocaer + Y0 ot (exp(iyAeae det(W)/u? —a2rab)ll, . ar

le{+,-}

< ¢ (llanlloc + Il expliy/7-det(W)y? = o2nanlll s 3, )
< c(llfallise + llanllooomr))
l n — 00
(1 fllssr + lalloo o)

Da ¢ unabhéngig von a,, f, und o,, sowie T' > 0 beliebig ist, folgt

a € Hg_l (Q)2

2

und
HY | (Q) > rot (exp(i det(W)ur)a™)
= exp(idet(W)pr)[
= exp(idet(W)ur)|
FiALfT +i det(W),ug A a].

rot a* + i det(VV)ug A a*)
r
Fiwys det(W)a™ Fiwaza™

Aufgrund der Abklingeigenschaften der a4 und der Integrierbarkeitsbedingung
der f* folgt

Fiwys det(W)aF + idet(W)/L% nat e HY, (Q)
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%/\di ¥ \/Ezﬁ e HY, (%)

Das—1> —% ist, erfiillt a also die Strahlungsbedingungen. Folglich 16st a

und somit

(M —w)a=f
im Sinne von Definition 4.1 und es gilt
a€ N(M —w)*ta.
Um den Beweis zu beenden sei nun fiir alle ¢ < —%
[lanlfo.0

unbeschréankt. O.B.d.A. sei |[an||o40,0 — 00 mit einem ¢y < —3. Mit den Defini-
tionen
fn

llanllozo.0

Qn

by : und Gn =

 lanlloso.e

folgt ||bnllo.to.0 = 1 und ||gn||1.s.0 — 0 sowie
(M—)\n)bn = On.

Analog zum obigen Beweis erhilt man b, — b in H? , (Q)? und, daB b
2

(M —w)b=0

mit b € N(M — w)* 16st. Damit gilt b€ N(M —w) N N(M —w)*4, d. h. b= 0.
.\ 2

Desweiteren folgt b, — 0 in L3 (Q) . SchlieBlich liefert Korollar 4.1

loc

1= |Pallotoe < c(llgnlleg + [balloosnm) — 0,

offensichtlich ein Widerspruch.
Mit f, := f folgt nun die Existenz einer Losung in iii). q.e.d.



Kapitel 5

Verbesserungen nach dem
Diplom

5.1 Einige weitere Sitze

Hier werden die Sétze 2.2 und 2.3 sowie die Korollare 2.4, 2.5 und 2.6 verallge-
meinert. Desweiteren wird eine Version von Satz 3.1 fiir komplexe w bewiesen.

Satz 5.1 (Regularitiit im R?) Seien k € N und C € C*1(R?) eine die Grund-
voraussetzung erfillende matrizwertige Funktion.
Gilt desweiteren a,rot a,div Ca € H* (R3), so folgt a € H* (R3?) und es exi-
stiert eine Konstante ¢ > 0 unabhdngig von a mit

a|ler10m3 < c(l|alloors + ||rot al|pors + [|div Cal|gors) -

Beweis :

Satz 2.2 liefert den Induktionsanfang. Fiir den Schritt seien C' € C*+2(R?) und

a,rot a,div Ca € H*1 (R3). Fiir j € {1,2,3} folgt dann

dja,rot ;a,div Cdja € H* (R?), da div Cd;a = 8;div Ca — div (9;C)a gilt.
Die Induktionsbehauptung liefert d,a € H*™'(R?), d. h. a € H*?(R?).

Zusétzlich erhélt man

10allk+10ms < c(l10jalloomrs + [[rot 9jallkors + [|div CIjallkoms)
<

c(|lallk+1,0r3 + [[rot al|ps10rs + ||div Cal|pgr,0r3)

und somit

c(||al|ks1,0,m3 + [|rot al|kt1,0rs + [|div Callki1,0,rs)

c(llalloors + [|rot a||ks1,0mrs + ||div Callgr1,0r3)

||al ’k+2,0,R3

IAINA

q.e.d.
Analog zu den Korollaren 2.4, 2.5 und 2.6 beweist man leicht
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Korollar 5.1 Seien s € R, k € N, C € C*Y(R3) eine die Grundvoraussetzung
erfiillende Matriz und a,rot a,div Ca € H* (R3). Dann gilt a € H** (R?) und
die Abschdtzung

||CLH[€+1’37R3 < C(HCLHO,S,RS + ||I'Ot a||k,s,R3 -+ Hle Ca“k,s,RS) .

Korollar 5.2 (Regularitidt in Auflengebieten) Seien k € N, €; zwei Gebiete im
R3 mit Q; C Qo und dist (0Q,0) > 0 sowie C € C*L(Qy) eine Matriz, die
die Grundvoraussetzung erfiillt. Desweiteren seien a,rot a,div Ca € H (Qy) mit
einem s € R. Dann folgt a € H¥™ (Q)) und es existiert eine positive Konstante
¢ >0, so daf

lallkt1s.00 < c(llalloso, + [lrot allxs0, + [|div Callys0,) -

Bemerkung 5.1 Korollar 5.2 liefert sofort eine viel allgemeinere Version von
Satz 2.3. Man muf$ dort also weder eine spezielle Form der Koeffizientenmatrizen
noch verschwindende Divergenz der Lisung fordern.

Satz 5.2 (Polynomiales Abklingen) Seien s > m € R, Q C R? ein Aufengebiet
und A+ Matrizen, die die Bedingung 1 erfiillen.

Desweitern I6se @ € Rioe (2)° N [A7" Dooc () x A= Dyoe ()] N HS, () die
Gleichung (M — iw)a = f mit einem w € R\{0} und f € H!(Q)*. Dann gilt
a€ H? (2)* fiir alle 2 mit Z C Q und es existieren R > 0 und

.577;171]+m
c=1c(Q2,m,s,R) >0, so dafs
lally tmm1 g, = lllallomo + 1 flls0)

gilt.

Beweis :
Gleichung (3.7) lieBt sich nun

3
/QZ|6lbi|2+u2|bi]2 dr < 5(p)/Q de—i—c/s B do,

P i=1

+C/Qp Fr™by| dx + C“f“im,prl'

Die Behauptung folgt nun analog zum Beweis von Satz 3.1. q.e.d.

5.2 Verschiarfung des Hauptresultates

Nun wird das Hauptresultat Satz 4.3 wesentlich verbessert, indem die stérende
Voraussetzung f € H., (Q)? durch die natiirlichere f € H?, (Q)? ersetzt werden
2 2

kann. Die Idee hierzu stammt von Herrn Witsch.
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Satz 5.3 (Fredholmsche Alternative) Seien Q C R? ein Aufengebiet mit Kom-
i) P hat keinen Hiufungspunkt in R\{0}.

paktheitseigenschaft und Ay Matrizen, die die Bedingung 2 erfillen. Dann folgt:

i) N(M — w) sind fir v € R\{0} endlichdimensional.

iti) Fir alle w € R\{0} und f € H?, (Q)* N Dy (Q) ist (M —w)a = f genau
dann lisbar, wenn f € N(M — w)*4 gilt. 3

Beweis

Mit einem festen =, welches

a kann dann so gewdhlt werden, dafi a € N(M — w)*4 gilt.

—_
—

—

= C Q erfiillt (
man sich leicht folgende drei Modifikationen :
1. Modifikation von Satz 4.1 :

= suppy in Satz 4.1), iiberlegt

1M =2 flloga + T exp(pr)(M = X) 7 fllls-20,

2. Modifikation von Korollar 4.1 :

< c(Ifllose + 11z + 1M =27 fllooawm)

lalloss + [[|exp(ipdet(W)r)alll, ;_, g5,
3. Modifikation von Satz 4.3 iii)

< c(|[fllose + [1£llez + llallooam)

f € HLy ()" NDy () geht fiber in f € HY, (2)° N HL, (2)"NDo ()
0.B.d.A. % <s<1.

Sei nun f € Hg% Q2N Dy(Q) NNM —w), d. h. f e L2(Q)* mit einem
Es folgt b:= (M —i)~'f € D(M)N H' (2)* und
(M —4)(r°b)

5 (M —i)b + disr®? ( 0
————
_

A~ _13;1 ) < zﬁif ) -7
€L2(0)2 eLi@)”
€L2(21)?, da s—1<0
Da g € L?(€,)? ist, findet sich ein b € R () mit (M —i)b=g,d. h
(M —i)(r*b—b) = 0.
Folglich erhélt man

rib—b € A7 Do o (1) x AZ' Dy o (Ql)] NRioe (Ql)2ﬂHgs (91)2 und somit auch
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rot (r*b — b) € H, (Q)°. Aus Korollar 5.2 folgt 7*b — b € H?,(G)” fiir alle G
mit G C €. Satz 5.2 liefert 7b — b € L2 () und somit b € HO (). Korollar
2.6 liefert b € H! (Z)®. SchlieBlich folgt

be DIM)NH?: (Q)°NHL: (E)*NN(M —w)ts,
2 2
denn fiir u € N(M — w) gilt

0 =

(
(

= (M —w)b,u)a+ (w—1){(b,u)s
(

Mittels Modifikation 3 findet sich ein d € Dyo(M) N HY 4 ()N N(M —w)ta,
2

welches die Strahlungsbedingungen und (M — w)d = (w — )b erfiillt. Dann 15st

a := d+b das Problem (M —w)a = f,denn a € Dy.(M)NH? (Q)’NN (M —w)ta
2

erfiillt die Strahlungsbedingungen und es gilt

(M —w)a = (M—w)d+ (M —w)b
= (M —-w)d+ (M —i)b+ (i —w)b
- 7

q.e.d.

Bemerkung 5.2 Stellt man in Satz 5.3 die Zusatzvoraussetzung, dafs 0 ein C*-

Gebiet sei, so braucht man die drei Modifikationen nicht vorzunehmen. Dann

erhdlt man ndmlich mit Satz 2.1 b € H!, (Q)? und kann somit Satz 4.3 iii)
2

sofort anwenden.
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