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Kapitel 1

Mengen, Relationen, Abbildungen

Die Mengenlehre ist die Basis der modernen Mathematik. Nahezu alle Teilgebiete der
Mathematik lassen sich in der Sprache der Mengenlehre formalisieren. Um die Mengen-
lehre streng formal aufzubauen, benoétigt man Begriffe aus der Préadikatenlogik (auch
Logik erster Stufe genannt). Dies ist nicht Gegenstand dieser Vorlesung. Da aber die
Grundbegriffe der Mengenlehre (wie Mengen, Relationen, und Abbildungen) fir die li-
neare Algebra und fiir das Mathematikstudium allgemein praktisch sind, beginnen wir
die Vorlesung mit einer kurzen informellen Einfithrung. Auf potentielle Probleme mit
der naiven Mengenlehre und die Notwendigkeit eines streng formalen Aufbaus der Men-
genlehre kommen wir ebenfalls kurz zu sprechen. Mehr dazu erfahrt man aber erst in
anderen Vorlesungen (wie z.B. [1]).

1.1 Mengen

Mengen bestehen aus Elementen. Schreibweise:
eeM e ist Element der Menge M
e¢ M e ist nicht Element der Menge M

Eine Menge kann beschrieben werden, indem man alle Elemente der Menge angibt. Zum
Beispiel bedeutet die Schreibweise

M = {5,7,11}

dass M die Menge ist, die genau die Elemente 5, 7 und 11 hat. Mengen selbst kénnen
auch Element anderer Mengen sein: beispielsweise ist {1, {2, 3}} die Menge mit genau den
Elementen 1 und {2, 3}. Sonderfall: die Menge {} ohne Elemente heifit leere Menge und
wird mit @ bezeichnet. Mit der Piinktchen-Methode kann man auch unendliche Mengen
angeben:

N:={0,1,2,3,...} Die Menge der natiirlichen Zahlen
N, :={1,2,3,...} Die Menge der positiven natiirlichen Zahlen
Z:={0,1,-1,2,-2,3,-3,...} Die Menge der ganzen Zahlen



1 Mengen, Relationen, Abbildungen

Weitere besondere Mengen, die in dieser Vorlesung von Bedeutung sind:

Q := Menge der rationalen Zahlen
R := Menge der reellen Zahlen
C := Menge der komplexen Zahlen

Gleichheit von Mengen: Zwei Mengen A, B sind gleich, wenn sie genau die gleichen
Elemente enthalten. Wir schreiben dann A = B.

1.1.1 Beschreibung von Mengen durch Eigenschaften
Der Ausdruck
{reN| JyeN: z=3y+1}
—_—
es existiert ein y

bezeichnet die Menge aller natiirlichen Zahlen, fiir die ein y € N existiert, so dass z =
3y+1. Also alle natiirlichen Zahlen, die bei Division durch 3 den Rest 1 lassen. Allgemein
verwenden wir Ausdriicke der Gestalt

{x € M | x hat Eigenschaft F}

fiir eine Eigenschaft F.

1.1.2 Mengentheoretische Operationen und Bezeichnungen

Die Enthaltenseinsbeziehung (Inklusion)lz

AcB A ist Teilmenge von B
d.h., jedes Element von A ist auch Element von B
AcCB A ist echte Teilmenge von B:

AcBund A+ B

Der Unterschied von A € B und A C B ist also, dass es in letzterem Fall ein Element
x € B gibt mit z ¢ A. Zum Beispiel:

N, cNCZ
Durchschnitt (Schnitt):

AnB:={zx|x € Aund z € B}

'In manchen Gebieten der Mathematik, z.B. in der Analysis, wird fiir € meist C verwendet; fiir C
wird dann z.B. ¢ verwendet. Die Meinungen gehen hier unversshnlich auseinander. Uber kurz oder
lang werden Thnen noch andere terminologische Konflikte in der Literatur begegnen, es ist also gut,
sich bereits frith daran zu gewohnen. Innerhalb dieser Vorlesung aber werde ich mich um Konsistenz
bemiihen.
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1.1 Mengen

Man sagt, dass A und B disjunkt sind falls An B = @.

Vereinigung:
AUB :={x|x € A oder z € B}

Verallgemeinerung: sei I eine Menge und fiir jedes ¢ € I sei M; eine Menge. Dann
definieren wir

ﬂMZ- :={z | x € M; fiir alle i € I}
i€l
UM,» i={x | x € M, fireini eI}
i€l
Beispiel 1.1.1. Fiir ¢ € N sei M; := {1,2,...,n}; also My = @, My = {0}, My = {0,1},
M3 ={0,1,2}, und so weiter. Dann ist
U Mz = N
1€EN
m M,L =g. A
i€N
Differenz:
A\B:={z|xz € Aund z ¢ B}

Komplement: falls klar ist, dass wir Teilmengen einer Menge M betrachten, und A €
M, dann steht A fiir M\ A, das Komplement von A (in M). Die Komplementmenge héingt
also auch von M ab; da aber M oft aus dem Kontext klar ist, flieit diese Information
nicht in die Notation ein.

Potenzmenge:
P(A):={B| B c A}

Kartesisches Produkt:
AX B :={(a,b) |a€ Aund b € B}

Was ist ein Paar (a,b)? Es gelte (a,b) = (a',b') genau dann wenn a = @' und b = b'. Die
Reihenfolge ist wichtig! Es gilt: (1,2) # (2,1) aber {1,2} = {2,1}.

Als Mengen fassen wir das Paar (a,b) daher (zum Beispiel) als {{a}, {a,b}} auf.
Verallgemeinerung: n-Tupel (aq,...,a,). Das Element a;, fiir i € {1,...,n}, wird der
i-te Fintrag des Tupels genannt.

Ay XX Ay i={(ay,...,a,) | Vi€ {l,...,n} gilt a; € A;}

Hier steht “Vi € M” fiir: “fiir alle 1 € M”.
Analog: “3i € M” steht fiir “es gibt (mindestens) ein i € M”.

Weitere Abkiirzung:
A= Ax - x A

Beispiel: R®.
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1.1.3 Rechenregeln

Es gibt folgende Rechenregeln fiir Mengenoperationen:

AnA=A Schnitt ist idempotent
AUuUAd=A Vereinigung ist idempotent
AnB=BnA Schnitt ist kommutativ
AuB=BUA Vereinigung ist kommutativ
An(BNnC)=(AnB)nC Schnitte sind assoziativ
Au(BuC)=(AuB)uC Vereinigungen sind assoziativ

AnNn(BuC)=(AnB)U(AnC) Schnitt ist distributiv iiber Vereinigung
Au(BnC)=(AuB)n(AuC(C) Vereinigung ist distributiv iiber Schnitt

Diese Rechenregeln kénnen besonders einfach mit sogenannten Venn-Diagrammen ver-
deutlicht werden.

Fiir die Regel An (BuU(C) = (An B) U (An C) beispielsweise sieht man, dass die
Ausdriicke auf beiden Seiten dieselbe farbige Fliache im Diagramm rechts beschreiben.
1.1.4 Kardinalitaten
| A| bezeichnet die Anzahl der Elemente (die Michtigkeit) einer Menge A.

@] =0 [{e} =1 1{2,4,4}] =2
Es gilt folgendes.
P(a)] =2

|Ax B[ =[A] -|B|
|AUB| = |A| +|B| - |An B

1.1.5 Das Russellsche Paradoxon
M:={z |z ¢x}
Gilt M € M? Gilt M ¢ M?

Notwendigkeit einer streng formalen, axiomatischen Mengenlehre.
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1.2 Relationen

1.1.6 Zermelo-Fraenkel Mengenlehre

ZF': weitverbreitete axiomatische Mengenlehre.

1.

2.

1.2

Leere Menge: Es gibt eine leere Menge.

Extensionalitdt: Wenn zwei Mengen die gleichen Elemente haben, dann sind sie
gleich.

. Paarmenge: Fiir alle Mengen A und B gibt es eine Menge {A, B} mit der Eigen-

schaft dass C' € {A, B} genau dann wenn C = A oder C = B.

Vereinigung: Fiir alle Mengen M existiert die Menge | J M, die gleich der Vereini-
gung aller Mengen in M ist, soll heissen,

UM:z {z | es gibt ein e € M so dass z € e}.

Unendliche Mengen: Es gibt eine Menge M, die die leere Menge und die Menge
{e} fiir jedes e € M enthiilt.

. Potenzmengen: Fiir jede Menge M gibt es eine Menge, die genau alle Teilmengen

von M enthilt.

Ersetzungsschema: Informell: Bilder von Mengen unter definierbaren Funktionen
sind selbst wieder Mengen; eine Formalisierung des Funktionsbegriffs folgt in Ka-
pitel 1.2.2. Fiir eine formale Definition des Begriffs definierbar verweisen wir auf
die Vorlesung FEinfihrung in die mathematische Logik [1].

. Fundierung: Jede Menge M # @ enthélt ein e, so dass e N M = @. Insbesondere:

Mengen enthalten sich nicht selbst.

Relationen

Eine (zweistellige, oder binédre) Relation R zwischen A und B ist eine Teilmenge von
A X B. Schreibweise: statt (a,b) € R auch R(a,b).

Bemerkung 1.2.1. Praktische Visualisierungen:

e Falls An B = @: Darstellung durch Graphen, mit Pfeil von a nach b falls (a,b) € R.

e Spezialfall A = B: man spricht von einer Relation auf A. Darstellung durch gerich-

tete Graphen: Pfeil von a nach b falls (a,b) € R.

Eine Relation R € A? heifit

e reflexiv wenn fiir alle a € A gilt: (a,a) € R.

e symmetrisch wenn fiir alle a,b € A gilt: falls (a,b) € R, dann auch (b,a) € R.

13



1 Mengen, Relationen, Abbildungen

e antisymmetrisch wenn fiir alle a,b € A gilt: falls (a,b) € R und (b,a) € R, dann
ist a = b.

e transitiv wenn fiir alle a,b,c € A mit (a,b) € R und (b,c) € R auch gilt (a,c) € R.

Beispiele: ‘<’ ist eine binére Relation auf N, und ist transitiv, aber nicht reflexiv und

nicht symmetrisch. Die binére Relation < auf N, definiert durch n < m falls n < m oder
n = m, ist ebenfalls transitiv, zusétzlich reflexiv, und antisymmetrisch.

1.2.1 Aquivalenzrelationen

Eine Relation R € A? ist eine Aquivalenzrelation (auf A) falls R reflexiv, symmetrisch,
und transitiv ist. Motivation: Verallgemeinerung von Gleichheit. Klassenbildung.

[2]r:={y € A| R(y,z)}

heiflt die Aquivalenzklasse von z beziiglich R. Wir schreiben A/R fiir die Menge aller
Aquivalenzklassen von A beziiglich R, die Faktormenge von A nach R.

Lemma 1.2.2. ° Sei R eine Aquivalenzrelation auf einer Menge A. Dann sind zwei
Elemente aus A genau dann dquivalent, wenn sie die gleiche Aquivalenzklasse haben:

R(z,y) gilt genau dann wenn [z]g = [y]r

Beweis. Seien z,y € A so dass R(x,y). Zeigen zuerst [x]r € [y]gr. Sei z € [z]g,
d.h. R(z,z). Wegen R(x,y) und Transitivitit folgt R(z,y), also z € [y]g. Zur Inklusion
[y]r € [x]Rr: wir haben R(y,x) mit Symmetrie, und verwenden das soeben bewiesene.

Umgekehrt: nehme an, dass [z]g = [y]g. Da y € [y]r wegen Reflexivitit gilt also
y € [2]g, und damit R(x,y). O

Definition 1.2.3 (Partition). Eine Partition einer Menge A ist eine Menge P nicht
leerer Teilmengen von A die paarweise disjunkt sind und deren Vereinigung gleich A ist.

Man nennt die Elemente von P die Klassen der Partition P.

Proposition 1.2.4 (Aquivalenz und Partition). 7 Die Faktormenge A|R einer Aqui-
valenzrelation R auf einer Menge A ist stets eine Partition. Umgekehrt gilt: ist P eine
Partition von A, dann ist Rp := UAieP A;x A; eine Aquivalenzrelation. Es gilt R = Ra/r
und A/ Rp = P.

Ubung 1. Beweisen Sie Proposition 1.2.4.

’Ein Lemma (altgriechisch fiir ,,das Angenommene”; Mehrzahl Lemmata) ist eine Hilfsaussage, die
praktisch ist in Beweisen von anderen Aussagen. Das konkret vorliegende Lemma zum Beispiel ist
beim Beweis von Proposition 1.2.4 weiter unten hilfreich.

*Eine Proposition bezeichnet in der Mathematik wie das Wort Satz eine wahre Aussage, allerdings eine,
die vielleicht weniger bedeutend ist, und meist keinen Namen trégt. Die Unterteilung in Satz, Propo-
sition, und Lemma ist bisweilen nicht eindeutig und héngt auch von den Vorlieben der Autor:innen
ab.
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1.2 Relationen

1.2.2 Abbildungen (Funktionen)

Schreibweise fiir Funktion f von einer Menge A (Definitionsbereich) in eine Menge B
(Wertebereich):
ftA—-B

Jedem z € A wird genau ein Element aus B zugeordnet, das mit f(x) bezeichnet wird.
Formal ist eine Funktion ein Paar bestehend aus

1. einer Relation Gy € A X B — dem Graph der Funktion, und
2. dem Wertebereich B,
mit folgenden Eigenschaften:

1. f ist tiberall auf A definiert: d.h., fiir alle @ € A gibt es ein b € B mit (a,b) € Gy.

2. Eindeutigkeit: fiir alle a € A und fiir alle b,b € B mit (a,b) € G und (a, ) e Gy
gilt b=10"

Schreibweise: b = f(a) falls (a,b) € G¢. Nennen f(a) das Bild von a unter f. Weitere
hiufige Schreibweise: x — f(x).
1.2.3 Spezielle Eigenschaften von Funktionen

e f: A — B heifit surjektiv falls fiir alle b € B (mindestens) ein a € A existiert mit
(a,b) € G¢. In anderen Worten, zu jedem b € B gibt es einen Pfeil.

e 1A — B heiit injektiv falls fiir alle a,a’ € A und b € B gilt: falls f(a) = f(a')
dann auch a = d'. In anderen Worten, zu jedem b € B gibt es héchstens einen Pfeil.

e f: A — B heifit genau dann bijektiv wenn f injektiv und surjektiv ist. In anderen
Worten, zu jedem b € B gibt es genau einen Pfeil.

Weitere Bezeichnungen. Sei f: A - B und A' ¢ A. Dann definieren wir das Bild
von A' unter f als

fIAT = {f(a) |a € A'}.

Die Abbildung g: A' - B definiert durch f  f(a) heiit Einschrinkung von f auf A',
und wird mit f| 4 bezeichnet.
Fiir B' € B definieren wir die Urbildmenge von B' unter f als

' [B':={a € A: f(a) € B}

Der Kern von f ist die folgende Aquivalenzrelation auf A
2

{(a,d') € A% | f(a) = f(a)}.

Beispiel 1.2.5. Wir untersuchen einige Beispiele von konkreten Funktionen auf die Ei-
genschaften injektiv, surjektiv, und bijektiv.

15



1 Mengen, Relationen, Abbildungen

o fiZ->N:zxw- 2? ist weder injektiv noch surjektiv.
e Die Additionsfunktion RXR — R : (x,y) + x +y ist nicht injektiv, aber surjektiv.

e id: A —» A:x w— x heifit die identische Funktion oder Identitit auf A (ist bijektiv).
Bezeichnung hiufig id 4.

e Fiir das direkte Produkt AX B heiflen m: AXB — A : (a,b) » aund my: AXB —
B : (a,b) » b Projektionen auf ersten beziehungsweise zweiten Faktor. A
1.2.4 Umkehrabbildung

Wenn f: A — B eine Funktion ist, dann definiert (G f)_l genau dann eine Funktion
von B nach A wenn f bijektiv ist. Falls f zumindest injektiv ist, dann definiert (G f)_1

eine Funktion von f[A] nach A. Diese Funktion wird dann die Umkehrfunktion von f
genannt, und mit f_1 bezeichnet.

1.2.5 Operationen
Eine n-stellige Operation auf einer Menge A ist eine Abbildung f: A" — A.

Beispiel 1.2.6. Die Addition und Multiplikation von natiirlichen Zahlen sind 2-stellige
Operationen auf N. A

Beispiel 1.2.7. Fiir alle Mengen A sind Schnitt und Vereinigung zweistellige Operationen
auf P(A). A
1.2.6 Komposition von Abbildungen
fiA-> B, g B-C
Durch h(z) := g(f(x)) fiir alle z € A wird eine Abbildung
h:A - C

definiert, die Komposition (Hintereinanderausfithrung) von f und g. Bezeichnung: g o f.

1.2.7 Gleichmachtige Mengen

Mengen A, B heissen gleichmdichtig (Schreibweise |A| = |B]) falls es eine bijektive Ab-
bildung f: A — B gibt.
Schreibweise:

e |A| < |B| gdw es eine injektive Abbildung f: A — B gibt.
e |A| < |B| falls |A| < |B| und nicht gilt |A| = |B].

Beispiel 1.2.8. Die Mengen N, Z, Nx N, Q sind gleichméchtig (sie sind abzdhlbar unend-
lich). A
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1.2 Relationen

Satz 1.2.9 (Cantor). 4 Fiir jede Menge A gilt |A| < |P(A)].

Beweis. Ein Widerspruchsbeweis. Angenommen, es gibe eine Bijektion f: A — P(A).
Sei
Ui={zeA|x¢ f(z)}

UcA,Ue€P(A). Da f bijektiv ist, existiert u € A so dass f(u) = U. Entweder u € U
oder u ¢ U.

Wire u € U, so u € f(u), also v ¢ U nach Def. von U, Widerspruch.

Wire u ¢ U, so u ¢ f(u), also u € U nach Def. von U, Widerspruch. O

Lemma 1.2.10. Injektive Abbildungen bilden Vereinigungen auf Vereinigungen ab.

Satz 1.2.11 (Bernstein-Schréder). Fiir alle Mengen A, B gilt: wenn |A| < |B| und
|B| < |A|, dann |A| = |B]|.

Beweis. Es geniigt, den Fall zu betrachten, dass A € B und dass f die identische
Abbildung ist. Definiere C' := {¢"(z) | n € N,z € B\ A}. Es gilt B\ C ¢ A da
¢"(B\ A) = B\ A. Siche Abbildung.

Sei h: B — A gegeben durch E
g(x) falls z € C 9lEl
h(z) := olAl

x fallsz € B\ C.

Die Abbildung h ist injektiv:

e Falls h(x) = h(y) € C, dann g(z) = g(y),
also z = y € C' wegen der Injektivitiat von g.

e Falls h(x) = h(y) € B\ C dann gilt z = h(z) = h(y) = y.

Die Abbildung h ist auch surjektiv: fiir jedes x € An C
gibt es ein y € C' mit x = g(y) und fiir jedes x € A\ C gilt x = h(x). O

1.2.8 Das Auswahlaxiom

Sei g: A — B eine Surjektion. Falls A und B endlich sind, so gibt es auch eine Injektion
f von B nach A: denn fiir jedes b € B gibt es ein a € A so dass g(a) = b, und wir
definieren f(b) := a. Wenn A und B unendlich sind, so stellt sich die Frage, ob eine
solche Funktion f {iberhaupt existiert.

Das Auswahlaxiom (AC fiir englisch Aziom of choice) impliziert, dass solche Funk-
tionen existieren (es entspricht aber der mathematischen Praxis, das Auswahlaxiom an-
zunehmen). Es gibt viele dquivalente Formulierungen des Auswahlaxioms; eine ist die
folgende.

“Ein Satz in der Mathematik ist eine wahre Aussage, die von grofler Bedeutung ist, und hiufig nach
ihrer Entdecker:in benannt wird. Das Wort ,Theorem’ bezeichnet besonders herausstehende Sétze,
und wird im Deutschen sehr sparsam verwendet, deutlich seltener jedenfalls als das englische Wort
‘theorem’, was eher dem deutschen Wort ‘Satz’ entspricht.
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1 Mengen, Relationen, Abbildungen

(AC) Falls g: A — B eine Surjektion ist, so gibt es auch eine Injektion f: B — A so dass
go f=idg.

Tatséichlich ist bekannt, dass man in ZF die Existenz solcher Funktionen im allgemei-
nen nicht zeigen kann!

1.2.9 Die natiirlichen Zahlen

Der Aufbau der natiirlichen Zahlen als Mengen:

0

1:={

2:={0,1} = {@,{2}}
3:=40,1,2} = {o,{2}.{2,{a}}}
n+1:={0,1,...,n}={n}un

Fiir n € N ist also n + 1 die Menge, die n und alle Elemente von n enthélt.
Vorteil dieser Definition: fiir alle natiirlichen Zahlen m und n gilt:

m<ne=moacn

S men
Bemerkung 1.2.12. ‘<’ und ‘<’ sind (zweistellige) Relationen auf N:
{(n,m) e N* | n < m}

Die Relation < auf N is eine Wohlordnung: jede Teilmenge T von N besitzt ein kleinstes
Element. Das heif}t, fiir jedes T' € N gibt es ein « € T so dass fiir alle y € T gilt x < y.

Beispiel 1.2.13. Die folgenden Ordnungen sind keine Wohlordnungen:
e Die bekannte Ordnung < der ganzen Zahlen Z.
e Die bekannte Ordnung der nicht-negativen rationalen Zahlen
Qf:={reQ]|xz=0}. A
Addition und Multiplikation
Die Addition ist induktiv definiert: fiir alle n,m € N

n+0:=n

n+(m+1):=(n+m)+1

18



1.3 Beweisprinzipien

Die Multiplikation ist induktiv definiert mit Hilfe der Addition: n,m € N

n-0:=0

+
n'm =n-m+n

Wir definieren auf N die Teilbarkeitsrelation: fiir a,b € N gelte a|b (sprich: a teilt b)
genau dann wenn es ein k € N gibt mit a - k = b. Eine Zahl p € N heifit Primzahl (oder
prim), wenn sie grofler als 1 ist und nur durch 1 und sich selbst teilbar ist.

1.2.10 Restklassen modulo n

Sein € Ny ={1,2,3,...} und z,y € Z. Dann ist x ein Teiler von y falls ein z € Z
existiert so dass y = xz. Schreiben z = y mod n falls n ein Teiler von y — . Dadurch
wird eine Aquivalenzrelation definiert, nimlich {(z,y) | © = y mod n}. Menge der
Aquivalenzklassen: Z/n (die Restklassen modulo n; auch mit Z/(mod n) oder Z/nZ
bezeichnet). Jedes Element y € [z] wird Reprisentant von [2] genannt. Rechnen mit
Restklassen ist repridsentantenweise méoglich:

e Addition: [z] + [y] := [z + y]
e Multiplikation: [z] - [y] := [z - y]

Achtung: man muss beweisen, dass dies “wohldefiniert” ist, d.h., nicht von der Auswahl
der Représentanten abhéngt.

1.3 Beweisprinzipien

Was ist ein Beweis? Es gibt ein Gebiet der Mathematik, das sich damit beschéftigt: die
Beweistheorie. 1930er Jahre: Axiomensysteme und Beweiskalkiile, mit denen sich alle
wahren mathematischen Aussagen herleiten lassen. Doch das sprengt den Rahmen der
Vorlesung.

1.3.1 Logische Konnektoren

Fiir systematische und formale Definition verweisen wir auf eine Logikvorlesung, wie
z.B. [1].

A, B, C, etc. stehen im folgenden fiir mathematische Aussagen, die entweder wahr (1)
oder falsch (0) sind; man spricht hier auch von aussagenlogischen Variablen.

e Schreiben A A B fiir die Aussage A und B (‘Konjunktion’). Die Aussage A A B ist
genau dann wahr, wenn sowohl A als auch B wahr sind.

e Schreiben A v B fiir die Aussage A oder B (‘Disjunktion’). Die Aussage AV B ist
genau dann wahr, wenn A oder B wahr ist (was den Fall einschlieit, dass sowohl
A als auch B war sind).
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e Schreiben —A fiir die Aussage nicht A (‘Negation’). Die Aussage —A ist genau
dann wahr, wenn A nicht wahr ist.

Bemerkung 1.3.1. Die Aussage =(A A B) ist genau dann wahr, wenn -~ A VvV =B wahr ist.
Die Aussage —(A v B) ist genau dann wahr, wenn =A A =B wahr ist.

1.3.2 Abkiirzungen

Wir schreiben A = B als Abkiirzung fiir =A v B (‘Implikation’).

Bemerkung 1.3.2. A = B gilt genau dann, wenn =B = —A gilt (‘Kontraposition’).
Bemerkung 1.3.3. A = B gilt genau dann, wenn A A =B falsch ist (‘Widerspruchsbe-
weis’).

Bemerkung 1.3.4. Falls A gilt, und B = A gilt, so gilt auch B.

Wir schreiben A < B als Abkiirzung fiir (A = B) A (B = A) (‘Aquivalenz’).
Um zu zeigen, dass die Aussagen A;, Ay, ..., A, dquivalent sind (d.h., 4; & A; fiir
alle 7,5 € {1,...,n}), geniigt es, zu zeigen, dass

Al > A ANAy = A A NA,_1 = A, NA, = Ay

Gute Wahl der Reihenfolge kann Arbeit sparen!

1.3.3 Aussagenlogik

Ein aussagenlogischer Ausdruck ist ein Ausdruck, der aus aussagenlogischen Variablen,
A, V, =, und Klammern aufgebaut ist, wie zum Beispiel AA (BvV =C). Eine Tautologie ist
ein aussagenlogischer Ausdruck, der wahr ist fiir alle Belegungen der aussagenlogischen
Variablen mit wahr oder falsch.

Beispiel 1.3.5. Die folgenden aussagenlogischen Aussagen sind Tautologien:

[ ] AVﬂA.

-(AA B) & (~AV —B) (siche Bemerkung 1.3.1)
-(AV B) & (-~A A =B) (sieche Bemerkung 1.3.1)

(A= B) < (=B = —A) (siehe Bemerkung 1.3.2).

A = B < (A A -B) (siehe Bemerkung 1.3.3).

(AA (A= B)) = B (siehe Bemerkung 1.3.4). A

1.3.4 Mengengleichheit
Um zu zeigen, dass zwei Mengen A und B gleich sind, geniigt es zu zeigen, dass
AcBund BC A.

Bei endlichen Mengen reicht zu zeigen:

A S Bund |A| = |B|.
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1.3 Beweisprinzipien

1.3.5 Volistindige Induktion

Es seien Ay, Ay, Ao, ... Aussagen. Wir wollen zeigen, dass A; fiir alle ¢ € N gilt.
Dazu geniigt es zu zeigen:

1. Induktionsanfang: es gilt Ag.

2. Induktionsschritt: fiir jedes n = 0 gilt: wenn A,, gilt (Induktionsvoraussetzung),
dann auch A, ;1 (Induktionsbehauptung).

Dann gilt A; fiir jedes i € N (Induktionsschluss).
Beispiel 1.3.6. Aussage A,:

o n(n + 1)
z:z=1.|_....|.n=T

Induktionsanfang n = 1.

1(1+1)
2

1
1=1=
i=1

Induktionsschritt: es gelte A,,, zu zeigen ist A, 1.

n+1
)i
i=1

n
Zi+(n+1)
i=1

nn+1) 2
)
nt+n+2n+2
2
(n+1)(n+2)

:f A

(n+1) (Induktionsvoraussetzung)

Bemerkung 1.3.7. Es gibt einen Zusammenhang zwischen dem Prinzip der vollstdndigen
Induktion mit der Aussage, dass N eine Wohlordnung ist. Dazu betrachten wir die Menge

S:={i e N| A, gilt nicht}.

Angenommen, es stimmt nicht, dass Ay, Ay, As,... gelten. Dann ist S # @ und besitzt
daher ein kleinstes Element. Das heisst, es gibt ein ¢ € N, so dass Ay, A1,...,4;_1
allesamt gelten, aber A; gilt nicht. Die ist eine Situation, die wir im Induktionsschluss
ausschliessen.
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Kapitel 2

Gruppen, Korper, Vektorriaume

Bekannteste Beispiele fiir Korper: Q, R und C mit Addition und Multiplikation. Die Defi-
nition von Korpern besteht im Wesentlichen aus einer Axiomatisierung der Rechenregeln
von Addition und Multiplikation. Motivationen fiir diese Abstraktion:

e Es gibt eine grofie Vielfalt an interessanten Korpern. Jede Definition und jeden
Satz, den wir allgemein fiir Korper einfithren beziehungsweise beweisen, kénnen
wir spéter auf alle moglichen Korper anwenden.

e Ein angemessener Grad an Abstraktion ist per se eine Errungenschaft, da die
Abstraktion dann den Blick lenkt auf das Wesentliche, was wir fiir den Aufbau der
linearen Algebras bendtigen.

Jeder Korper ist insbesondere eine Gruppe; wir starten daher mit einem kurzen Abschnitt
zu Gruppen.

2.1 Gruppen

Eine Menge G zusammen mit einer 2-stelligen Operation m: G? > G heifit Gruppe, wenn
folgende Axiome erfiillt sind. Wir schreiben m(x,y) = x o y der Einfachheit halber.

1. Assoziativititsgesetz: fiir alle x,y, z € G:
zo(yoz)=(zoy)os

2. Existenz eines neutralen Elements: es gibt ein e € G, so dass fiir alle x € G gilt:
roe=zund eox = x.

3. Existenz inverser Elemente: zu jedem x € G gibt es ein y € G, so dass x oy = ¢
und y o x = e. Schreiben 27 fiir Y.

FEine Gruppe heifit abelsch, wenn die Operation o zusitzlich das Kommutativititsgesetz
erfiillt:

fiir alle z,y gilt x oy =y o x.

23



2 Gruppen, Korper, Vektorrdume

Bemerkung 2.1.1. Die genaue Bezeichnung fiir die Gruppenoperation, das neutrale Ele-
ment, und das Inverse von x ist nicht von Bedeutung. Weitere Varianten sind: -, 1, und
:z:_l, oder +, 0, —x.

Beispiel 2.1.2. (Z,4+), (Q,+), (R;+), (Q\ {0},-). A

2.1.1 Erste Folgerungen

Lemma 2.1.3. Das neutrale Element e einer Gruppe ist eindeutig bestimmit.

Beweis. Seien e, e zwei neutrale Elemente. Dann ist eoe' = e (weil e neutrales Element)
und e o €' = ¢' (weil ¢ neutrales Element). Also e = ¢'. O

Lemma 2.1.4. Das inverse Element 2~ ' von  ist in einer Gruppe eindeutig festgelegt.

Beweis. Fiir Gruppenelemente yq, yo mit

royy=yox=e Voraussetzung 1
Toys=ysox=e Voraussetzung 2
folgt
Yyp=yio0e (e neutrales Element)
=y1 0 (xoys) (Voraussetzung 1)
= (y1 0 ) 0 Yy (Assoziativitit)
=eoyy (Voraussetzung 2)
= 1o (e neutrales Element) O

Folgerung: (2~ 1)7! = 2.

Ubung 2. Ein links-inverses Element zu x beziiglich einer 2-stelligen Operation o mit
neutralem Element e ist ein Element y, so dass y o x = e. Zeigen Sie, dass man das
dritte Gruppenaxiom zur Existenz inverser Element abschwéichen kann zur Existenz von
Linksinversen. In anderen Worten: falls (G, o) das Assoziativititsgesetz erfiillt, es ein
neutrales Element gibt, und zu jedem x € G ein linksinverses Element in G gibt, dann
ist (G, o) bereits eine Gruppe.

2.1.2 Beispiel: die symmetrische Gruppe

Sei X eine Menge. Schreiben Sym(X) fiir die Menge aller Permutationen von X, d.h., Bi-
jektionen zwischen X und X. Dann ist (Sym(X ), o) eine Gruppe, wobei o die Kompositi-
on von Abbildungen ist. Das neutrale Element ist die Identitdt idx, und zu x € Sym(X)
ist die Umkehrabbildung 27" das inverse Element.

24



2.2 Korper

2.1.3 Untergruppen

Sei (G, o) eine Gruppe, U C G eine Teilmenge so dass
e ceU,;
e fiir alle u € U gilt = U;
o fiir alle u,v € U gilt uov € U.

Dann heifit (U, o) (genauer: (U, o|yxy)) eine Untergruppe von (G, o).
Beispiel 2.1.5. Beispiele zu Untergruppen.

e {e} ist stets Untergruppe.
e (Z,+) ist Untergruppe von (Q, +).
e (Q\ {0},-) ist Untergruppe von (R \ {0}, -). A

Anmerkung: Jede Gruppe G ist eine Untergruppe von Sym(G) (Beweis kommt spéter
im Studium).

2.2 Korper

Ein Korper (englisch field; franzosisch corps) ist eine Menge K zusammen mit zwei
bindren Operationen

+:KXK->K Addition
KX K - K Multiplikation

die folgende Axiome erfiillen:

1. (K, +) ist eine abelsche Gruppe mit neutralem Element 0 (Nullelement), und in-
versem Element —x zu jedem = € K.

2. Fiir (K, -) gilt: Multiplikation ist assoziativ, kommutativ, es existiert ein neutrales
Element 1 (Eins-element), und fiir alle x € K \ {0} existiert ein inverses Element

-1
T .

3.0+1.
4. Distributivgesetz: fiir alle z,y, z € K gilt

z-(y+z)=z-y+x-2

Hiufig wird eine mathematische Struktur und die entsprechende Grundmenge mit
dem gleichen Buchstaben bezeichnet, aber in einer anderen Schriftart. Etwa K fiir einen
Korper und K fiir die Grundmenge. Héufig wird aber auch das gleiche Symbol fiir
Grundmenge und Korper verwendet. Beispielsweise steht R sowohl fiir die Menge der
reellen Zahlen als auch fiir den Korper der reellen Zahlen.
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2 Gruppen, Korper, Vektorrdume

Beispiel 2.2.1. R = (R, +, ). A
Beispiel 2.2.2. Q = (Q, +,-). A
Kein Beispiel: (Z, +, +). (Warum?)

Bemerkung 2.2.3. In einem Korper K := (K, +,-) gilt fiir alle z,y € K:
e z-0=0
o (-1)-z=-x
e (—z)-(-z)=x-2

e z-y=0=x=00dery=0

2.2.1 Der Koérper mit zwei Elementen

Die Menge {0, 1} mit folgender Addition und Multiplikation ist ein Korper:

>~O_|_
— OO

1
1
0

_ O
[esR ) Naw]
— O =

‘Rechnen modulo 2’
e Nullelement ist 0.
e Eins-element ist 1.
e Inverse Elemente bzgl + sind =0 =0 und -1 = 1.
e Inverses Element von 1 beziiglich - ist 17t =1.

Bezeichnung fiir diesen Kérper: GF(2) = ({0,1}; +, +) oder Fs.

2.2.2 Weitere endliche Korper

Sei p eine Primzahl. Dann ist (Z/p, +, ) ein Kérper (mit Addition und Multiplikation
wie in Abschnitt 1.2.10).

Bemerkung 2.2.4. (Z[n,+,-) ist im allgemeinen kein Korper (aber ein Ring; Definiti-
on 4.2.1).

Bemerkung 2.2.5. Fiir jede Primzahlpotenz p”" gibt es einen Kérper GF(p™) mit p™
Elementen.
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2.2 Korper

2.2.3 Der Korper der komplexen Zahlen

Die Gleichung 2° = =1 hat keine reelle Losung. Imagindre Zahlen: Zahlen, deren Quadrat
eine nicht-positive reelle Zahl ist. Mit ¢ bezeichnen wir die imaginére Zahl mit ¢-¢ = —1.
Komplexe Zahlen kénnen in der Form a + b - ¢ mit a,b € R dargestellt werden. Hierbei
heifit a der Realteil und b der Imagindrteil.

Formale Definition. Formal definieren wir die komplexen Zahlen mit Hilfe von R%:

i)
() () = (she)

Schreibweise: schreiben a statt (g) fir alle ¢ € R, und schreiben ¢ statt ((1)) Dann gilt

)

C:={a+0b-i]|a,beR}

o Addition:

e Multiplikation:

Die Menge

bildet zusammen mit der obigen Addition und Multiplikation den Kdrper der komplexen
Zahlen.
Nullelement ist 0, denn (8) + (Z) = (2)
Eins-element ist 1, denn ([1)) . (‘;) = (‘;)
Geometrische Interpretation. (Komplexe) Gaufische Zahlenebene: z = a + bi ent-
spricht dem Punkt (Z) € R? der Ebene.

Geometrische Interpretation der Multiplikation:

e Multiplikation mit —1:

e Multiplikation mit ¢:

e Multiplikation mit —i:

27
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2.2.4 Weitere Begriffsbildungen

Die Charakteristik char(K) eines Kérpers K ist die kleinste Zahl n € N¥, so dass

1+--+1=0.
.

n mal

Falls eine solche Zahl nicht existiert, so ist char(K) := 0.

Bemerkung 2.2.6. Algebraische Strukturen, die alle Eigenschaften eines Korpers besit-
zen, aufler dass die Multiplikation notwendigerweise kommutativ ist, heissen Schiefkdrper.
Der Begriff der Charakteristik ist auch fiir Schiefkérper definiert. Der Satz von Wedder-
burn besagt, dass jeder Schiefkérper mit endlich vielen Elementen bereits ein Korper ist.
Ein Beispiel fiir einen Schiefkérper der Charakteristik 0, der kein Korper ist, sind die
Quaternionen.

2.3 Vektorraume

Vektorraume sind das zentrale Thema der linearen Algebra. Sei K ein Kérper mit Eins-
element 1. Die Elemente von K werden Skalare genannt. Ein Vektorraum iiber dem
Korper K (kurz, ein K-Vektorraum) ist eine Menge V' zusammen mit zwei Abbildungen

V2—>V:(u,v)l—>u+v

(der Addition) und
KXV ->V:i(\u) - A

(der skalaren Multiplikation) so dass folgende Axiome erfiillt sind:
1. (V, +) ist abelsche Gruppe mit Nullelement 0;
2. Fiir alle \,p € K und v € V gilt (Au)v = A(uw);
3. Fiir alle v € V gilt 1v = v.

4. Fiir alle u,v € V und fiir alle A € K gilt

Mu+v) = u+ M

5. Fiir alle v € V und fiir alle A\, u € K gilt

(A + p)v=Xv+ pv

Die Elemente von V heiflen Vektoren. Wir definieren also zuerst Vektorrdume, und dann
Vektoren, nicht anders herum.
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2.3 Vektorrdume

2.3.1 Beispiele
Der Vektorraum K"

Sei K ein Korper und n € N,. Die Menge K" aller n-Tupel (ay,...,a,) von Elementen
ai,...,a, € K bildet einen Vektorraum iiber KX wenn Addition und skalare Multiplika-
tion wie folgt definiert werden:

aq bl a1 + bl
' U I :
anp by, a, + b,
und fiir A € K
ajq A aq
NEn- .
an, A-a,

Der Nullvektor ist 0 := (0,...,0).
Wichtige Spezialfille: R = R*, R? R,

Vektorraume durch Kérpererweiterungen

Sei K ein Korper. Eine Teilmenge U € K heifit Teilkorper (Unterkorper) wenn gilt
1. 0,1 eU;
2. Furallea,beUist a+be U;
3. Fir alle a € U ist —a € U,
4. Fir allea,be Uista-be U,
5. Firallea € U\ {0} ist a ' € U.

Dann ist U zusammen mit der Einschrénkung der Addition und Multiplikation auf U 2
und dem gleichen Null- und Eins-element selbst ein Korper.

Schreibweise:
U<K

Beispiele:
Q=<R=C

Sei K < K'. Dann ist K' ein Vektorraum iiber K:
e Addition in K' schon vorhanden;

e Multiplikation von v € K mit Skalar A € K € K "

AU =\
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Beispiele:
e R ist ein Q-Vektorraum.
e C ist ein R-Vektorraum.

e R ist ein R-Vektorraum.

Funktionenraume
Sei K ein Korper und X eine beliebige Menge. Dann bildet die Menge
K* :={f | f: X - K}
aller Abbildungen von X in K einen K-Vektorraum mit folgenden Operationen:

e Addition f + g¢:
(f +9)(z) := f(2) + g(x)

e Multiplikation mit Skalar A € K:
Af)(@) = A+ f(a)
Nullvektor ist die Nullfunktion

0: X->K:2-0

Potenzmenge als F,-Vektorraum

Die Potenzmenge P(A) einer beliebigen Menge A wird zu einem Vektorraum iiber Fy
(siehe Abschnitt 1.1.2), mit folgenden Operationen, fiir X,Y € P(A):

e Addition X +Y := (X UY)\ (X nY) (Symmetrische Differenz)
e Skalare Multiplikation 0- X := @ und 1+ X := X.

Nullvektor ist 0 := @. Das additiv Inverse von X € P(X) ist X selbst, denn

X+X=0=0.

2.3.2 Erste Folgerungen

Lemma 2.3.1. In einem K-Vektorraum V gilt fir alle w € V :
1. Ou=0

2. (-1)u = —u.
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Beweis. Zu Teil 1.

0 =0u+ (—(0u))
=(0+0)u+ (—(0u))
= (Ou + Ou) + (—(0u))

2.3 Vektorrdume

Vektorraumgesetz 1)
Korpergesetz)

Vektorraumgesetz 5)

o~ o~ o~ o~

= Ou Vektorraumgesetz 1)
Zu Teil 2.
0 =0u (Teil 1)
=(1-1u (Korpergesetz)
=lu+ (-1)u (Vektorraumgesetz 5)
=u+(-1u (Vektorraumgesetz 3)

Wegen der Eindeutigkeit des inversen Elements (Lemma 2.1.4) folgt (—1)u = —u. O

Lemma 2.3.2. Fir alle A € K und v € V gilt A\u = 0 genau dann, wenn X\ = 0 oder
u = 0.

Ubung 3. Beweisen Sie Lemma 2.3.2.

2.3.3 Untervektorraume

Sei V' ein K-Vektorraum.

Definition 2.3.3. Eine Teilmenge U S V heifit Untervektorraum von V| wenn gilt
e 0eU.
e Firalleu,veUistu+veU.

e FiralleueU und A € K ist Au € U.

. . R2
Schreibweise:
UsV U
Beispiel 2.3.4. Sei V der R-Vektorraum R? aus Abschnitt 2.3.1.
Dann ist jede Gerade durch den Ursprung (0,0),
also jede Teilmenge von V der Gestalt {(z,y) € V | A\iz + Aoy = 0},
fiir ein A1, Ay € R, ein Untervektorraum von V. A

Lemma 2.3.5. Sei U € V. Dann ¢ilt U <V genau dann, wenn
e U nichtleer ist, und

e U zusammen mit der Addition (wie in V') und der skalaren Multiplikation (wie in
V') selbst ein K-Vektorraum ist.
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2 Gruppen, Korper, Vektorrdume

Beweis. Wenn U <V, dann gilt 0 € U, also U # @. Ausserdem ist fiir alle w € U auch
—u € U,da —u = (=1)-u € U nach Lemma 2.3.1 und Voraussetzung. Die Einschrinkung
von o auf U? und von - auf K X U liefert somit Funktionen von U* — U beziehungsweise
K XU — U, und es gelten alle Vektorraumaxiome.

Umgekehrt sei U # @ so, dass (U, +|;2, -| kxy) ein Vektorraum ist. Sei w € U. Dann
gilt 0 = 0-u € U. Weiterhin sind mit u,v € U und A € K auchu+v € U und A\u e U. [

Bemerkung 2.3.6. Der Schnitt von Untervektorrdumen eines Vektorraumes ist wieder
ein Vektorraum:
U,UysV =2 U nUy =V

Dies gilt nicht fiir Vereinigung! Betrachte dazu V = R?, u = (1,0), und v = (0, 1).
Dann sind Ru := {\u | A € R} und Rv Untervektorrdume von V. Aber:

(L1)=u+v ¢ RuURv

2.4 Basen und Dimension

2.4.1 Linearkombinationen

Sei V ein K-Vektorraum. Seien vq,...,v, € V Vektoren und A{,..., A, € K Skalare.
Dann heif3t

n

Z Av; = Ao+ e+ AL,

i=1
eine Linearkombination von vq,...,v,. Die Menge aller Linearkombinationen von Vek-
toren aus S € V wird mit (S) bezeichnet, und die lineare Hiille (oder auch: (linearer)
Abschluss, (linearer) Spann, (lineares) Erzeugnis) von S genannt:

(SYy:={Mv1+---+ v, |v1,...,0v, €S, A\,..., N\, € K,n € N}
S darf auch unendlich sein! Legen fest (@) = 0.
Vereinbaren auflerdem: (v1,...,v,) steht fiir ({v1,...,v,}).
Bemerkung 2.4.1. Die Abbildung
PV)->PV): W - (W)

ist ein Hillenoperator, d.h., es gelten fiir alle X,Y € V:

e X c(X).

e XCVY = (X)c(Y).

o ({(X)) = (X).

Proposition 2.4.2. (vq,...,v,) ist ein Untervektorraum von V, und zwar der kleinste
Untervektorraum von V, der vy, ..., v, enthdhlt.
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2.4 Basen und Dimension

Beweis. Sei U := (vy,...,v,).
1.0=0-vy++-+0-v, €U.

2. Seien u,v € U, d.h., u = \vy + -+ + A\yv, und v = pqvy + -+ + pyv,. Dann ist
u+v= (A + p)vy + (N, + pn)v, € U.

3. Seienu € U, A\ € K, u = A\jv1+---+\,v,. Dann ist Au = (A\)vy+---+(A\,)v, € U.

Also gilt U < V. Ist vq,...,v, € W fiir Untervektorraum W < V', so gehoren auch alle

Linearkombinationen von vy, ...,v, zu W, also {vy,...,v,) < W. Daher ist (vy,...,v,)
der kleinste Untervektorraum von V', der vy, ..., v, enthéilt. O

Man nennt U = (vy,...,v,) auch den von vy, ..., v, erzeugten (aufgespannten) Vek-
torraum. Die Menge {v1,...,v,} heit dann Erzeugendensystem von U.

2.4.2 Lineare Unabhdngigkeit
Ein n-Tupel (vq,...,v,) € V" heiBt linear unabhingig falls gilt

/\11)1+~-~+)\nvn:0=>/\1:~-~=/\n=0.
Ansonsten: (vy,...,v,) linear abhingig. Eine Menge U = {vy,...,v,} € V heifit linear
unabhdngig wenn jedes n-Tupel (vy,...,v,) mit paarweise verschiedenen Elementen aus

U linear unabhéingig ist. Ansonsten: U heif3t linear abhdngig.

Bemerkung 2.4.3. Ein einzelner Vektor v € V ist genau dann linear abhingig, wenn
v = 0. Ein Tupel (vy,...,v,) ist genau dann linear abhingig, wenn mindestens ein
Vektor v; Linearkombination der anderen ist:

v; = z )\jU]
J#i

Bemerkung 2.4.4. Jede Obermenge einer linear abhéngigen Menge ist linear abhéngig.
Jede Teilmenge einer linear unabhéngigen Menge ist linear unabhéngig.

Beispiel 2.4.5. In V = R” (als R-Vektorraum):

e v = ((1)) und vy = ((1)) sind linear unabhéngig: denn Ajv; + Aqug = (i;) = 0 genau

dann wenn A\ = Ay = 0.

® v = (;) und vy = (Z) sind linear abhéngig, denn vy = 2v;.

e U = (;) und vy = (27;) sind linear abhéngig (aber in R? aufgefasst als Q-Vektorraum

sind v; und vy linear unabhiingig, da = ¢ Q).

e Je drei Vektoren vy, vq9,v3 € R? sind linear abhéngig.
a az az) (0} _
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2 Gruppen, Korper, Vektorrdume

Anders geschrieben,

1A + agAg + azh3 =0
und by A\ + by +b3A3 =0

hat fiir alle aq,as,as, by, bs,b3 € R nichttriviale (d.h., von (0,0,0) verschiedene)
Losung fiir Aq, Ao, As. A
2.4.3 Basen

Eine Teilmenge B € V heifit Basis von V wenn
1. B linear unabhéngig, und
2. (B)=V.

Fiir Basis B = {v1,...,v,}, v; paarweise verschieden, nennen wir B = (vy,...,v,) ge-
ordnete Basis (oder auch kurz Basis).

Satz 2.4.6 (Eindeutigkeit der Koordinaten). Ist B = (vy,...,v,) geordnete Basis von
V, so gibt es fiir jeden Vektor u € V genau ein n-Tupel (A1,...,\,) € K", so dass

U= AMvy + o+ A0,

D.h., jedes Element w ldsst sich eindeutig als Linearkombination von Basiselementen
beschreiben. Das n-Tupel (A1, ..., \,) heit Koordinatenvektor von u beziiglich B. Die
Abbildung

P K" =V (A, ) = Ao+ + Ao,

ist bijektiv und heifit kanonischer J}'ﬁ’asiszlsomorpMsmus.1

Beweis von Satz 2.4.6. Da B eine Basis ist, gilt insbesondere (B) = V und jedes u € V
lasst sich schreiben als u = Ajvqy + ++- + \,v,. Wenn nun gilt

AUL + -+ ApUp = AJ01 + oo + A0y,
so folgt
(A = AD)vg + -+ (A = Ap)v, = 0.
Da vq,...,v, linear unabhéngig sind, so folgt A — )\'1 =0,..., A\, — )\'n =0, also \; = )\'1,
I

A = AL O

Beispiel 2.4.7. 1. Betrachten B := {ej,es} mit e; := ((1)) und ey := (?) ist Basis fiir

R?. Zum Beispiel u = (2) € R? kann geschrieben werden als u = 8 - e; + 3 - eg. Die
Abbildung &5 ist die Identitit auf K>.

"Der Begriff ‘Isomorphismus’ wird fiir Vektorrdume in Abschnitt 3.1 eingefiihrt werden).
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2.4 Basen und Dimension

2. Die beiden Vektoren v = ((1)), Vg = G) bilden ebenfalls eine Basis fiir R®. Haben
(§)=5'Ul+3’1}2. A

Bemerkung 2.4.8. Fiir beliebigen Korper K ist

1 0 0

ol |1 0
€1 = , €2 = R y En =

0 0 1

Basis des K-Vektorraums K". Das n-Tupel (e, ...,e,) heiit Standardbasis von K".
Satz 2.4.9 (Charakterisierungssatz fiir Basen). Sei V' ein K- Vektorraum und B € V.

e (Basiserginzungssatz) B ist genau dann Basis von V', wenn B eine maximale line-
ar unabhdngige Menge ist (d.h., jede echte Obermenge von B ist linear abhingig).

e (Basisauswahlsatz) B ist genau dann Basis von V, wenn B ein minimales Erzeu-
gendensystem von V ist (d.h., keine echte Teilmenge von B erzeugt V).

Beweis. Basisergéinzungssatz: ‘=’ Sei B Basis. Angenommen es gibt ein v € V' \ B mit

B U {v} linear unabhingig. Da (B) = V gibt es \,...,\, € K und vy,...,v, € B mit
v = A\vy + - + A\, v, im Widerspruch zur linearen Unabhéngigkeit von B U {v}.

‘<’ Sei B maximale linear unabhéingige Menge. Wire B keine Basis, so gibe es ein
v € V mit v ¢ (B). Behauptung: Dann wire B' := B U {v} linear unabhiingig (im
Widerspruch zur Maximalitdt von B).

Wiire B' linear abhéngig, so gidbe es Ay, A\1,..., A, € K und vq,...,v, € B so dass
Aov + A\qug + -+ + A\,b, = 0, aber (Mg, A\1,...,A\,) # (0,0,...,0). Falls \y = 0 so sind
bi,...,b, linear abhingig, Widerspruch. Falls \g # 0 so ist v = )\61(—)\1171 —e= b, €
(B) im Widerspruch zu v ¢ (B). O

Ubung 4. Beweisen Sie den Basisauswahlsatz (Satz 2.4.9).
Satz 2.4.10 (Satz iiber die Existenz von Basen). Jeder Vektorraum hat eine Basis.

Beweis fiir endlich erzeugte Vektorrdume. Angenommen V' = (vq,...,v,). Falls die Men-
ge M = {vy,...,v,} linear unabhingig ist, dann ist {vy,...,v,} eine Basis. Ansons-
ten ldsst sich ein Element v € M schreiben als Linearkombination der anderen. Sei
M' := M\ {v}. Es gilt (M') = V. Starte das Verfahren mit der kleineren Menge M'
anstatt von M von vorne. Nach endlich vielen Schritten muss das Verfahren abbrechen,
und wir haben eine Basis gefunden.

Der Beweis fiir unendlich dimensionale Vektorrdume erfordert das Auswahlaxiom (vie-
le Beweise verwenden hier das Zornsche Lemma, welches dquivalent ist zum Auswahl-
axiom) was wir uns fiir’s nichste Semester aufheben. O]
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2.4.4 Austauschsatz

Bemerkung: Sei K endlicher Korper, |K| = ¢ € N. Hat ein K-Vektorraum V eine Basis
mit n Elementen, so folgt aus Satz 2.4.6 (Eindeutigkeit der Koordinaten) dass |V| = ¢".
Also hat jede Basis von V' genau n Elemente.

Lemma 2.4.11 (Austauschlemma). Sei B = (vy,...,v,) eine Basis eines Vektorraums
V ound w = A\jvy + -+ + A\yv, € V\ {0} beliebig, und sei \;j # 0 fiir ein j € {1,...,n}.
Dann ist B' = (vy,. .. ,Vjm1, W, Vjt1, - - -, Up) ebenfalls eine Basis.

‘Austausch’ von v; gegen w.
Beweis. 1ter Teil: B' ist Erzeugendensystem von V.

-1 -1
Uj—)\j w—)\j Z/\ZUZ
(£

also B ¢ (B') und
v=(B)c((B')=(B)cV

also V = (B').

2ter Teil: B' ist linear unabhéngig. Ansonsten gébe es nichttriviale Linearkombination
U1+ e+ pgw e+ ppv, =0
Falls p1; = 0 dann sind vy, ..., v, linear abhéngig, Widerspruch zur Annahme dass B
Basis. Also p; # 0:
-1 -1 -1 -1
w=(—p; p)vy + o+ (mpy pg-1)vi-r + 0005+ (—py pgen)vien + oo+ (mpg pn)vn

Andererseits
w=M\Nvy + -+ )\jvj + o+ A0,

Fiir die geordnete Basis (vq,...,v,) ergibt sich mit Satz 2.4.6 (Eindeutigkeit der Koor-
dinaten) dass A; = 0, Widerspruch. O

Beispiel 2.4.12. V = R? hat die folgende Basis:

0 1 1
v = 1 , Vg = 0 , Vg = 1
1 1 0
1
Sei w = vg — vy = | =1 |. Nach Austauschlemma sind (w, vy, v3), (v1,w, v3) Basen (nicht
0
aber (vy,v9,w)). A

Ubung 5. Zeigen Sie die Behauptungen in Beispiel 2.4.12.
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2.4 Basen und Dimension

Satz 2.4.13 (Austauschsatz von Steinitz). Es sei B = {vy,...,v,} eine Basis eines
K-Vektorraums V, und C' = {wy, ..., w,,} sei belicbige Menge linear unabhingiger Vek-
toren. Dann gilt

(a) |C| = |B|, d.h., m < n:

‘Jede linear unabhdingige Menge besteht aus hichstens n Elementen’.

(b) Durch Hinzunahme von n—m geeignet gewdihlten Vektoren aus B kann man C zu
etner Basis von V' ergdnzen.

Beweis. Beweis von (a) und (b) durch Induktion iiber m.

Induktionsanfang m = 1: w; # 0, d.h., V hat mindestens ein Element ungleich 0.
Also muss auch gelten |B| = 1 = m. Aussage (b) folgt direkt aus dem Austauschlemma,
Lemma 2.4.11.

Induktionsschritt m > 1: Die Aussagen (a) und (b) seien richtig fiir m —1 (Induktions-
voraussetzung). Zu zeigen: (a) und (b) gelten auch fiir m. Sei €' := {wy, ..., wyn_1} C C
(ist linear unabhéngig). Nach Induktionsvoraussetzung gelten

(a') m—1<n, und
(b') es gibt vy, ..., v, € B so dass B' := {wi, ..., WpH_1,Vm,...,v,} Basis von V.
(a) gilt fiir m:
1. Fall: n > m — 1. Dann ist n = m, fertig.
2. Fall: n < m — 1 (also n = m — 1). Nach (') ist {wy, ..., wn_1} Basis von V, also ist
{wq,...,wp_1,w,} linear abhéingig, Widerspruch zur Voraussetzung.
(b) gilt fiir m: B' Basis. w,, € (B').
Wy = AW + - Ao 1Wine1 + AU + o0 + A0,
Wire A\; = 0 fiir alle ¢ = m, so wire w,, = ZZIl Ajw; im Widerspruch zur linearen
Unabhingigkeit von C' = {wy,...,w,,}. Also gibt es j € {m,...,n} mit A\; # 0. Nach
Austauschlemma (Lemma 2.4.11) ist

{w17 cees Wim=1,Umys - - - 7/Uj—17wmuvj+17 e 7/U7”L}

Basis von V, also ist (b) erfiillt. Nach Induktion gelten (a) und (b) fiir alle m € N. [

Bemerkung 2.4.14. Sei V ein K-Vektorraum mit Basis {v1,...,v,}.

1. Alle Basen von V haben gleiche Michtigkeit (nédmlich n).
Beweis: By, By Basen. Dann gilt nach Satz 2.4.13 (1) |By| < |Bs| und analog
| Ba| < | B

2. Jede linear unabhéngige Menge C mit n Elementen ist eine Basis.
Beweis: Nach Satz 2.4.13 (2), denn fiir m = n gibt es nichts zu ergénzen.

3. Ist U < V Untervektorraum, so hat jede Basis von U hochstens n Elemente und
kann stets zu einer Basis von V' ergénzt werden.
Beweis: Basis von U ist linear unabhéngige Menge C' € V', kann nach Satz 2.4.13
(2) ergéinzt werden.
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2 Gruppen, Korper, Vektorrdume

2.4.5 Dimension
Dimension: “Die Anzahl der Freiheitsgrade in einem mathematischen Raum”

Definition 2.4.15. Sei V ein K-Vektorraum und B = {vq,...,v,} eine Basis. Dann
nennt man n die Dimension von V.

dim]K Vi=n

Falls aus dem Kontext klar ist, welches der zu Grunde liegende Korper ist, oder der
Korper keine Rolle spielt, so schreiben wir auch dim V' anstatt dimg V. Fiir V = {0}
ist dimV = 0 (B = @). Falls keine endliche Basis existiert, schreiben wir dim V' = oo.
Definition 2.4.15 hiangt wegen Satz 2.4.13 nicht von der Auswahl der Basis ab.

Bemerkung 2.4.16. Seien Uy < Uy < V Untervektorrdume. Dann gilt
dim Uy = dim Uy

sowie

dimU; =dimU; & Uy = Uy
(sieche Bemerkung 2.4.14 (3)).
Definition 2.4.17. Sind Uy, U; < V Untervektorrdume von V', so heif3t
Uy +Uy:={u+v|u€U,veU}
die Summe von U; und Us,. Gilt zusitzlich U; N Uy = {0}, so schreibt man
Uy e U,

und spricht von der direkten Summe. Falls U; @ Uy = V, so heifit Uy Komplement von
U (in V). Wir sagen auch, Uy und U, sind komplementdr.

Satz 2.4.18. Secien Uy,U; < V. Dann gilt: Uy + Uy < V. Mehr noch: Uy + Uy ist der
kleinste Untervektorraum von V, der Uy und Uy enthdlt, d.h.,

Ui+ U, = <U1 UU2>

Beweis. Uy + Uy € (Uy U Us): klar.

U, €Uy + Uy, Uy € Uy + Usy: Klar.

Nach Proposition 2.4.2 ist (U; U Usy) der kleinste Untervektorraum von V', der Uy U Uy
enthélt. Also reicht es zu zeigen, dass U; + U, ein Untervektorraum ist:

0+0=0€cU; +U,
(u1 +ug) + (v1 + ) = (ug +v1) + (ug +v2) €Uy + Uy
)\(’U,l + 'LLQ) = ()\Ul) + ()\Ug) € Ul + UQ
Beispiele mit Zeichnung an der Tafel: Wie hingt die Dimension von Durchschnitt

und Summe von den Dimensionen der einzelnen Teile ab? Betrachten Vereinigung und
Schnitt von Gerade U; und Ebene Uy im R?. Jeweils zwei Fille:
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2.4 Basen und Dimension

o Gerade liegt in der Ebene, Uy < Us.
dlm(U1 N UQ) =1.
d1m(U1 + UQ) = 2.

e Gerade liegt nicht in der Ebene.
d1m(U1 N UQ) = 0.
dim(U; + Uy) = 3.

Satz 2.4.19 (Dimensionssatz). Sind Uy, Uy < V' endlichdimensional, so gilt
dlm(Ul + UQ) = dlm(Ul) + dlm(UQ) - dlm(Ul N UQ) .

Speziell gilt also
d1m(U1 @ UQ) = dlm(Ul) + dlm(UQ) .

Bemerkung:
dim(U; N Uy) < min{dim Uy, dim U}

daUiNnUs <U; und Uy NnU,; < Uy (AbSChDitt 233)

Beweis von Satz 2./.19. Sei Uy := Uy N Uy und B = (vy,...,v,,) Basis von Uy. Dann

kann B zu einer Basis
Bl = (’Ula"'avmvwlw"?wr)

von Uy und zu Basis
BQ = (Ul)"wvmvula"')us)

von Us ergéinzt werden (Folgerung von Satz 2.4.13 da Uy < Uy und Uy < Us).

Behauptung:
(vlw <oy Um, Wi, - - 7wr7u17-"7u5)

ist Basis von Uy + Uy. Denn
<B1 UB2> = Ul + U2

und vy, ...y Uy W,y -« - Wy, U, - - -, Ug Sind linear unabhéngig: sei
AV + oo+ AU, F ppwy + o ppw, + y1ug + oo + ygus =0
Es folgt

Yiug + o+ Ysls = —({\1@1 oo+ N U F qwy F e+ ,u,nw,nl) elU; nU,

e(vjl e[']Q
Also gibt es Darstellung durch Basis B:
VUL F e F YU = QU F o+ QU
Da By = (v1,...,Up,U1,...,Us) linear unabhéingig erhalten wir

'71:"'=’Ys=al='”=am=0

(2.1)
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Also folgt aus (2.1) dass
A1+ o+ AU+ pqwy F o+ ppw, =0
Da By = (v1,...,Vm, ft1, - - - » [ ) linear unabhingig gilt
M=o =Ap=p1=-=p=0.
Damit ist lineare Unabhéngigkeit von (vy,..., v, Wy, ..., W, Uy,...,us) bewiesen. [

Ubung 6. Nach Satz 2.4.19 gilt dim(U; + Us) = dim(U;) + dim(Us) — dim(U; N Uy). Was
halten Sie von folgender Aussage:

dim(Uy + Uy + Us) = dim(Uy) + dim(Uy) + dim(Us)
- d1m(U1 N UQ) - d1rn(U1 N Ug) - d1m(U2 N Ug)
+ d1m(U1 NU; N Ug)

Satz 2.4.20 (Charakterisierungssatz fiir direkte Summen). Seien Uy,Us < V. Dann gilt
genau dann 'V = Uy & Uy, wenn sich jeder Vektor v € V eindeutig als Summe v = vy + vg
mit v1 € Uy und vy € Uy darstellen ldsst.

Beweis. Zuerst die Riickrichtung: Haben V' = Uy + Us. Ist u € Uy NUs, so ist u+ (—u) =
0 = 0 + 0. Also folgt aus Eindeutigkeit v = 0, d.h., U; n Uy = {0}.

Hinrichtung: Da V = U; @ U, lésst sich jedes v € V' als Summe v + vy darstellen.
FEindeutigkeit: ist v = v1 + vy = v'l + ?}’2 mit ’1)1,’1)'1 € U; und '1)2,1}’2 € U,, so folgt

I I
Ul — V] =Vg —VUy =t U

also
ue U nNU;= {0}

Also vy — v'l = 0 und daher v; = v'l, und vy — v'2 = 0 und daher vy = 1)'2. ]
Direkte Summen mit mehreren Summanden:
UhoUy,eUs:= (U oUy) ®Us
Man darf die Klammern weglassen:
(UyoUy)eUs=U; & (Uy & Us)
Zunichst gilt Uy + (Uy + Uz) = Uy + (U + Usz). Weiterhin gilt

(a) U nU;={0}
und (b) (U1 + UQ) NnU;3 = {0}
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genau dann wenn

(c) Upin(U;eUs)={0}
und (d) U,NnU;s = {0} .

Davon die Hinrichtung: Uy N Uz € (Uy + Uy) N Us = {0} wegen (b), also gilt (d). Sei
v € Uy N (Uy ® Us). Dann gilt v = ug + ug fiir us € Uy und ug € Us. Also v — ug = ug €
(U; + Uy) n Uz = {0} wegen (b). Ausserdem v = uy € U; N Uy = {0}, daher v = 0, also
(¢). Riickrichtung &hnlich.

Analoges gilt fiir beliebig viele Summanden.

Satz 2.4.21 (Zerlegungssatz). Sei V' ein K-Vektorraum, n = dimV, und {vy,...,v,}
eine Basis von V. Dann st

V=U®&" U,
f’d?” Uz = (’U,Z> = KUZ‘.

Beispiel 2.4.22. R" = Re; ® -+ ® Re,,. A

Folgerung: Jeder Untervektorraum eines endlichdimensionalen Vektorraums V hat ein
Komplement.

Beweis von Satz 2.4.21.
V=U+:-+U,=(u...uy)
Es bleibt zu zeigen: (Uy + +-+ + U;) N U;41 = {0} fiir i € {1,...,n —1}. O

Ubung 7. Vervollstindigen Sie den Beweis von Satz 2.4.21.
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Kapitel 3

Lineare Abbildungen,
Gleichungssysteme, Matrizen

3.1 Lineare Abbildungen I

Lineare Abbildungen sind die wesentlichen strukturerhaltende Abbildung fiir Vektorrdume.

Definition 3.1.1 (Lineare Abbildung). Es seien V' und W Vektorrdume iiber einem
Korper K. Eine Funktion f:V — W heiit lineare Abbildung oder (Vektorraum-) Homo-
morphismus wenn gilt

o fiir alle v,v' evV:

flo+v) = f) + F(0") (Vertréglichkeit mit der Addition)

e firallev eV und A € K:
fw) = Af(v) (Vertriiglichkeit mit der skalaren Multiplikation)

Insbesondere folgt fiir A = 0, dass f(0) = 0. Wir sprechen von einem Isomorphismus
wenn f zusétzlich bijektiv ist. Weitere Bezeichnungen fiir den Spezialfall V = W:
e cine lineare Abbildung f:V — V heiit Endomorphismus (von V);

e ein Isomorphismus f:V — V heifit Automorphismus (von V).

Zwei Vektorrdume V und W heiflen isomorph wenn ein Isomorphismus f: V' — W exis-
tiert. Es handelt sich also bei isomorphen V und W bis auf Umbenennung der Elemente
um den gleichen Vektorraum.

Bemerkung 3.1.2. Wenn f:V — W ein Isomorphismus ist, dann auch f LW 5 Vi seien
u,v € W und A € K. Wegen der Surjektivitit von f gibt es u',v' € V mit f(u') = v und
f(@") = v. Dann gilt

S ut ) = 5D+ ) = 7T ) =d = T )+ (),
SO @) = £ () = du
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3 Lineare Abbildungen, Gleichungssysteme, Matrizen

Proposition 3.1.3. Die Komposition linearer Abbildungen ist wieder linear:
wenn f: V4 = Vo und g: Vo — V3 linear sind, dann ist auch g o f:V; — V3 linear.

Beweis. Fiir alle v,v' € Vi und ) € K gilt

g(f(M)) = g(Af(v)) = Ag(f(v))
g(f(v+v) = g(f(0) + f(v) = g(f(0)) + g(f (). O

3.2 Matrizen

Beispiel einer 2 X 3-Matrix iiber R:
5 =3 0
1 25 «
Formal:

Definition 3.2.1 (Matrizen). Sei K ein Korper. Eine m X n-Matriz mit Eintrigen aus
K ist ein Element des mn-dimensionalen Vektorraums K™ iiber K. Schreiben K™*" fiir
die Menge aller (m X n)-Matrizen.

Insbesondere diirfen wir fiir A € K und m X n-Matrizen M, N schreiben: AM und
M + N, und O steht fiir die Matrix in K™*", deren Eintrége allesamt 0 sind.

Motivationen: Matrizen dienen der kompakten Beschreibung von z.B.
e linearen Abbildungen;

e linearen Gleichungssystemen.

Beschreibung linearer Abbildungen

Sei B eine (m X n)-Matrix iiber K. Dann beschreibt B die lineare Abbildung
fe: K" - K" :zw Bz

wobei

n
Bz := ZZL‘Z
i=1

bmi

Beispiel 3.2.2. Fir B = (é (1)) ist fp = idp2:

e ) )= [1) - :
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3.2 Matrizen

Beschreibung linearer Gleichungssysteme

bllxl + oeee + bln:pn =21

b1 + o + by = 2m
Ubersichtlichere Schreibweise fiir das lineare Gleichungssystem:

big - by €y <1

bml o bmn L, Zm

B

mit Hilfe der Koeffizientenmatriz B. Kurzschreibweise: Bz = z.

3.2.1 Matrizenmultiplikation

Seien A € K™ und B € K™™".
Dann lassen sich die Funktionen fp:K" — K™ : 2 > Bz und f4: K" - K : 2z » Az
komponieren: sei fag 1= fa © fB.

Beobachtung: es gibt ein C' € K™ mit fo = fag. Schreiben: “C' = AB”.

A B AB

Definition 3.2.3. Das Produkt AB zweier Matrizen A € K" und B € K™ ™" ist
genau dann definiert, wenn m = m' und zwar durch

m

AB := (Z aikbkj) € ern
k=1 i=1,...,r,7=1,...,n

fir A = (aij)i=1,..rj=1,...m W0d B = (bij)i=1,.m' j=1,....n-
Proposition 3.2.4. Fiir die Matrizenmultiplikation gelten:

1. Assoziativitditsgesetz
(AB)C = A(BC)
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3 Lineare Abbildungen, Gleichungssysteme, Matrizen

2. Die Einheitsmatrizen

1 0 0
En = 0 1 O eKan
0 0 1

mxn

sind Eins-elemente fiir die Multiplikation: Fir A € K gilt

E,,A=Aund AE, = A

3. Distributivgesetze

A(B+C)=AB+ AC
(B+C)A=BA+CA

4. Vertrdglichkeit mit der Skalarmultiplikation: fir A € K gilt

(M)B = A(AB) = A(\B) (3.1)

Ubung 8. Beweisen Sie Proposition 3.2.4.
Definition 3.2.5. Die i-te Zeile der Einheitsmatrix hat die Gestalt
¢;=(0,...,0, 1 ,0,...,0) e K"
i-te Stelle

und wird Einheitsvektor genannt.

Beispiel 3.2.6. Matrizenmultiplikation in K™ ist nicht kommutativ.
0 1\(1 1 00
(O 0) (O 0) a (0 O) (3.2)
I 1)(0 1} (0 1 A
0 0/\0 0/ \0 O
Die Menge K™ mit Addition und der eben definierten Multiplikation ist fiir n > 2

nicht einmal ein Schiefkorper, da es Matrizen ungleich 0 gibt, die kein multiplikatives
Inverses haben, wie Beispiel 3.2.6 (3.2) ebenfalls zeigt.

Definition 3.2.7. Eine Matrix A € K™" heiit invertierbar (oder regulir oder nicht-
singulir) wenn m = n (quadratische Matrix) und eine Matrix B € K™ existiert, so

dass
AB=BA=FE, .

Die Matrix B ist durch A eindeutig bestimmt (Lemma 2.1.4!) und wird mit A™! bezeich-
net.
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3.2 Matrizen

Bezeichnung:
GL(n, K) := {A € K" | A invertierbar}

(englisch: “general linear group”)
Eigenschaften.
1. Fiir A, B e K" gilt

AB=E, < BA=E, e B=A"e A=B"

2. Ist A invertierbar, so auch A™" und es gilt (4™1)7! = A.

3. Sind A4, B € K™" invertierbare Matrizen, so ist auch AB invertierbar und es gilt
(AB) ' =pB7'a™ (3.3)

4. GL(n, K) ist beziiglich der Matrizenmultiplikation eine Gruppe.

5. Fiir A € K\ {0} gilt (AA)"" = A7"A75 Denn: A AT (AA) = A TAATMA = B,

Beispiel 3.2.8. Eine Matrix A € K™ der Gestalt

A 0
A2

0 An
fir A1, ..., A, € K heifit Diagonalmatriz. Eine Diagonalmatrix ist genau dann invertier-
bar, wenn Aq,..., A\, # 0, und in diesem Fall gilt

A 0
=
A7 = 2 A
0 A

Ubung 9. Wie berechnet sich das Produkt von Diagonalmatrizen?
Ubung 10. Sei D € K™ eine Diagonalmatrix und A € K™" beliebig. Unter welchen
Voraussetzungen an D gilt DA = AD?

3.2.2 Rang
Sei A = (CLU) € Kan.
S1 N Sn,
( ajy PN A1p ) 21
am1 s Amn Zm

Zeilen von A sind Elemente aus K" und die Spalten von A sind Elemente aus K™!
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3 Lineare Abbildungen, Gleichungssysteme, Matrizen

Definition 3.2.9 (Rang). Die maximale Zahl linear unabhéngiger Spalten von A (in
K™) heiit Spaltenrang von A. Die maximale Zahl linear unabhingiger Zeilen von A (in
K") heifit Zeilenrang von A.

Bemerkung 3.2.10. Seien sq, ..., s, die Spalten von A. Dann

Spaltenrang von A = dimg (s1,...,8,) -
Seien zq, ..., z,, die Zeilen von A. Dann
Zeilenrang von A = dimg (21, ..., 2;,) -

Satz 3.2.11. Dann
Zeilenrang von A = Spaltenrang von A
Definieren rg(A) := Zeilenrang von A = Spaltenrang von A.

Beweis. Eine Spalte heifle linear dberfliissig wenn sie Linearkombination der anderen
Spalten ist. Analog fiir Zeilen. Weglassen einer linear iiberfliissigen Spalte é&ndert den
Spaltenrang nicht.

Behauptung. Weglassen einer linear iiberfliissigen Spalte &ndert auch den Zeilenrang
nicht! Sei etwa letzte Spalte s,, linear iiberfliissig, d.h.,

Uy = A8+ o+ Ap_18p-1

also aj, = Ajaj + o+ + Ay1a4 -1 fiir i € {1,...,n}. Durch Weglassen der n-ten Spalte
entstehe aus A die Matrix A' mit Zeilen zi, cee z:n. Dann gilt

i 1
a1z + oz, =0 a2+ o+, =0

Riickrichtung hierbei klar. Hinrichtung: fiir die letzte Komponente gilt
n—1 n-1

o3} (Z )\kalk) +oeet am(Z Akamk)
k=1 k=1

n—1
Z Ak(oaany + -+ + o) = 0
k=1

a1Q1py T 0+ Qe

Analog #ndert das Weglassen einer linear iiberfliissigen Zeile nicht den Spaltenrang.

Durch sukzessives Weglassen von linear {iberfliissigen Zeilen und Spalten gelangt man
m'Xn'

zu einer m' X n'-Matrix A' € K ohne linear iiberfliissige Zeilen oder Spalten, mit m'

Zeilen in K" und n' Spalten in K™ :

Zeilenrang(A) = Zeilenrang(A4') = m' < dim(K" ) = n’
I

Spaltenrang(A4) = Spaltenrang(A') = n' < dim(K™ ) = m

Also m' = 7. O
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3.2 Matrizen

Beispiel 3.2.12. Der Rang der Nullmatrix 0 (alle Eintréige 0) ist Null: rg(0) = 0. A

Bemerkung 3.2.13. Der Beweis von Satz 3.2.11 zum Rang ein Matrix A ist leider nicht
komplett algorithmisch: denn es ist bis zu dieser Stelle der Vorlesung (noch) nicht klar,
wie man (effizient!) berechnet, ob eine Spalte beziehungsweise eine Zeile von A linear
iiberfliissig ist. Die néchsten beiden Abschnitte werden dieses Problem l6sen.

3.2.3 Zeilenumformungen

Sei A € K™". Die folgenden Umformungen von A heifien elementare Zeilenumformun-
gen (manchmal auch (elementare) Zeilentransformationen):

(1) Vertauschung zweier Zeilen;
(2) Multiplikation einer Zeile mit einem Skalar A\ € K \ {0};
(3) Addition des A-fachen (A € K') einer Zeile zu einer anderen Zeile.

Analog: elementare Spaltenumformungen.
Bemerkung 3.2.14. Mit (1) lassen sich die Zeilen beliebig permutieren (Satz 4.1.1).

Bemerkung 3.2.15. Jede elementare Zeilenumformung lésst sich wieder mit einer elemen-
taren Zeilenumformung riickgéingig machen.

Beispiel 3.2.16. In diesem Beispiel werden die einzelnen Zeilentransformationen durch
Pfeile angedeutet, die unten beschriftet sind mit einem der genannten drei Typen (1),
(2), oder (3) der Transformation, und oben beschriftet sind mit einer Beschreibung der
Transformation; zum Beispiel steht zo + 21 ~ 25 fiir die Transformation, die die zweite
Zeile durch die Summe der ersten beiden Zeilen ersetzt.

1 2 3 1 2 3 1 2 3
32 1| ZETE Ny oy g ZEEYER G
t11) @ 1) ® 11
Vorteil der letzten Matrix: der Zeilenrang (ndmlich 2) ist sofort ablesbar. A

Lemma 3.2.17. Elementare Umformungen dndern den Rang einer Matrix nicht.
Beweis. (z1,...,2,) bleibt bei elementaren Zeilenumformungen erhalten:

o (21,29) = (A22,21)

o fiir A € K\ {0} gilt: (2) = (\2)

o (21,20 + A21) = (21, 29) O

Bemerkung 3.2.18. Jede Zeilenumformung einer Matrix A ldsst sich beschreiben als Ma-
trizenmultiplikation T'A von A mit einer geeigneten Matrix T

49



3 Lineare Abbildungen, Gleichungssysteme, Matrizen

1. Az; ~ z; (Multiplikation der Zeile z; mit \): Wéhle

1 0 - e 0
1
T := A
1
‘0
0 0 1

2. z; e» zj (Vertauschung von Zeile z; und z;): Wéhle

1

3. 2 + Azj ~ z; (Addition der Zeile z; mit dem A-fachen der Zeile z;):

J
1
A i

1

Diese Matrizen T' werden auch Elementarmatrizen genannt.

Bemerkung 3.2.19. Offensichtlich ist jede Elementarmatrix invertierbar, und die inverse
Matrix ist ebenfalls eine Elementarmatrix:

e Falls T' die Elementarmatrix ist von Az; ~ z;, dann ist 77! die Elementarmatrix
von %zi ~ 2

e Falls T' die Elementarmatrix ist von z; e z;, dann ist T’ o T

e Falls T" die Elementarmatrix ist von z;+Az; ~ 2;, dann ist T~ die Elementarmatrix

von z; — Az

j'\’)zi-

Bemerkung 3.2.20. Analog lassen sich elementare Spaltenumformungen durch Multipli-
kation mit Elementarmatrizen von rechts beschreiben.
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3.2 Matrizen

3.2.4 Algorithmus zur Umwandlung einer Matrix in Stufenform

In diesem Abschnitt stellen wir eine Prozedur zur Rangbestimmung vor. Es handelt sich
um das Kernstiick des Gauflschen Algorithmus zur Losung von linearen Gleichungssys-
temen.

Idee: Erzeugen mit Hilfe von elementaren Zeilenumformungen eine Matrix, deren
Rang direkt sichtbar ist.

Definition 3.2.21. A € K™™" ist in (oberer) Stufenform, falls A von der Gestalt

O cee O aljl ce e a1j2 see al]s cee a/l.],r coe aln
0 o 0 =« 0 ay, ... ag :
: 0 coe 0 . :
A=|: Qrj. 0 Qpp (3'4>
0 - el 0 -0
0 - el 0 e 0
mit 0 < j; < jo < -+ <jp <nund ay,...,a,; € K\ {0}.

Bemerkung 3.2.22. Fir A € K™ " von der Form (3.4), so gilt rg(A) = r (gleich der
Anzahl der Stufen). Grund: die ersten r Zeilen sind linear unabhingig, denn \yzq + -+ +
Az, = 0 impliziert

)\1~a1j1 +>\2'0+"'+)\7«’0:0 (:> )\1 =O) (jl—te Spalte)
Ag + a4, * oo+t ‘A 00=0 (=> Ag = O) (jg—te Spalte)
usw.

Also j; =0 fir allei € {1,...,7}, und rg(A) = r.
Beispiel 3.2.23. Betrachten A € @3X4 wie folgt.

012 3 135 1 . 135 1
Z1e€923 Z3_2Z2""23
02 4 8 02 4 8|222""19 2 4 8
1351, @ {o1 2 3 (3) 000 -1
Stufenform, rg(A) = 3. A

Allgemein: induktiver Algorithmus zur Uberfiithrung einer Matrix in Stufenform mit
Hilfe von elementaren Zeilenumformungen. Hat die Matrix A € K™ die Gestalt'

0 -- 0 ayj, - % : % vee %
- . : | beliebig
0 oo oo coe 0 a‘k’—l | E 3 cee *k
7777777777777777777777777777777777 /S S (3.5)
! ak?]k
0 o B
1 am7jk

'Sterne in Matrizen stehen fiir beliebige Eintréige.
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3 Lineare Abbildungen, Gleichungssysteme, Matrizen

mit ayj,,...,a5-14,_, ¥ 0 und k groBtmoglich. Falls Stufenform noch nicht erreicht ist,
so ldasst sich weiter wie folgt verfahren:

Iter Fall: ay; = 0. Vertauschen der k-ten Zeile mit einer Zeile, fiir die a;; # 0
(i > k) (die gibt es, da Stufenform noch nicht erreicht und k gréfitmoglich gewihlt).
Damit 0.B.d.A. 2ter Fall.

2ter Fall: ay ;, # 0. Von jeder Zeile z (I > k) subtrahiere man (ahjka,;;k)zk.

Dies ergibt Matrix der Gestalt

0o -+ 0 aij, ¥ *
. . . . s
. | %
Af—1j;,_4 *
|
,,Q ,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,, Q ,,,,,,, qz%ik,t,,,’,,
0 ' B

Der Algorithmus endet, wenn B' = 0 oder wenn keine Zeilen mehr vorhanden sind.

Bemerkung 3.2.24. Im Verfahren wurden keine elementaren Zeilenumformungen vom
Typ (2) verwendet (Multiplikation einer Zeile mit einem Skalar).

3.2.5 Bestimmung von Dimension und Basen

Seien uy, ..., u, € K". Bestimmung von d := dim (uy, ..., Uy, ): Sei
—uy—
. X
A= : EIKm "
—au,,—

Dann gilt d = rg(A) und d ist durch Umformen von A in Zeilen-Stufenform bestimm-
bar. Siehe Lemma 3.2.17 (elementare Zeilenumformungen #ndern den Rang nicht) und
Beobachtung am Ende von Abschnitt 3.2.3 (Ablesen des Rangs in der Stufenform).

Bestimmung einer Basis von V := (uq, ..., u,,): Umformen von

—uq -
. mXn
A= : eK
— Uy —

mXn

in Stufenform B € K . Die vom Nullvektor verschiedenen Zeilen von B bilden eine

Basis von V. Denn: falls

—z - —uy—
; o .
—z— —u,, -
durch elementare Zeilenumformung, so ist (zq, ..., 2,) = (u1,...,u,,) (siche Beweis von

Satz 3.2.17, “Elementare Umformungen éndern den Rang einer Matrix nicht”).

52



3.2 Matrizen

Rechnungen in beliebigen endlichdimensionalen Vektorrdumen:
Sei nun V ein beliebiger n-dimensionaler K-Vektorraum. Das Rechnen in V ldsst sich
auf das Rechnen mit Koordinatenvektoren bzgl. einer Basis zuriickfithren (Grundlage:
Satz 2.4.6).

Wiederholung: Sei V' ein K-Vektorraum mit geordneter Basis B = (vy,...,v,). Dann ist
P K" 5V (A, ..\ 2 Ao + o + A0,
ein Isomorphismus, d.h., eine bijektive Abbildung mit den Eigenschaften
o O(z1 + 22) = ©(21) + P(22);
e D(\z) = \P(2).
D.h., K" und V sind “im Prinzip” der gleiche Vektorraum (Vergleiche: Satz 2.4.6).
Gegeben: wq,...,w,, € V.

Gesucht: Basis von {(wq,...,w,,).
Ansatz: Fiir i € {1,...,m} gibt es u; = (M1, ..., \in) € K" so dass w; = ®5(u;). Also:

wy = Ajqv1 + o + Alnvn

Wiy, = Ap1V1 + o + AmnUn

Setzen
A1l Aln,
A= :
)‘ml )\mn
Dann gelten
dimy (w1, ..., wy,) = dimge(uq, ..., uy,) = 1g(A) (3.6)
und
(wi,. . wp) = Pp((ur, . um)). (3.7)
Insbesondere: (by, ..., bs) ist genau dann Basis von (uq, ..., u,,), wenn (®(b1), ..., ®(b,))
Basis von (wyq, ..., w,,) ist.

3.2.6 Invertierbarkeitskriterium

Wir lernen nun ein wichtiges notwendiges und hinreichendes Kriterium fiir die Invertier-
barkeit von Matrizen kennen.

Satz 3.2.25. Eine Matriz A € K™" ist genau dann invertierbar, wenn rg(A) = n.
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3 Lineare Abbildungen, Gleichungssysteme, Matrizen

Beweis. “=7: Sei A invertierbar. Wir miissen zeigen, dass die Spalten vy,...,v, von A
linear unabhéngig sind. Wir nehmen an, dass A\jvy + -+ + A,v, = 0, also dass

A1 0
Al ¢ |=|:]=0
An 0
Dann gilt
A1
A'Al =0
An
A1
Da A7'A = FE,, erhalten wir | : | = 0 and daher A\y = --- = A, = 0. Also ist der
An
Spaltenrang von A gleich n.
“e=”: Sei rg(A) = n. Dann sind Spalten vy, ..., v, von A linear unabhingig, also eine
Basis von K", und (vq,...,v,) = K". Also gibt es Linearkombinationen
1
0
.|l=e = biivy + -+ + bp1v,
0
0
6 =e, = b1,v1 + o + by,
1
Also ist
bin - bin | |
Al =|byyvr + -+ bpv, 0 b+ s+ by, | = By
und haben damit das Inverse
bin -+ bin
A= :
bnl bnn
zu A gefunden. O

3.2.7 Konstruktion der inversen Matrix

Es gelte AB = C fiir drei Matrizen A, B,C € K™". Uberfithrt man A und C durch
die gleichen elementaren Zeilenumformungen in Matrizen A" und C', dann gilt auch
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3.2 Matrizen

A'B = C'. Denn: eine elementare Zeilenumformung entspricht Multiplikation von links
mit einer Elementarmatrix 7', und damit:

AB = C = T(AB) = TC

= (TA)B=TC (nach Proposition 3.2.4).
Folgerung:
AAT =B,
$ M
E, A=At

Das bedeutet: erhdlt man F,, durch elementare Zeilenumformungen aus einer Matrix A,
so verwandeln die gleichen Zeilenumformungen die Matrix F,, in die Matrix AL

Beispiel 3.2.26.

1 0 -2 100
A={0 1 0 01 0|=E;
10 0 00 1
1 0 -2 1 00
23— 21 ™ 23 - 01 0 0 1 0
00 2 -1 0 1
10 -2 1 0 0
27y mz: |01 0 0 1 0
00 1 —27t o 27!
100 0 0 1
2= (=2 ~» oz |01 0 1 0 |=A4"" A
001 —27" o 27!

Zur Konstruktion von A~ benétigen wir also einen Algorithmus, der A durch Zeile-
numformungen in F,, iiberfiihrt.

1. Teil: Umformung von A mit Algorithmus in Zeilen-Stufenform (Abschnitt 3.2.4).
Gibt es weniger als n Stufen, so ist rg(A) < n — 1, und A ist nicht invertierbar (siehe
Abschnitt 3.2.5). Ansonsten hat A die Form

aiy * e *
0 a :
0 0 ayu,

wobei alle a;; € K \ {0}.
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2. Teil, 1. Schritt: Alle Diagonalelemente zu 1:
Multiplikation von z; mit aj;' fiir i € {1,...,n}:

1 % o %

2. Schritt: Alle Elemente * zu Null machen: Fir j = 2,3,...,n (der Reihe nach)
Bearbeitung der Spalte j: Von Zeile z; mit ¢ € {1,...,5 — 1} wird a,jz; abgezogen
(ersetze z; durch z; — a;;2;). Dies ergibt

1 0 PR e X
0 1 o i :
0 1
0 1
0 0 0 1

und fiihrt schliellich zu E,,.
Satz 3.2.27. Sei A € K", Die folgenden Aussagen sind dquivalent:

1. A ist invertierbar (A_l existiert)

2. 1g(A) =n

3. Die Spalten von A sind linear unabhdngig

4. Die Zeilen von A sind linear unabhdngig

5. A kann durch elementare Zeilenumformungen in E, umgewandelt werden

6. det A # 0 (kommt spdter in Abschnitt J.1, Satz 4.1.6)

Beweis. (1) & (2): Satz 3.2.25.
(2) & (3) & (4): Satz 3.2.11.
(1) < (5): Abschnitt 3.2.7. O

3.3 Lineare Gleichungssysteme

3.3.1 Definitionen

by
Ist Ae K™, b=| ¢ | € K" so heiit
bm

a1, + o+ a1y = b1

A1 + o + QnTy, = by,
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3.3 Lineare Gleichungssysteme

kurz
I
Ax =b fir z =
xn
lineares Gleichungssystem (LGS) (mit m Gleichungen und n Unbekannten xi,...,z,

und Koeffizienten aus K).

e b+ 0: inhomogenes LGS

e b =0: homogenes LGS
Az =0 ist das zu Ax = b gehdrige homogene Gleichungssystem.

Los(A,b) := {x € K" | Az = b}
heifit Losungsmenge des LGS Az = b.

3.3.2 Losbarkeitskriterium

Sei A € K™". Dann heifit Az = b losbar falls Los(A,b) + @.
Bemerkung 3.3.1. Seien s;,...,s, € K" die Spalten von A. Dann gilt

fa(z) = Az = 2181 + -+ + 2,5,
Also ist Az = b genau dann lésbar, wenn b € (s1,...,5,).

Es gibt drei Moglichkeiten:

1. Az = b ist nicht 16sbar: Los(A,b) = @.
Zum Beispiel x1 + 9 =1, z1 + 9 = 2.

2. Ax = b ist eindeutig losbar: |Los(A,b)| = 1.
Zum Beispiel 1 + 9 = 1, 9 = 2.

3. Az = b hat mehrere Losungen: |Los(A,b)| > 1.
Zum Beispiel x1 + 29 = 1, 221 + 229 = 2.

Proposition 3.3.2. Fin LGS Az = b ist genau dann l6sbar, wenn

rg(A) = rg(Alb).
Dabei bezeichne A|b die Matrix
aiy v oaly b

am1  **° Qmn bm

57



3 Lineare Abbildungen, Gleichungssysteme, Matrizen

Beweis. Schreiben sq,..., s, fir die Spalten von A.
Azx = b l6sbar
< be(s1,...,8,) (Bemerkung 3.3.1)
< (s1,...,8,) = (81,...,8n,b) (siehe Abschnitt 2.4.1)
< dim(sq,...,s,) = dim(sy,...,S,,b) (siehe Abschnitt 2.4.5)
< rg(A) =rg(Alb) (sieche Abschnitt 3.2.2). O

Bemerkung 3.3.3. rg(A) = m ist hinreichende (aber nicht notwendige) Bedingung fiir
Losbarkeit (denn rg(A) < rg(A|b) < m).

Satz 3.3.4. Sei vy eine Lisung des LGS Ax =b (d.h., Avg =b). Dann gilt

Los(A,b) = vg + Los(A,0) := {vg + v | v € Los(A4,0)}

“Allgemeine Losung des inhomogenen LGS
= spezielle Losung des inhomogenen LGS

+ allgemeine Losung des zugehorigen homogenen LGS.”
Beweis. Sei v € Los(A,0). Nach Distributivitéitsgesetz gilt
A(vg+v) = Avg+ Av=b+0=0

D.h., vg + v € Los(A, D).
Umgekehrt: Sei w € Los(A,b). Dann ist v 1= w — vy € Los(A, 0), denn

Av=A(w —vy) = Aw—Avyg=b-0=0.
Also w = vy + v € vy + Los(A4, 0). d
Beispiel 3.3.5. K =R, m=1,n=2.
2wy + 4xg = 12
‘Ar ="

T

2
A=(24) e R, x=($2

), b=(12)eR’

vy = (11) ist spezielle Losung.

Los(A,0) = {(i;) | 221 + 49 = O}

e
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3.3 Lineare Gleichungssysteme

ist Gerade x5 = —%xl. Zeichnung!

Menge aller Losungen:
4 -2\
Los(A,b) = vg + Los(A,0) = {( 1 +)\> | A ER}

ist Gerade x5 = —%ZL‘l + 3. Zeichnung! A

3.3.3 Bild und Kern
Sei A € K™". Definieren Kern und Bild von A. Entspricht Kern und Bild der Abbildung
fa: K" K" 20 Az
Bild von A (ist das Bild von f4; vergleiche Abschnitt 1.2.3):
BildA:= {Az |z € K"} = (s1,...,5,) < K"
wobei s1,...,s, die Spalten von A. Also:
rg(A) = dim(Bild A).
Kern von A (ist der Kern von f, allerdings etwas anders definiert als in Abschnitt 1.2.3):
Kern A := {x € K" | Az = 0} = Los(A4, 0).
Einfach nachzurechnen: Kern A ist Untervektorraum von K".
Satz 3.3.6. Es gilt
dim(Kern A) + dim(Bild A) = n
rg(A) =n—d ‘Dimensionsformel’
wobei d := dim(Kern A) der Defekt von A.
Beweis: spéter fiir lineare Abbildungen, Satz 3.4.15.

Seien A € K™ und b € K™. Ist v € K" spezielle Losung von Az = bund ist (v, . .., vq)
Basis von Los(A,0), so ist

L(SS(A, b) = {’Ug + Aug + oo+ Agug | Aly .-y Ag E K}

Das bedeutet, dass d = n—rg(A) nach Satz 3.3.6 die Anzahl der frei wiihlbaren Parameter
(A1, ..., Ag) ist fiir allgemeine Losung @ = vg + A\jvq + -+ + Agvg € K.

Korollar 3.3.7. ° Seien A € K™ und b € K™ so, dass das LGS Ax = b losbar.
Dann ist Ax = b genau dann eindeutig lésbar, wenn rg(A) = n.

’Ein Korollar bezeichnet in der Mathematik eine wahre Aussage von Interesse, die sich unmittelbar,
oder mit vergleichsweise geringem Aufwand, aus einer (meist direkt davor) bewiesenen Aussage ergibt.
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3 Lineare Abbildungen, Gleichungssysteme, Matrizen

Beweis.

Az = b ist eindeutig losbar < |Los(A,b)| =1
= Lés(4,0) = {0} (Satz 3.3.4)
< dim(Kern A) =0
<= n=n—dim(Kern A) = rg(A) (Satz 3.3.6) O

Bemerkung 3.3.8. Eindeutigkeit der Losung héngt nur von A ab (nicht von b).

Bemerkung 3.3.9. Fiir n = m und rg(A) = n ist A" die (eindeutig bestimmte) Losung
von Az =b.

Bemerkung 3.3.10. Fiir n > m (mehr Unbekannte als Gleichungen) gilt: wenn lsbar,
dann nie eindeutig (weil rg(A) < m < n).

Bemerkung 3.3.11. Fiir n < m: alle 3 Félle sind moglich (siehe Abschnitt 3.3.2). Wegen
rg(A) < n < m (insbesondere: Zeilenrang(A) < n) sind einige der Zeilen Linearkombi-
nationen der anderen (also linear iiberfliissig, falls LGS losbar).

3.3.4 Der GauBsche Algorithmus

Wie 16st man ein lineares Gleichungssystem Az = b? Prinzip: Az = b wird durch Zei-
lenumformungen in ein gleichwertiges LGS A'z = b umgewandelt, d.h., Los(A,b) =
LE)S(A', b"), so dass Losbarkeit von A'z = b' leicht entscheidbar ist.

Wir verwenden den Algorithmus aus Abschnitt 3.2.4 mit der erweiterten Koeffizien-
tenmatrix (A]b). Umformung von (A|[b) diesem Algorithmus ergibt Matrix (A'[b') in
Stufenform.

I I !
O e 0 aljl cee a/ljz cee alJS Ry ale cee a]_n bl
I I B I
0 =+ 0 =« 0 ay, ... ag, - : by
: e 0 e 0 . : :
Iyl . . I I I
(Alp) =1 : Gyttt Opp | by
I
0 0 0 |br41
: : ’.
0 --- e 0 e 0| by,
. . . . I I
fir 1 <j; <+ <j, <nund mit ay;, #0,...,a,; #0.

Merke: r = rg(A).

1. Fall: b.,1, ..., b, nicht alle 0. Dann ist rg(A|b) > r = rg(A), und nach Propositi-
on 3.3.2 ist Az = b nicht losbar.

2. Fall: b:url, ceey b;l = 0. Dann ist Az = b 16sbar nach Proposition 3.3.2 (und eindeutig
losbar falls 7 = n, Korollar 3.3.7).

Lemma 3.3.12. Los(4,b) = Los(4,b).
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3.3 Lineare Gleichungssysteme

Beweis. Elementare Zeilenumformungen dndern nichts (vergleiche Abschnitt 3.2.7):

Az =b
M (elementare Zeilenumformung)
Ar=1b

Losung von A'z = b einfach berechenbar:

I I 1 I
Gpj, Tj, + Opj 11T5. 41 F 2+ QppTp = by

Auflésen nach z; (‘an Stufe’):

I —-1,,1 I I
zj, = (arj, ) (by = @rj 41 2j41 =+ = Q)

Zeile Nr. 1:
1 1 1 _ )
Q45,2 j, + A5, +1T5,+1 + Qi Ty = bz

auflésen nach z;,, bereits berechnete xj, fiir k > j; einsetzen. Schlielich: die restlichen
Ly ..o, Tj, -1 als freie Parameter wéhlen. O

Beispiel 3.3.13. LGS Az = b:

x3 + 3z + 35 = 2
Ty + 2x9 + x3 + 4y + 325 = 3
T+ 2x9 + 223+ Txy + 625 =5
2x1 +4x9 + x3 + bxy + 325 =4

Erweiterte Koeffizientenmatrix (A|b):

0

NN O
- e W
W o W w
= Ot W N

1
1
2
1

[NORER

4 )

Umformung zu Stufenform: z; «» 29 (Stufenelement muss ungleich Null sein):
“Pivotelement” (fiir numerische Berechnungen in Q ist Wahl wichtig).

1 21 4 3|3
001 3 3|2
1 2 2 7 6|5
2 415 3|4

z3 — 21 «» zz und z4 — 221 ~ z4 (1. Spalte unterhalb von Stufe alles zu 0):

12 1 4 31| 3
00 1 3 3|2
o0 1 3 3|2
00 -1 -3 -3|-2
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3 Lineare Abbildungen, Gleichungssysteme, Matrizen

23 — 29 ~ zg und z4 — (—29) ~ 24 (3. Spalte unterhalb von Stufe alles zu 0).

1 21 4 3|3

001 3 3|2

00 0 O0O0]|0

00 0 0 O0]0

Stufenform (A'|b') erreicht. Wegen rg(A) = 2 = rg(A|b) ist LGS Iosbar (Propositi-

on 3.3.2).
Lésungen berechnen. Haben freie Parameter Ay, Ao, A3 € K.
T5 = A
Ty = Ay
x3 =2 — 3\y — 3\3 (aus dritter Zeile x3 + 3x4 + 3x5 = 2)
Ty =N\

l’l=3—2)\1—(2—3)\2—3A3)—4)\2—3)\3)=1—2)\1—)\2.

Es gilt also:

—2 -1 0
1 0 0[N
Los(A,0)={] 0 =3 =3|[ X |+
0 1 0|\
0 0 1

| A, Mo, A3 € K°). A

O O N OO

Bemerkung. Mit dem gauf3schen Algorithmus3 lassen sich folgende Probleme 16sen:

1.

2.

Enscheiden, ob ein LGS (Abschnitt 3.3.4) eine Losung besitzt;
Bestimmung von Kern A (Abschnitt 3.3.5);

Bestimmung von Bild A (Abschnitt 3.3.6);

Den Rang einer Matrix berechnen (Abschnitt 3.2.3);

dim (21, ..., z,,) berechnen (Abschnitt 3.2.5);

Basis von (21, ..., z,,) ausrechnen (Abschnitt 3.2.5);

Bestimmung der Determinante von A (spiter in Abschnitt 4.1).

3.3.5 Bestimmung des Kerns

Sei A' die Zeilen-Stufenform von einer Matrix A € K™*". Dann gilt

Kern A = Los(4,0) = Lés(A4', 0).

*Das Verfahren war schon vor GauB in Europa und unabhéngig in China bekannt.
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3.3 Lineare Gleichungssysteme

Im Beispiel (aus Abschnitt 3.3.4):

T Al T3 )\2 )\5
12 1 4 3\0
o o 1 3 3|0
i
A=l0o 0 0 0 0[O0
0 0 0 0 0|0
6o 0 0 0 0/0

Losungen des homogenen Systems A'z = 0 haben die Form

I —2)\1 - )\2
T2 A1
x=|x3|=|=3 =33 | fiir Ay, A9, A3 € K.
Ty A2
Ts5 A3

Wegen dimKern A = n —rg(A) = 5 —2 = 3 (Satz 3.3.6) miissen fiir Basis von Kern A
drei linear unabhiingige Losungen gefunden werden. Diese erhélt man, wenn man fiir
(A1, A2, A3) eine Basis von K? einsetzt, zum Beispiel die Einheitsvektoren e; = (1,0,0),
ey = (0,1,0), e3 = (0,0,1). Also:

-2 -1 0
1 0 0
wy =0 |,wy=|-3]|,wg=1|-3
0 1 0
0 0 1

ist Basis von Kern A.

3.3.6 Bestimmung des Bilds

mxn

Fiir gegebene Matrix A € K und b € K™ wollen wir wissen, ob b € Bild A. Es seien
S1,...,5, Spalten von A € K™". Dann: Bild A = (sq,...,s,) (siche Abschnitt 3.3.3).
Ein Vektor b € K™ ist also genau dann im Bild von A, wenn Az = b eine Losung besitzt.

Ziel: Berechnung einer Basis von Bild A € K™. Idee: Auch hierfiir kann das Verfahren
aus Abschnitt 3.2.5 (Umformung in Stufenform) verwendet werden.

Definition 3.3.14. Sei

aip  cc A1p «
. . mXn
A= e K
am1 Amn
Die Matrix
T a1y Am1 o
. nxXm
A = : e K
Q1n Amn
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3 Lineare Abbildungen, Gleichungssysteme, Matrizen

heifit transponierte Matriz von A (Zeilen und Spalten vertauscht).
Entspricht Spiegelung an der Diagonalen: (\).

Beispiel 3.3.15.

—
B =
[\
S W
SN—

_|
1l
W N =
S Ot

(Zeilenvektor)T = (Spaltenvektor):

(1 2)

1
2
Bemerkung 3.3.16. Zu Rechnungen mit der Transposition.
e Offenbar: (AT)T = A.
. (AB)T =B"A". Demn
T = T,T
=1 ki \J=1 ki
o Ist A e K™ invertierbar, so gilt (A_l)—r = (AT)_l. Denn:

AT.(A—I)T:(A—IA)T:ET:E

Beispiel 3.3.17. Beispiel 3.3.13 aus Abschnitt 3.3.4:

S1 S22 S3 S4 Sj

o o 1 3 3
Al 2 1 4 3
1 2 2 7 6

2 4 1 5 3

Spalten von A als Zeilen der Matrix

01 1 2\ s

0 2 2 4] s

AT |1 1 2 1] s
3 4 7 5] s

3 3 6 3/ s
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3.3 Lineare Gleichungssysteme

Auf Zeilen-Stufenform bringen:

11 2 1 11 2 1 11 2 1
3 4 7 5 01 1 2 01 1 2
33 6 3|~|0 0 0 O0|~|0 0 0O
01 1 2 01 1 2 00 0 O
00 0O 00 0O 00 0O
Basis von Bild A:

1 0

1 1

21’11

1 2

Wegen Bild A = rg(A) = 2 (Abschnitt 3.3.4) braucht man nur zwei linear unabhéingige

Spalten von A zu finden, z.B.

s1 = und s5 =

N =R = O
W O W W

3.3.7 Unlosbarkeitskriterium

Wenn Az = b fir A € K™ und b € K™ eine Losung hat, kann man das einfach durch
Angabe einer Losung in K" beweisen. Gibt es auch einfache Beweise dafiir, dass Az = b
keine Losung hat? Etwas einfacheres, als den Gaufischen Algorithmus durchzufiihren?

Satz 3.3.18 (Dualitiit). Sei A € K™ und b € K™. Dann ist das LGS Az = b genau
dann unldsbar, wenn das System

T T
(Alb) y = (0[1) (3.8)
losbar ist.

Beweis. Seien z1, ..., z,, die Zeilen von (A|b). Angenommen, (A|b)Ty = (O|1)T hat eine
Losung y € K. Das bedeutet, y121 + ++* + Ymzm = (0|1). Also (0]1) € (z1,..., 2,). Das
bedeutet, man kann die Zeile (0|1) = (0 +-- 0 1) mit elementaren Zeilenumformungen aus
Az = b herleiten. Diese Zeile entspricht der unerfiillbaren Gleichung Oxq + -+« + Oz, = 1.
Dann ist auch Az = b unerfiillbar.

Die andere Richtung in Satz 3.3.18 ist etwas schwieriger zu zeigen, allerdings nicht viel,
wenn man die Stufenform kennt. Wir {iberfithren mit Hilfe von elementaren Zeilenum-
formungen die Matrix (A|b) in eine Matrix (C'|d) in Stufenform. Wenn nun (A|b) un-
erfiillbar ist, dann auch (C|d), und r :=rg(C) < rg(C|d) nach Satz 3.2.11. Es gilt dann
insbesondere z,,1 = (0|d,;1) mit d,,; € K\ {0}. Ersetze z,,1 durch d;ilzr_'.l = (0]1).
Da diese Zeile durch elementare Zeilenumformungen aus (A|b) hervorgegangen ist, ist
also (0]1) € (21,...,2y). Daher ist das System (A|b)Ty = (0|1)T losbar. O
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3.4 Lineare Abbildungen Il

Lineare Abbildungen waren bereits Gegenstand von Abschnitt 3.1. In diesem frithen
Abschnitt jedoch haben uns die Werkzeuge gefehlt, um wirklich interessante Aussagen
iiber lineare Abbildungen formulieren zu kénnen. Dies ist jetzt anders, weshalb wir dieses
Thema hier nochmal aufgreifen.
3.4.1 Beispiele

1. Die identische Abbildung idy: V — V ist linear (ein Endomorphismus).
Die Nullabbildung V' — V:v - 0 stets linear.

Allgemeiner: fiir A € K ist x —» Ax linear.

- W

Die Abbildung f:C — C: z = i - z ist linear (betrachten C als R-Vektorraum).

. T -y
f.RQeRQ.(y>|—><$>

Geometrische Interpretation: Drehung um 90 Grad.
Es gilt z.B. f(v+v') = f(v) + f(v') und f(2u) = 2f(u).

Wichtiges Beispiel:
Proposition 3.4.1. Sei A e K

mXn .
. Dann ist

fa: K" K" 20 Az
eine lineare Abbildung.

Beispiel 3.4.2. n

1
3
1

no
N
1

o 1 1 0

Beispiel 3.4.3. n=3, m=2, A= (0 1 2)’
L1 _ X1 + i)
3

faler) = (é) fale2) = (}) fales) = (8) A

Ubung 11. Es sei K ein Kérper. Beweisen Sie, dass eine Abbildung f: K — K genau dann
linear ist, wenn es ein A € K gibt, so dass fiir alle v € K gilt, dass f(v) = A\v.
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3.4.2 Beschreibung linearer Abbildungen

Im gesamten Abschnitt stehen V und W fiir zwei K-Vektorriume. Weiterhin seien
V1,...,0, €V und f:V — W eine lineare Abbildung. Dann gilt:

fl{or, o DT = {f (), f(on)}) (3.9)
Denn:
f(/\lvl tee-+ /\nvn) = Alf(vl) toeee t )‘nf(vn)
Insbesondere:
flVvlsw (Proposition 2.4.2) (3.10)
Satz 3.4.4. Sei (vq,...,v,) eine Basis von' V. Dann gibt es zu jedem n-Tupel (w1, ..., w,) €

W" genau eine lineare Abbildung f:V — W mit v; = w; fiir allei € {1,...,n}.

Damit ist jede lineare Abbildung f eindeutig festgelegt, wenn man die Bilder f(v;)
einer Basis kennt. Die Bilder der Basiselemente sind beliebig wéhlbar.

Beweis von Satz 3.4.4. Jedes v € V ldsst sich eindeutig schreiben als v = Ajv; + «+- +
AnUn € V' (Satz 2.4.6). Wir definieren dann (wohldefiniert!)

f(’U) = )\1’[01 + e + )\nwn

Diese Abbildung ist linear, und f(v;) = w; fiir alle ¢ € {1,...,n}. Um die Eindeutigkeit
dieser Abbildung nachzuweisen, sei f’ eine beliebige lineare Abbildung mit f(v;) = w;
fiir alle 7 € {1,...,n}. Dann gilt

f'(v) = f,()\lvl + o+ Apuy)
= A (f(v1) + o+ A (f(vn))
= )\1(71)1) + e+ An(wn) = f(U)

und damit f' = f. O

3.4.3 Kern, Bild, Rang, Defekt
Sei f:V — W lineare Abbildung. Dann definieren wir

e Kern f:={v eV | f(v) =0}.

e Bildf = f[V]:={f(v) | v €V} (sieche Abschnitt 1.2.2).

e rg f := dim(Bild f) (Definition sinnvoll wegen Bild f < W, siehe (3.10))
e dfkt f := dim(Kern f) der Defekt von f.

Bemerkung 3.4.5. Begriffe fiir Matrizen A stimmen mit denen fiir die zugehorige lineare
Abbildung f4:x — Ax iiberein (siehe Abschnitt 3.3.3):
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3 Lineare Abbildungen, Gleichungssysteme, Matrizen

e Kern A = Kern fy;
e Bild A = Bild fu;
e rgA=rgfy.
Satz 3.4.6. Sei f:V = W eine lineare Abbildung. Dann:
1. f injektiv & Kern f = {0};
2. Falls W endlich dimensional, so gilt
f surjektiv < Bildf =W < dimBild f = dim W;
3. Falls dimV = dim W =n < 00, so gilt f injektiv < f surjektiv < f bijektiv
(also Isomorphismus)
Beweis. Zu 1.
f) = () = f() = f(v) =0
= flo—0v)=0
sv-1 € Kern f

Zu 2. Siehe Abschnitt 2.4.5.
Zu 3. (Gilt nur in endlich dimensionalen Vektorrdumen.)
f injektiv < Kern f = {0}
<= dimKern f =0
= dimBildf=n-0=n (nach Dimensionsformel, Satz 3.3.6)
= Bidf=W (siehe 2.)
= f surjektiv (nach Definition). O

Satz 3.4.7. Sei f:V — W eine lineare Abbildung, und v, ...,v, eine Basis von V.
Dann:

1. f ist genau dann injektiv wenn f(v1),..., f(v,) linear unabhingig;

2. f ist genau dann surjektiv wenn {f(v1),..., f(v,)) = W;

3. f ist genau dann Isomorphismus wenn {f(v1),..., f(v,)} eine Basis ist von W.
Beweis. 1, ‘=": Sei f injektiv und Ay f(v1) + -+ N\, f(v,) =0. (Z.z.: Ay = -+ = X\, =0).
Dann:

)‘lf(vl) + e+ )‘nf(vn) =0

= f(Av + -+ X\0,) =0 (Linearitét von f)

= M\ + -+ A\, € Kern f

= \v;+-+ A, =0 (Satz 3.4.6 (1.), da f injektiv)
=N =-=),=0 (da vq,...,v, linear unabhéngig)
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‘<’ Seien f(v1),..., f(v,) linear unabhingig und v = \jvy + --+ + A\,,v, € V. Dann:

f(v)=0
= v € Kern f
= f(v) = A f(vr) + -+ A f(v,) =0
=N\ ==),=0 (da vy, ..., v, linear unabhéngig).

Also ist v = 0 und f ist injektiv nach Satz 3.4.6 (1.).

2. f ist nach Definition genau dann surjektiv wenn Bild f = W. Man rechnet leicht
nach dass Bild f < W. Da (f(vy1),..., f(v,)) der kleinste Untervektorraum von W der
f(v1),..., f(v,) enthilt, ist f genau dann surjektiv wenn W = (f(v1),..., f(v,)).

3. Direkt aus 1. und 2. O

Satz 3.4.8 (Fundamentalsatz fiir endlich dimensionale Vektorrdume). Je zwei K- Vektor-
raume, die von n Elementen erzeugt werden, sind isomorph. Insbesondere ist jeder n-
dimensionale K- Vektorraum V isomorph zu K", geschrieben V = K".

Im Prinzip kénnte man sich also beim Studium von endlichdimensionalen Vektorrdumen
auf K" beschriinken; das wiire aber unpraktisch, da viele Vektorriume ganz anders ange-
geben sind. Trotzdem ist es eine wichtige Einsicht, dass Rechnen mit Koordinaten (nach
Wahl einer Basis!) moglich ist.

Beweis. Sei (v, ...,v,) eine Basis von V, und (wy, ..., w, ) eine Basis von W (Satz 2.4.10:
Basen existieren). Nach Satz 3.4.4 gibt es eine lineare Abbildung f mit f:v; » w;, und
f is Isomorphismus gemé&f Satz 3.4.6. 0

Sei B = (vq,...,v,) Basis von K-Vektorraum V', und (eq, ..., e,) die kanonische Basis
von K". Nach Satz 3.4.4 gibt es einen eindeutig bestimmten Isomorphismus

‘I)B:Kn — V mit @B(ei) = v;

Dieser heifit der kanonische Basisisomorphismus. Beschreibt den Zusammenhang zwi-
schen Vektoren und ihren Koordinatenvektoren

A
: > A\vp + e+ A,
An

Aussagen iiber V in gleichwertige Aussagen iiber Elemente von K" umwandeln.

Beispiel: Bereits in Abschnitt 3.2.5.

(uq,...,u,) Basis von K" < (®5(u1),...,®5(u,)) Basis von V

(w1, ...,w,) Basis von V < (@1_31(101), ey @Egl(wn)) Basis von K"
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3.4.4 Faktorraume

Sei V ein K-Vektorraum, und U < V Untervektorraum. Fiir v € V' heif3t
v+U:={v+u|ueU}

Nebenklasse von v beziiglich U. Das Element v heifit Reprdsentant von v+ U. Die Menge
der Nebenklassen
VIU:={v+U|veV}

heifit Faktorraum von V nach U. Wie wir sehen werden, ist der Faktorraum auch wieder
ein K-Vektorraum.

Bemerkung 3.4.9. Es gilt

weEv+U < (w=v+ufiir einu € U)
& (v—w = firein u' € U)
=v-welU
=vew+U
=v+U=w+U (3.11)

Das heifit, jedes Element einer Nebenklasse ist Reprisentant dieser Nebenklasse. Durch
v~w:=ut+U=w+U

ist eine Aquivalenzrelation definiert (siehe Abschnitt 1.2.1), die Aquivalenzklassen sind
gerade die Nebenklassen:
[v].=v+U

Abschnitt 1.2.1 besagt, dass V /U = V [~ eine Zerlegung von V in disjunkte Nebenklassen
ist. Bild malen!

Ubung 12. Beweisen Sie die Behauptungen in Bemerkung 3.4.9.

Beispiel 3.4.10. V := ]RQ, U < V sei die Gerade durch 0 mit Richtungsvektor v. Durch
jeden Punkt p € R? gibt es genau eine Gerade g' parallel zu g:

[p] :=g'=p+Rv=p+U

Die Gerade ¢' hingt nicht von der Auswahl des Repriisentanten ab: ¢' = [p] = [¢] genau
dann, wenn p und p' auf der gleichen Geraden ¢ parallel zu g liegen. Der Faktorraum
V' |U ist die Schar der zu g parallelen Gerade p + U. A

Auf der Menge der Geraden ldsst sich folgende Vektorraumstruktur definieren:

[p]+[q]:= [p+4q]
Alp] := [Ap]

Das funktioniert, weil die Gerade [p+ ¢] nur von den Geraden [p] und [¢] abhéingt, aber
nicht von der konkreten Wahl der Repréisentanten p, q € R
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Satz 3.4.11. Sei V ein K-Vektorraum und U < V. Dann ist V [U zusammen mit den
folgenden Operationen ein K-Vektorraum (der Faktorraum ):

o Addition:
(w+U)+(w+U):=(w+w)+U

o Multiplikation mit Skalar A € K :
A(v+U):=(M)+U

Dabei ist

e Nullvektor OV/U =0y +U=U

Vv u
e additives inverses Element —(v + U) = (—v) + U.
Siehe Abbildung rechts.
0

Beweisskizze: + und Multiplikation mit Skalar
sind wohldefiniert: die Definition héngt nicht .
von der Wahl der Représentanten ab. ey

V/U

Zuzeigen:Wennv+U=v'+U,w+U=w'+U, v

dann (v +w') +U = (v +w) + U.
Nach (3.11) gilt v' € v + U und w' € w + U. Also 04U

v +w e+U)+ (w+U)
=v+w+U+U
=(v+w)+U.

Und mit (3.11) gilt (o' + ') + U = (v +w) + U.

Analog fiir skalare Multiplikation.

Die Vektorrauaxiome iibertragen sich damit von den Axiomen fiir die Repriasentanten
v € V auf die Nebenklassen v+ U € V /U. O

Proposition 3.4.12. Die Abbildung naty:V — V /U gegeben durch v — v + U ist eine
lineare Abbildung, mit Kern(naty ) = U, und heifit natiirliche Homomorphismus.

Beweis. Linearitéit folgt aus Definition von V /U.

Kern(naty) = {v € V | naty(v) = Oy}
={veV|v+U-=U}
={veV|veU}
=U ]
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Satz 3.4.13 (Homomorphiesatz). Es sei f:V — W eine lineare Abbildung (Homomor-
phismus) und U := Kern f. Dann gilt

Bildf =V /U
FEin Isomorphismus ist gegeben durch
h:V]U->Bidf:(v+U)+ f(v)
Beweis. Achtung! Definition darf nicht vom Reprisentanten abhéngen.

e h ist wohldefiniert: Seien w, v eV beliebig so dass v+ U = v +U. Zu zeigen ist,
dass f(v) = f(v'). Es gilt v' € v+ U und daher gibt es ein v € U mit v' = v + w.
Da u € U = Kern f gilt dann

FO@) = fv+u) = f(0) + f(u) = f(v) +0 = f(v)

h ist linear:

h((v+U)+ (w+U)) = h((v+w)+U)

=" flo+w) = f(v) + f(w)
- h(v+U) + h(w + U)

Multiplikation mit Skalar: analog.

h ist surjektiv: Nach Definition gilt fiir beliebiges f(v) € Bild f

h(v+UV) = f(v) € Bildh.

h ist injektiv: Nach Satz 3.4.6 genau dann, wenn Kernh = {0}.

h(v+U)=0< f(v)=0
=veKenf=U
<=>7}+U:U:0V/U 0

Also: homomorphe Bilder entsprechen Faktorrdumen V /U, gegeben durch Unterrdume
U von V. Siehe Abbildung.
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V U W
Homom. f
0
nat
U Isom. h
V/U v
0+U

Wie lidsst sich eine Basis eines Faktorraums finden?

Lemma 3.4.14. SeiU < V mit Basis (vy,...,vg) und (v1,...,04, V41, - - -, Vg+r) (€rginzte)
Basis von V.. Dann ist (vge1 + U, ..., vqe, + U) Basis von V[U.

(Siehe Abschnitt 2.4.4 zum Austauschsatz von Steinitz.)

Folgerungen:

VIU = (vgs1y- - Vgar) (gleiche Dimension und Satz 3.4.8)
V=Ue (Ud+17 s )vd+7’>

Beweis. Basis: 1) Erzeugendensystem: Sei v € V beliebig. Da (vy,...,vy) Basis ldsst
sich v schreiben als v = Ajv; + +-- + \,,v,,. Dann:

v+ U = naty(v) = Z)‘i naty (v;)
i=1
n

=0y, + Z A; naty (v;) (weil v; € U = Kern(naty) fiir ¢ < d)
i=d+1

= Ai+1(Vas1 +U) + -+ + Ay (vger + U)

2) Lineare Unabhéngigkeit: Sei ) ;- ;.4 Ai(v; + U) = 0yyy = U. Da

Z Ni(v; +U) = Z \;natyr(v;) = natU( Z )\iv,-)

i=d+1 i=d+1 i=d+1
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gilt also:

n

nat ( Z Aivi) = Oy juy
i=d+1

= Z \iv; € Kern(naty ) = U

i=d+1
n
= Z AiU; = Aug + o+ Agug fiir geeignete Aq,..., Ay EK
i=d+1
n
= ( Z )\fﬂji> - )\11)1 — s — )\dvd =0
i=d+1
S AN === g1 = =7, =0 (v1,...,v, linear unabhingig). O

Satz 3.4.15 (Dimensionssatz). Sei U < V' endlichdimensional. Dann gilt
dimV /U = dimV — dim U

(Dimension verhdlt sich wie Logarithmus log(a/b) = log(a) — log(b).)
Sei f:V — W lineare Abbildung. Dann gilt

dim(Bild f) = dim V' — dim(Kern f) (3.12)

Beweis. Der erste Teil folgt mit » = dim(V /U), n = dimV, und d = dim U direkt aus
Lemma 3.4.14. Der zweite Teil folgt aus dem ersten Teil und dem Homomorphiesatz:
dim(Bild f) = dim(V /Kern f). Setze U := Kern f. O

Korollar 3.4.16. Secien f:U — V und g:V — W lineare Abbildungen zwischen end-
lichdimensionalen Vektorrdumen. Dann gilt

rg(g o f) < min(rg(g),rg(f))-
Beweis. Offensichtlich gilt: Bild(g o f) € Bild(g). Also

rg(g o f) = dim(Bild(g o f)) = dim(Bild(g)) = rg(g).

Auch gilt
rg(g o f) = dim(Bild(g o f))
= dim V — dim(Kern(g o f)) (Dimensionsformel)
= dim(Bild(f)) + dim(Kern(f)) — dim(Kern(g o f)) (Dimensionsformel)
< dim(Bild(f)) = rg(f) (Kern(f) € Kern(go f)).O

Ubung 13. Es sei f:V — W eine lineare Abbildung. Sei U < V so, dass V /U isomorph
ist zu Bild(f). Zeigen Sie, dass dann U = Kern(f)."

4Ubungsaufgabe inspiriert von Student:innenfrage WS’23/24.
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3.4.5 Lineare Abbildungen und Matrizen
Jede Matrix A € K™" beschreibt eine lineare Abbildung, némlich
farK' > K" 20 Ax

Umgekehrt gilt: jede lineare Abbildung ldsst sich durch eine Matrix beschreiben.
Sei f:V — W eine lineare Abbildung, wobei:

e V ein n-dimensionaler Vektorraum mit Basis B = (vy,...,v,), und
e W ein m-dimensionaler Vektorraum mit Basis C' = (w1, ..., w,,).
Nach Satz 3.4.4 ist f eindeutig durch die Bilder der Basisvektoren festgelegt:
m
f(v;) = agjwy + -+ + apjwy, = Zaijwi
i=1
Das heifit, f wird eindeutig festgelegt durch die Matrix

B a/ll cee al] ce e al'n,
A= ME(f) =] ¢ : : (3.13)

aml cee am] cee amn

die sogenannte Darstellungsmatriz.

Merkregel: Die Spalten der zu f gehorigen Darstellungsmatrix MCB @)
sind die Koordinatenvektoren (beziiglich der Basis C' von W) der Bilder von
B (der Basisvektoren von V) unter f:V — W.

Dabei gilt: Hat v € V' den Koordinatenvektor u = )\1 (beziiglich B), so hat f(v) den
A
Koordinatenvektor Au (beziiglich C') fir A = Mg (f )Td.h., die lineare Abbildung
far K" K" tue Au
beschreibt die lineare Abbildung f in ihren Koordinatenvektoren:

v L. w

[ e

K" A:=ME(f) K"
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Ein sogenanntes kommutatives Diagram. Konkret:

v =AU+ o+ AUy, L» fv) =d-(Au)

T@B I‘Po

Al
An
Denn:

f(@p(u)) = f(v)

I}
.
1=
—
>
<.
kﬁ
—~
&
~

Beispiel 3.4.17. V := K", W := K". Standardbasen B,, := (ej,...,e,) von V und B,),
von W. Der kanonische Basisisomorphismus ®5 : K" — K" : v + v ist die identische
Abbildung, also ist jede lineare Abbildung

f: K" - K"

darstellbar als
fa: K" > K" :tue Au

mit A = Mg;( f). Hier: Spalten von A sind die Bilder der Einheitsvektoren.

Beispiel zum Beispiel: f:]R3 - R%:

(Projektion auf xy-Ebene) ist linear, zugehorige Matrix

a=azn =g ¢ o)
Spalten von A sind Bilder der Koordinatenvektoren, A = (f(eq)f(e2)f(e3)). A
Beispiel 3.4.18. Fiir die identitsche Abbildung idy:V — V gilt (nur eine Basis, B = C)
1 0 -- 0
MEGd) =B, =[] g
0 O‘ 1
Aber fiir B # C entsteht nicht E,,! A
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Beispiel 3.4.19. Die Polynome
ag + a1 X + a2X2 + CL3X3

in einer Unbekannten X vom Grad hochstens drei mit reellen Koeffizienten bilden einen
R-Vektorraum. Was ist ein Polynom? Aus der Schule bekannt. Ein Ausdruck geformt
mit Hilfe von Variable, Skalaren, Addition, und Multiplikation.

V= REYIX]

Addition und Multiplikation mit Skalar A € R wie iiblich.
Basis ist z.B. B = (vg, v1,v9,v3) mit vg =1, v1 = X, vy = X2, vg = X3,
Kanonischer Basisisomorphismus:
Qg
ap 2 3
bp: a = agug + a1v1 + agvg +agvy = ag + a1 X + 19X + azX
2
as
Das heifit ®g(e;) = v;— fiir i € {1,...,4}. Das Differenzieren
dift: "=V x] - REV[ X ]

ist lineare Abbildung mit Matrix

A= ME(diff) =

o O o O
o O o=
o O N O
S w o o

diff
ag + a1 X + CLQ)(2 + CL3X3 BN ap + 2a9X + 3G3X3 = (I)B(A’U,)

o E

a ay A
.D /A 2(12
u=|: — Au =
3(13
as

0

Proposition 3.4.20. Die Komposition von linearen Abbildungen entspricht dem Pro-
dukt der zugehdrigen Matrizen: Vi, Vo, V3 seien K-Vektorrdume mit Basen By, Bg, Bs
und f1: V] = Vi, fo: Vo — V3 lineare Abbildungen.

v, f1 v fa Vs

IéBl I©B2 IéBg

Kn fAl Km fA2 Kr

77



3 Lineare Abbildungen, Gleichungssysteme, Matrizen

Dann gilt

B B B
Mg (fao f1) = Mg, (fo)Mp, (f1)
(Funktionenkomposition)  (Matrizenmultiplikation)

Folgerung fiir Inverse:
C, -1 B -1
Mg (f ") =(Mc(f))

Bemerkung 3.4.21. Die linearen Abbildungen f:V — W bilden selbst einen Vektorraum,
Bezeichnung:
Homg (V, W)

Operationen komponentenweise:
(f +9)(w) := f(v) + g(v)
(Af)(w) = A+ f(v)
Falls dimV = n und dim W = m so gilt:

Hom(V, W) = Hom(K",K™) = K™*"

3.4.6 Basiswechsel und Koordinatentransformation

Sei V ein K-Vektorraum, B = (vy,...,v,) eine Basis von V, und B' = (v},...,v)) eine
andere Basis von V. Bei Basiswechsel B ~ B' indern sich die Koordinatenvektoren eines
Vektors v € V': die Koordinatentransformation bei einem Basiswechsel wird beschrieben
durch die Transformationsmatrix

T := MB(idy)
oder ,
S = M5 (idy) =T
Ist
z1
z=| 1 =05 ()
Tp

der Koordinatenvektor von v € V' bzgl. B, d.h., v = z1v1 + --- + v, und

der Koordinatenvektor bzgl. B', d.h., o' = xlv'l + e+ xnv:“ dann gilt

¢ =Tz und z = Sz’
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K’I’L

ﬁ

S T Vv

e

K’I’L
Beispiel 3.4.22. V = R%

1 -1
B:= (61362)7B’ 1= (w1, wy), wy = (1)’102 = ( 0 )
Dann: (siehe Merkregel, (3.13))

1 -1 N
5:(1 0)=M§(1dv)

T = S_l = (_01 i) = Mgl(ldv)

Koordinatentransformation: Koordinatenvektor von v € V

bzgl. Basis B = (e, e3) bzgl. Basis B = (wy, wsy)

eﬁéjgi@%ﬂ
ez = (?) " (—01 1)(?) ) G) :

3.4.7 Transformationsformel fiir Matrizen einer linearen Abbildung

By, By: Basen eines K-Vektorraumes V.
(4, C5: Basen eines K-Vektorraumes W.
f:V — W lineare Abbildung.

Wie hingen A; := Mgll(f) und A, := Mg;(f) zusammen?
Wegen Proposition 3.4.20 und da
f=idwofoidy
gilt dass
M (f) = Mg, (id,) o Mg (£) 0 My (id,) (3.14)
Ay = S7'4,8 (3.15)
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wobei S := Mgf(idw) und S := Mgf (idy ) Transformationsmatrizen (siehe Abschnitt 3.4.6).
K" K™
Yl
f

s| |T V—Ww

S

K" K™
Spezialfall: V = W, By = Cy, By = Cy. Hier gilt S = S und damit
A2 = S_1A15’.

3.4.8 Aquivalenz von Matrizen
Es gibt verschiedene wichtige Aquivalenzrelationen auf der Menge der Matrizen.

Definition 3.4.23 (Aquivalenz). Eine Matrix A € K™ " heifit dquivalent zu einer
Matrix B € K™" wenn es invertierbare Matrizen S € K™ und 7' € K™*™ gibt so dass

B =T '45.

Als kommutatives Diagram:
fa

Kn_>Km

lfs lfT
n s m
K" — K

Definition 3.4.24 (Zeileniiquivalenz). Eine Matrix A € K™™" heift zeilendiquivalent
(auch: links-iquivalent) zu einer Matrix B € K™™" wenn es eine invertierbare Matrix

S e K™™ gibt so dass
B =SA.

Spaltendquivalenz ist analog definiert, wird aber hier nicht weiter betrachtet.

A und B sind genau dann zeilenédquivalent, wenn man B aus A durch elementare Zei-
lenoperationen gewinnen kann (dies folgt aus Satz 3.2.27); also ist jede Matrix dquivalent
zu einer in Stufenform (Abschnitt 3.2.4).

Definition 3.4.25 (Ahnlichkeit). Eine Matrix A € K" heit dhnlich zu einer Matrix
B € K™ wenn es eine invertierbare Matrix S € K™" gibt so dass

B=5'4s.

Bemerkung 3.4.26. Aquivalenz, Zeilensiquivalenz, und Ahnlichkeit sind Aquivalenzrelationen
(auf K™ bzw. auf K™"). (Vergleiche Abschnitt 1.2.1.) Ahnlichkeit impliziert Aquivalenz,
und Zeilendquivalenz impliziert Aquivalenz. A ~ B.
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Ubung 14. Beweisen Sie die Behauptungen in Bemerkung 3.4.26.

Satz 3.4.27 (Charakterisierung von Aquivalenz). Fiir Ay, Ay € K™" sind die folgenden
Aussagen gleichbedeutend:

1. Ay und Ay sind dquivalent.

2. Es gibt eine lineare Abbildung f:K" — K™, Basen By, By von K", und Basen
C1,Cy von K" so0 dass Ay = Mgll(f) und Ay = Mg;(f)

3. rg(Ap) = rg(As).

4. Die Matriz Ay lisst sich durch elementare Zeilen und"” Spaltenumformungen in
die Matriz Ay umwandeln.

Beweis. 1. = 2.: Sei Ay = §_1A1S. Wahle f := f4,. Wihle B; := (ey,...,e,) und
Cy = (e1,...,e,) Standardbasen. Dann ist A; = Mgll(fAl). Fiir By := B1S (neue
Basis von V = K") und C := C,S (neue Basis von W = K™) ist

My*(idy) = S und M2 (idw) = S

also
Ay = 571 ALS = MG (idy ) MG (fa, ) M5 (idy)
= M2 (fa,) (siehe (3.14))
2.=>3
rg(Ay) = rg(f) =rg(Az) (Abschnitt 3.4.3)

3. = 4.: Aus Zeilenstufenform A lisst sich durch elementare Spaltenumformungen die
Matrix
E. 0
0 0

konstruieren, mit 7 = rg(A). Gilt sowohl fiir A; als auch fiir Ay da rg(A;) = rg(As).

4. = 1.: Jede elementare Zeilenumformung einer Matrix A ist als Multiplikation T'A mit
invertierbarer Matrix T' beschreibbar (Abschnitt 3.2.3). Analog ist jede Spaltenumfor-
mung als Multiplikation AS mit invertierbarer Matrix S beschreibbar. Produkte inver-
tierbarer Matrizen sind invertierbar, also

Ay =TAS
fiir geeignete invertierbare Matrizen T" und S. 0

Satz 3.4.28 (Charakterisierung von Ahnlichkeit). Die folgenden Aussagen sind dquivalent
fﬁr Al; A2 € Kn)(n:
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nxn

1. Ay und Ay sind dhnlich: es existiert invertierbare Matrix S € K mit Ay =

ST A8,
2. Es gibt Basis B von K" so dass Ay = Mg(fAl).

Beweis. (1) = (2): Wihle fiir B ¢ K" die Spalten von S.
(2) = (1): Falls B = (by,...,by,), so withle S := (by,...,b,) € K", O

3.4.9 Homogene Gleichungssysteme und Untervektorraume

Proposition 3.4.29. Sei V' ein K-Vektorraum, und U € V. Dann sind dquivalent.
1. U st ein Untervektorraum von V;
2. U ist die Losungsmenge eines homogenen linearen Gleichungssystems.

Beispiel 3.4.30. Es sei V' = R*. Betrachten

1 0
1 0
U _< O b 1 )
0 0
Dann kann U beschrieben werden als
1 0
1 0
U—{)\l 0 + A9 1 |A1,)\2€K}
0 0

0). A

Beweis von Proposition 3.4.29. Wir nehmen zunéchst an, dass U = Los(A,0) fir A €
K™ ". Seien u,v € U. Dann gilt Au = Av = 0, und damit gilt A(u +v) = Au + Av = 0.
Analog: nachrechnen, dass au € U fiir alle « € K und v € U.

Umgekehrt sei U < V und (uq,...,u,,) eine Basis von U. Nach dem Satz von Steinitz
findet sich eine Basis B von V der Gestalt (uy,..., U, Upmsts-- -, Uy, ). Definiere T :=
M g” id), eine invertierbare Matrix, und seien X € K™ und R € K™ 5o dass
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X :
T= (R) Dann gilt

veU & veE(ug,...,Un)
= Tv € (Tuy, ..., Tuy,) ={e1,...,em)
& (Tv)mer == (Tv), =0
= Rv=0
< v € Los(R,0). O

3.4.10 Gleichungssysteme und affine Unterraume

Idee: Losungsmengen von allgemeinen linearen Gleichungssystemen: “affiner Unterraum?”.
Offiziell definieren wir affine Unterrdume mit Hilfe von Untervektorrdumen.

Definition 3.4.31. Sei V' ein K-Vektorraum. Dann ist W € V ein affiner Unterraum
von V falls es einen Untervektorraum U < V und ein w € W gibt, so dass W = {w + u |
u€U}.

Siehe Abbildung rechts. In anderen Worten: R2
die affinen Unterrdume von V sind genau die Nebenklassen
von Untervektorrdumen von V.

Die Dimension eines affinen Raumes
W ={w+u|u€ U} ist definiert als die Dimension
des Untervektorraumes U.

Proposition 3.4.32. Sei V' ein K-Vektorraum, und W € V. Dann sind dquivalent:
(1) W st affiner Unterraum von V', oder W = @;
(2) W ist die Losungsmenge eines linearen Gleichungssystems iiber V ;
(3) fiir alle wy,...,w; € W and ay,...,00 € K mit aq + -+ oy =1 ist

aqwy + o+ oquwy €W

Abbildung 3.1 veranschaulicht den dritten Punkt in Proposition 3.4.32 anhand von
w,vEWEV:R2 und aqw + agv € W fiir o =a2=%.

Beweis. (2) = (1): Sei Ax = b ein LGS. Falls Az = b eine Losung besitzt, so gilt nach
Abschnitt 3.3.2

Los(A,b) = vg + Los(A,0).

Da Los(A,0) <V, ist die Losungsmenge eines LGS also ein affiner Unterraum von V.
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RZ

\

\

Abbildung 3.1: Illustration einer Affinkombination von w und v in R

(1) = (2): Falls W = @, so ist W Losungsmenge des LGS 0 = 1. Ansonsten ist
W ={w+u | u e U} fir U < V. Nach Proposition 3.4.29 gibt es A € K™" mit
U = Los(A,0). Dann ist

W ={w+u|ueLos(A,0)}
={w+u | Au = 0}
= {w' | A(w' —w) = 0} = Lés(A4, Aw).

(1) = (3): Falls W = @, so gilt (3) trivialerweise. Ansonsten ist W = {w+u | u € U}
fiir ein U < V. Es seien wy,...,w; € W und o, ..., € K so dass aq + -+ oy = 1. Wir
schreiben w; fiir w; — wq. Dann gilt

Zaiwi = Zai(wl +Ui) = Zaiwl + Zaiui ew.
——
=1

(3) = (1): Falls W = @, so ist nichts zu zeigen. Falls W # @, dann zeigen wir
zunéchst, dass U := {v —v' | v,0' € W} < V. Siehe Abbildung 3.2.

Seien uq,uy € U. Dann ist uq = vy — v'l und uy = vy — U’2 fiir Ul,vll,vg,v; € W. Also ist
nach Annahme w := vy — v'l + vy € W, und damit gilt uq + ug = w — v'2 eU.SeiueU
und « € K. Dann gibt es U,U’ € W mit v —v' = u. Es gilt

1 1 1 1
au=av—av =av—oav +v —v € U.
-
ew

Wir zeigen nun, dass W = w+ U = {w + u | w € U} fiir ein beliebiges w € W. Sei
u € U, also u = v — ' fiir v,v' € W. Nach Annahme ist auch w +u = w+v —v' € W,
da 1+ 1-1 = 1. Umgekehrt lésst sich jedes w' € W schreiben als w' = w + w' — w und
ist damit in w + U. O
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[RZ

\

Abbildung 3.2: Mllustration zum Beweis der Implikation (3) = (1).

Definition 3.4.33. Sei V ein K-Vektorraum und M € V. Die affine Hiille (M) sg einer
Teilmenge M € V ist der kleinste affine Unterraum von V', der M enthélt.

Ist ein Hiillenoperator (vgl. Abschnitt 2.4.1).

Proposition 3.4.34. Es gilt

(M)Yag = {a1wy + -+ + apw, | wy,...,w, € M,aq,...,a, € K,Zai =1}
i

Beweis. Sicherlich ist

I
McM := {a1w1+-~+anwn|w1,...,wn€M,Zai=1}.
i

Behauptung: M' ist affiner Unterraum von V. Seien at,...,00 € Kmit aq,...,qp =1
und wy, ..., w, € M' mit w; = Zi-izl o jw; ; filr w; ; € M und Z?Il o;; =1 fiir alle ¢ < [.
Dann gilt

l

1

. I

oqwy + o+ oqwp = ZO@' Z Q; ;Wi j eWwW
=1 j=1

da ) . Zj ;= a; =1. Also ist M' nach Proposition 3.4.32 ((3) = (1)) ein affiner
Unterraum von V. Da (M )ag der kleinste affine Unterraum von V ist, der M enthilt,
folgt, dass (M)ag S M'.

Umgekehrt sei w € M. Dann gibt es wy,...,w, € Mund ay,..., o, € Kmit ) ;a; =1
so dass w = aqwy + +++ + a,w,. Wegen Proposition 3.4.32 ((1) = (3)) angewandt auf
(M)Aﬁ“ iSt?UE(M)Aﬁ“. ]
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Kapitel 4

Determinanten, Polynome,
Diagonalisierbarkeit

4.1 Determinanten
Determinanten spielen eine Rolle bei
e Losbarkeit von linearen Gleichungssystemen,
e der Frage, wie lineare Abbildungen das Volumen von Kérpern verdndern,

e und vielem mehr.

4.1.1 Permutationen

Eine bijektive Abbildung f: A — A heifit auch Permutation von A.
Lateinisch ‘permutere’: vertauschen.
Oft ist A ={1,2,...,n}. Definiere

S, := {0 | o eine Permutation auf {1,2,...,n}}

Es gilt
S, =nli=n-(n-1)-2-1

Schreibweise fiir Permutationen:
1 2 n
o(l) o(2) - o(n)
(Zwei-Zeilen-Schreibweise)

Alternativ: Zyklenschreibweise (als Produkt disjunkter Zyklen):

o= (aras...a,)(biby...bs)(...)-(...)
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4 Determinanten, Polynome, Diagonalisierbarkeit

falls o die Elemente wie folgt abbildet (Bild malen!):

U(ai) = Gj+1(modr)s U(bz) = bi+1(mods)a cee

Zyklen der Linge 1, das heifit, “Fixpunkte” ¢ mit o(c) = ¢, werden héufig nicht mitge-
schrieben falls Grundmenge aus Kontext klar.

Beispiel.
1 23 45 6 7 8
238476 51
Zyklenschreibweise:
(1238)(57)
Schreibweise nicht eindeutig:
(57) = (75)

(1238)(57) = (57)(1238)
Bemerkungen.

e S, ist beziiglich der Hintereinanderausfithrung o (Kompositionsoperation) von Ab-
bildungen eine Gruppe, die (volle) symmetrische Gruppe auf A = {1,2,...,n}.

e Eins-element: id4 = (1)(2)(3)-:+(n).

e Inverses Element zu o: die Umkehrabbildung von o.
Beispiel: (a; ... as)_l = (ag...a1).

e Die Gruppe 5, ist nicht abelsch: Beispiel fiir n = 4:
(123) o (124) = (13)(24)
(124) o (123) = (14)(23)

Permutationen der Form 7 = (ij) (zwei Elemente vertauschen) heiflen Transpositionen.
Satz 4.1.1. Jede Permutation ldsst sich als Komposition von Transpositionen darstellen.
Beweis. Jeder Zyklus (ajas .. .a,) ist darstellbar als
(a1az) o (agaz) o -+- o (a,-1a;) O
Sei 0 € S,, und sind

O =TTy Tk

o= T{Té“‘T,L!
zwei Darstellungen als Produkt von Transpositionen, so gilt

k=% mod?2
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4.1 Determinanten

Definieren das Signum von o:
sign(o) := (—1)k

Also: sign(o) = 1 falls k gerade (o ist gerade Permutation) und sign(c) = —1 falls k
ungerade (o ist ungerade Permutation).

Bemerkungen.
e sign(oy09) = sign(oy) sign(oy)
e sign(7) = —1 fiir alle Transpositionen 7.

e Die geraden Permutationen (sign(c) positiv) bilden eine Untergruppe von S,,, die
sogenannte alternierende Gruppe, geschrieben A,,.

e Ist p eine ungerade Permutation (sign(p) negativ) so gilt
S, =A,UpA, wobeipA,:={poc|oeA,}

4.1.2 Determinantenfunktionen

Es gibt (mindestens) zwei grundverschiedene Moglichkeiten, Determinanten einzufiihren:
Mit einer expliziten Formel, oder {iber ihre Eigenschaften. Wir wiahlen letzteren Zugang.

Definition 4.1.2. Sei K ein Kérper und n € N, . Eine Funktion
det: K" - K: A det A
heifit Determinantenfunktion wenn sie folgende Eigenschaften hat:

(D1) Linearitit in jeder Zeile, d.h., fiir alle Zeilenvektoren z1,...,2,,2 € K" mit i €
{1,...,n} und X € K gilt

21 21 21
I : "
det Zi+tz; | = det Zi |+ det Z;

Zn Zn Zn

21 21

det )\’Zi = \-det Zi |

Zn Zn

(D2) det ist alternierend, d.h., hat A zwei gleiche Zeilen, so ist det A = 0;

(D3) det E,, = 1.
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4 Determinanten, Polynome, Diagonalisierbarkeit

uA"“l

Abbildung 4.1: Die Determinante misst den vorzeichenbehafteten Flicheninhalt eines
Parallelograms.

Gibt es solche Funktionen?
Beispiel 4.1.3. n = 2.

det (al Zl> 1= arby — aghy (4.1)
2

a2

ist Determinantenfunktion (nachpriifen!). Geometrische Interpretation fir K = R: Aus-
druck in (4.1) misst den ‘vorzeichenbehafteten’ Flicheninhalt des Parallelogramms P,
das von den folgenden beiden Vektoren aufgespannt wird.

ay bl
Uy = as und wug = by

Siehe Abbildung 4.1: falls 0 < £(uq,us) < 180° so ist Flicheninhalt von P gleich

(al + bl)(a2 + bz) - 2F1 - 2F2 - 2F3
= aia9 + aijby + byas + bibs — 2bjas — ajag — b1by

= albg - agbl.

Vorzeichen ist negativ falls 180° < o = & (uq,us) < 360°. A

Bemerkung 4.1.4. Fiir n = 3 sind Determinanten als Volumina interpretierbar.

4.1.3 Eigeschaften von Determinantenfunktionen

Die folgende Proposition klirt das Verhalten einer Determinantenfunktion det: K™*"

K bei elementaren Zeilenumformungen.
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4.1 Determinanten

nxn

Proposition 4.1.5. Sei det: K — K eine Determinantenfunktion.

nxn

1. z; e zj fiir i # j: Entsteht A aus A e K
so gilt

durch Vertauschen von zwei Zeilen,

det A' = —det A

2. Az; ~ z;: Entsteht A" aus A durch Multiplikation einer Zeile mit einem Skalar
A €K, so gilt:
det A' = X\ - det A

3. Azj + zj ~ zj firi # j: Entsteht A" aus A durch Addition eines Vielfachen einer
Zeile zu einer anderen Zeile, so gilt:

det A' = det A

Das gleiche gilt auch fiir elementare Spaltenumformungen: folgt spéter.

Beweis. 2.: folgt direkt aus der Linearitéit (D1).

3.
21 21 21
ooy, | T “i | (m2)
det A' = det| ='det| ¢ |+ A-det =" det A+0
zj + AZ; Zj Z;
1.: Seien
Zi , Zj
A= ]|lund A =| ¢
Zj 2
Betrachten
Zi+Zj Zi+Zj Zi+2’j
B:= , B':=| : | undB":=
Zj Z; zit Z;
Dann ist
D D
02 det B" "2 det B + det B' (%)
Also
det AP det BY —get B' Y —det A" 0
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4 Determinanten, Polynome, Diagonalisierbarkeit

(D2) lisst sich verschérfen:

nxn

Satz 4.1.6. Fir eine Determinantenfunktion det: K - K gilt:

(D2) rg(A)<n & detA=0

Beweis. “=": Wenn rg(A) < n dann ist eine Zeile Linearkombination der anderen.
O.B.d.A: z, = Z?z_ll Aiz;- Wegen der Linearititsbedingung (D1) gilt:

21 21

ol on & : |2
det| * =1 ) Ndet| G [T=70
Zp—-1 o1 Zn—-1
Zn Z;

“e=": Wenn rg(A) = n dann kann A durch elementare Zeilenumformungen in E,, um-
geformt werden. Wére det A = 0, so wire auch det FE,, = 0 geméafl Proposition 4.1.5, im
Widerspruch zu (D3). Also det A # 0. O

Riickfithrung auf E,, stets moglich bei rg(A) = n, also ist Determinante eindeutig
berechenbar. Wenn es sie iiberhaupt gibt!

Lemma 4.1.7. Es gibt hichstens eine Determinantenfunktion det: K" — K.

Beweis. Seien det, det' Determinantenfunktionen. Wegen Satz 4.1.6 gilt det A = det' A =
0 falls rg A < n. Sei also rg A = n. Nach Satz 3.2.27 erhalten wir E,, aus A durch
elementare Zeilenumformungen. Dabei dndert sich die Determinante gemé&fi Propositi-

on 4.1.5 fiir det und fiir det' auf die gleiche Weise. Weil det E,, = det'En (23) 1, folgt
det A = det' A. O

4.1.4 Die Leibnizsche Formel

Satz 4.1.8 (Die Leibnizsche Formel). Es gibt (genau) eine Determinantenfunktion
det: K" - K.

Fir A = (a;;) € K™™ gilt

det(A) = Z sign(o)aiz(1)***ano(n) (4.2)

o€S,

Verallgemeinerung vom Fall n = 2 aus Abschnitt 4.1.2.

Beweis. Wegen Lemma 4.1.7 muss nur gezeigt werden, dass die in (4.2) definierte Funk-
tion det die Eigenschaften (D1), (D2) und (D3) hat.
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4.1 Determinanten

(D1) Seien
21 1 21
Bi=|zi+Xz|, A:=|z und A' := 2
Zn Zn Zn
Dann gilt
det B = Z sign(o)big(1)*bi o (i) **Ono(n)
€S,
= Z sign(0)a1o (1) (i) + Gi.o(i))***Ano(n)
og€eS,
. . )
= ) Sign(0)a1o(1) i o(i)  Gnon) + Y SIO(0)A16(1) 0 o (i)**Cno(n)
o€eS, g€S,
= det A + det A’
Analog:

det )\Zi = Adet Zi

(D2) Die Matrix A = (a;;) habe zwei gleiche Zeilen, 0.B.d.A. z; = z;. Das heifit:

(D3)

ai; = ag; furj € {1,..

Sei 7 = (12) € S,, (Transposition). Dann

det A = Z sign(o)a14(1)"* *Ano(n)

g€ES,

o€EA, o'eA, T

og€EA, og€EA,

.,n}

z Sign(g)ala(l)'”ana(n)"i' Z Sign(o-’)alo'(l)"'ano'(n)
Z A15(1)**"Ono(n) Z —015(2)025(1)335(3)** *Ano(n)

Z A15(1) " Ono(n) — Z A15(1)325(2) " Ano(n)

og€A, og€A,
=0
Die zweite Gleichung gilt, da S,, = A,, U A, 7, die dritte, da o7(1) = 0(2), o7(2) =
o(1), und o7(n) = o(n) fir alle n € {3,...,n}, und die vierte, da a;; = ay; fiir
alle j € {1, ey ’I’L}, und damit A15(2)025(1) = G15(1)325(2)-

det B, = ) sign(0)dia(1) Ona(n) = sign(id) - 1-++1 = 1

ocES,

wobei a;; = 0;; = 1 fiir ¢ = j und a;; = 6;; = 0 sonst.
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4 Determinanten, Polynome, Diagonalisierbarkeit

Neue Schreibweise: |A| := det A,

ai . QA1n aiy e A1n
: :=det :

Apl  --- QOpp apl  --- Qpn

Ubung 15. Beweisen Sie, dass fiir quadratische Matrizen A und B gilt

A O
B

‘ = det(A) - det(B).

Beispiel 4.1.9. Betrachten n = 3 und A € K>

Die Leibnizformel ergibt:

. Es gibt 3! = 6 Permutationen o € S,,.

a1l a2 a3 | a1 a2
21 Q22 A3 | G21 (22
a3z; asz asz | azr as2

Schréglinien einzeichnen! Vorzeichen!
Gerade Permutationen (Diagonalen):

+taj1a22a33 +tay12a23a31 taj3az1a32
o=id o = (123) o = (132)

Ungerade Permutationen (Nebendiagonalen):

—as1a220a13 —a320a230a11 —a33a210a12
o =(13) o =(23) o =(12)
Regel von Sarrus (gesprochen Sarriis). A

4.1.5 Berechnung der Determinante

Wie berechnet man Determinanten? Die Leibnizsche Regel ist im allgemeinen zu aufwéndig.
Idee: die Determinante einer Dreiecksmatriz ist das Produkt der Hauptdiagonalelemente.

ap;  k *
det 0 (1,022 * = A11092°* Ay, (4.3)
0 - 0 a
Folgt sofort aus Leibnizformel. Fiir o # id ist ein Faktor in ajs(1) * *** * Gpo(n) gleich Null

(denn a;; = 0 fiir @ > j).

Diese Idee liefert ein Berechnungsverfahren!
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4.1 Determinanten

e Umwandlung der Matrix in Stufenform. Dabei &ndert sich Determinante gemé&f
Proposition 4.1.5 in Abschnitt 4.1.3.

e Determinante der Stufenform ist Produkt der Hauptdiagonalelemente (wie oben
erklért).

Beispiel 4.1.10.

1 0 2 1 0 2
21 2(=10 1 -2 (29 — 221 ~ 29)
010 01
1 0 2
=10 1 -2 (23—22"')23)
00 2
=1-1:2=2
Alternative Rechnung:
1 0 2 1 0 2
2 1 2|=10 1 -2 (22—221"')2’2)
010 01 O
1 2 0
=—-10 -2 1 (SQNSg)
0 0 1
=—(1--2-1)=2 A

Ubung 16. Zeigen Sie, dass das skizzierte Verfahren zur Berechnung der Determinante
einer Matrix aus K" iiber die Stufenform mit einer Anzahl an Rechenoperationen in
K auskommt, die beschrénkt ist durch ein Polynom in n.

Es gibt viele Moglichkeiten, das Berechnen von Determinanten zu erleichtern.

Proposition 4.1.11. Sei A € K™". Dann gilt:

det AT =det A
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4 Determinanten, Polynome, Diagonalisierbarkeit

Beweis. A = (a;;), AT = (bij), bij = a

ji-

det AT = Z Sign(a)bla(l) e bpo(n)
o€esS,

= Z Sign(g)aa’(l)l -+ Qg(n)n
og€ES,

Z sign(o)ag,o-1(k,) - - - Ak,o-1(k,) Wobei k; 1= o (i)
og€eS,

Z sign(o)ais-1(1y - - - Gpo=1(n) Umordnen: {1,...,n} ={ky,...,k,}

og€eS,

Z sign(a’)alar(l) e Ol (n) denn sign(c) = sign(a_l)

o'es,

det A O

Folgerung: Das Verhalten der Determinante bei elementaren Spaltenumformungen ist
das gleiche wie bei elementaren Zeilenumformungen (ersetze ‘Zeile’ durch ‘Spalte’ in
Proposition 4.1.5).

Satz 4.1.12. Seien A, B € K"*". Dann gilt:
1. det(AB) = det A - det B
2. Fiir A € GL(n,K) (invertierbare Matrizen, siche Abschnitt 3.2.1) gilt

det(A™") = (det A) 7.

Beweis. 1.: Falls rg(B) < n dann rg(AB) < n (siehe Korollar 3.4.16), und mit Satz 4.1.6
det(AB) = 0 = det A - det B.

Also muss (1) nur fiir invertierbares B bewiesen werden (rg(B) = n, det B # 0). Sei
B € GL(n,K) fest. Die Abbildung

K" 5 K: A det(AB)
hat folgende Eigenschaften:
(D1) f ist linear in den Zeilen von A
(D2) Falls A zwei gleiche Zeilen hat, dann ist f(A) = 0:

rg(A) < 0 =rg(AB) <n (Korollar 3.4.16)
= det AB=0 wie oben fiir B statt A.
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4.1 Determinanten

Weiterhin gilt
f(E,) =det(E,B) =detB.

Damit erfiillt die Abbildung

FK™™: Aw (det B) ' f(A)

%—I
#0
alle drei Bedingungen (D1), (D2) und (D3) einer Determinantenfunktion. Wegen Ein-
deutigkeit der Determinantenfunktion (Lemma 4.1.7) folgt f(A) = det A, also
(det B) ' det(AB) = det A
= det(AB) =det A-detB.

1=detE, = det(AA™)
=det A-det(A™") nach Teil 1.

Also det(A™) = (det A)7". O
Direktes Nachrechnen mit Leibnizformel ebenfalls mo6glich.

Weitere Rechenregeln. Wir definieren nun die Entwicklung einer Determinante nach
einer Zeile oder Spalte. Eine Matrix, die aus A € K™*" durch wiederholtes Streichen von
beliebig vielen Zeilen und Spalten entsteht, heit Untermatriz (oder Teilmatriz) von A.

Definition 4.1.13. Sei A € K™*". Dann steht Ajj € KO0 iy die Matrix, die
aus A durch Streichen der i-ten Zeile und j-ten Spalte entsteht.

alj
B : B
1 2 B, B,
A=laip - ay - G|, Ay= B; B,
By : By ’
Qnpj

Satz 4.1.14 (Entwicklungssatz). Es gilt

(%); Entwicklung nach der i-ten Zeile:

det A = (—1)i+ja7;j det Aij

n
J=1

(x%); Entwicklung nach der j-ten Spalte:

det A =

n
(—1)l+j QA5 det Azg
1=1
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4 Determinanten, Polynome, Diagonalisierbarkeit

Zum Beweis. (%*);:

0
By : By
0 (D1) o Qjj 0 0
det|0 - 0 a; 0 -+ 0] ="(-1)""det| 0 By By
0 0 By By
B; : By
0
= (—l)lﬂaij det A;;
folgt aus der Leibnizformel.
(*%),: folgt aus (*); und Proposition 4.1.11: det AT = det A. O

Beispiel 4.1.15. n = 3:

+ - +
i+7 .,

1
1
3

O =N

1
0= 7 Vorzeichen (—1)
0 + - +

Entwicklung nach 1. Zeile (*);:

40 10 1 4
SR R X

=1-0-2-0+1-(1-0-3-4) =—12
Entwicklung nach 2. Spalte (%% )s:

10 13
30 10

= -2.0+4-(1-0-1-3)-0=-12

S ]! 0

Entwicklung nach 3. Zeile (*)3:

21
4 0

=3-(2:0-4-1)=-12 A

+3.| ‘_0||+()||

Ubung 17. Mit dem Entwicklungssatz 148t sich rekursive die Determinante einer Matrix
in K™ vollstindig berechnen. Ist das entsprechende Verfahren polynomiell in dem
Sinn, dass die benétigte Anzahl der Rechenoperationen in K durch ein Polynom in n
beschrankt ist?
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4.1 Determinanten

4.1.6 Die Determinante von linearen Abbildungen

Sei f:V — V eine lineare Abbildung, und A := Mg( f) die zugehorige Matrix (beziiglich
einer Basis B von V; siche Abschnitt 3.4.5).

Definition 4.1.16. det f := det A.

Dies ist wohldefiniert, da fiir A; = ]\Lg(f)7 Ag = Mg, (f) nach Satz 3.4.28 eine inver-
tierbare Matrix S € K™ existiert mit Ay = S_lAls. Also

det Ay = det(S™' A,.5)
= (det S)_1 det A;(det S) nach Satz 4.1.12
= det A3 da Multiplikation in K kommutativ.

Bemerkung 4.1.17. Wir halten fest: dhnliche Matrizen haben die gleiche Determinante.

Bemerkung 4.1.18. det f kann als Verzerrungsfaktor fiir Fléchen (in R?) bzw. Volumina
(in R™) der Abbildung f interpretiert werden (siche auch spiteren Abschnitt ?7):

F':=(detf)-F

o 02 4. (1 a
Beispiel 4.1.19. V =R", A:= (0 1) A @ R2

beschreibt Scherung in  Richtung mit Faktor a.
det(A) = 1, Flidcheninhalt bleibt gleich.

\/

4.1.7 Losung linearer Gleichungssysteme mittels Determinanten
Lineares Gleichungssystem
Ax =b

x
mit Ae K™, beK", z =

wn
Spezialfall n = m:

Az = b eindeutig 16sbar
= rg(A)=n nach Korollar 3.3.7
< det(A) #0 nach Satz 4.1.6

‘Eisensteinkriterium’ (1844).
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4 Determinanten, Polynome, Diagonalisierbarkeit

Wir wissen also insbesondere, dass Az = b eine Losung besitzt, falls det(A) # 0.
Die Determinante kann aber sogar verwendet werden, um diese explizit auszurechnen!
Definieren dazu die Matrix

aip cccoaig-1) biooaig+n) o am
Aj() =] : ;
An1  *°* Qp(j-1) b, An(j+1) *°° Qnn

A;(b) entsteht also aus A durch Ersetzung der j-ten Spalte durch b.

Satz 4.1.20 (Cramersche Regel). Sei A € K™ mit det(A) # 0. Dann berechnet sich
die eindeutige Lisung x von Ax = b wie folgt:

| (det(41(6))  (det(41(5))] det(4)

=" : = : . (4.4)
det Al et A, (0)))  \det(A, (b))/ det(A)
Beispiel 4.1.21. Das lineare Gleichungssystem
201 + 329 =1
1 —4x9 =6
hat die eindeutige Losung
1 3
6 -4 -22
I = 5 3 = _—11 =2
el
2 1
16 11
Ty = 9 3 = _—11 =-1 A
i
Beweis der Cramerschen Regel (4.4).
an an1 by
S /2T SETTIE o BRI
Ain Anp bn
b nach links in die ¢-te Spalte bringen:
a1 x;a1; — by anl
B IR SRR : +eo 4| |2, =0
QA1in Tilng — bn Anp
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4.1 Determinanten

Die Spalten sind also linear abhéngig, und nach Satz 4.1.6 ist die Determinante gleich
Null:

aji;y v miay —by e ai,
. . s =0
Al *** TiGpg — by o+ app
Wegen der Linearitdtsbedingung (D1):
all cee alZ Ly a]_n a/ll cee b]_ cee a]_'n,
o | . o . N
Anl Ay QAnn Anl bn Ann
A; (b
Also z; = l |;(1|)|. ]

Folgerung. Wenn A € Q™" und b € Q", und z € R" die eindeutige Losung ist von
Ax = b, dann gilt x € Q".

Wie schnell sind die Algorithmen zum Lo&sen linearer Gleichungssysteme?
Man sicht leicht, dass die Uberfiihrung einer Matrix aus K™" in Stufenform aus Ab-
schnitt 3.2.4 hochstens mn viele elementare Zeilenumformungen erfordert. Jede Zeile-
numformung bendttigt eine lineare Anzahl an arithmetischen Operationen. Damit scheint
der gaufische Algorithmus insgesamt besser zu sein als die Auswertung von (4.4). Wir
miissen allerdings bei der exakten Analyse vorsichtig sein, denn eine einzelne arithme-
tische Operation kann sehr viel Zeit erfordern, wenn die Zahlen sehr grofi werden. Bei
ungeschickten Folgen von elementaren Zeilenumformungen zur Umwandlung in Stufen-
form konnen tatséchlich extrem grofle Zahlen auftreten; wir betrachten dazu das folgende
Beispiel.

Beispiel 4.1.22. Betrachte die folgende Uberfithrung einer Matrix in Stufenform. Sei
x € Z eine Zahl, z.B. z = 2.

1 —g 0 1 - 0 1 - 0
€T 1 0 Zi—T21 ™2 0 $2 +1 0 23—24~23 0 ;L'2 +1 0
_— 2 _—

r x xT+1| je123 |0 2°4+x x+1 0 x T
z 0 0 0 z? 0 0 2’ 0

1 -z O 1 -z 0
29—XLZ3~23 0 1 —[132 23—X2a~23 0 1 —$2
_— _— 3

0 =z T —z2zzg |0 0 27+

0 2 0 0 0 (%)

Wir bemerken, dass jede der 4 Zeilenumformungen natirlich ist in dem Sinn, dass sie,
angewandt auf eine Matrix der Gestalt

A B

0 C
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4 Determinanten, Polynome, Diagonalisierbarkeit

mit A in Stufenform, einen Eintrdg der erste Spalte von C' kleiner macht.
Dieses Beispiel 1é83t sich verallgemeinern. Und zwar sei

Ai, z)

A(l,z) := und A(i + 1,2) := z+1

8 8 8

z 0 0 T
z 0 0 0

Dann gibt es fiir jedes n = 2 eine natiirliche (im obigen Sinn) Umformung der Matrix

A(n,z) € 72" in Stufenform, bei der der Eintrag rechts unten in der Stufenform z*
ist (‘doppelt exponentiell’ [2]).

Es werden exponentiell viele Bits in n bendtigt, um eine Zahl der Gréflenordnung 7’
abzuspeichern. Damit benétigt ein Verfahren, bei dem solche Zahlen erzeugt werden,
auch exponentiell viel Zeit. Man kann sich schnell davon iiberzeugen, dass es dann schon

fiir relativ kleine n zu astronomisch grofien Rechenzeiten kommt. A

Das Verfahren zur Berechnung der eindeutigen Losung eines Gleichungssystems aus
Abschnitt 4.1.7 mit Hilfe von Determinanten hat das Problem der zu groflen Zahlen
nicht (insbesondere konnen die auftretenden Determinanten nie doppelt exponentiell
grofl werden; siehe Lemma 4.1.24).

Die Umformung in Stufenform aus Beispiel 4.1.22 ist nicht die, die der gauflschen Al-
gorithmus vorgenommen hétte: beim Verfahren aus Abschnitt 3.2.4 wird im k-ten Schritt
von jeder Zeile z; mit [ > k der Vektor (a;j, a;;;-k)zk subtrahiert (wir verwenden die Be-
zeichnungen aus Abschnitt 3.2.4). Mit Hilfe von Determinanten 148t sich zeigen, dass
die Laufzeit des gaulschen Algorithmus polynomiell in der Eingabegrofle ist. Essentiell
dafiir ist, dass alle auftretenden rationalen Zahlen stets gekiirzt werden; dazu folgende
Definition.

Definition 4.1.23. Seir = p/q € Q, p, q € Z teilerfremd, ¢ > 0. Wir definieren
Groe(r) := 1+ [logy(|p| +1)] + [loga(g +1)] € N.
Sei nun b € Q" und A € Q™". Dann definieren wir
Groe(b) := 1 + Groe(by) + -+- + Groe(b,)
Groe(A) := mn + Z Groe(a;;).
i
Lemma 4.1.24. Sei A € Q™ ™. Dann ist Groe(det A) < 2 Groe(A).

Beweis. Sei A = (pi;[qij)ij wobei p;;,q;; € Z fiir alle 4, j teilerfremd und ¢;; > 0. Seien
ausserdem p, q € Z mit p/q = det A so dass p und ¢ teilerfremd und ¢ > 0. Dann gilt

n
g =[] ay =202 o ghigmiosay ¢ gGroet (4.5)
ij=1
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4.1 Determinanten
und mit der Leibnizschen Formel
n
|det A] < [ [(Ipisl +1) -
ij=1
Damit haben wir

n
Ip| = |det A| - q < l_[ (lpijl + 1)%‘]‘ — 21_[7;,3‘:110g2(|pij|+1)+10g2 % < 2Groe(A)—1 ' (4.6)
2,7=1

Aus (4.5) und (4.6) folgt
Groe(det A) = 1+ [logy(|p| + 1)] + [loga(q + 1) < 2 Groe(A). O

Proposition 4.1.25. Wenn Az = b, mit A€ Q™" und b € Q™, eine Lisung hat, dann
auch eine der Grofie hochstens 2(Groe(A) + Groe(d)).

Beweis. Wir kénnen annehmen, dass die Zeilen von A linear unabhiingig sind (denn da
Az = b eine Losung hat, konnen abhéngige Zeilen entfernt werden ohne den Lésungsraum
zu verdndern). Ausserdem kénnen wir durch umsortieren der Spalten von A annehmen,
dass A von der Gestalt [A; As] ist fiir A; mit det(A;) # 0. Dann ist

ATl
0
eine Losung von Ax = b, und die Grofle dieser Losung erfiillt nach Lemma 4.1.24 die
gewiinschte Schranke. O

Wir wollen nun nachweisen, dass der gaufische Algorithmus polynomielle Laufzeit hat.
Es geniigt nicht zu zeigen, dass die berechneten Losungen polynomielle Gréfle haben,
sondern wir miissen dies auch von allen Zahlen nachweisen, die im Laufe der Berechnung
auftreten!

Falls M € K™" iy,...,i € {1,...,m}, und j1,...,5 € {1,...,n}, dann schreiben
wir M;lzk fiir die Untermatrix von M, die aus M durch Loschen aller Zeilen ausser

15--5Jk
i1,...,% und aller Spalten ausser ji,...,J; entsteht. Sei
By Ck
A = ( 0 Dk)

die Matrix im k-ten Schritt des Verfahrens aus Abschnitt 3.2.4. Dann gilt fiir jeden
Eintrag d;; von Dy, offensichtlicherweise

det (Bk * ) 1,....k,k+i
. 0 dy) det ((Ar)y ) pes) 4.7
9T T det(By) o o
& det ((Ak)h..,k)
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4 Determinanten, Polynome, Diagonalisierbarkeit

Da A; aus A durch Addition von Vielfachen der ersten k Zeilen zu anderen Zeilen
entstanden ist, gilt (4.7) bis auf das Vorzeichen auch fiir A anstatt A; (wir erinnern an
Proposition 4.1.3 und Bemerkung 3.2.24), d.h.,

1,k k+i
& = +det (Alkk:;)
YT det (AT

Also gilt Groe(d;;) < 4 Groe(M) nach Lemma 4.1.24. Auf &hnliche Weise 148t sich auch
fiir den zweiten Teil des gaufischen Algorithmus nachweisen, dass die auftretenden Zahlen
nicht zu grof werden [4].

4.1.8 Invertieren einer Matrix mittels Determinanten

Falls eine Matrix A € K™" invertierbar ist, so lisst sich die Inverse elegant mit Hilfe
von Determinanten berechnen. Dazu verwenden wir wieder die Teilmatrizen A;; (Defini-
tion 4.1.13) und die Schreibweise A;(b) aus Abschnitt 4.1.7. Zuniichst eine Hilfsaussage,
die direkt aus dem Entwicklungssatz (Satz 4.1.14) folgt.

Lemma 4.1.26. Fiir A € K™" undi,j € {1,...,n} gilt det(4;(e;)) = (=1)"" det(A;;).
Definition 4.1.27. Fir A € K™ und 4,j € {1,...,n} heisst af; = (=1)""7 det(A;;)

ein Kofaktor von A. Die Transponierte der Kofaktormatrix (aﬁ)m‘e{l,.-.,n} heisst die

Adjunkte oder Komplementdrmatriz von A, und wird mit A bezeichnet.

1
Beispiel 4.1.28. Falls A = (1 (2)) dann ist aly = (1) det(A;9) = —1. A
- #
Satz 4.1.29. Sei A € K" invertierbar. Dann gilt A L= détA'
Anders geschrieben: es gilt
det A11 —det Agl e (_1)n+1 det Anl
A_l o 1 —det A12 det A22 :

det A : - :
(—1)"+1 det Ay, (_1)2” det A,,,,

Falls A = (a; j)ief1,...m},je{l,....n}, dann schreiben wir a; 4 fiir die i-te Zeile von A, und
ay ; fiir die j-te Spalte von A.
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4.2 Polynomringe

Beweis. Wir zeigen A% A = det A - E,,. Tatsichlich gilt fiir 4,7 € {1,...,n}, dass

)

kE{l,...,n}(A#)ik‘(lkj
Y1) det(Ag) - o,

(A7 A),

ke{1,...,n}
= Z ay; - det(A;(ex)) (Lemma 4.1.26)
ke{l,...,n}
=det(ais, .., a(i=1)%s Ajx, A(i+1)%, - - - Qs ) (Linearitét in der j-ten Spalte)
= 0;; - det(A) (det ist alternierend). O

Beispiel 4.1.30. Die inverse Matrix von A = G (2)) ist

41 (2 0y (1 0
A _detA<—1 1)‘(—% ) A

DO |

4.2 Polynomringe

Ein Polynom  Was ist das?
242w +1

Ausfiihrlicher: Vorlesung Algebra.
Trennung von Syntax und Semantik, Polynomen und Polynomfunktionen.

4.2.1 Ringe

Vieles (aber nicht alles) in dieser Vorlesung bleibt giiltig, wenn man Korper durch Ringe
ersetzt.

Definition 4.2.1. Eine Menge R mit zwei bindren Operationen, + (‘Addition’) und -
(‘Multiplikation’), heifit Ring, falls gilt

1. (R, +) ist eine abelsche Gruppe: + ist assoziativ, es gibt ein neutrales Element und
inverse Elemente beziiglich +, und + ist kommutativ (sieh Abschnitt 2.1)

2. (R,-) ist eine Halbgruppe, d.h., die Multiplikation ist assoziativ.

3. Es gelten die Distributivititsgesetze (vergleiche mit Abschnitt 2.2!)

x-(y+z)=x-y+x-2
(y+2)z=y-z+z-x

Ein Ring R heifit
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4 Determinanten, Polynome, Diagonalisierbarkeit

o Ring mit Eins falls es ein neutrales Element fiir die Multiplikation gibt. Falls es
so ein Element gibt, so ist es eindeutig (siehe Beweis von Lemma 2.1.3), und wird
mit 1 bezeichnet.

o kommutativer Ring falls die Multiplikation kommutativ ist.

Ein Element u € R eines Rings R mit Eins heifit Finheit falls es ein multiplikatives
Inverses hat, d.h., falls es Element v € R gibt, so dass vu = uv = 1.

Beispiel 4.2.2. (Z; +,-): der Ring der ganzen Zahlen (kommutativ, mit Eins; die einzigen

Einheiten sind 1 und -1). A
Beispiel 4.2.3. (Zy,+,+): der Restklassenring (siehe Abschnitt 1.2.10; kommutativ, mit
Eins; Korper falls n prim). A

Beispiel 4.2.4. (K", +,): der Matrizenring iiber K (nicht kommutativ, siche Bei-
spiel 3.2.6; aber mit Eins E,,). A

Beispiel 4.2.5. Sei V ein Vektorraum. Dann ist
End(V) := {f:V = V| f lineare Abbildung}
der Endomorphismenring, mit folgenden Operationen

(fi + f2)(v) := fi(v) + fa(v)

(fi- f2)(w) := fi(fa(v))
Das neutrale Element fiir die Addition ist der Endomorphismus, der ganz V auf 0 ab-
bildet, und fiir den wir 0 schreiben. A

Bemerkung 4.2.6. Die folgenden Definitionen dieser Vorlesung haben eine natiirliche
Verallgemeinerung von Koérpern auf Ringe:

e Matrizen,

e Determinanten,

e Das Analogon zu Vektorrdumen iiber einem Korper ist der Begriff des Moduls'
iiber einem Ring.

4.2.2 Polynome iiber K

Weitere wichtige Beispiele fiir Ringe sind Polynomringe. Polynome iiber R sind Thnen
bereits aus der Schule bekannt; die Elemente eines solchen Ringes sind Polynome, mit
einer geeigneten Addition und Multiplikation. Tatsédchlich lassen sich Polynome bereits
iiber einem Ring anstatt eines Korpers betrachten, und wir werden Polynome daher
gleich in dieser Allgemeinheit definieren.

'Im Unterschied zu anderem sprachlichen Gebrauch wird Modul in diesem Kontext mit Betonung auf
dem o ausgesprochen.
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Sei R ein kommutativer Ring mit Eins (z.B. ein Kérper). Eine Abbildung ¢:N — R
heifit auch Folge. Schreibweise: ¢ = (a;);en = (ag,a1,...) mit a; := ¢(i) € K. Sei F
die Menge aller Folgen mit der Eigenschaft, dass a; = 0 fiir fast alle i € N, d.h., mit
Ausnahme von endlich vielen. Auf F werden folgende Operationen definiert:

e Addition:
(ai)ien + (bi)ien = (@i + b;)ien

e Multiplikation mit Skalar ¢ € R:
¢+ (a;)ien = (¢ a;)ien

Bemerkung 4.2.7. Falls R sogar ein Korper K ist, dann wird F zu einem K-Vektorraum.
Eine (unendliche!) Basis ist

(170707"')7
(07 1707"')7
(0707 17"')7

Es gilt F < RN, d.h., F ist ein Untervektorraum vom Funktionsraum RN (siehe Ab-
schnitt 2.3.1).

Neue Bezeichnungen (X ein beliebiges Symbol):

alt neu
(1,0,0,...) = x°
(0,1,0,...) = X!
(0,0,...,0,1,0,...) =: X"
F =: R[X]
Es folgt:
(k,0,0,...)=k-(1,0,0,..)=k-X"=1k-1 (=k€R)
0,k,0,...)=k-(0,1,0,...) =k- X' =:k-X
(0,...,0,k,0,...)=k-(0,...,0,1,0,...) = k- X"

Bemerkung 4.2.8. Man kann R als Teilmenge von R[ X ] auffassen (und das werden wir
im Folgenden tun). Insbesondere steht dann 0 € R fiir das Element (0,0,...) € RrY.
Haben also
(ag,ai,...,a,,0,0,...) =ag+ a1 X +ap X+t ap X"

und insbesondere
(0,0,..)=0+0-X+0-X>+---=0.

Die Elemente von R[ X ] heiflen Polynome (iber R) in der Unbestimmten X.
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4 Determinanten, Polynome, Diagonalisierbarkeit

4.2.3 Der Polynomring R[ X ]
In R[X] lasst sich eine Multiplikation wie folgt definieren:

e Fiir Basiselemente:

X' x7 = x™

e Fiir Linearkombinationen geméafl dem Distributivgesetz:
fir ¢ = ag+a; X + - +a, X" und ¢ = by + by X + - + b, X" gelte

o-p=cpg+c X+ -+ cn+an+m
mit ¢ = Z?:o aby_; fiir k € N.
Satz 4.2.9. (R[X],+,") ist ein kommutativer Ring mit Eins.

Die Eins 1 ist neutrales Element fiir die Multiplikation.
Bezeichnung: Polynomring tber R in der Unbekannten X.

4.2.4 Der Grad eines Polynoms

Sei
o =ag + a1 X +ap X + e € R[X]

Definieren den Grad des Polynoms ¢ wie folgt:

grad(0) = —o0
grad(¢) := max(i € N| a; # 0}

Dann gilt:

grad(¢ + ) < max(grad(¢), grad(¢))

grad(¢ - ) < grad(¢) + grad(s)) (4.8)
wobei max(a,—00) = max(—00,a) := —00, und —00 + a = a + (00) := —oo fiir alle

a € NU {—o00}. Falls R sogar ein Koérper ist, gilt in (4.8) Gleicheit anstatt <.

4.2.5 Polynomfunktionen

Nun der bereits angekiindigte wichtige Ubergang von der Syntax zur Semantik.

Sei ¢ € R[X] ein Polynom,
p=ag+a1 X + a2X2 +oerta, X
Sei S ein Ring mit R € S (z.B. S = R[X], siche Bemerkung 4.2.8) und s € S. Dann ist

cbs(s) =ag+as+ a232 4+t a,s”
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ein Element von S!
Auswertung von ¢ in S an der Stelle s. “Einsetzen” von s in ¢.

Die Abbildung
¢S5 S:ire gbs(s)
heifit die zu ¢ gehorige Polynomfunktion. In der Algebra allgemeiner: ‘Termfunktion’.

Wichtig: Unterschied

Polynom Polynomfunktion
(Syntax) (Semantik)

S
¢ ¢
Definition 4.2.10. Ein Element s € S heifit Nullstelle von ¢ in S falls (l)s(s) = 0.

Hier steht O fiir das Nullelement des Ringes S = Nullelement von R.

4.2.6 Der Auswertungshomomorphismus

Satz 4.2.11 (Auswertungssatz). Es sei S ein Ring und R € S ein kommutativer Ring
mit 1. Sei s € S so dass s-r =1+ s fiir alle r € R. Dann gilt fiir alle ¢, € R[X]:

(¢+9)°(s) = 67 () + 4 (s)
(¢-9)"(s) = 6" (5) - w7 (s)
Die Voraussetzungen sind z.B. gegeben, wenn S ebenfalls ein kommutativer Ring ist.
Algebraischer Hintergrund: die Abbildung
hetR[X] = S:¢w ¢°(s)

ist ein (Ring-) Homomorphismus.

Beispiel 4.2.12. Sei S := K2 Ist K € S? Eigentlich nicht. Aber schon mit ‘Trick’ iiber
Einbettung von K in S: ein Kérperelement k£ € K wird als Matrix

kO
b L ‘(o k)

Eins-element im Ring K22

interpretiert. Dann gilt K € .S und fiir k € K und A € K2*2 gilt
k-A:=(k-FEy)-A
=A- (k- By (3.1)

=A-k
und damit ist Satz 4.2.11 anwendbar. Seien ¢; = (=2 + X ) und ¢ = (3 + X). Dann ist

¢:=p192 = (-2+ X)(3+ X)
=6+ X+ X

109



4 Determinanten, Polynome, Diagonalisierbarkeit

Nullstellen von ¢ in K : 2, —3.

Fir z.B. A = (g _13) eK™ =5 ergibt sich:

dw=(7 %)+ %)= %)
¢§(A)=(3 3)+(§ _13)=(8 é)

2
S,y _[—6 0 2 1 2 1\ _ (00
F= (7 5o L) 6 ) =60
Satz 4.2.11 (Auswertungssatz) ergibt

o) =an)- () = (3 L) (5 ) =0

Nullstellen von ¢ in K?*?: 2.B. die Matrix A. A

Beispiel 4.2.13. Sei V' ein K-Vektorraum. Dann ist End(V') ein (nicht kommutativer)
Ring (Beispiel 4.2.5). Wir werden im Folgenden annehmen, dass K € End(V') ist: das
Element A € K fassen wir auf als v — \idy. Also kénnen wir Polynome ¢ € K[X]
auswerten in End(V). A

4.2.7 Polynomdivision

Teilbarkeitslehre fiir Polynome &hnlich wie fiir Zahlen (Vorlesung Algebra).

Definition 4.2.14. Seien ¢, € K[X]. Dann heifit ¢ ein Vielfaches von 1, und v ein
Teiler von ¢ (Schreibweise: 1|¢), falls es ein ¢ € K[ X ] gibt mit ¢ = ¢1).

Polynomdivision: Division mit Rest.

Beispiel:
5 4 3 2 . 2 s 2
( X7 43X° +0-X +X +6X -6): (X"+X-1)=X"+2X"-X+4
— + —
( xX° +x* X%
0 +2x' -Xx°

—( 2x*  +2x?  —2x?)
0 -x*  3x?
- -x* —x* X)
0 4X* 45X -6
—( 4X% 44X -4
0 X -2 ‘Rest’ p=X —2

L@ L
Also: 0 o1+ o d.h.,
o1+ p
wobei grad(p) < grad().
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Lemma 4.2.15. Sei ¢ € K[X] und k € K. Dann ist k genau dann Nullstelle von ¢,
wenn (X — k)|o.

Beweis. Sei 1 1= (X — k).
‘<"1 ¢ = ¢ + Y ergibt mit Satz 4.2.11

¢(k) = ¢1(k)P(k) = ¢1(k) - 0=0

‘=": Polynomdivision liefert ¢ = ¢ - (X — k) + p wobei grad(p) < grad(v) = 1. Wegen
¢(k) =0 folgt p(k) = 0. Da grad(p) = 0 ist p € K. Also p = 0, und damit 9|¢. O

Definition 4.2.16. Die algebraische Vielfachheit einer Nullstelle k ist definiert als
max{m € N: (X — k)" |¢}.

Eine mehrfache Nullstelle ist entsprechende eine Nullstelle mit algebraischer Viel-
fachheit grofler als 1. Wie zeigt man, dass ein Polynom mehrfache Nullstellen hat?
Dafiir ist das folgende Lemma oft praktisch. Die Ableitung eines Polynoms ¢(X) =
ag + a1 X + as X et a, X" ist definiert als das Polynom

(X)) = ay + 2aX + -+ + na, X" .
(Siehe auch Beispiel 3.4.19.)

Lemma 4.2.17. Ein Polynom ¢ € K[ X] hat genau dann A € K als mehrfache Nullstel-
le, wenn A sowohl eine Nullstelle von ¢ als auch von ng’ 1st.

Beweis. Wenn \ eine mehrfache Nullstelle von ¢ ist, dann gilt ¢(X) = (1 — X)™(X)
mit m = 2 (Lemma 4.2.15). Also ist

¢'(X) = m(X = A)" (X)) + (X = A)™'(X)

was ebenfalls A als Nullstelle hat.

Umgekehrt: nehmen wir an, dass A Nullstelle von sowohl ¢ als auch von g[)’ ist. Dann
kénnen wir schreiben ¢(X) = (X — M)(X), und ¢'(X) = (X) + (X — \)'(X). Also
0=¢' (X)) = p(\) + (A= NY'(A) = ¢(\) und damit ist A Nullstelle von . Also ist
A mehrfache Nullstelle von ¢. O

4.3 Eigenwerte, Eigenvektoren, Diagonalisierbarkeit

Viele Anwendungen in der Physik, Stochastik, diskreten Mathematik, ...

Definition 4.3.1. Sei V ein K-Vektorraum, und f:V — V ein Endomorphismus. (D.h.,
f ist eine lineare Abbildung, siehe Abschnitt 3.4.) Ein Element A € K heifit Eigenwert
(EW) von f, falls es einen Vektor v # 0 gibt, so dass:

flw) =X (4.9)

Jeder Vektor v # 0 mit dieser Eigenschaft heifit Figenvektor von f zum Eigenwert A.
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nxn

Speziell: Eigenwert A € K und Eigenvektor v € K™" einer Matrix A € K™": definiert

als EW und Eigenvektor von
fa:K' - K": 2 Az,
d.h.,
Au = du mit u #0.

Bemerkung 4.3.2. Der Nullvektor v = 0 erfiillt (4.9) trivialerweise, ist aber kein Eigen-
vektor. Der Eigenwert 0 tritt genau dann auf, wenn Kern(f) # {0} (also genau dann,
wenn f nicht injektiv ist, bzw. wenn det(f) = 0; Satz 3.2.27).

Definition 4.3.3. Seien A € K und f:V - V.

Eig,(f) := Eig) :={v e V| f(v) = v} (4.10)
heilt Eigenraum von f zum Eigenwert .

Eig,(f) ist Untervektorraum von V', denn
Eigy(f) ={ve V| f(v) - v =0}
={veV|(f-Xid)(v) =0}
= Kern(f — \id) = V.

Die Dimension von Eig, heifit geometrische Vielfachheit von .
Spezialfall f = f4: K" - K" 1z Ax:

Higy(4) = Eigy(f1) = Kern(A - AE,)
Also:
dim(Eigy(A)) = dim(Kern(A — \E))
=n—-1g(A - \E)

ist die geometrische Vielfachheit von A nach der Dimensionsformel (Satz 3.3.6).

Bemerkung 4.3.4. Seien V ein K-Vektorraum mit Basis B = (vq,...,v,), f:V — V ein
Endomorphismus, und A := Mg( f) Darstellungsmatrix von f (siehe Abschnitt 3.4.5).
Dann haben A und f die gleichen Eigenwerte, und Eig,(f) = Eig,(A). Genauer: sei
®p: K" - V der kanonische Basisisomorphismus (Abschnitt 2.4.3). Dann gilt

Ar = \x & Pp(Ax) = Dp(Ax)
= f(®p(z)) = \p(x)

Ist = der Koordinatenvektor von v bzgl. Basis B (das heifit, ®g(x) = v) dann gilt:

v ist Eigenvektor von f zu EW A
< z ist Eigenvektor von A zu EW X (4.11)
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Beispiel 4.3.5. f: R? - R*: 2 — Az lineare Abbildung mit Darstellungsmatrix
3 -1
a=(23)

Was macht f7

Experimentieren:

1 3-1
1 3+1
Vg = (_1) A'UQ = (_1 _ 3) = 4U2

A1 = 2 Eigenwert, v; = G) Eigenvektor.

Ao = 4 Eigenwert, v; = (_11) FEigenvektor.
B := (vy,vy) ist sogar Basis. Muss nicht immer sein!

Fiir beliebigen Vektor v € R?
UV = U1 + (ol

folgt
f(w) = aq f(v1) + as f(v2)

= 2011 + 4oy

Das heifit Streckung um Faktor 2 in Richtung v, und um Faktor 4 in Richtung v,.
Das kann man aus der Darstellungsmatrix Mg( f) direkt ablesen:

B (2 0
Ist Diagonalmatrix (Beispiel 3.2.8) mit Eigenwerten auf der Diagonale. A

Diagonalmatrix erstrebenswert:

e nur n Werte (statt n2);

e alle Rechnungen (Inverse, Determinante, etc.) einfacher;
e Verhalten der Abbildung ablesbar;

o EW ablesbar.
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4.3.1 Anwendung: Pagerank

Webseiten S := {1,...,n}.

Links zwischen Seiten: Teilmenge L von S%,
Wichtigkeit 0 < w(1),...,w(n) € R (fiir Ranking).
Wie konnte sinnvolles Ranking funktionieren?

Idee. Eine Seite ist wichtig, wenn es viele Links von wichtigen Seiten auf diese Seite
gibt.

wi) ~ Y w(y)
j:(j)EL

Formal: .
w(i) =Y ajw(y)

j=1
wobei a;; := 1 falls (i, j) € L und a;; := 0 sonst. Also
w(1) )
: =1z = \Ax fiir A= (aji)i,jzl,.‘.,n

w(n)

D.h., fiir Ranking wird gebraucht: ein positiver Eigenwert A = 1/ X und ein positiver
Eigenvektor = (alle Eintriige positiv):

Az = \z.

Beispiel 4.3.6. (Turnier) Teams 1,2, 3, 4.

1—>2

<

Interpretation der Matrix: 4 <——3

a;; = 1: Team ¢ schligt Team j, sonst a;; = 0.

A = (a;) =

_— o O O
OO O =
OO = =
S = = O

Eigenvektor
0.62
055
T 10.32
0.45
zum Eigenwert = 1,39 (einziger positiver EW). A
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4.3.2 Berechnung von Eigenwerten und das charakteristische Polynom
Sei A € K" bzw. f:V — V Endomorphismus mit A = Mg(f) (beziiglich Basis B).

Definition 4.3.7. Das charakteristische Polynom2 von A, beziehungsweise von f, ist
das folgende Polynom aus K[ X ]:

X - ail —a19 —ai,
- X - —
XF(X) 1= xa(X) t=det(XE - A) = |~ ax - a2
—0an1 —Qap2 [ X — Ann

Bemerkung 4.3.8. Definition funktioniert auch, wenn statt Kérper K nur ein Ring R
verwendet wird (Definition 4.2.1; A € R™", X5 € R[X]).

Proposition 4.3.9. Ahnliche Matrizen haben dasselbe charakteristische Polynom.
Beweis. Fiir B = S""AS gilt
det(XE — B) =det(XS 'S — ST AS)
=det(S N (XE - A)S)
=det S™' - det(XE - A) - det S
=det(XE - A). O

Also ist x (X) unabhéingig von der Wahl der Basis B. Ansonsten wére Definition 4.3.7
so gar nicht moglich.

Satz 4.3.10. Die FEigenwerte sind genau die Nullstellen des charakteristischen Poly-
noms, d.h.,
ANe€Kist EWwvon A < det(AE—-A)=0.

Beweis.

AEW < Jv e K"\ {0} : v € Kern(\E — A) (Definition 4.3.1)
= det(AE—-A4)=0 (Abschnitt 4.1.7)

Die zweite Gleichung folgt aus den Beobachtungen aus Abschnitt 4.1.7: ein homogenes
LGS Bz = 0 (stets 1osbar!) hat genau dann eine eindeutige Losung, wenn det B # 0. [

Beispiel 4.3.11. Betrachte

0 -1 1
A=|-3 -2 3|eRrR¥.
—2 -2 3

*Manche Autor:innen definieren das charakteristische Polynom von A als det(A—\E). Unsere Definition
hat den Vorteil, dass der fithrende Eintrag des Polynoms stets 1 ist. Allerdings macht das keinen
groBen Unterschied, da sich die eine Variante der Definition durch Multiplikation mit (—1)" aus der
anderen ergibt.
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4 Determinanten, Polynome, Diagonalisierbarkeit

X 1 -1
xa(A) =det(XE-A4)=|3 X+2 -3 (Definition)
2 2 X -3

=X(X+2)(X-3)-6-6+2(X+2)+6X — (X —3)3 (Sarrus, Beispiel 4.1.9)

(
=X’ -3X°+2X°-6X -12+2X +4+6X —3X +9  (Ausmultiplizieren)
=X - X" -Xx+1 (Vereinfachen)
=(X - 1)2(X +1) (Faktorisieren)
Also: haben folgende Nullstellen
A =1 (algebraische Vielfachheit 2)
Ao =—1 (algebraische Vielfachheit 1)
Geometische Vielfachheiten werden spéter ausgerechnet (Beispiel 4.3.21). A
Beispiel 4.3.12. V = R?
_[cosa —sina
~ \sina  cosa
Charakteristisches Polynom:
xa(X) = cos” a — 2X cosa + sin” a
=X’ -2Xcosa+1
Eigenwerte: die Nullstellen von x 4(X).
Fallunterscheidung:
o a=0.
ya(X)=X-2X +1=(X-1)
Eigenwert 1, algebraische Vielfachheit 2.
e o =180°.
xa(X) = X2 +2X +1 = (+1)°
Eigenwert -1, algebraische Vielfachheit 2.
e a#0und a# 180°.
xa(X) = X? - (2cosa)X +1
hat keine Nullstellen in R.
p, g-Formel: ¢ = 1, p/2 = — cos a. Haben die Losungen
—cosa + Veos?a — 1
mit cos” a — 1 < 0 fiir o # {0°,180°}. A
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Beispiel 4.3.13. Die Eigenwerte einer Dreiecksmatrix
a1 *
A= az2
0 Ann

sind die Elemente der Hauptdiagonalen (algebraische Vielfachheit ist dabei schon beriicksichtigt),
denn

xa(X) =det(XE — A)
= (X - all)(X _a22)"'(X - ann)' A
Bemerkung 4.3.14. Fiir das charakteristische Polynom
xA(X) =det(XE - A)
=a, X" + an_an_l + -+ a1 X +ag

nxn

einer Matrix A € K gilt

1. ag =det—A Setze X =0

2. a,=1

3. ap_y = (=1)" Nagg+-+an,) =t (=1)" " Spur(A)  Summe der Hauptdiagonalen
Beweis durch Auswerten der Leibnizschen Formel. Einzig der Summand

(X —ann)(X = ap)

der Determinante fiir die Permutation id € .S, ist relevant, da es nur dort n—1 Auftreten
von X geben kann (alle anderen Permutationen unterscheiden sich von id an mindes-
tens zwei Stellen, die entsprechenden Summanden haben also Grad hochstens n — 2).
Ausmultiplizieren dieses Summanden liefert Koeffizienten (—1)" " Spur(A) fiir X" .

Ubung 18. Beweisen Sie: fiir A, B € K" gilt Spur(AB) = Spur(BA).

Ubung 19. Seien A4, ..., A, € K" und 7 € S,, eine Permutation. Gilt Spur(A4;,...,A4,) =
Spur(Ar(1y -+ Arn))?

Ubung 20. Zeigen Sie: fiir quadratische Matrizen A und B und

A x
w2 3)
gilt xpr = x4 * XB-

Kommentare. (Erinnerung: Nullstellen «» Linearfaktoren, Lemma 4.2.15)
Sétze und Algorithmen zur Faktorisierung univariater Polynome ¢ € K[ X |:
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4 Determinanten, Polynome, Diagonalisierbarkeit

e iiber K = C: jedes Polynom zerfillt in Linearfaktoren. Wenn man bereits eine
Nullstelle a kennt (numerische Verfahren), so fithrt man Polynomdivision durch
(X — a) durch und wendet das Verfahren rekursiv auf den Quotienten an.

e iiber K = R: faktorisieren in C, und beobachten, dass mit jeder komplexen Null-
stellen a + b - i, fiir a,b € R, auch die konjugiert komplere a — i - b eine Nullstelle
ist.

Also treten neben den Linearfaktoren auch Faktoren auf der Gestalt

((X—(a+b.z-))(X—(a—b.i))=X2+ggx+(a2+b2>.
eR eR

e iiber endlichen Kérpern K = F,: Berlekamp-Algorithmus [5].

e iiber K = Q: Lenstra-Lenstra-Lovész Algorithmus [3].

4.3.3 Diagonalmatrizen

Erinnern uns an Beispiel
=[5 5)
aus Abschnitt 4.3. Eigenvektoren bilden Basis B = {(1), (_11)},
und Darstellungsmatrix von f, diagonal:
M5 (fa) = ((2) 2)
Wann ist das der Fall?

Lemma 4.3.15. Sei V' ein K-Vektorraum mit Basis B = (vy,...,v,), und f:V =V
ein Endomorphismus. Dann sind dquivalent:

1. Die Darstellungsmatriz von f beziiglich B ist Diagonalmatriz:

A1 0
. B A2
A:=Mg(f) = .
0 An
2. B ist Basis aus Eigenvektoren von f, genauer f(v;) = \v; firi € {1,...,n}.

Beweis. (2) = (1): klar (siehe Abschnitt 3.4.5: Merkregel!)

(1) = (2): Offenbar Ae; = \e; (i-te Spalte von A)

Also ist e; Eigenvektor von A zu EW A,.

Also ist v; = ®p(e;) Eigenvektor von f zu EW )\; (siehe (4.11)).

Das bedeutet, f(v;) = \v;. O
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Ziel im Folgenden: moglichst viele linear unabhéngige Eigenvektoren finden.
Verschiedene Eigenwerte sichern lineare Unabhéngigkeit!

Lemma 4.3.16. Secien vy,...,v, Figenvektoren von f € End(V) zu verschiedenen FEi-
genwerten Ay, ..., \.. Dann sind vy, ...,v, linear unabhdngig.

Beweis. Induktion iiber r. Fiir r = 1 ist v; # 0 linear unabhéngig. Sei nun die Aussage
richtig fiir » = k = 1; zu zeigen ist die Aussage fiir r = k + 1. Seien vq,..., v, Vgt
Eigenvektoren zu EW A{,..., \i, \py1 (paarweise verschieden). O.B.d.A Az41 # 0 (sonst
andere Nummerierung). Sei

aqv] + o+ app1Vee1 =0 (412)
Dann gilt:

QQAL1V1 F o0 F A1V + Qpp1 Apr1Vke1 = 0 <)\l~c+1 . (4.12)) (4.13)
a1 AU+ + AUk + Qpr1 A g+1Vk+1 = 0 (Anwenden von f auf (4.12)) (4.14)
H—J
=f(v1)

%—/
=f(a1v1)

a1 (A = Agr1)vr + oo + ap( Mg — Ags1)vr = 0 (Subtraktion (4.14) - (4.13)
Nach Induktionsvoraussetzung sind v, ..., v, linear unabhéngig, also
a1 (A1 = Ape1) = o = ap(Ap = A1) = 0.
Wegen \; # A\gy1 ist A; — A\pyq # 0, fiir alle 4 € {1,...,k}, und daher
a1 =-=qa;=0

Aus (4.12) folgt nun
Qg1 Vg1 = 0
—
£0

also auch ay, 1 = 0. ]
Definition 4.3.17. Sei V in K-Vektorraum, f € End(V), und A € K™*".

e f heiflt diagonalisierbar, wenn es eine Basis von V gibt, die aus Eigenvektoren von
f besteht (Motivation: Lemma 4.3.15);

e A heifit diagonalisierbar, wenn es eine invertierbare Matrix S € GL(K, n) gibt, so
dass A' := ST1AS eine Diagonalmatrix ist. In anderen Worten: A ist genau dann
diagonalisierbar, wenn A dhnlich ist zu einer Diagonalmatrix A,

Bemerkung 4.3.18. Definition sinnvoll, denn fiir jede Basis B von V ist f genau dann
. . B . ..
diagonalisierbar, wenn Mg (f) diagonalisierbar.

Satz 4.3.19 (Diagonalisierbarkeitskriterium). Es seien:
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4 Determinanten, Polynome, Diagonalisierbarkeit

o V ein n-dimensionaler K-Vektorraum,

f € End(V),

A= Mg(f) Darstellungsmatrixz von f beziiglich einer Basis B von V,
e \i,..., A\ alle paarweise verschiedenen FEigenwerte von f (bzw. von A),
e ny,...,n, die zugehdrigen geometrischen Vielfachheiten, n; = dim Kern(A — \;E),

(vgi), e ,vffi)) sei Basis des Eigenraums Eigy (f) = Kern(f — A;id),

e mq,...,m, die algebraischen Vielfachheiten von \q,...,\., das heifit,

m; = max{m € N | Iy € K[A]: x(X) = (X — \;)"¢}.

Dann gilt
1. (vgl),. ot "

C Uy U e ,vﬁfr)) ist linear unabhdngig.

' T
2.nip<smiund ) ;_yn; <Y i mp Sn.

3. Die folgenden Aussagen sind dquivalent:
a) f ist diagonalisierbar;
b) Es gibt eine Basis von K", die nur aus Eigenvektoren von A besteht.

c) A ist diagonalisierbar; in diesem Fall ist fir jede Matriz S, deren Spalten
ui,. .., U, linear unabhingige Eigenvektoren von A sind, ST AS eine Diago-
nalmatriz.

d) Das charakteristische Polynom x 4 zerfillt in Linearfaktoren
Xa(X) = (X = A)™ (X =A™
und n; = m; firi e {1,...,r}.
e) Y ni=n=dimV.

Bemerkung 4.3.20. Unmittelbare Folgerung aus (e¢) = (a): Falls r = n, also wenn es n
verschiedene Eigenwerte gibt, dann ist f diagonalisierbar. Dies ist selbstverstdndlich nur
ein hinreichendes, nicht aber ein notwendiges Kriterium: denke an die Diagonalmatrix
FEs, die nur einen Eigenwert hat.

Beweis. Zu 1.:

agl)U?) +oe a4 aﬁ”uﬁ” + e+ ag)v(r) =0 (4.15)

ny “ny r My
) )

=w; €Eigy, =w,€Kigy,.

Definiere S := {i € {1,...,7} | w; # 0}.
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e 1. Fall: S # @. Die Menge {w; | i € S} besteht aus Eigenvektoren zu paarweise
verschiedenen Eigenwerten. Nach Lemma 4.3.16 sind wq, . . ., w, linear unabhéingig.
Dann gilt ) ,.qw; # 0, im Widerspruch zu (4.15) und der Definition von S.

e 2. Fall: S = @. Dann gilt fiir jedes 7 € {1,...,n}

w; = agi)vy) + oo+ aﬁfi)v,(fl) =0

und daher agi) = = asbli) =0da vy), e ,vffi) Basis bilden.
i fo () (4) : , . S O] (4) (4)
Zu 2.: Die Basis (v; ', ..., vy, ) von Eigy ldsst sich zu Basis B := (vy ',..., v/, ..., 05 ")

von V ergénzen (Steinitz’scher Austauschsatz: Satz 2.4.13). Die Darstellungsmatrix hat
dann die Form
Ao 0
Dotk
5 0 o A\
M := Mg(f) = ZT fffffffff
|
|
|

0 *

Denn: die ersten n; Spalten: Koordinatenvektoren der Bilder von v
kregel, da f(v{") = Aol
Also

5i)7 e ,v,(fi) nach Mer-
X =det(AE — M) = (X — ;)" - Restpolynom
d.h., n; < m;. Wegen
grad(¢ - ¢) = grad(¢) + grad(v))
folgt

,
Zmi < grad(xys) = n.
i=1

Zu 3.: Wir zeigen (a) = (b)) = (¢) = (d) = (e) = (a).

(a) = (b): Da f diagonalisierbar, hat V eine Basis C' = (wy, ..., w,) aus Eigenvektoren
von f (Lemma 4.3.15). Die Koordinatenvektoren u; = 5 (wy),...,u, = 5 (w,) bilden
Basis von K" aus Eigenvektoren von A.
(b) = (c): Sei uy,...,u, cine Basis von K" aus Eigenvektoren von A, und sei

S = (7] Unp
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A1 0
Dann gilt fiir eine Diagonalmatrix D = , dass
0 An
SD = | ANu; - Aup, (Matrizenmultiplikation).
Also gilt
SD=AS=|Au; -+ Au,
genau dann wenn Awu; = A\u; fiir ¢ = 1,...,n, d.h., genau dann, wenn die Spalten Eigen-
vektoren sind. Da (ug,...,u,) Basis von K" ist, folgt dass
rg(S) =n = S € GL(n,K)
und

SD=AS < D =S"AS.
Also (b) = (c).

(¢) = (d): Aund
dq 0
D=5"A8 =: .
0 dy,
sind dhnlich, haben also das gleiche charakteristische Polynom (Proposition 4.3.9)

xA(X) = xp(X) = (X —di (X —da)-(X = dpy)

= (X =) ™M (X =)™ (zusammenfassen )
d.h., zu A; gibt es genau m; verschiedene Indizes mit A; = dy; = -+ = dy, .. Die zu-
gehorigen Spalten u; ,...,u; = von A sind linear unabhéngige (nach Voraussetzung)

FEigenvektoren von JA;, d.h., mils n;. Daher n; = m;.

(d) = (e): Mit (d) gilt n = grad(xs) = ) ;m; = ) ;n; und daher (e).

(e) = (a): Wenn ) ,n; = n, dann bilden die Eigenvektoren in 1. eine Basis (wegen
n =dimV). O
4.3.4 Wie diagonalisiert man eine Matrix?

Sei A € K™". Bestimmung einer Basis aus Eigenvektoren.

e 1. Schritt: Bestimmung aller Eigenwerte von A (Verfahren aus Abschnitt 4.3.2).

e 2. Schritt: Zu jedem Eigenwert A\ wird eine Basis des Eigenraums Eig,(A) be-
stimmt.
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e 3. Schritt: Ergeben alle Basen aus Schritt 2 insgesamt n Vektoren, so bilden diese
eine Basis von V' aus Eigenvektoren und A ist diagonalisierbar, sonst nicht.
Nimmt man diese Eigenvektoren von A als Spalten einer Matrix S, so liefert diese
die Diagonalisierung S “AS.

Beispiel 4.3.21. n = 3.

, , x -y +z
fIRR-oR ty|+=|—-3z—-2y+3z
z —2x — 2y + 3z

lineare Abbildung f = f4 : u — Au mit

0 -1 1
A=|-3 -2 3
-2 -2 3

A= Mg(f) fiir B = (e, eq, €3) Standardbasis von K°.
Diagonalisierbar? D = § “1AS?
e 1. Schritt. Bestimmung der Eigenwerte.
Beispiel 4.3.11: Eigenwerte
— A1 = 1 mit algebraischer Vielfachheit m; = 2, und

— A9 = —1 mit algebraischer Vielfachheit mq = 1.
2
xa(X) = (X -1)"(X +1)

e 2. Schritt.
— Bestimmung einer Basis von Eigy (A) = Kern(A -\ E3) = Lés(A - A E3,0).

-1 -1 1
A - )\1E3 =-3 -3 3
-2 -2 2

= I'g(A - )\1E3) =1
= dim(Kern(A — M\{FE3)) =3 —1=2 ist geometrische Vielfachheit von ;.

Gesucht: Losungen des Gleichungssystems

T 0
(A= AE3)|z2|=]|0
T3 0

Im Allgemeinen mit dem Gauflschen Algorithmus (Abschnitt 3.3.4), hier auch
direkt klar:

-1 -1 1|0 -1 -1 1|0
-3 -3 3|0 |~ 0 0 010
-2 =2 2|0 0 0 010
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Rang 1, also dim(Los) =3 -1 =2
Losung;:

T3 = U9 freier Parameter po € R
To = [ freier Parameter po € R
Ty = —p1+ p2

Basis fiir Losungsraum: Einsetzen einer Basis fiir die Parameter (Z 1),
2
z.B. Einheitsvektoren.

I -1
1
) (3)= e [2)
I3 0
I 0 I 1
po | T\1) T 2T
I3 1

(u1,us) ist Basis fiir Eigenraum Eigy (A).
— Bestimmung einer Basis von Eigy, (A) = Kern(A— Ay E3) = Los(A - A E3,0).

Il
es}

1 -1 1
A—)\2E3= -3 -1 3
-2 =2 4
Gaufscher Algorithmus:
1 -1 110 .- 1 -1 110
zZ Z3 ™2
-3 -1 3|0 | —=>| -3 -1 3]0
-2 -2 4|0 0 -4 610
- 1 -1 110
4 Zo ™
R0 -4 610
0 -4 610
1 -1 10
23—Z9 "2
~——%1 0 -4 60
0 0 010
Rang = 2, also dim(Lés) =3 -2 = 1.
Losung:
T3 =l freier Parameter p € R

) =3/2M
Ty =xp — 13 = ()2

Basis fiir Eigenraum Eig),(A): setze p beliebig, z.B. u = 2, erhalten

1
U3=3.
2
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e 3. Schritt. Die Basen von Eigy, und Eig,, ergeben zusammen 3 Vektoren, also

Basis von V = R”. Also ist A diagonalisierbar. Die Matrix S ist gegeben durch

-1 1 1
S=|u; uy wg|{=|1 0 3
0 1 2
A0 0
StAS=l0 X\ O A
0 0 X

Ubung 21. Tst

diagonalisierbar? Ist A in c>? diagonalisierbar?
Ubung 22. Tst
11 2x2
A= ( 0 1) eR

diagonalisierbar? Ist A in c>? diagonalisierbar?

Ubung 23. Stimmen Sie der folgenden Aussage zu: ‘die meisten Matrizen in R*? sind
diagonalisierbar’? Falls ja, warum?

Bemerkung 4.3.22. Diagonalisierbarkeit D = S1AS ist niitzlich auch fiir Berechnung
von Potenzen von A:

A=SDS™!
A*=5DS 'sps~! = sp*st

Weiterhin:

0 an 0 (an)™

leicht berechenbar.

4.3.5 Anwendung: Lineares Wachstum

Population: t,,, Lowenzahnpflanzen im Jahr m.
Wachstum entsprechend der Gleichung

tim+1 = Wity + Woly,—1 + w3 (416)
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Konkret: Fiir tg = 0,t1 = 1, wy = wg = 1, w3 =0, d.h.,
tmsl = b + bt
erhélt man die Fibonacci-Folge
0,1,1,2,3,5,8,...
Beschreibung von (4.16) als lineare Abbildung:

(tg:l) - (“{1 “62) (tf:l) + (7“‘(’)3) (4.17)

—_—
‘/'U’NL

Setze xg = (Zl)) = ((1)) und z,,41 = Az, + b, d.h., x,,41 = ¢(x,,) fiir lineare Abbildung

¢:R2—>R2:xl—>Ax+b
Damit lasst sich z,, aus Anfangszustand xy berechnen:
2 m m m—1
Ty = (b(‘rm—l) = (b (xm—Z) = = (b (.To) =A T + (A +--+ A+ E)b

Beachte: (A" '+ -+ A+ E)(A-E)=A"-F
Falls (A — E) invertierbar:

Zm = A"zo+ (A" = E)(A-E) b

Falls A diagonalisierbar: 3.5 invertierbar mit S AS =D Diagonalmatrix, und

Tm =SD"S 2o+ (SD"ST - EY(A-E) b (4.18)
A1 0
Fir D = und |Aq],...,|\.| < 1 konvergiert
0 A,
A 0 0 0
D" = gegen O =
0 AT 0 0

und die Folge (x,,)men konvergiert gegen

—E(A-E)'b=(E-A)"" (“stabile Folge”)

=t ) o=}

Fiir Fibonacci-Folge:
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Charakteristisches Polynom:

X(X-1)-1=X"-X-1

Eigenwerte:
i A1
A1 = (1++5)/2 = 1,6180339887 . .. mit Eigenvektor |
- A2
Ao = (1-+5)/2~-0,618... mit Eigenvektor | '

A1 > 1 (“Goldener Schnitt”), unbegrenztes Wachstum: aus (4.18) folgt

(tmar) 1 A\ AT 01T =X\ (1
Tm =t T = 1 1)Lo A =1 A )10

. J\

Y

S D Ss-1 z0

~ 1 )\71n+1 )\;n+1 1 _)\2
DYDY D VA VA A T BV

Also
m m
tm = (AL —A2) [(A1—A)
— -0
ganze Zahl  irrationale Zahlen!

4.3.6 Trigonalisierbarkeit

Und wenn A nicht diagonalisierbar?

Definition 4.3.23. Eine Matrix A € K" heifit trigonalisierbar, wenn sie zu einer

(oberen) Dreiecksmatrix D #hnlich ist, d.h., 35 € GL(n, K):

)\1 k
ST'AS =D = :
0 An
Fiir Trigonalisierbarkeit reicht ein Teil des Kriteriums fiir Diagonalisierbarkeit.
Satz 4.3.24. Eine Matriz A € K" ist genau dann trigonalisierbar, wenn das charak-

teristische Polynom x 4 in Linearfaktoren zerfdllt, d.h., IXy,..., A\, € K (miissen nicht
verschieden sein) so dass

Xa(X) = (X = A)(X = Ap).

Bemerkung 4.3.25. Jede Matrix A € C™" ist trigonalisierbar, da jedes Polynom iiber
dem Korper C der komplexen Zahlen in Linearfaktoren zerfillt (Fundamentalsatz der
Algebra, kommt spéiter im Studium).
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Beweis von Satz /.5.24. “=": Sei

Al *
STAS=D= .
0 An
Dann (Abschnitt 4.3.2)

Xa=xp = (X =X)(X=X\,)

“<=": per Induktion iiber n.
Zeigen Aussage fiir untere Dreiecksmatrix; ist dquivalent da x4 = x4T-
Aussage sicher wahr fiir n = 1.

Sei u,4+1 Eigenvektor von A zu Eigenwert A\, ;. Existiert, da x4 in Linearfaktoren

zerfillt. Erginzen u,,; zu einer Basis B = (uy,ug, ..., U,4+1) von K™,
Sei R die Matrix mit den Spalten wq,ug, ..., Upi1.
Dann ist M = R AR von der Gestalt
()
* )‘n+1
Es gilt

Xa=xm = (X = A)xurs

also zerfallt auch x ;7 in Linearfaktoren.

Dann ist M nach Induktionsannahme trigonalisierbar, d.h., es existiert eine invertierbare

Matrix S so dass (S )_1M S eine untere Dreiecksmatrix. Definiere

. S 0 n+lxXn+1
S.—(O 1>€K

Da det(S) = det(S) # 0 ist S invertierbar, und es gilt

o7

Dann ist

ST'RARS = 57 (M 0 )S
* )\n+1
A 0
_((S)‘lMS 0 )_ Ao
- * )‘n+1 -
* An

untere Dreiecksmatrix. Mit @) := RS ist also Q_lAQ untere Dreiecksmatrix, d.h., A ist

trigonalisierbar.
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4.3 Eigenwerte, Eigenvektoren, Diagonalisierbarkeit

Beispiel 4.3.26. Eine Matrix, die trigonalisierbar, aber nicht diagonalisierbar ist:

11
0 1
Eigenwert A\; = 1 mit algebraischer Vielfachheit 2, geometrische Vielfachheit ist

dim(Kern(A — M\ F)) = dim(Kern (8 (1)))
=dim({<§)|y=0}) = 1. A

4.3.7 Anwendung: Stochastische Matrizen

Sei A € R™" und s € R". Wann existiert

lim A™s?
m—00

Spezialfall: sei s Eigenvektor von A zum Eigenwert 1, d.h.:
As=s “stationdre Verteilung” s

Eine Matrix A = (a;;) € R™" heift

zeilenstochastisch falls 0 < a;; < 1 und Zeilensummen Eins betragen.

spaltenstochastisch: analog.

doppelt stochastisch: sowohl als auch.

FlieBband

stochastisch: zeilen- oder spaltenstochastisch.

Beispiel 4.3.27. Betrachten das folgende Beispiel.

~a
1 1
13
172 l
172 Tre 172
Beschreibung durch Matrix (‘Ubergangsmatrix’):
1/3 1/2 0 0 0\ duBere Neustadt
1/3 1/2 1/2 0 0 Mensa
1/3 0 1/2 0 0 Tre Math A
0 0 0 0 1 Flieiband
0 0 0 1 0 Lobtau

Satz 4.3.28. Sei A € R™" stochastisch, aperiodisch und irreduzibel, und s € R". Dann
existiert lim, o0 A"'s, ist unabhingig von s, und gleich dem Figenvektor zum Eigenwert
1 von A.
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4 Determinanten, Polynome, Diagonalisierbarkeit

Koénnen den Grenzwert also berechnen, indem wir ein lineares Gleichungssystem lésen!

Reverse Engineering: was konnte hier ‘aperiodisch’ heissen? Und was ‘irreduzibel’?

Definition 4.3.29. Eine Matrix heiflt irreduzibel wenn sie nicht geschrieben werden

kann in der Form
M 0
P N

fiir quadratische Matrizen M und .

~ Dampfungsfaktor bei Google PageRank.
~» Weiterfithrende Frage: Wie schnell ist die Konvergenz?
Allgemeinerer Fall: A nicht mehr notwendigerweise stochastisch.

A heiflt positiv falls fiir alle 4,5 € {1,...,n} gilt a;; > 0. Positive Vektoren: analog.

Satz 4.3.30 (Perron(-Frobenius), positiver Fall). Falls A € R™" positiv und irreduzibel,
50 so gibt es einen positiven (also insbesonderen reellen) Eigenwert X der algebraischen
Vielfachheit 1 so dass alle anderen Eigenwerte betragsmdf$ig strikt kleiner sind, und und
einen positiven Eigenvektor zu .

Anmerkungen.

e Wenn wir statt der Positivitdt von A nur fordern, dass A nicht-negativ ist, so kann
es andere Eigenvektoren geben, die betragsméssig grofitmoglich sind: zum Beispiel
hat die Matrix

0 1
[t o)

e Ausserdem muss der maximale Eigenwert nicht die algebraische Vielfachheit 1
haben, kann auch 0 sein, und der entsprechende Eigenwert muss nicht positiv sein:

zum Beispiel hat
0 1
0 0

1
den einzigen Eigenwert 0 der Vielfachheit 2 mit zugehorigem Eigenvektor ( 0).

die Eigenwerte 1 und —1.

Was aber fiir den nicht-negativen Fall bleibt:

Satz 4.3.31 ((Perron-) Frobenius, nicht-negativer Fall). Falls A € R™" nicht-negativ
und irreduzibel, so gibt es einen positiven (reellen) betragsmdjig grifiten Eigenwert X mit
nicht-negativen Eigenvektor. Die Anzahl der betragsmdifig grofiten Figenwerte ist genau
die Periodizitdt von A.

Zu diesem Satz sind verschiedene Beweise bekannt, die allerdings iiber den Stoff der
Vorlesung hinausgehen. Einer der Beweise verwendet den Fixpunktsatz von Brouwer.
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