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Kapitel 1

Faszination magnetischer Fluide

Die in vielerlei Richtungen wirkende Faszination der magnetischen Fluide speist sich daraus, daf}
magnetische Fluide etwas verbinden, was sich auf den ersten Blick nur schwer verbinden 1&8t.
Die tégliche Erfahrung lehrt, dafl Fliissigkeiten ein bestimmtes Volumen, aber keine bestimm-
te Form haben, das heifit sie kénnen flieBen. Dem entgegengesetzt verbindet sich mit einem
Magneten die Vorstellung von einem Stiick Festkorper mit festem Volumen und fester Form,
der eine permanente Magnetisierung aufweist. Auf welche Art und Weise sollen diese beiden
gegensétzlichen Eigenschaften in einem Ganzen vereinigt werden? Dafl der Schein der Unvereinbar-
keit nicht génzlich triigt, zeigt sich daran, dafl es erst Mitte der 60er Jahre des letzten Jahrhunderts
gelang, eine Rezeptur zur Herstellung magnetischer Fluide zu entwickeln. Nachdem das Problem
ihrer Herstellung iiberwunden worden war, konnte die Untersuchung der vielfiltigen Eigenschaften
dieser Fliissigkeiten beginnen. Magnetische Fluide sind einerseits gewohnliche Fliissigkeiten wie
Wasser, Alkohol oder Glyzerin, das heifft ihnen kénnen Eigenschaften wie Viskositdt und Ober-
flichenspannung zugeordnet werden. Andererseits reagieren sie empfindlich auf das Einbringen in
ein Magnetfeld, indem sich eine Magnetisierung im Fluid herausbildet. Diese Magnetisierung geht
aber auf Null zuriick, sobald das Magnetfeld abgeschaltet wird. Auf Grund dieser Eigenschaft
handelt es sich bei magnetischen Fluiden um magnetisierbare Fliissigkeiten.

Abbildung 1.1: Ein Tropfen magnetischer Fliissigkeit auf einer Glasplatte mit sieben Dauermagne-
ten. (© Felice Frankel, 1997.
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Plaziert man einen Tropfen magnetischer Fliissigkeit auf eine Glasplatte in ein Magnetfeld, so
bestimmen drei konkurrierende Einfliisse seine Gestalt. Der Wettbewerb von Gravitation, Ober-
flichenspannung und Magnetfeld hélt nicht immer eine einfache Losung fiir die Form des Tropfens
bereit. Vielmehr ist die Losung dieses Konflikts ab einer bestimmten Magnetfeldstérke eine Form,
wie sie die Natur sonst nirgends hervorbringt. Die Asthetik der resultierenden Tropfengestalt ist
beispielhaft in dem Foto von Felice Frankel eingefangen (Abb. 1.1), das dem Buch “On the Surface
of Things: Images of the Extraordinary in Science” [1] entnommen wurde. In Bereichen hoher Ma-
gnetfelder bricht der Tropfen in mehrere Stachel auf, wéhrend in Regionen schwacher Magnetfelder
die Oberfliche glatt bleibt: die Tropfengestalt 148t die Lage der sieben Dauermagnete erahnen. Es
ist nicht nur die Faszination der Formen, die magnetische Fliissigkeiten so attraktiv machen. Es ist
auch ihre Eigenschaft, lichtundurchléssig zu sein, die einen Blick in das Innere der Fliissigkeit ver-
wehrt. Die Entschliisselung der Geheimnisse, die sich hinter dieser dunklen und undurchsichtigen
Oberflache verbergen, ist eine starke Triebkraft, sich mit einer solchen Fliissigkeit zu beschéftigen.

FEine der iiberraschenden Eigenschaften von magnetischen Fliissigkeiten ist, daf§ mittels eines
duBeren Magnetfeldgradienten die effektive Dichte der Fliissigkeit variiert und damit von auflen
eingestellt werden kann. In diesem Zusammenhang tauchten sehr schnell Ideen auf, diese Ei-
genschaft zur Separation von nichtmagnetischen Giftstoffen aus kontaminierten Béden oder zum
Sortieren mehrkomponentiger Gemische zu nutzen. Diesen Anwendungen stehen aber die hohen
Anschaffungskosten fiir magnetische Fluide entgegen. Obwohl die ersten Synthetisierungen mehr
als 35 Jahre zuriickliegen, gibt es praktisch nur eine Firma, die magnetische Fliissigkeiten in groien
Mengen herstellt '. Diese Monopolisierung zusammen mit einer effektiven Geheimhaltung zu den
Details der Herstellung sorgen fiir Preise zwischen 1.500 und 10.000 Euro pro Liter. Deshalb
werden Separatoren auf der Basis magnetischer Fluide lediglich zur Trennung von Gold- und Pla-
tinverbindungen aus aufgeschwemmten Erzboden verwendet [2].
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Abbildung 1.2: Anzahl der Publikationen zu magnetischen Fliissigkeiten in den Jahren 1968 bis
2001. Der Spitzenwert von 178 Artikeln im Jahre 1999 wurde durch das Erscheinen mehrerer
Konferenzbéande verursacht. Quelle: INSPEC-Datenbank.

Mit der Moglichkeit der Synthese von magnetischen Fluiden Mitte der 60er Jahre gab es die
ersten vom Blickpunkt der Musterbildung aus motivierten Analysen, die sich mit den unkon-
ventionellen und spektakuldren Phidnomenen dieser Substanz beschéiftigen. Allem voran ist die
Oberflécheninstabilitidt in Form von Stacheln zu nennen [3], die mittlerweile nach einem der Pio-
niere auf dem Gebiet der Physik magnetischer Fluide, Ronald E. Rosensweig, benannt worden
ist. AnschlieBend waren es hauptséichlich Ingenieure, die die Untersuchungen von magnetischen
Fliissigkeiten vorantrieben, um ihre Anwendungspotentiale auszuloten. Stimuliert von den faszi-

IDie Firma Ferrotec Corporation produziert circa 20 Tonnen magnetischer Fluide pro Jahr.
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nierenden Eigenschaften und den noch vielen ungelosten Fragen erlebt die physikalisch motivierte
Forschung zu magnetischen Fluiden seit Ende der 80er Jahre des letzten Jahrhunderts einen mar-
kanten Aufschwung, der sich in der deutlich gestiegenen Anzahl von Publikationen niederschlégt
(sieche Abb. 1.2).

Die hier vorgestellten Arbeiten behandeln Instabilitdten magnetischer Fliissigkeiten, die unter
der Einwirkung statischer Magnetfelder entstehen. Der Schwerpunkt wird von Arbeiten zum be-
kanntesten Beispiel der Musterbildung fiir magnetische Fliissigkeiten gebildet: der Instabilitét einer
freien horizontalen Oberfliche in einem vertikalen Magnetfeld, die oberhalb einer kritischen Mag-
netfeldstéiirke zur Ausbildung markanter Stacheln fithrt (Kapitel 4.1 bis 4.3). Der erste Aspekt
der Analysen ist die Charakterisierung des linear instabilsten Musters bei sprunghafter Magnetfel-
derhchung. Dieses Muster ist durch eine maximale Wachstumsrate ausgezeichnet und dominiert
deshalb das lineare Regime des Musterbildungsprozesses. Fiir die Wellenzahl des linear instabil-
sten Musters ergibt sich eine lineare Abhéngigkeit von der Stéirke des iiberkritischen Magnetfeldes
(Kapitel 4.1.2). Fiir die maximale Wachstumsrate und die zugehérige Wellenzahl werden Skalie-
rungsgesetze abgeleitet, die die Abhéingigkeit beider Gréfien vom Magnetfeld und der Viskositét
der magnetischen Fliissigkeit beschreiben (Kapitel 4.1.3). Als zweiter Aspekt wird der Zerfall des
linear instabilsten Musters bei sprunghafter Verringerung der Magnetfeldstirke analysiert. Aus
dieser Analyse lassen sich die Frequenz des oszillatorischen Zerfalls und die Propagationsgeschwin-
digkeit des zerfallenden Musters bestimmen. Beide Grofien zeigen bei Variation des unterkritischen
Magnetfeldes ein wurzelférmiges Verhalten (Kapitel 4.2). Der dritte Aspekt fithrt auf das Problem
der Definition eines adjungierten Operators fiir Instabilitéiten mit deformierten Grenzflichen (Ka-
pitel 4.3). Es werden die Griinde aufgezeigt, warum es bisher nicht méglich war, einen solchen
Operator zu definieren.

Wird das statische Magnetfeld horizontal zur Schicht orientiert, ist eine zusétzliche vertikale
Vibration notig, um eine Instabilitét der freien Oberfldche zu generieren (Kapitel 4.4). Fiir hohe
Vibrationsfrequenzen werden in Abhéngkeit von der Schichtdicke und der Magnetfeldstéirke Ober-
flichendeformationen beliebiger Orientierung beziiglich der Richtung des Magnetfeldes oder auch
rhombische Muster als Instabilitdt vorhergesagt.

Prapariert man die horizontale Fliissigkeitsschicht dagegen ohne freie Oberfliche, kann ein ra-
dialer Temperaturgradient in Zusammenspiel mit einem vertikalen statischen Magnetfeld eine ther-
momagnetische Instabilitét in Form von vertikalen Konvektionsrollen antreiben (Kapteil 5). Es
werden die Bedingungen bestimmt, unter denen vertikale Konvektionsrollen méglich sind und die
kritischen Magnetfeldstérken, jenseits derer Konvektion einsetzt.

Fiir die Analyse der verschiedenen Instabilitdten werden im nachfolgenden Kapitel 2 die ma-
gnetischen Fluide néher beschrieben und in Kapitel 3 Methoden zur theoretischen Beschreibung
der Musterbildung présentiert.
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Kapitel 2

Magnetische Fluide

In diesem Kapitel sollen die magnetischen Fluide mit ihren Eigenschaften, Besonderheiten und
Anwendungsmoglichkeiten vorgestellt werden. Sehr viel umfassendere Einfithrungen in die Physik
magnetischer Fluide sind in [4-6] zu finden.

2.1 Was sind magnetische Fluide?

Magnetische Fluide (MF) sind stabile kolloidale Suspensionen von ferro- oder ferrimagnetischen
Nanopartikeln in einer Tragerfliissigkeit. Die ferromagnetischen Partikel werden aus Eisen, Nickel
oder Kobalt gewonnen, wihrend als ferrimagnetische Materialien Magnetit (FesO4) oder Kobalt-
ferrit (CoFepQy) eingesetzt werden. Triigerfliissigkeiten fiir MF kénnen Wasser, Ole oder Kohlen-
wasserstoffe wie Hexan sein. Die Bezeichnung als kolloidale Suspension betont die Kleinheit der
dispergierten festen Bestandteile, die sich im Bereich von einigen Nanometern bewegt. Auf Grund
der Breite der Groflenverteilung miissen reale MF als polydispers angesehen werden mit typischen
Durchmessern d; fiir den ferromagnetischen Kern! zwischen 2 und 20 Nanometern [7]. Infolge des
Herstellungsprozesses haben die Nanopartikel keine einheitliche Gestalt, sondern realistisch ist ein
Gemisch von sphérischen, elliptischen und polygonalen Teilchen sowie Konglomeraten von diesen.

Um die Stabilitdt der magnetischen Fliissigkeit zu sichern, muf insbesondere eine Agglomera-
tion der einzelnen Nanopartikel verhindert werden. Dazu werden die Teilchen mit einer Schicht
aus Tensiden umbhiillt. Diese Hiille verhindert, daf} sich die Teilchen so nahe kommen, dafl die auf
kurzen Abstéinden sehr starken, attraktiven van-der-Waals-Kréfte (sieche Abschnitt 2.2.4) dominie-
ren. In Abb. 2.1 ist der Idealzustand in Form einer geschlossenen Schicht von Tensiden fiir ein
sphérisches Teilchen dargestellt. Aus Neutronen-Kleinwinkelstreuexperimenten wurde die Dicke
der Seifenschicht zu 2 bis 3 nm bestimmt [8].

Durch die Verwendung nanometergrofler Teilchen in den MF bestehen diese Partikel lediglich
aus einer einzigen Doméne bzw. einer Subdoméne. Die Teilchen besitzen deshalb ein festes ma-
gnetisches Moment m, dessen Betrag

lm| =m = Mg ¢Vy (2.1)

durch den Betrag der Sattigungsmagnetisierung Ms y und das Volumen V; des ferromagnetischen
Kerns gegeben ist. Bei Abwesenheit eines Magnetfeldes sind die Orientierungen der magnetischen
Momente der einzelnen Nanopartikel infolge ihrer thermischen Bewegung zufillig verteilt. Des-
halb ist das mittlere magnetische Moment im Fliissigkeitsvolumen V' gleich Null, < m >y = 0.
Bei Anwesenheit eines Magnetfeldes orientieren sich die magnetischen Momente der Nanopartikel
mehr oder minder parallel zum Feld. Der Einstellwinkel der Momente zur Feldrichtung héngt

1Im Folgenden wird immer vom ferromagnetischen Kern gesprochen, unabhiingig davon, ob die Nanopartikel
ferro- oder ferrimagnetischen Ursprungs sind.
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Abbildung 2.1: Schematische Darstellung eines vollstéindig ummantelten sphérischen magnetischen
Teilchens. Ry bezeichnet den Radius des ferromagnetischen Kerns, R; den des Teilchens einschlief3-
lich der Hiille und m das magnetische Moment des Teilchens.

vom Verhéltnis der magnetischen Feldenergie zur thermischen Energie ab. Da nun das mittlere
magnetische Moment im Volumen V gréfler Null ist, stellt sich eine makroskopische, von Null
verschiedene Magnetisierung in Feldrichtung ein.

Auf diesem Zusammenhang zwischen anwesendem Magnetfeld und korrespondierender Magneti-
sierung basiert die Bezeichnung von magnetischen Fluiden als magnetisierbaren Fliissigkeiten. Das
oben beschriebene Verhalten der magnetischen Momente in Ab- bzw. Anwesenheit eines Magnet-
feldes ist charakteristisch fiir paramagnetische Materialien. Vergleicht man die Suszeptibilitat x
(sieche Abschnitt 2.3.2) klassischer paramagnetischer Stoffe wie Mangan, Platin oder Aluminium
mit denen von magnetit- oder kobalt-basierten MF, so wird deutlich, dafl deren Suszeptibilitét
um 3 bis 5 Grofenordnungen hoher liegen (siche Tabelle 2.1). Auf Grund dieser Relation wird
das Verhalten der MF als superparamagnetisch bezeichnet. Die zur Herstellung der magnetischen
Fliissigkeiten anfangs verwendeten ferromagnetische Materialien haben die Bezeichnung Ferroflu-
ide begriindet. Da dieser Name beziiglich der physikalischen Eigenschaften aber irrefithrend ist,
soll in dieser Darstellung auf die Verwendung dieses Begriffes verzichtet werden.

Tabelle 2.1: Die Suszeptibilitdt x von jeweils drei para-, superpara- und ferromagnetischen Ma-
terialien. Alle mit der Bezeichnung EMG versehenen magnetischen Fluide sind auf der Basis von
Magnetit hergestellt.

X X X
Mangan 8.72-104 [9] EMG 901 3.0 [10] Nickel 110 — 600 [11]
Platin 2.61-104 [9] EMG 909 0.8 [10] Kobalt 70 — 250 [11]
Aluminium ~ 2.05- 10~ [9] Co-MF  23.5[12] Eisen 150 — 5000 [11]

Magnetischen Fliissigkeiten konnen als elektrisch nichtleitend betrachtet werden, da sowohl die
Festkorpermaterialien als auch die Tragerfliissigkeiten keine nennenswerten elektrischen Leitfahig-
keiten aufweisen. Dies unterscheidet sie grundsétzlich von den elektrisch leitfdhigen Metallschmel-
zen, die in der Magnetohydrodynamik untersucht werden. Um diese Abgrenzung deutlich zu ma-
chen, wurde von Rosensweig der Begriff Ferrohydrodynamik [4] bzw. von Miiller und Liu der Begriff
Ferrofluiddynamik [13] geprégt. Zusammenfassend 148t sich sagen, dafl magnetische Fliissigkeiten
viskose, elektrisch nichtleitende Fliissigkeiten sind, die sich unter der Einwirkung eines Magnetfel-

8
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des superparamagnetisch verhalten.

2.2 Stabilitdt magnetischer Fluide

In der Definition der MF wurde der stabile Charakter der Suspensionen hervorgehoben. Da es sich
bei einer Suspension um eine feine Verteilung eines unldslichen festen Stoffes in einer Fliissigkeit
handelt, ist eine stabile Suspension durch die Abwesenheit von Phasenseparation zwischen den
festen Bestandteilen und der Trégerfliissigkeit gekennzeichnet. Phasenseparation kann durch mag-
netische Feldgradienten, durch die Gravitationskraft sowie durch die Agglomeration der Teil-
chen infolge von van-der-Waals- und magnetischen Dipol-Dipol-Kréften verursacht werden. Zur
Abschétzung der Stabilitéitsbedingungen ist es ausreichend, die Relationen der relevanten Ener-
gien zu betrachten. Dies sind die thermische Energie

Eip ~ kT, (2.2)
die magnetische Energie
B ~ oM, fVy H | (2.3)
und die potentielle Energie
Eqy~dpVigh . (2.4)

Dabei bezeichnet kg = 1.38-10722 Nm K~! die Boltzmann-Konstante, T die Temperatur, po = 47 -
10~"Vs A~ m~! die Permeabilitit des Vakuums, H die Magnetfeldstirke, ¢ den Dichteunterschied
zur Trigerfliissigkeit, g = 9.81 ms~2 die Erdbeschleunigung und h die Fiillhohe der Fliissigkeit.

2.2.1 Stabilitidt gegen magnetische Feldgradienten

Der magnetische Feldgradient kann zum einen durch eine duflere Quelle erzeugt sein. Dann ist
E, ~ pwoHDMsg fVy diejenige Energie, die notig ist, um ein magnetisierbares Teilchen von einem
Punkt mit der Feldstdrke H zu einem Punkt auflerhalb des Feldes zu bewegen. Der Bewegung der
Teilchen in Richtung hoherer Felder wirkt die thermische Energie entgegen, die es dem Teilchen
erlaubt, das gesamte Fluidvolumen zu durchmessen. Stabilitéit gegen Segregation ist offensichtlich
dann gegeben, wenn

Ein ksT

S — 2.5
En, MOHMS,J‘"/J" - ( )

gilt. Bei einer Séttigungsmagnetisierung fiir Magnetit von Mg f = 4.8 - 10°Am ™" kénnen bei einer
Zimmertemperatur von T' = 293K Nanopartikel mit einem Durchmesser von dy < 8 nm einer
Felddifferenz bis zu 2.5 - 10*Am ™" widerstehen.

Zum anderen kann sich ein Feldgradient auch bei Anwesenheit eines konstanten Feldes einstellen,
wenn die eingebrachte MF eine freie Oberfliche aufweist. Oberhalb eines kritischen Magnetfeldes
tritt die Rosensweig-Instabilitéit (siehe Beginn des Kapitels 4) auf, deren sichtbarer Ausdruck die
Ausbildung von Stacheln ist. Anschaulich werden in diesen Stacheln die Feldlinien des Magnetfeldes
zusammengepre3t: je schmaler der Stachel, um so grofler die Kompression der Magnetfeldlinien.
Diese Vorstellung macht plausibel, daf} es eine Magnetfelddifferenz zwischen der Spitze des Stachels
mit Hpax und der Basis mit Hyy, gibt. Abbildung 2.2 zeigt die Magnetfeldvariation in einem 5
mm hohen Stachel fiir das magnetische Fluid EMG 909. Mit Hpax ~ 16.5kAm~" und Hpj, ~
11.0kA m™" ergibt sich ein kritischer Durchmesser von d; ~ 13 nm. Teilchen, die grofere rdumliche
Ausdehnungen haben, sind also nicht mehr gleichméfig in der Fliissigkeit verteilt. Es kommt
demnach, zumindest in Langzeitexperimenten mit kommerziellen MF, zu Entmischungsprozessen
bei der Rosensweig-Instabilitiit, was bereits experimentell beobachtet wurde [14].

9
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Abbildung 2.2: Magnetfeldvariation in einem 5 mm hohen Stachel fiir das magnetische Fluid EMG
909. Die Skala an der linken Seite gibt die Stirke des Magnetfeldes zwischen 16.5 kAm~! (rot)
und 8 kAm~! (blau) an. Der Pfeil in der rechten Skizze zeigt die Lage der Schnittebene, wobei
sich im Zentrum jedes Sechsecks die Spitze eines Stachels befindet. (Mit freundlicher Genehmigung
von Gunar Matthies [15]).

2.2.2 Stabilitidt gegen Sedimentation

Waéhrend die Gravitation die Teilchen in einem gefiillten Geféfi nach unten zieht, sorgt die ther-
mische Bewegung der Teilchen dafiir, daf§ diese in der Trégerfliissigkeit dispergiert bleiben. Ver-
gleicht man die potentielle Energie bei einer Fiillhéhe von h = 5 cm mit der magnetischen Energie,
E dpgh
—o . _OPIM a3, (2.6)
En, Ho HMsg f
so wird deutlich, daf§ die Segregationswirkung der Gravitation im Vergleich zu der einer magneti-
schen Felddifferenz sehr klein ist.

2.2.3 Stabilitidt gegen magnetische Agglomeration

Da jedes Nanoteilchen ein permanentes magnetisches Dipolmoment m mit dem dazugehorigen
Dipolfeld hat, resultieren daraus Dipol-Dipol-Wechselwirkungen mit benachbarten Teilchen. Be-
finden sich zwei Dipolmomente m; = my = m auf einer Verbindungslinie und zeigen in dieselbe
Richtung, ergibt sich eine anziehende Wechselwirkungsenergie von

2.7)

TM?2 .d3
Epp = —m;B(my) = —m Ko [erﬁr m2] __ Moms sy

Y |5 8 T2(1+s/dg)3

wobei s der Abstand zwischen den beiden ferromagnetischen Kernen ist (siehe Abb. 2.3). Auf
Grund dieser anziehenden Wechselwirkungsenergie konnen die beiden Teilchen nach einer Kollision
aneinander haften bleiben. Um dies zu verhindern, muf} die thermische Energie griéfer sein als die
Wechselwirkungsenergie im Falle des Kontaktes, s = 0, also

By 144kgT
2| Epp| MoﬂMg,fd?_ '

(2.8)

Daraus ergibt sich ein kritischer Durchmesser von dy < 9 nm, damit die Teilchen nicht der magne-
tischen Agglomeration unterliegen.

10



2.2 Stabilitdt magnetischer Fluide 11

Abbildung 2.3: Zwei ummantelte ferromagnetische Teilchen mit dem gleichen magnetischen Dipol-
moment m und den relevanten Léngen: der Distanz s zwischen den Kernen, dem Kerndurchmesser
dy und der Lénge 6 des Tensids.

2.2.4 Stabilitidt gegen van-der-Waals-Kriifte

Die Wirkung attraktiver van-der-Waals-Kréfte ist nicht spezifisch fiir MF, sondern sie tritt zwi-
schen allen elektrisch neutralen Molekiilen auf. Diese attraktiven intermolekularen Kréfte haben
ihren Ursprung in fluktuierenden elektrischen Dipol-Dipol-Kriften, die durch immer vorhandene
Variationen der Elektronendichte in den Molekiilen hervorgerufen werden. Unter der Annahme
sphérischer Teilchen gleichen Durchmessers erhielt Hamaker [16] folgenden Ausdruck fiir diese
attraktive Wechselwirkung

Al 2 2 12+ 41

6 li’+41+(1+2)2thl (1+2)2] " (2:9)
wobei | = 2s/dy und A die Hamaker-Konstante ist. Thr Wert fiir Magnetit in Kohlenwasserstoffen
wird von Rosensweig mit A = 10719 Nm (Schwankungen um den Faktor 3 sind méglich) angegeben
[4]. Die Grofle dieser attraktiven Wechselwirkung nimmt mit abnehmendem Abstand zu und
divergiert fiir s — 0.

Um die attraktiven van-der-Waals- und magnetischen Dipol-Dipol-Kréfte zu kompensieren, wird
die Methode der sterischen Stabilisation angewandt. Dazu werden langkettige Tenside mit einem
funktionellen Kopf, zum Beispiel Oleinsdure oder Polychloropren, in die Tragerfliissigkeit gegeben.
Die funktionelle Gruppe ist fiir die Bindung des Tensids auf der Oberfliche des ferromagneti-
schen Kerns verantwortlich, wéhrend der langkettige Rest die Losbarkeit in der Tragerfliissigkeit
sichert. Die Idee, dafl sich aus der Verwendung von langkettigen Tensiden eine abstoflende Kraft
bei Annéherung der Kerne ergibt, 148t sich wie folgt skizzieren. Sind die Kerne relativ nahe zuein-
ander (siehe Abb. 2.3), dann verringert sich das den Tensiden zur Verfiigung stehende Volumen,
0V /0s > 0. Die korrespondierende Kraft zwischen den Teilchen ist
v, 210
abstoflend, wobei dU = —pdV benutzt wurde, und eg der Einheitsvektor beziiglich s ist. Dieser
Mechanismus wird auch als entropische Abstoflung bezeichnet.

Fiir den Fall der MF haben Rosensweig et al. [17] die aus der sterischen Abstofung resultierende
Wechselwirkungsenergie fiir sphérische Teilchen gleichen Durchmessers zu

EvdW = -

F, = —gradU = —8—Ugrads =
0s

d2kgTC
B — 2 Im  141/2  n (2.11)
0 s> 26

11



12 Magnetische Fluide

berechnet. Die Oberflichenkonzentration der Tenside wird mit C bezeichnet und I, = 2§/dy gibt
das Verhéltnis der zweifachen Tensidlénge zum Durchmesser des ferromagnetischen Kerns an (siehe
Abb. 2.3).

Am Beispiel eines Magnetitnanopartikels mit einem Kerndurchmesser von 8 nm ist deutlich zu
erkennen, daf} die sterische Abstofung bei einem Tensid der (unrealistischen) Linge von 0.5 nm zu
gering ist, um die van-der-Waals- und die magnetische Attraktion tiberzukompensieren, Fis < 0
[rote Kurve in Abb. 2.4(a)]. Dagegen erzeugt ein Tensid mit der Lénge von 2 nm eine Barriere,
Eies > 0 fir 0.2nm < s < 3.2nm [rote Kurve in Abb. 2.4(b)]. Der minimal mégliche Abstand
zweier Nanopartikel kann zu 3 nm abgeschétzt werden.

12 T T T T 40

@ (b)

1 2 3

|

Energie (k;T)

Energien (k;T)

-6 I . -20 |-

-12 . . . . —40
0 1 2 3 4 5 0

Teilchenabstand s (nm) Teilchenabstand s (nm)

Abbildung 2.4: Wechselwirkungsenergien fiir Léngen des Tensids von § = 0.5 nm (a) bzw. 2 nm (b)
in Abhéngigkeit vom Teilchenabstand s bei Zimmertemperatur. Aufgetragen sind die Beitréige der
magnetischen Attraktion (2.7) (blau), der van-der-Waals-Attraktion (2.9) (schwarz), der sterischen
AbstoBung (2.11) (griin) und der resultierenden Energie (rot). Die Barriere von bis zu 18 kgT fiir
Abstéinde 0.2nm < s < 3.2nm in (b) verhindert die Agglomeration der Nanopartikel. Die zur
Berechnung verwendeten Werte sind: Mg f = 4.8-10°Am ™", d; =8 nm, A = 10~'? Nm, T = 293
K und C = 108 m—2.

2.3 Physikalische Eigenschaften magnetischer Fluide

Einerseits handelt es sich bei magnetischen Fluiden um gewdhnliche viskose Fliissigkeiten. Ande-
rerseits verhalten sie sich superparamagnetisch, das heifit bei Anlegen eines dufleren Feldes baut
sich eine Magnetisierung auf. Die Frage, wie sich diese Magnetisierung verhélt, wenn das duflere
magnetische Feld seine Richtung &ndert, fithrt auf das Problem der magnetischen Relaxation.

2.3.1 Magnetische Relaxation

Es gibt zwei prinzipielle M6glichkeiten fiir den Prozef, der geédnderten Richtung des Magnetfeldes
zu folgen. Zum einen kann das Teilchen als Ganzes dem Magnetfeld nachfolgen [Abb. 2.5(a)].
Diese Eigenschaft wird als “magnetisch hart” bezeichnet. Zum anderen kann nur das magnetische
Moment m innerhalb des Teilchens dem Magnetfeld nachfolgen [Abb. 2.5(b)]. Ein solches Verhalten
wird als “magnetisch weich” bezeichnet.

Der erstgenannte Relaxationsprozefl ist durch die Brownsche Relaxationszeit [18]

_ 3Vsno

™= (2.12)

12



2.3 Physikalische Eigenschaften magnetischer Fluide 13

m@j l8> b @(THC@

Abbildung 2.5: (a) Das Teilchen folgt als Ganzes der geéinderten Richtung von H. (b) Nur das
magnetische Moment m innerhalb des Teilchens folgt der geéinderten Richtung von H.

charakterisiert, wobei die dynamische Viskositédt der Tragerfliissigkeit mit 7y bezeichnet ist. Zur
Bestimmung der charakteristischen Zeit fiir den zweitgenannten Relaxationsprozefl muf3 in Erinne-
rung gerufen werden, dafl das ferromagnetische Material zu einer gewissen Kristallklasse gehort. So
ordnen sich die Eisenatome bei Zimmertemperatur in kubisch raumzentrierter Form an, wéhrend
Nickel in kubisch-flachenzentrierter Form vorliegt. Innerhalb dieser Kristallstrukturen gibt es be-
vorzugte Richtungen fiir die Ausrichtung der Magnetisierung. Das magnetische Dipolmoment m
einer Doméne tendiert dazu, sich parallel zu einer der bevorzugten Richtungen zu orientieren.
Versucht m der geéinderten Richtung des Magnetfeldes zu folgen, “iiberstreicht” es dabei nicht
bevorzugte Magnetisierungsrichtungen. Dieses “Uberstreichen” ist durch das Uberwinden einer
Energiebarriere moglich, die durch die Anisotropiekonstante des Materials K charakterisiert ist,
Epar = KVy. Diese Energiebarriere mufl mit der thermischen Energie verglichen werden. Nach
Néel [19,20] induziert die thermische Energie im Falle KVy < kpT Fluktuationen der Magnetisie-
rung innerhalb des Teilchens mit der charakteristischen Zeit

7~ = 70(T) exp <—> . (2.13)

Dabei ist 7y ein materialabhiingiger Faktor, der wie v/T wiichst [19] und sich um eine GréBenord-
nung zwischen 7' = 2 K und 7" = 200 K &ndert [21]. Fiir die Beschreibung aller in den MF auftre-
tenden Phénomene ist es entscheidend, die Relation zwischen den beiden Relaxationszeiten (2.12,
2.13) und den anderen charakteristischen Zeiten t.pq, (2. B. fiir Diffusions- oder Konvektionspro-
zesse) zu bestimmen. Unter der Voraussetzung, daf die effektive magnetische Relaxationszeit

1 1 1

-2 (2.14)
Teff TB N

deutlich kleiner ist als t.pq:, liegt in der magnetischen Fliissigkeit immer Gleichgewichtsmagnetisie-
rung vor. Das heif}t, zu jedem Zeitpunkt und an jedem Ort sind Magnetisierung und magnetisches
Feld im Fluid parallel zueinander, also M(r,¢) || H(r,¢). Diese Annahme ist fiir die hier vor-
gestellten Musterphdnomene immer erfiillt, denn die effektive magnetische Relaxationszeit liegt
typischerweise bei Tog ~ 1074 s [22], was mehrere Groenordnungen kleiner ist als die typische Zeit
fiir Konvektionsstromungen.

2.3.2 Magnetisierung

Bei Vorliegen der Gleichgewichtsmagnetisierung sind die Einheitsvektoren von Magnetfeld und
Magnetisierung parallel,
H M
= = == 2.15
eH = em 7= 70 (2.15)
Dabei bezeichnet M den Betrag der Magnetisierung, die im Allgemeinen eine Funktion der Tempe-
ratur und des angelegten Magnetfeldes ist, M = M (H,T), wobei hohere Magnetfelder (Temperatu-

ren) eine hohere (niedrigere) Magnetisierung verursachen. Ein Umschreiben von Gleichung (2.15)
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14 Magnetische Fluide

ergibt dann die Definition der Suszeptibilitat x

M(H,T)
H

] H=yH = x(H) = % . (2.16)

M = [
Unter der Annahme kugelférmiger Teilchen gleichen Durchmessers und vernachléssigbarer Teil-
chen-Teilchen-Wechselwirkung wird die Abhéngigkeit der Magnetisierung von Temperatur und
Magnetfeld durch die Langevin-Funktion L(&) beschrieben [4]

1
M(H,T)= MgL(§) = Mg (coth§ — E) (2.17)
mit dem Langevin-Parameter
uomH
= 2.18
£= L (2.18)

und der Sattigungsmagnetisierung Mg. Der Volumenanteil der ferromagnetischen Teilchen in der
Fliissigkeit wird mit ¢ bezeichnet, wiahrend die Teilchenzahldichte n bezogen auf das Volumen der
kolloidalen Suspension durch

¢

(2.19)

gegeben ist. Die Sattigungsmagnetisierung der MF 148t sich dann aus der Teilchenzahldichte und
dem magnetischen Moment des ferromagnetischen Kerns (2.1) bestimmen,

MS =nm = ¢MS,f . (220)

30

T
— ° Xd
£
< 7777777
< 20 | @ B
= ! =
2 | 2
: : B
2 | g
T 10 X
8 |
= |
|
% 100 200 300 400 0 100 200 300 400
Magnetfeld H (kA/m) Magnetfeld H (KA/m)

Abbildung 2.6: (a) Die Magnetisierung M wiichst linear fiir kleine Magnetfelder an und erreicht
fir grofle H den Séttigungswert Mg. Die Relation der Suszeptibilitdten x und xq zur Magnetisie-
rungskurve M (H) ist fiir H = 100 kA m~! angegeben. Die Abhiingigkeit beider Suszeptibilititen
von der Magnetfeldstirke wird in (b) gezeigt. Fiir H — 0 stimmen y und x4 mit der Anfangssus-
zeptibilitit x; (2.22) iiberein. Die zur Berechnung verwendeten Werte sind: Mg ; = 4.8-10°Am ™!,
df =8nm, T =293 K und ¢ = 0.06.

Trégt man die Magnetisierung der MF iiber der angelegten Feldstéirke auf [sieche Abb. 2.6(a)],
erkennt man, daf§ die Definition der Suszeptibilitit y in (2.16) als Quotient von Magnetisierung

14



2.4 Herstellung und Anwendung magnetischer Fluide 15

und Feldstéirke nur im linearen Bereich die Abhiingigkeit M (H) korrekt wiedergibt. Aus diesem
Grund wird eine differentielle Suszeptibilitit

OM(H,T) T)> (2.21)
T

) = (20

eingefiihrt, die, wenn fiir alle H bekannt, in dquivalenter Art und Weise wie die Magnetisierungs-
kurve die MF charakterisiert. Fiir H — 0 stimmen x4 und x iiberein [siehe Abb. 2.6(b)] und
nehmen den Wert der Anfangssuszeptibilitit y; an. Aufler an dieser Stelle wird auf die Verwen-
dung der verschiedenen Suszeptibilitdten verzichtet, und alle angegebenen Werte beziehen sich auf
die Anfangssuszeptibilitéit. Dazu entwickelt man die Langevin-Funktion fiir £ < 1, das heifit fiir
H < kpT/(pom) und erhélt aus dieser Entwicklung eine lineare Beziehung zwischen der Mag-
netisierung und dem Magnetfeld. Mittels Gleichung (2.16) ergibt sich das Curie-Gesetz fiir die
Abhéngigkeit der Anfangssuszeptibilitéit von der Temperatur,

~ ponm? 1
- 3kp T

Xi (2.22)

2.4 Herstellung und Anwendung magnetischer Fluide

Fiir die Herstellung langzeitstabiler MF ist es wichtig, die richtige Kombination aus der Grofie des
ferromagnetischen Kerns, den Tensiden und der Trégerfliissigkeit zu wahlen. Erst Mitte der 60er
Jahre fand man die geeignete Rezeptur, bei der das Festkorpermaterial in Kugelmiihlen zerkleinert
wurde. Der Rezeptcharakter der Herstellung soll durch folgendes Zitat aus [17] illustriert werden:
“The procedure is to fill a mill jar about half full with the steel balls, add kerosene to slightly more
than cover the balls, add the ferrite and surfactant, and mill for such a period as required. About
one week of grinding is required to produce a fluid noticeably responsive to the field of a small
permanent magnet while three weeks or more is required to completely reduce the ferrite to the
colloidal state.”

Dieser klassische Weg ist heute durch die kolloidchemische Synthetisierung der MF abgelost.
Dabei werden die Nanopartikel bei Anwesenheit des Losungsmittels und des Tensids durch eine
Féllungsreaktion hergestellt. Fiir Magnetitnanoteilchen ist dies die Reaktion von Natriumhydroxid
und Eisen(ILIIT)-chlorid zu Magnetit, Natriumchlorid und Wasser?:

8 NaOH + FeCly + 2FeCls; —  FesO4 + 8 NaCl+ 4H50 .

Die Schwierigkeit bei kolloidchemischen Verfahren besteht darin, wiahrend der Fallungsreaktion die
Tenside an die Oberflache des ferromagnetischen Kerns anzubinden. Diese Anbindung soll dann
auch noch bei einer definierten Grofle des Magnetitteilchens geschehen, denn mit zunehmender
Bedeckung verlangsamt sich die Reaktion und das Wachstum der Kristalle kommt zum Erliegen.
Diese Schwierigkeiten sind zum einen der Grund, warum die Details der Herstellung Betriebsge-
heimnisse sind, und zum anderen warum in kommerziellen MF eine breite Groflenverteilung der
Teilchen zu finden ist.

Die mengenmifig bedeutendsten Anwendungen magnetischer Fluide sind der Einsatz in vaku-
umdichten Drehdurchfithrungen und in hochwertigen Lautsprechern. Zwischen der beweglichen
Tonspule an der Membran und dem Weicheisenkern bzw. dem Weicheisenjoch besteht ein en-
ger Luftspalt mit einem starken Magnetfeld. Bringt man in diesen Luftspalt eine MF [siehe
Abb. 2.7(a)], so wird die magnetische Eigenschaft des Kiihlmittels genutzt, um es an der Stel-
le zu fixieren, an der die Warme abgeleitet werden soll. Da die Wérmeleitfihigkeit der MF circa
4.5 mal grofer ist als die von Luft, 148t sich die thermische Belastung eines Lautsprechers deutlich
steigern [23]. Gleichzeitig wird die magnetische Fliissigkeit genutzt, um unerwiinschte Taumelbe-
wegungen der Tonspule zu ddmpfen.

?Die stochiometrischen Angaben fiir die Natriumverbindungen in [4] sind nicht korrekt.
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16 Magnetische Fluide
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Abbildung 2.7: Schematische Darstellung eines Lautsprechers (a) und einer Dichtung (b), in denen
magnetische Fliissigkeiten zum Einsatz kommen [24].

Die zweite sehr wichtige Anwendung ist der Einsatz von MF bei der Konstruktion von vakuum-
dichten Drehdurchfiihrungen, in denen eine sich drehende Welle gegeniiber einer Druckdifferenz
abgedichtet wird. Die Dichtung ist mit ein oder mehrere Permanentmagneten versehen, die die in
den Spalt zwischen Polschuh und rotierender Welle eingebrachte MF fixieren [siche Abb. 2.7(b)].
Auf diese Weise kénnen Druckdifferenzen bis zu 6-10° Pa bei Drehzahlen bis zu 30.000 U/min
reibungsarm abgedichtet werden [24]. Durch die sehr geringen Verdampfungsrate erfiillen MF die
Bedingung einer langlebigen Emissionsfreiheit. Deshalb befinden sich MF zum Beispiel in den
Dichtungen von Festplatten heutiger Rechner. Der Vorteil von magnetischen Fluiden, als Dich-
tungsmittel keinerlei Partikel zu generieren, macht ihren Einsatz in der Halbleiterindustrie weit
verbreitet, da dort Druckdifferenzen unter Reinstbedingungen abgedichtet werden miissen. Ein
sehr umfassender Einblick in die Einsatzmoglichkeiten magnetischer Fluide in Dichtungen, als
Déampfer, in Separatoren oder als Zusatz in Poliermaterialien wird in [25] gegeben.

Die Eigenschaft, magnetische Fluide mittels eines Magnetfeldes lokal fixieren zu kénnen, findet
auch im medizinischen Bereich Anwendung. Dazu werden die MF zum Beispiel als Trégerstoff fiir
Chemotherapeutika genutzt und mit Hilfe eines Magneten an Orte oberflichennaher Karzinome
gebracht. In Laborversuchen konnte gezeigt werden, dafl auf diese Weise beim Einsatz von we-
niger Chemotherapeutikum die Tumore sich in kiirzerer Zeit zuriickbilden und dementsprechend
die Intensitiit der Nebenwirkungen ebenfalls zuriickging [26]. Eine aktuelle Ubersicht zu den Ein-
satzmoglichkeiten und Ergebnissen magnetischer Botenstoffe im medizinischen Bereich findet man
in [27].
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Kapitel 3

Musterbildung und ihre
theoretische Beschreibung

Musterbildende Systeme sind Bestandteil unserer téglichen Erfahrung: zum Beispiel in der Form
von Kolonien bildenden Bakterien, von Schneekristallen und von Wolkenformationen in der Erdat-
mosphiire (Abb. 3.1). Eine mogliche Definition des Begriffs Muster muf} bei einer derartigen Vielfalt
natiirlich vage bleiben. Philip Ball, Redakteur der Zeitschrift Nature, erklért in seinem Buch “The
self-made tapestry” Muster als reguliire, sich wiederholende Anordnung von einheitlichen Elemen-
ten, wobei fiir den Grad der Identitdt der Elemente sowie die Regularitét ihrer Anordnung eine
gewisse Varianz erlaubt ist [28].

Die Existenz von Mustern fiir Systeme im thermodynamischen Gleichgewicht ist bereits sehr
lange bekannt. Beispielsweise befafite sich schon 1610 der Astronom Johannes Kepler eingehender
mit der Gestalt von Schneekristallen [29]. Aber erst im Verlauf des letzten Jahrhunderts wurde die
Erkenntnis gewonnen, dafl auch Systeme, die durch einen dufleren Zwang fern vom thermodynami-
schen Gleichgewicht gehalten werden, zeitliche und raumliche Muster ausbilden kénnen. Klassische
hydrodynamische Instabilitdten wie im Rayleigh-Bénard-System oder chemische Oszillationen wie
in der Belousov-Zhabotinsky-Reaktion trugen mafigeblich zu dieser Erkenntnis bei. Ein erstes
Merkmal dieser musterbildenden Systeme ist, daf} es sich um dissipative Systeme handelt, die in
Energieaustausch mit ihrer Umgebung stehen, um sie vom Gleichgewicht wegzutreiben. Ein zweites
Grundelement ist die Existenz eines Instabilitdtspunktes, bei dem der Musterbildungsprozefl ein-
setzt. Dieser Punkt ist typischerweise dadurch bestimmt, dafl dort erstmals die vom Gleichgewicht
wegtreibenden Mechanismen (destabilisierend genannt) stéirker sind als die zum Gleichgewicht hin-
treibenden Mechanismen (stabilisierend genannt). Bei einer solchen Relation wachsen anfiinglich
kleine Abweichungen vom Gleichgewicht an, der Musterbildungsprozel kommt in Gang. Als drittes
Element ist der nichtlineare Charakter des Systems anzufiihren. Dieser sorgt dafiir, dafl im Verlauf
des Musterbildungsprozesses eines der moglichen Muster ausgewéhlt wird.

Musterbildende Systeme werden typischerweise durch nichtlineare partielle Differentialglei-
chungen beschrieben, fiir die es im allgemeinen nicht méglich ist, nichttriviale analytische Lésungen
anzugeben. Um dennoch Aussagen iiber den Einsatzpunkt, die Auswahl und die Stabilitéit der Mu-
ster machen zu konnen, werden zwei sich ergédnzende Methoden angewandt. Wahrend die Methode
der linearen Stabilitéitsanalyse den Einsatzpunkt der Musterbildung, das heif3t die Instabilitéat des
Grundzustandes bestimmt, fithrt die Methode der Mehrskalenanalyse auf eine Gleichung fiir die
Amplituden der Muster. Mit dieser Amplitudengleichung wird die Auswahl und die Stabilitdt der
verschiedenen Muster untersucht. Beide Methoden sollen nachfolgend skizziert werden (Ein um-
fassender Uberblick iiber Musterbildung und ihre theoretische Beschreibung wird in [30] gegeben.).
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18 Musterbildung und ihre theoretische Beschreibung

Abbildung 3.1: Beispiele fiir komplexe Muster bei Bakterien (links oben), Schneekristallen (rechts
oben) und in der Erdatmosphére (unten). Mit freundlicher Genehmigung von Eshel Ben-Jacob,
Yoshinori Furukawa und LPI/NASA.
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3.1 Lineare Stabilititsanalyse 19

3.1 Lineare Stabilitdtsanalyse

Das System der nichtlinearen partiellen Differentialgleichungen 148t sich formal in der Form
Uj,...; R (3.1)

schreiben. Die Komponenten des Zustandsvektors U enthalten die Variablen des Systems, wie
zum Beispiel die Geschwindigkeitskomponenten, die Temperatur oder das skalare magnetische

Potential. G ist ein nichtlinearer Operator in U und dessen Ableitungen. Der dimensionslose
Kontrollparameter R enthélt die von auflen beeinfluflbaren Groéfien, zum Beispiel die Tempera-
turdifferenz oder das Magnetfeld, und ist somit ein Maf fiir die Stédrke, mit der das System vom
Gleichgewicht weggetrieben wird. Vervollstédndigt wird die Beschreibung des Systems durch einen
Satz von Randbedingungen, die durch die Wahl der Geometrie und die physikalischen Eigen-
schaften des Systems bestimmt werden. Gleichung (3.1) besitzt hiufig eine zeitunabhiingige und
riumlich homogene Losung Ug, die den Grundzustand charakterisiert. Betrachtet man kleine

Abweichungen von diesem Gleichgewichtszustand, U(r,t) = Ug + U(r, t), so ergibt sich nach Ein-
setzen in Gleichung (3.1)

U (r,t) = L(R)U + N(U;R) , (3.2)

wobei L ein linearer Operator ist, und N die nichtlinearen Beitrége aus (3.1) enthdlt. Will man
die Stabilitdt des Grundzustandes bestimmen, ist es ausreichend, sind auf den linearen Teil von
Gleichung (3.2) zu beschridnken. Aus diesem Grund werden die nachfolgenden Schritte unter dem
Begriff lineare Stabilitdtsanalyse zusammengefaflt.

Um Aussagen iiber die Stabilitdt des Grundzustandes treffen zu kénnen, mufl seine Stabi-
litat gegeniiber jeder moglichen Stérung getestet werden. Diese beliebigen Stérungen kénnen als
Uberlagerung bestimmter Grund- oder Normalmoden aufgefaBt werden, so daf es ausreichend
ist, die Stabilitdt beziiglich dieser Grundmoden zu testen. Der Test kann separat fiir jede ein-
zelne Normalmode vorgenommen werden, da lineare Gleichungen betrachtet werden, und deshalb
verschiedene Grundmoden nicht miteinander wechselwirken. Fiir die hier interessierenden Pro-
bleme wird ein in der (z,y)-Ebene unendlich ausgedehntes System betrachtet, dessen vertikale
Ausdehnung aber endlich sei. Fiir eine solche Geometrie wird zur Losung des linearen Teils der
Gleichung (3.2) ein Normalmodenansatz in der Form

Ulz,y, z,t) = U(z)e" ! (3.3)

verwendet. Mit r = (x,y) wird der ebene Ortsvektor bezeichnet, und q = (¢, ¢,) ist der Wel-
lenvektor, dessen Absolutbetrag die Wellenzahl ¢ angibt, ¢ = |q|. Der Normalmodenansatz (3.3)
beschreibt eine rdumlich periodische Stérung des Grundzustandes mit der Wellenzahl q. Diese
Wellenzahl und die zugehérige Wachstumsrate p(q) sind diejenigen Grofien, in denen sich die ver-
schiedenen Grundmoden voneinander unterscheiden.

Wie sich die Storungen lj(:c, Yy, 2, t) zeitlich entwickeln, héngt vom Vorzeichen des Realteils von
p € C ab. Bei einem positiven Realteil, o = R(p) > 0, wachsen die Stérungen exponentiell in
der Zeit an, der Grundzustand wird instabil. Bei einem negativen Realteil klingen die Stérungen
exponentiell ab, der Grundzustand bleibt stabil. Die Stérungen kénnen nicht nur rein exponentiell
wachsen oder abklingen, sondern dabei auch oszillatorisches Verhalten zeigen. Der Betrag des
Imaginérteils von p, w = |$(p)|, gibt die Kreisfrequenz moglicher Oszillationen der Stérungen an.
Auf Grund dieser Zusammenhénge wird p als Wachstumsrate bezeichnet, was bei dem gewihlten
Ansatz (3.3) streng genommen nur fiir den Realteil o zutrifft.

Nach dem Einsetzen des Normalmodenansatzes (3.3) in den linearen Teil von (3.2) ergibt sich ein
Differentialgleichungssystem fiir die noch unbekannten Funktionen in U(z). Um die nichttriviale
Losung fiir dieses Differentialgleichungssystem eindeutig zu bestimmen, werden die Randbedin-
gungen benutzt. Bei der gewéhlten Geometrie sind dies Bedingungen fiir den Wert der Variablen
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20 Musterbildung und ihre theoretische Beschreibung

an den Réndern in z-Richtung bzw. fiir z — £oo. Im Ergebnis fiithrt die Erfiilllung der Randbe-
dingungen zur Dispersionsrelation

Flp(g),¢; R =0, (3.4)

die hiufig nur implizit angegeben werden kann. Thre (numerische) Losung liefert die Abhéingigkeit
der Wachstumsrate jeder einzelnen Normalmode von der Wellenzahl bei gegebenem Kontrollpara-
meter.

Im Raum, der von ¢ und R aufgespannt wird, ist derjenige Kontrollparameter R, ausgezeichnet,
bei dem zum ersten Mal eine Wellenzahl mit verschwindender Wachstumsrate existiert,
0(qe, Re) = 0 [schwarze Kurve in Abb. 3.2(a)]. Die Normalmode mit dieser Wellenzahl ¢. heift
kritische Mode und wird als marginal stabil bezeichnet. Man sagt, die Instabilitat setzt bei R = R,
mit einer Wellenzahl ¢, ein. Fiir alle Kontrollparameter R < R, ist der Grundzustand stabil, da al-
le Stérungen wegen o(q) < 0 fiir alle ¢ zerfallen [blaue Kurve in Abb. 3.2(a)]. Fiir R > R, existiert
ein Band von Moden ¢; < ¢ < ¢, gegen die der Grundzustand instabil wird, da fiir Moden aus
diesem Band o(q) > 0 zutrifft [rote Kurve in Abb. 3.2(a)]. Fiir R > R, lassen sich Wellenzahlen
qi und ¢, finden, die o(q;) = o(g,) = 0 erfiillen. Die Wertepaare (R, q), fiir die gerade o(q, R) =0
gilt, bilden die sogenannte neutrale Kurve, die in Abb. 3.2(b) dargestellt ist.
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Abbildung 3.2: (a) Schematische Darstellung der Abhiingigkeit der Wachstumsrate o von der
Wellenzahl ¢ und dem Kontrollparameter R (alle Gréfien in dimensionslosen Einheiten). Die
Instabilitéit setzt bei einem kritischen R, mit der kritischen Wellenzahl ¢. ein (schwarze Kurve).
Die Wellenzahl ¢,,, markiert die Wellenzahl maximalen Wachstums fiir R > R, (rote Kurve). Fiir
R < R, (blaue Kurve) ist der Grundzustand stabil. (b) Die neutrale Kurve (durchgezogene Linie),
die durch o(q, R) = 0 gegeben ist, trennt das Gebiet instabiler Moden mit ¢ > 0 von den stabilen
Moden mit ¢ < 0. Das Band der instabilen Moden wird durch ¢;(R) und ¢, (R) begrenzt.

Die Wellenzahl ¢,,, fiir die o(q) bei festem R maximal wird, heifit linear instabilste Mode. Da
sie am schnellsten wéchst im Vergleich zu allen anderen Moden aus dem instabilen Band, sollte
diese Mode im linearen Regime des Musterbildungsprozesses dominieren. Die detaillierte Analyse
dieses Problems fiir die Rosensweig-Instabilitdt widmet sich Kapitel 4.1. Experimentell kann diese
Mode beobachtet werden, wenn der Kontrollparameter sprunghaft auf einen iiberkritischen Wert
erhoht werden kann. Diese Moglichkeit ist fiir die Rosensweig-Instabilitéit gegeben, da sich das
Magnetfeld sehr schnell (in einem Zeitintervall von einigen Millisekunden) erhohen ldsst. Auf
die entsprechenden Experimente und den Vergleich der Messungen mit den eigenen theoretischen
Ergebnissen wird in Abschnitt 4.1.2 eingegangen. In unmittelbarem Zusammenhang zur linear
instabilsten Mode ¢,, steht die zugehorige maximale Wachstumsrate. Deren Skalierungsverhalten
in Abhéngigkeit von den &ufleren Parametern und den Fluideigenschaften wird in Abschnitt 4.1.3
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3.2 Amplitudengleichung 21

dargestellt.

Mit dem sprunghaften Erhéhen des Kontrollparameters auf einen {iberkritischen Wert wird das
Anwachsen eines Musters mit ¢, ausgelost. Aber auch die anschlieBende Umkehrung fithrt auf
interessante physikalische Ergebnisse. Bei der plotzlichen Verringerung des Kontrollparameters
zerféllt das durch g, charakterisierte Muster. Die dabei auftretende Oszillation und Propagation
des Musters wird in Abschnitt 4.2 behandelt.

Aus der linearen Stabilitéitsanalyse kann man den Einsatzpunkt R, der Instabilitit und die Wel-
lenzahl g. an diesem Punkt bestimmen. Diese Methode sagt auflerdem die linear instabilste Mode
¢m im superkritischen Bereich R > R, voraus. Die lineare Stabilitdtsanalyse macht keine Aussagen
dariiber, welches Muster sich in diesem Bereich etablieren wird. Dafiir ist es notwendig, die nicht-
lineare Wechselwirkung der instabilen Moden heranzuziehen, was erst mit Amplitudengleichungen
moglich ist.

3.2 Amplitudengleichung

Amplitudengleichungen werden durch eine Mehrskalenanalyse um den kritischen Punkt (R, q.)
herum gewonnen. Durch die Entwicklung in der Nihe von (R, q.) werden die vielen stabilen
Moden “ausgeblendet”, und nur die schwach wachsenden instabilen Moden einbezogen. Durch
diese Beschrankung in den Moden ist eine erhebliche Reduktion der vollen Bewegungsgleichungen
auf die in der Néhe von (R,, ¢.) giiltige Amplitudengleichung moglich. Da ein Parameterbereich
leicht oberhalb von R, analysiert wird, spricht man von einer schwach nichtlinearen Analyse.

Die Wachstumsrate fiir die instabilen Moden, o ~ (R — R..), gibt die typische Zeitskala

T =(R— Rt (3.5)

vor, auf der sich die Amplitude der instabilen Moden &ndert. In analoger Weise bestimmt die
Bandbreite fiir die instabilen Moden, ¢, — q; ~ v R — R., die Skala

X=+R-Rez, (3.6)

auf der die rdumliche Anderung des Musters stattfindet. Da die rdumliche und zeitliche Variation
wegen (R — R.) < 1 nur langsam vonstatten geht, werden 7" und X als die langsamen Skalen
bezeichnet. Die schnellen Skalen sind diejenigen, auf denen die stabilen Moden sich #ndern. Auf
Grund dieser Skalenseparation wird die Methode als Mehrskalenmethode bezeichnet. Schreibt man
die Abweichungen U (z, z, t) vom Grundzustand als

—

U(x’ z, t) — [j(Z)eiqurpt 4+ c.c. 5
ei(q—qc)meo‘t eiqcr [j(z)eiwt +c.c. (37)

A(X,T)

so ist zu erkennen', daf sich der zur nichtlinearen Analyse verwendete Ansatz aus einer beziiglich
X und T langsam verdnderlichen Amplitude A und der kritischen Mode aus der linearen Stabi-
litdtsanalyse zusammensetzt. Im Unterschied zur linearen Theorie mufl wegen der nichlinearen
Terme in (3.2) der konjugiert komplexe Anteil des Ansatzes konsequent mitgenommen werden.

Die Ableitung der Amplitudengleichung startet mit der Entwicklung des dufleren Kontrollpara-
meters IR und aller physikalischen Groé8len U; aus dem Zustandsvektor

R = R.+eRi+e’Ro+---, (3.8)
U; EUj,o—FEQ Ujx + &8 Ujo+---, (3.9)

IFiir das Verstéindnis wurde an dieser Stelle nur ein zweidimensionales System in der (z, z)-Ebene betrachtet.
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22 Musterbildung und ihre theoretische Beschreibung

sowie dem FErsetzen der Ableitungen entsprechend der Vorschrift
Oy — Fiq. +e0x bzw. 0y — +iw +%0p . (3.10)

¢ ist ein Entwicklungsparameter, 0 < ¢ < 1, beziiglich der Grofle der Abweichungen vom Grund-
zustand. Mit dieser Entwicklung ergibt sich aus Gleichung (3.2) ein lineares Gleichungssystem fiir

[70, [71 und [72,

LUy = 0, (3.11)
Loy = —Li(R1)Up + N(Up,Up; R,) , (3.12)
LoUs = —Li(Ry)Uy — La(R2)Uo + N(Up, Uy; R.) , (3.13)

nach dem Vergleich der Koeffizienten fiir die drei niedrigsten Ordnungen in €. Die Operatoren L,
Ly und Ls enthalten die linearen Beitridge der jeweiligen e-Ordnung, wihrend die N-Terme die
entsprechenden nichtlinearen Beitriige bezeichnen?.

Um zur Amplitudengleichung zu gelangen, miissen die inhomogenen Gleichungen fiir U; und
U, gelost werden. Entsprechend der Fredholmschen Alternative [30] haben diese Gleichungen
nur dann eine Losung, wenn die rechte Seite orthogonal zu allen Nulleigenvektoren des linear

adjungierten Operators L(TJ ist. Sei 170 ein solcher Eigenvektor, dann ergibt die Multiplikation von
Gleichung (3.12) von links mit Uy [analog fiir Gleichung (3.13)]

—<ﬁo, L1ﬁ0> + <ﬁo, Nl([jo, [70» = <ﬁo, L0ﬁ1> = <Lgﬁo, [71> =0, (314)

wobei das Skalarprodukt mit (, ) bezeichnet wurde. Mit Hilfe dieser Losbarkeitsbedingungen kann
Ry und Ry ausgedriickt und die Amplitudengleichung formuliert werden.

In Abhéngigkeit davon, welche speziellen Fragestellungen mit den Amplitudengleichungen analy-
siert werden sollen, ist der Ansatz fiir die Amplitude der Stérung zu gestalten. Soll zum Beispiel das
Selektionsproblem zwischen Mustern wie Hexagonen, Quadraten und Rollen untersucht werden,
ist folgende Darstellung sinnvoll:

6
Uo(z,y, 2,t) = Up(2) Z [AH(T)eiq"" + A;;(T)e_iq""] . (3.15)

n=1

Dabei wurde angenommen, dafl es sich um nicht-oszillatorische Muster handelt, deren Amplituden
zusétzlich nicht auf den langsamen rédumlichen Skalen variieren sollen. Deshalb ist A, (7)) nur
von der langsamen Zeitskala T' abhéingig. Mit Hilfe der sechs Amplituden A,, und den zugehorigen
Wellenvektoren q,, ist es moglich, die drei gewiinschten Muster zusammenzusetzen. Die Wellenzahl
aller Wellenvektoren q,, ist gleich der kritischen, |q,| = ¢., und ihre relative Lage zueinander ist
in Abb 3.3 dargestellt. Fiir A; = Ay = A3 = A und A,, = 0 mit n > 3 erhélt man Sechsecke,
fiir Ay = A5 = A und alle anderen A,, = 0 erhilt man Quadrate, sowie fiir A; = A und 4, =0
mit n > 1 ergeben sich Rollen. Mit einem solchen Ansatz (3.15) liefert die Auswertung der
Losbarkeitsbedingungen folgende generelle Amplitudengleichung fiir Ay,

i Tk g T2 T2 12 T2 L F2 i2] A
- q - n n )
OrAi = €A1 + agASAS [9d|A1| + Gnd (|A2| + |As] ) + 9 (|A4| + | Ag| ) + gnl|As| } Ay

(3.16)
mit ~
A, =cA, . (3.17)
Das Maf fiir den Abstand zum kritischen Punkt der Instabilitéit ist durch
. 2
6:R Rc:5R1+sR2, (3.18)

R, R,

2Die in den Gleichungen benutzte Schreibweise nimmt quadratische Nichtlinearititen an, wie sie typisch fiir
hydrodynamische Probleme sind.

22



3.2 Amplitudengleichung 23

q6 Q4
Os

Abbildung 3.3: Zwei Tripel von Wellenvektoren, qi, g2, q3 und q4, qs, q¢ mit den Relationen
q1 +92+q3=0,q4+95 + g =0 und q; - g5 = 0.

gegeben, womit der Zusammenhang zwischen dem Entwicklungsparameter ¢ aus (3.8-3.10) und ¢
hergestellt ist. Die Gleichungen fiir die anderen Amplituden ergeben sich durch zirkulare Permu-
tation und Bilden des konjugiert Komplexen. In den Koeffizienten o, g4, gna, g+ und g, (Notation
aus [31]) sind nur die Eigenschaften und die Geometrie des Systems enthalten. Deshalb ist die
Struktur der Gleichungen von den Details des Systems unabhéngig und wird durch die Symmetrie
des Problems bestimmt. Diese Eigenschaft der Amplitudengleichungen machen sie so weit ver-
breitet in der schwach nichtlinearen Analyse von Musterphinomenen. Ist die generische Struktur
der Gleichungen bekannt, kann das qualitative Verhalten des Systems untersucht werden. Fiir das
gewéhlte Selektionsproblem ist dies die Bestimmung derjenigen e-Werte, die die Stabilit&tsbereiche
von Hexagonen, Quadraten und Rollen angeben. Diese e-Werte lassen sich in allgemeiner Form als
Funktion der Koeffizienten ay, ... , g, ausdriicken [31,32]. Die Bestimmung der konkreten Werte
der Koeffizienten fiir das jeweilige System ist aber hiufig eine sehr aufwendige Arbeit [31,33], die
notig ist, um quantitativ Theorie und Experiment zu vergleichen.

Ein unabdingbares Element fiir die Ableitung der Amplitudengleichung ist die Existenz eines
linear adjungierten Operators Lg. Wie sich im Verlauf meiner Arbeiten herausgestellt hat, ist es
ein bisher ungeldstes Problem, einen solchen Operator bei Anwesenheit von deformierten Grenz-
flichen zu definieren. Die Details dieses Problems und die Implikationen fiir andere musterbildende
Systeme werden im Abschnitt 4.3 dargelegt.
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Kapitel 4

Verschiedene Aspekte der
Oberflacheninstabilitit auf
magnetischen Fluiden

Das populérste Beispiel fiir die Musterbildung auf magnetischen Fliissigkeiten ist die Normalfeld-
oder Rosensweig-Instabilitét. Diese kann fiir eine Schicht magnetischer Fliissigkeit (MF) mit einer
freien Oberfliche beobachtet werden. Wird senkrecht zu dieser im Grundzustand ebenen Grenz-
fliche [sieche Abb. 4.1(a)] ein &uBeres, rdumlich homogenes Magnetfeld angelegt, so bilden sich
oberhalb einer kritischen Magnetfeldstirke markante Stachel aus [siche Abb. 4.1(b)]. Typischer-
weise ordnen sich diese in einem statischen hexagonalen Muster an, wobei sich im Zentrum jedes
Sechsecks die Spitze eines Stachels befindet. Das entstehende statische Muster charakterisiert den
Endzustand des Musterbildungsprozesses.

(a)

Abbildung 4.1: Das Bild (a) zeigt die stabile, ebene Grenzfléche fiir ein unterkritisches Magnetfeld.
(b) MF-Stachel fiir ein iiberkritisches Magnetfeld in einer Teflon®-Schale von 12 cm Durchmesser.
Mit freundlicher Genehmigung von Bert Reimann.
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26 Verschiedene Aspekte der Oberflidcheninstabilitéit auf magnetischen Fluiden

Fiir die ebene Grenzflache ist das Magnetfeld der destabilisierende Mechanismus, denn es be-
vorzugt eine deformierte Oberflache. In die konkav deformierten Gebieten werden die Magnetfeld-
linien hineingezogen, wéhrend sie aus den konvex deformierten Gebieten herausgedriickt werden.
Dadurch erhéht sich die Magnetisierung in den Stacheln aus MF, und erniedrigt sie sich in den
Télern ohne magnetische Fliissigkeit im Vergleich zur Magnetisierung bei einer ebenen Grenz-
fliche. Die Gesamtmagnetisierung ist also fiir den Fall der deformierten Oberfliche grofler als im
Fall der ebenen Grenzfldche. Dies ist mit einer niedrigeren freien Energie verbunden [34], weshalb
die deformierte Grenzfliche vom Magnetfeld favorisiert wird.

Gravitation und Oberflichenspannung favorisieren eine ebene Grenzfliche. Diese beiden Effek-
te wirken als stabilisierenden Mechanismen, denn fiir eine deformierte Oberfliche muf} einerseits
Fliissigkeit gegen die Schwerkraft der Erde angehoben werden. Andererseits kostet die mit einer
Deformation verbundene Oberflichenvergréflerung Energie, wofiir die Oberflichenspannung ein
Maf ist.

FEine deformierte Oberfliche bildet sich erst dann heraus, wenn die Verringerung der freien Ener-
gie durch den Magnetfeldanteil die Erhchung durch die Gravitation und die Oberflichenspannung
iiberkompensiert. Welche konkrete Gestalt die Deformation hat, 148t sich erst nach der Auswer-
tung des Ausdruckes fiir die freie Energie sagen [35]. Der Magnetfeldbeitrag zur freien Energie
ist ein Integral, in das neben dem &ufleren Magnetfeld auch das Magnetfeld im Fluid eingeht.
Dieses ergibt sich als Losung einer Laplace-Gleichung und mufl die Randbedingungen erfiillen,
in die die noch unbestimmte freie Grenzfliche eingeht. Gleichzeitig ist diese freie Grenzflache
aber auch die obere Integrationsgrenze des zu berechnenden Integrals. Auf Grund dieser kompli-
zierten Verkniipfung sind anschauliche Aussagen dariiber, welches Muster sich herausbilden wird,
nicht einfach zu treffen. Eine detaillierte Analyse dieser nichtlinearen Wechselwirkung und ihre
Auswirkungen auf das Selektionsproblem zwischen verschiedenen Mustern wird in [35] gegeben.
Die Muster, die nur von einem Wellenzahlvektor q, gebildet werden [siche Erlduterungen zum
Ansatz (3.15)], werden als Kémme bezeichnet. Dieser Begriff vermittelt eine anschaulichere Vor-
stellung vom Erscheinungsbild dieses Musters als der sonst gebréuchliche Begriff der Rollen, der
der Beschreibung von Konvektionsphénomenen entstammt.

Werden dynamische Phdnomene mit magnetischen Fliissigkeiten betrachtet, kommt ein von Null
verschiedenes Stromungsfeld hinzu, was die Wechselwirkungen noch komplexer gestaltet. Das
Stromungsfeld wird von der Oberflichenform abhéngen, die ihrerseits die Magnetfeldkonfiguration
beeinfluflit. Diese Magnetfeldkonfiguration geht dann iiber die Kelvin-Kraft (4.1) in die Navier-
Stokes-Gleichung (4.3) ein. Deren Losung liefert ein Strémungsfeld, das wiederum Einfluf} auf die
Oberfldche hat.

Die in dieser Abhandlung vorgelegten Ergebnisse zeigen, dafl die Analyse der Oberflacheninstabi-
litdt auf magnetischen Fliissigkeiten zu vielen neuen Erkenntnissen und physikalischen Einsichten
fithrt, obwohl die Rosensweig-Instabilitét seit mehr als 30 Jahren bekannt ist. Die nachfolgenden
vier Abschnitte stellen die Ergebnisse vor,

wenn das vertikale Magnetfeld auf einen iiberkritischen Wert erhéht wird,

— wenn das vertikale Magnetfeld von einem iiberkritischen auf einen unterkritischen Wert ver-
mindert wird,

— fiir die Problematik der Definition eines adjungierten Operators bei Anwesenheit einer de-
formierten Grenzfliche und

— wenn die ebene Grenzflache gleichzeitig einem horizontalen Magnetfeld und einer vertikalen
Vibration ausgesetzt ist.
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4.1 Anwachsende Kidmme 27

4.1 Anwachsende Kiamme

Die Motivation fiir die Arbeit zur Wellenzahl maximalen Wachstums! [A36] speiste sich aus einer
kontroversen Situation beziiglich der Abh#ngigkeit dieser Wellenzahl vom #ufleren Magnetfeld. In
Experimenten mit kontinuierlicher Magnetfelderhohung tiber den kritischen Wert hinaus wurde eine
konstante [3,37], aber auch eine verénderliche [38] Wellenzahl beobachtet. All diese Beobachtungen
waren rein qualitativ und bezogen sich auf den Endzustand der statischen Stachel, der sich als
Ergebnis der nichtlinearen Wechselwirkungen einstellt. Aus theoretischer Sicht gab es eine lineare
Stabilitétsanalyse fiir eine extrem viskose und unendlich tiefe MF-Schicht [39]. Diese Analyse sagte
eine konstante Wellenzahl maximalen Wachstums voraus und wurde als theoretische Bestéatigung
der Beobachtungen aus [3,37] angesehen.
Dieser Vergleich ist aber aus drei Griinden zu hinterfragen.

1. Die Ergebnisse aus einer linearen Theorie wurden mit experimentellen Daten aus dem nicht-
linearen Regime verglichen.

2. Die Materialparameter wie zum Beispiel die Viskositét waren grundverschieden in der Theorie
und im Experiment.

3. Die Magnetfelder wurden im Experiment kontinuierlich erhcht, so dal von einer gewissen
Zeitabhéngigkeit des Magnetfeldes ausgegangen werden mufl. Demgegeniiber geht das Mag-
netfeld in die Theorie als eine Grofle ein, die unmittelbar ihren iiberkritischen Wert annimmt.

Um zu realistischen quantitativen theoretischen Aussagen iiber das Verhalten der Wellenzahl ma-
ximalen Wachstums zu kommen, mufl vorallem die reale Viskositét der MF in die Betrachtung
einbezogen werden. Um die so erzielten Ergebnisse mit dem Experiment zu vergleichen, muf3 in
diesem das Magnetfeld sprunghaft erhoht werden. Auflerdem mufl die Wellenzahl des Musters
zu einem Zeitpunkt bestimmt werden, der klar vor der endgiiltigen hexagonalen Anordnung der
Stachel liegt, damit die Ergebnisse dem linearen Regime zugeordnet werden koénnen.

4.1.1 System und Grundgleichungen

Zur Beschreibung wird eine horizontal unendlich ausgedehnte Schicht der Dicke h einer inkompressi-
blen, elektrisch nichtleitenden und viskosen magnetischen Fliissigkeit konstanter Dichte betrachtet.
Die Fliissigkeit wird nach unten bei z = —h durch den Boden eines nichtmagnetischen, unendlich
tiefen Behilters begrenzt und hat nach oben eine freie Grenzfliche bei z = ((x,y,t). Wegen
des elektrisch nichtleitenden Charakters der Fliissigkeit kann die stationdre Form der Maxwell-
Gleichungen verwendet werden, die sich auf eine Laplace-Gleichung fiir die magnetischen Poten-
tiale ®* in jedem der drei Gebiete reduziert (i = 1 bezeichnet Luft, 2 die magnetische Fliissigkeit
und 3 das Gefii, siche Abb. 4.2). Es wird angenommen, da8 die Magnetisierung M) der MF eine
lineare Funktion des Magnetfeldes H®) ist, M(®) = (1, — 1)H®), wobei p, die relative Permeabi-
litdt der Fliissigkeit ist. Auflerdem soll die Magnetisierung eine lineare Funktion der Fluiddichte
p?) sein, was auf die gebriuchliche Form der Kelvin-Kraftdichte [4]

Fi = jio(M®grad)H® (4.1)

fiithrt, die aus der Wechselwirkung der Fluidmagnetisierung mit dem Gradienten des magnetischen
Feldes im Fluid resultiert. Mit diesen Annahmen 148t sich das untersuchte System durch die
Kontinuitétsgleichung,

divv® =0, (4.2)

die Navier-Stokes-Gleichung fiir die MF,

pD0v® 1 (vOgrad)v® = —gradp® + @AV 1 1o (MPgrad)H® + )¢, (4.3)

L Auf die in dieser Arbeit beigefiigten Arbeiten wird in der Form A# verwiesen.
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z,H
A

(1) Luft nY

z=C +

(@) magn. Fluid 4 *?

z=-h —+
|l

Abbildung 4.2: Skizze des betrachteten Systems.

(3) ‘ Container

und die Laplace-Gleichungen in jedem Medium,
AP =0, (4.4)

beschreiben. Das Geschwindigkeitsfeld im Fluid ist mit v(?) = (v, v w®)) bezeichnet, der
hydrostatische Druck mit p(® und die Erdbeschleunigung mit g = (0,0, —g). Die ersten drei Terme

auf der rechten Seite von (4.3) resultieren aus der Divergenz des Spannungstensors, div ?(2), mit
den Komponenten [4]

(2) (2) > 2 (2 (2) @)y [H(z)] 2 B3
T, = <{-p —qu (M = ) 8,0y MP)dHP' — pig 5 0ij + H;" B;
+p@>yw>(@g?>+zyé”), (4.5)

Dabei sind die dynamische Viskositiit 7(®) aus Gleichung (4.3) und die kinematische Viskositiit
v aus Gleichung (4.5) iiber die Beziehung n® = p(®) »(2) miteinander verkniipft. Um die Aus-
driicke in (4.3) zu erhalten, wurde rot H®) = 0 und das Verschwinden des Integrals in (4.5) wegen
M® ~ p benutzt. M@, H® und B® bezeichnen den Betrag der Magnetisierung M2, des
Magnetfeldes H®) und der magnetischen Induktion B(®) in der Fliissigkeit.

Die zur vollstandigen Beschreibung gehérenden Randbedingungen sind die Kontinuitét der Nor-
malkomponente (Tangentialkomponente) der Induktion (des Magnetfeldes) an der oberen sowie
unteren Grenzflache,

n@U(Bm—B®):Q M”W(Hm—ﬂm):Obaz:Q, (4.6)
n@”(3®—3®):q ﬂwu(ﬂm—ﬂw):Obaz:—h, (4.7)
feste Randbedingungen fiir die Geschwindigkeit am Containerboden,
v® =0 bei z=—h, (4.8)
die kinematische Grenzbedingung an der freien Oberfléiche,
w? = 9,¢ + (v grad) ¢ bei z=¢, (4.9)
und die Kontinuitdt des Spannungstensors iiber die freie Grenzfliche hinweg,

m(-m) (Tz‘(g-l) — E(J-Q)) - UKng-Q’l) =0 bei z=¢(. (4.10)
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4.1 Anwachsende Kidmme 29

In (4.10) ist die Oberflichenspannung zwischen der magnetischen Fliissigkeit und Luft mit o be-
zeichnet, die Kritmmung der Oberfliche mit K = divn(®") und der dazugehérige Normalenvektor

mit
oy mmadl = Cay)] | ((9:6 8,0
lgrad [z — C(z,y)] | /T+ (0.0)2+ (9,0)%

Die oberen Indizes (2,1) am Einheitsvektor geben seine Richtung, von Medium 2 nach Medium 1,
an; analog fiir den Normalenvektor n®2) = (0,0, 1) am Containerboden (siche Abb. 4.2).

Folgt man der in Abschnitt 3.1 beschriebenen Prozedur, so erhilt man am Ende folgende implizite
Dispersionsrelation? [40-42]

(4.11)

1/2
F . B = i [4 4 2 ~2\2 h(é —ql4 2~2
(¢, w;v, B, h) (jcoth(tjh)—qcoth(qh){q[ ¢* + (¢* +¢°)?] coth(qh) — ql4¢*q
N 4¢°4(¢* + ¢°) o
2 22 h _ h g 3
+(¢° + ¢°)7] tanh(qh) cosh(gh) sinh(ah) + tanh(qh) | gq + 4
- — 1 232
e Z DB o) q2] —0, (1.12)
Po o

fiir die Relation von Wellenzahl ¢ und der zugehorigen Wachstumsrate w = wj + iws. In den Ka-
piteln 4.1 und 4.2 wird die Zeitabhéngigkeit im Normalmodenansatz (3.3) in der Form exp[—iw t]
verwendet, um die Vergleichbarkeit mit fritheren Ergebnissen aus [39] zu erleichtern. In der Disper-
sionsrelation bezeichnet ¢ = 1/¢? — iw/v die modifizierte Wellenzahl, A(gh) einen schichtdickenab-
héngigen Faktor,

Alah) = eqh(l + ) + e_qh(l — fir)
(gh) = e (14 py)2 — e 9h(1 — )2’

und B ist die Stdrke der duBeren Induktion parallel zur z-Achse. Die Bedingung marginaler
Stabilitdt, w = 0, definiert die kritischen Groflen, fiir die die Rosensweig-Instabilitét einsetzt. Fiir
unendliche dicke Schichten (h — o0) ist die kritische Induktion durch

2p0 pr(pr + 1)/
B - po pr(pr +1)y/POg (4.14)

(e —1)2

(4.13)

gegeben. Die zugehorige kritische Wellenzahl ist

Py
L= == 4.15
q > (4.15)
Diese kritischen Werte fiir den Finsatz der Instabilitat treffen sowohl fiir viskose und als auch fiir

nichtviskose magnetische Fluide zu.

4.1.2 Wellenzahl maximalen Wachstums

Um die prinzipielle Abhéngigkeit der Wellenzahl maximalen Wachstums von der Viskositat und
der Induktion zu bestimmen, ist es giinstig, die Dispersionsrelation fiir unendlich dicke Schichten
in dimensionsloser Form zu analysieren. Mit den dimensionslosen Groflen fiir alle Léngen, die
Induktion, die Zeit und die Viskositit,

B

I = q.l, B = , 4.16
q B (4.16)
3/4 1/4 1/4,3/4
. g*p g%
t = W t, V= W v, (4.17)

2Ab jetzt wird auf die Verwendung der oberen Indizes verzichtet, da nur GréBen der MF gemeint sind.
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30 Verschiedene Aspekte der Oberflidcheninstabilitéit auf magnetischen Fluiden

ergibt sich fiir wachsende Stérungen w = iws mit we > 0 folgender Ausdruck fiir die Dispersions-
relation

— w
F(q,wo; v, B) 1= <z7+ —=

1+ — = 4.1
> +2 9, (4.18)

2 _ _ 59 — —
q+q°—2B%* @2
4q4 g

deren Losung fiir drei verschiedene iiberkritische Induktionen in Abb. 4.3(a) gezeigt ist.
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Abbildung 4.3: (a) Positive Wachstumsraten —iw = @y als Funktion der Wellenzahl ¢ und der
Induktionsstiirke B fiir 7 = 0.037, typisch fiir MF in Experimenten [38,43]. (b) Maximale Wel-
lenzahl G, als Funktion der iiberkritischen Induktion B fiir verschiedene Viskosititen. @, ist
eine monoton mit B anwachsende Funktion mit der Ausnahme g, = 1 [39] im Falle unendlich
grofier Viskositdt (untere strich-punktierte Linie). Im Grenzfall einer nichtviskosen MF (obere

strich-punktierte Linie) ist die Abhingigkeit durch g, = (1/3) (232 +VABT 3 ) [41] gegeben.

Darin ist deutlich zu erkennen, daf§ das Maximum der Kurven, gegeben durch g, und w3 p,,
monoton mit B wichst. Die Wellenzahl mit maximalem Wachstum ist iiber dws/0q = 0 definiert.
Da @(q) nur implizit aus F(q,@9; 7, B) = 0 bestimmt werden kann, ergibt sich die maximale
Wachstumsrate aus 05F = 0. Somit lassen sich aus dem Schnittpunkt der Lésungen fiir die beiden
impliziten Gleichungen F' = 0 und 0zF = 0 die interessierenden Grofen g, und @s ,, ermitteln.
Die Ergebnisse fiir g,,, in Abhingigkeit von B und o sind in Abb. 4.3(b) dargestellt.

Die Wellenzahl maximalen Wachstums ist eine monoton wachsende Grofle fiir zunehmende
iiberkritische Felder fiir alle Viskositéiten mit der Ausnahme des Grenzfalles 7 — co. Die Anderung
von g, bei konstanter Induktionsdifferenz ist am grofiten fiir nichtviskose MF [obere strich-punk-
tierte Linie in Abb. 4.3(b)], um fiir anwachsende Viskositéiten immer geringer zu werden. Fiir
wenig viskose MF hiingt G, linear von B ab, so lange B nicht zu grof ist. Mit anwachsender
Viskositédt werden diese Bereiche der linearen Abhéngigkeit kleiner [vergleiche 7 = 0.037 und 7 = 2
in Abb. 4.3(b)]. Insgesamt kann aus Abb. 4.3(b) geschlossen werden, daf reale MF, hier durch
7 = 0.037 représentiert, quantitativ durch Grenzfille nicht gut beschrieben werden. Qualitativ gibt
der Fall 7 — 0 die richtige Tendenz wieder.

Mit Hilfe einer geeigneten MeBapparatur ist es moéglich, das lineare Regime der Rosensweig-
Instabilitdt sichtbar zu machen und quantitativ die Wellenzahl des entsprechenden Musters zu
vermessen. Diese Meflapparatur wurde in der Arbeitsgruppe von Prof. Rehberg und Dr. Richter
von Bert Reimann an der Universitat Magdeburg entwickelt. Von ihm stammen auch die nach-
folgenden Aufnahmen der Instabilitét und die experimentellen Daten fiir den Vergleich mit der
Theorie. Abbildung 4.4(a) zeigt, daf sich zuerst, vorgegeben durch die Form des Containers, zir-
kulare Kémme und Téler (erscheinen beide als helle Kreise) bilden. Aus den Kdmmen entwickelt
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4.1 Anwachsende Kidmme 31

sich eine zirkulare Anordnung von Stacheln [Abb. 4.4(b)], die sich erst mit der Zeit zur endgiiltigen
hexagonalen Anordnung umgruppiert [Abb. 4.4(c)].

Abbildung 4.4: Drei Momentaufnahmen wéhrend der Musterbildung bei sprunghafter Erhohung
des Magnetfeldes auf einen iiberkritischen Wert. Die Bilder wurden fiir At = 180 ms (a), 280 ms
(b) und 560 ms (c) nach dem Beginn der Felderhthung aufgenommen.

Die Wellenzahl aus dem konzentrisch deformierten Gebiet in Abb. 4.4(a) wird in Abb. 4.5 mit den
Ergebnissen fiir die Wellenzahl maximalen Wachstums verglichen. Dafiir wurde die experimentelle
Fiillhohe von h = 2 mm und die konkreten Fluidparameter von EMG 909 (gestrichelte Linie),
p=102-103kgm 3, v=>5.88-10"°m?s7 !, 0 = 2.65-1072 kgs~2 und p, = 1.8, verwendet. Der
Vergleich mit den experimentellen Daten aus den Messungen von Bert Reimann (offenen Quadrate)
zeigt, dafl der richtige lineare Zusammenhang beginnend bei der kritischen Wellenzahl bereits
wiedergegeben wird, aber die kritische Induktion noch zu grofl ist. Da die kritische Wellenzahl
von den Fluidparametern Dichte und Oberflichenspannung abhéngt [siehe Gleichung (4.15)], und
die Viskositéit keinen Einflufl auf die kritischen Grofien hat, verbleibt die relative Permeabilitéit
als Fitparameter. Die beste Ubereinstimmung ergibt sich mit s, ~ 1.85 (durchgezogene Linie in
Abb. 4.5), was lediglich 2.8% iiber der Angabe des Herstellers, aber immer noch klar innerhalb des
vom Hersteller angegebenen Toleranzbereiches von ~10% liegt.
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Abbildung 4.5: Wellenzahl ¢ in Abhéngigkeit von der magnetischen Induktion B. Die offenen
Quadrate kennzeichnen die Meflergebnisse; die gestichelte Linie die theoretischen Ergebnisse mit
den Fluidparametern von EMG 909 laut Herstellerangaben. Mit u, als Fitparameter (siche Text)
ergibt sich die durchgezogene Linie der besten Ubereinstimmung,.

31



32 Verschiedene Aspekte der Oberflidcheninstabilitéit auf magnetischen Fluiden

Als Hauptergebnis 148t sich feststellen, dafi das linear instabilste Muster tatséchlich im Experi-
ment beobachtet wird, und die theoretisch vorhergesagte lineare Abhéngigkeit von ¢,,, mit wachsen-
der Induktion bestitigt wurde. Wesentliche Voraussetzung fiir diese sehr gute Ubereinstimmung
von Theorie und Experiment war die Erfiillung von zwei Bedingungen: im Experiment mufte das
magnetische Feld sprunghaft erh6ht werden, in die Theorie mufiten die realen Fluid- und System-
parameter eingehen.

4.1.3 Maximale Wachstumsrate

Die numerischen Ergebnisse aus [A36] fiir Schichtdicken von A = 100 mm bis A = 2 mm legen nahe,
daf es fiir nicht zu diitnne MF-Schichten, A > 4 mm, eine generische Abhéngigkeit von g, und ws
von den Fluid- und Systemparametern gibt. Nach der experimentellen Bestétigung der Vorhersa-
gen fiir die Wellenzahl maximalen Wachstums, war es das Ziel der Studie in [A44], Vorhersagen
fir die Skalierungseigenschaften der maximalen Wachstumsrate zu treffen. Zwei weitere Griinde
motivieren diese Zielstellung. Zum einen steht mit einem rontgenoptischen Abbildungsverfahren
eine experimentelle Methode mit hoher zeitlicher Auflésung zur Verfiigung, um die Wachstums-
raten zu messen [45]. Zum anderen fehlen insbesondere fiir die maximale Wachstumsrate bisher
systematische Untersuchungen in musterbildenden Systemen. Solche Untersuchungen sind aber
wiinschenswert, weil damit die zeitlichen Aspekte des linearen Regimes charakterisiert werden
konnen. Die rdumliche Charakterisierung dieses Regimes erfolgte durch die Wellenzahl ¢,,.

Um die Abhéngigkeit von g, und ws ,,, von der Induktion und der Viskositdt abzuleiten, werden
die dimensionslosen Gréfien aus (4.18) um ihre kritischen Werte herum entwickelt,

B=1+B g=14Gm Gy =04 Uy (4.19)

und ein Bereich in der Néhe des FEinsatzpunktes der Rosensweig-Instabilitdt betrachtet,
(B, ¢m,w2.m) < 1. Fir v > @9, liefert eine solche Entwicklung in F' = 0 und 0zF = 0 die
beiden Gleichungen

~3
. . . W5 m
A0y — 8B + 303, + 80Gmam — 164, B — 4B? — 22’_ = 0, (4.20)
’ 14
S 2 ~ A A A A ("A'):Qs m
—16B — 8B% + 4Gy, — 16 By, + 8009 1 + 80Gm@o.m + —2 = 0. (4.21)

Die in (4.20, 4.21) auftretenden Terme umfassen alle Beitréige bis zur dritten Ordnung in B, wenn
von folgender Beziehung zwischen g, bzw. ws », und der Induktion ausgegangen wird,

Gom = aB+ B2 +~B%+0(BY), (4.22)
Gm = O0B%+eB®4+0O(BY). (4.23)

Die Bestimmung der Expansionskoeffizienten o bis € durch Einsetzen von (4.22, 4.23) in (4.20,
4.21) liefert die Abhingigkeit von der Viskositit. Dies ist moglich fiir B < #2/6, da nur dann
die Ausgangsbedingung 7 > @, erfiillt bleibt. Fiir Induktionen gréfler als 2/6 mufl sowohl die
implizite Dispersionsrelation (4.12) als auch ihre Ableitung beziiglich ¢ numerisch gelést werden.
Wegen des impliziten Charakters sind aber nur Fits moglich, um die Abhéngigkeit von gy, und ws
von der Induktion zu approximieren. Sehr gute Néherungen ergeben sich mit Fitfunktionen, die
einen linearen und einen Quadratwurzelterm in B enthalten. Beide B-Bereiche zusammenfassend
erhélt man

2. (1 . 1 . .
. 2 (L3 (35 g 0< B <6 (4.25)

Qom = v v s vs 3
e1VB + B fiir 72/6 < B <0.4 (4.26)

. 22\ . )
) _%BQ + (_% - _—4> B fir 0<B<?/6 (4.27)
Gm = 1% 1% v

3B +caVB fiir 72/6< B <04,  (4.28)
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4.1 Anwachsende Kidmme 33

wobei die vier Koeffizienten ¢;, i = 1,...,4, fiir jede einzelne MF zu bestimmen sind.

Anhand der Gleichungen (4.25-4.28) und aus der Abb. 4.6 ist sehr deutlich zu erkennen, dafl
es zwei verschiedene Skalierungsregimes sowohl fiir die maximale Wachstumsrate als auch fiir die
zugehorige Wellenzahl gibt. Die Voraussetzung fiir die obige Expansion, v > &g ,, wird fiir B <
2 /6 klar erfiillt, wie aus der relativen Lage des horizontalen Pfeils (fiir #) und der durchgezogenen
Linie [markiert (4.25)] bis zur entsprechenden Induktionsstérke in Abb. 4.6(a) hervorgeht. Als
untere Grenze fiir den Ubergang zwischen den beiden Skalierungsregimes kann 72/6 angesehen
werden (vertikaler Pfeil in Abb. 4.6). Da © eine Kombination aus der physikalischen Dichte,
Viskositéit und Oberflichenspannung ist, kann durch die geschickte Wahl dieser Fluidparameter der
Ubergangsbereich so gewihlt werden, daf er inmitten der experimentell maglichen Sprungweiten
fiir das magnetische Feld liegt. Auf diese Weise kann durch die Wahl der MF das Skalierungsregime
sowohl oberhalb als auch unterhalb des Ubergangsbereiches untersucht werden.
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Abbildung 4.6: Dimensionslose maximale Wachstumsrate @s ,, (a) und dimensionslose maxima-
le Wellenzahl G, (b) als Funktion der dimensionslosen iiberkritischen Induktion B fiir die MF
APG S520. Die durchgezogenen Linien markieren die analytischen Resultate (4.25) fiir @3, und
(4.27) fiir G, in (a) und (b). Die gestrichelten Linien markieren die Fits (4.26) fiir g ,, und (4.28)
fiir gn, in (a) und (b) mit ¢; = 0.74, ¢z = 2.91, c3 = 2.99, ¢4 = —0.22 [A44]. Die Ergebnisse
fiir h = 100 mm (o), 50 mm (%), 10 mm (+) und 4 mm (o0) wurden aus der numerischen Losung
der Dispersionsrelation (4.12) und deren Ableitung nach ¢ gewonnen. Die vertikalen Pfeile in (a)
und (b) zeigen den Wert fiir #2/6 an, der horizontale Pfeil in (a) den Wert der dimensionslosen
Viskositét v.

Die maximale Wachstumsrate beginnt linear mit B anzuwachsen. Am oberen Ende des Giltig-
keitsbereiches fiir die Entwicklung (4.19) machen sich der quadratische und kubische Korrektur-
term in B bemerkbar. Fiir 7?6 < B hiingt die maximale Wachstumsrate gleichermafien linear
und wurzelférmig von B ab. Beide Beitréige sind relevant, da Fits mit nur einer funktionellen
Abhéngigkeit deutlich schlechtere Approximationen liefern.

Fiir relativ kleine iiberkritische Induktionen héngt die maximale Wellenzahl zunéchst quadratisch
von B ab, ehe kubische Korrekturen in B auftreten. Fiir #2/6 < B wiichst G, im wesentlichen
linear mit B an, da ¢3 > |c4| (siche Abbildungsunterschrift und [A44]). Diese lineare Abhiingigkeit
wurde im vorangegangenen Kapitel 4.1.2 bereits detailliert untersucht.

Aus den analytischen Ergebnissen (4.25) und (4.27) 18t sich auch die Abhiingigkeit von der
Viskositét ablesen. Fiir B < 02 /6 ist die maximale Wachstumsrate indirekt proportional zur Vis-
kosit#t, wihrend fiir die zugehtrige Wellenzahl der Zusammenhang §,, ~ 72 besteht. Um auch fiir
die Fits (4.26) und (4.28) die Abhéngigkeit von der Viskositédt angeben zu kénnen, wurden in [A44]
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34 Verschiedene Aspekte der Oberflidcheninstabilitéit auf magnetischen Fluiden

die Koeffizienten ¢; fiir elf verschiedene magnetische Fliissigkeiten bestimmt, deren Viskositét zwei
GroBlenordnungen iiberdecken. Aus diesen Datenséitzen wurden approximativ die Abhéingigkeiten
C; = C; (17) zu

c1 = 1.11—4.130+5.002 co = 4.0 — 5.00 + 3.440% | (4.29)
c3 = 3.53—4.210+3.060° ¢4 =—0.75+0.38/V7, (4.30)

bestimmt [A44], die in Abb. 4.7 dargestellt sind.

12 - : : : : 35 — : : : :
. (@ ©
08 f ] 30 b
.
2y &
04t 1 25+
0.0 . . . . 20 . . . .
375 f -0.05 | (d)
325 -0.15 |
S &
2.75 -0.25 |
[]
225 . . . . 035 . . . .
0.0 01 0.2 03 04 0.0 01 02 03 _ 04
dimensionslose Viskosifat v dimensionslose Viskosifat v

Abbildung 4.7: Abhéngigkeit der Koeffizienten ¢q (a), co (b), ¢ (¢) und ¢4 (d) aus (4.26) und (4.28)
von der dimensionslosen Viskositéit 7. Die Werte der ¢; aus [A44] fiir elf verschiedene magnetische
Fluide sind als schwarze Quadrate eingezeichnet. Die durchgezogenen Linien geben die Ndherungen
mittels (4.29) und (4.30) an.

Alle Koeffizienten zeigen dabei eine monotone Abh#ngigkeit: mit wachsender Viskositéit wer-
den ihre Werte kleiner. Fiir 7 ~ 0.04 und v ~ 0.14 zeigen ¢; und cy erkennbare Abweichun-
gen vom Trend. Als mogliche Ursache kommen Ungenauigkeiten in der Bestimmung der Ober-
flachenspannung in Betracht, da der Zusammenhang ws ,, ~ ot/ 4w2,m besteht. Aus Experimen-
ten zu Oberflichenwellen auf nichtmagnetischen Fliissigkeiten ist bekannt, daf§ zum Beispiel eine
Kontamination der Oberfliche Abweichungen bis zu 20% im Wert der Oberflichenspannung ver-
ursachen kann [46,47].

4.2 Zerfallende Kimme

Im vorangegangenen Kapitel 4.1 sind die maximale Wachstumsrate und die zugehétrige Wellen-
zahl analysiert worden, die das Verhalten des linear instabilsten Musters bei einer sprunghaften
Erhohung des Magnetfeldes charakterisieren. Aber auch der umgekehrte Prozef} ist von Interesse:
Wie kann der Zerfall des linear instabilsten Musters beschrieben werden, wenn das Magnetfeld
sprunghaft auf einen unterkritischen Wert verringert wird? Erwartet werden kann entweder ein
rein exponentieller Zerfall, R(—iw) < 0 und |J(—iw)| = 0, oder ein exponentieller Zerfall, der von
Oszillationen iiberlagert ist, R(—iw) < 0 und |S(—iw)| # 0. AuBerdem ist davon auszugehen,
dafl die Kémme bei ihrem Zerfall auf der Oberfliche der MF propagieren, so daf3 Oszillations-
frequenz und Propagationsgeschwindigkeit die zwei Groflen sind, mit denen zerfallende Kdmme
charakterisiert werden konnen.

Um diese Grolen auch experimentell zugénglich zu machen, bedarf es einer genauen zeitlichen
und sehr schnellen Steuerung des Magnetfeldes. Nach der sprunghaften Erh6hung von einem Start-
wert By auf einen tiberkritischen Wert Bg,, (maximale Sprungzeit 80 ms) kommt es zur Ausbildung
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4.2 Zerfallende Kiamme 35

der Kdmme. Diese sind aber nur ein transientes Muster auf dem Weg zum endgiiltigen Muster in
Form von hexagonal angeordneten Stacheln (siehe Abb. 4.4). Aus diesem Grund muf nach einer
relativ kurzen Verweilzeit von 10 bis 20 ms das Magnetfeld sprunghaft auf einen unterkritischen
Wert Bgyp > By verringert werden, um den Zerfall der Kémme auszulsen. Die experimentellen
Methoden zur Bestimmung der Oszillationsfrequenz und der Propagationsgeschwindigkeit werden
im Detail in [A48] dargestellt und wurden von Bert Reimann in der Arbeitsgruppe von Prof.
Rehberg und Dr. Richter an der Universitit Bayreuth realisiert.

Entsprechend dieser experimentellen Prozedur mufl die Dispersionsrelation (4.12) fiir eine un-
terkritische Induktion Bgy, und die maximale Wellenzahl ¢,,, ausgewertet werden. Abbildung 4.8
zeigt die Ergebnisse fiir das Beispiel einer unendlich dicken Schicht. Fiir eine iiberkritische Induk-
tion Bguyp = 1.05B. (dicke durchgezogene Linie) entwickelt sich ein linear instabilstes Muster
mit der maximalen Wachstumsrate w,, = iwzm (w2,m > 0) und der dazugehorigen Wellenzahl
¢m [diinne durchgezogene Linien in Abb. 4.8(a)]. Die Losung fiir eine unterkritische Induktion
By = 0.96B, o (dicke gestrichelte Linie) und die maximale Wellenzahl ¢,, entspricht einer ab-
klingenden Oszillation mit ws < 0 und |wi| # 0 (dinne gestrichelte Linien in Abb. 4.8). Die
Frequenz dieser Oszillationen ist durch f = |w1|/(27) gegeben und die Propagationsgeschwindig-
keit durch v = (|w1| + w2)/gm. Die Losung der Dispersionsrelation fiir verschiedene unterkritische
Induktionen bei fester maximaler Wellenzahl liefert fiir eine endliche Schichtdicke und die konkre-
ten Fluidparameter dann diejenigen Daten, die mit den experimentellen Ergebnissen zu vergleichen
sind.
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Abbildung 4.8: Abhiingigkeit des Real- (a) und Imaginirteils (b) von w? von der Wellenzahl ¢
fiir eine iiberkritische (dicke durchgezogene Linie) und eine unterkritische (dicke gestrichelte Linie)
Induktion. Die maximale Wachstumsrate w2, und die zugehorige Wellenzahl g,,, des linear instabil-
sten Musters sind durch diinne durchgezogene Linien gekennzeichnet; die Lésung im unterkritischen
Fall fiir g, durch diinne gestrichelte Linien. Die zur Berechnung verwendeten Materialparameter
sind v = 5.17-1075 m2/s, p = 1.16-103 kg/m3, o = 2.65-102 kg/s?, y1r ~ 1.935 und Be o = 16.84
mT.

Fiir Muster, die durch eine superkritische Bifurkation aus dem Grundzustand hervorgehen, zei-
gen charakteristische Groflen wie die Amplitude des Musters ein wurzelférmiges Verhalten bei
Erhohung des Kontrollparameters [30]. Da die Kémme aber ein transientes Muster sind, wird
die Erhohung des Kontrollparameters im Experiment durch gréfler werdende Spriinge von einem
konstanten Wert fiir By, zu immer kleineren Werten von B, > By realisiert. Die unter diesen
Bedingungen bestimmten Werte der Frequenz [Abb. 4.9(a)] und der Propagationsgeschwindigkeit
[Abb. 4.9(c)] zeigen ein wurzelférmiges Verhalten bei Variation der unterkritischen Induktion. Da-
bei bezeichnen die Symbole die MeBergebnisse und die durchgezogenen Linien die theoretischen
Ergebnisse. Fiir beide GroBen ist eine sehr gute Ubereinstimmung festzustellen. Vergleicht man
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36 Verschiedene Aspekte der Oberflidcheninstabilitéit auf magnetischen Fluiden

die Quadrate der entsprechenden Daten, Abb. 4.9(b) und (d), erkennt man, daf kein reines Qua-
dratwurzelverhalten vorliegt. Insbesondere fiir die Propagationsgeschwindigkeit gibt es gewisse
Ondulationen sowohl in den experimentellen als auch in den theoretischen Ergebnissen. Da letz-
tere mit 10 Dezimalstellen Genauigkeit berechnet worden sind, ist im Moment davon auszugehen,
daB3 diese Abweichungen eine inhéirente Eigenschaft der Dispersionsrelation sind.
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Abbildung 4.9: Experimentell bestimmte Abhéngigkeit der Frequenz (a) und der Propagationsge-
schwindigkeit (c¢) der zerfallenden Kiémme von der unterkritischen Induktion. (b) und (d) zeigen
das Quadrat der jeweiligen Grole. Das linear instabilste Muster wurde mit einem Sprung auf
Bgyp = 18 mT (Kreise) bzw. 17.5 mT (Quadrate) erzeugt. Fiir die Messung der Frequenz (Propa-
gationsgeschwindigkeit) wurde eine Schichtdicke von h = 3 (2) mm verwendet. Die durchgezogenen
Linien bezeichnen die theoretischen Ergebnisse.

4.3 Definition eines adjungierten Operators bei Oberflichen-
deformationen

In diesem Abschnitt soll der Frage nachgegangen werden, ob und wie es moglich ist, einen linear
adjungierten Operator fiir die Rosensweig-Instabilitéiit zu definieren. Aus den Darlegungen in Ka-
pitel 3.2 geht hervor, dafl ein solcher Operator notwendig ist, um eine Amplitudengleichung fiir
die nichtlineare Analyse des jeweiligen Problems abzuleiten. Die Frage nach einem solchen Ope-
rator ist auch fiir alle anderen musterbildenden Systeme relevant, bei denen die Instabilitdt mit
einer deformierten Grenzfliche verkoppelt ist. Dies betrifft zum Beispiel die Bénard-Marangoni-
Konvektion in geschichteten Fluiden oder Oberflichenwellen (Faraday-Wellen) auf Fliissigkeiten.
In diesem Sinne sind die nachfolgend formulierten Ergebnisse von weitreichenderer Natur und
werden deshalb auch im Hinblick auf die beiden anderen Beispielsysteme diskutiert.

Da das etablierte Muster fiir die Rosensweig-Instabilitéit eine statische Anordnung von Stacheln
ist, entfillt v als Zustandsvariable, und der Zustandsvektor aus (3.9) enthélt folgende Elemente:

U= (¢®,0@, 61 61| 63| ). (4.31)
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Die Bestimmung einer Gréfie an der Stelle z = 0 wird durch |y symbolisiert. Die magnetischen
Potentiale ¢ fiir die drei verschiedenen Medien sind iiber h() = —grad ¢(? definiert, wobei
die h® die Abweichungen von den Grundzustandsfeldern Hg) beschreiben. Fiir die Randbedin-
gungen (4.6, 4.10) miissen die magnetischen Potentiale an einer a priori unbekannten Grenzfléche
((z,y) ausgewertet werden. Deshalb werden alle Potentiale ¢(¥) in eine Taylor-Reihe um z = 0
entwickelt,

analog fiir alle réumlichen Ableitungen von ¢(?. Diese Entwicklung ist der Grund, warum im
Zustandsvektor (4.31) die Potentiale ¢V und ¢ an der Stelle z = 0 erscheinen, zusitzlich
zu den Potentialen selbst. Analoge Erweiterungen des Zustandsvektors wurden fiir das Bénard-
Marangoni-System [31,33] oder fiir die elektrohydrodynamische Konvektion in Filmen nematischer
Fliissigkristalle mit freien Oberflichen verwendet [49].

Der adjungierte Operator Lt ist itber (U, LU) = (L'U,U) definiert. Um die Problematik der
Umsetzung dieser Definition fiir die Rosensweig-Instabilitdt zu veranschaulichen, wird das Skalar-
produkt des Zustandsvektors mit seinem zugehoérigen adjungierten Vektor betrachtet,

S

(0.0) =s%%ﬂm+§0%ﬁﬁ+@L%»+Owu

l/2 l/2 1_|_ o0
/ i / [ / 3@ 4 L1 / i 57 5® 4 / iz g0 5V
l—oo [2 1/2 1/2 — 1- nJ—n ¢

; ] . (4.33)
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Die drei Integrale in den eckigen Klammern beschreiben die Volumenbeitrige, wihrend die drei
nachfolgenden Ausdriicke die Beitrige von der Oberfliche kennzeichnen. Eine solche Formulierung
des Skalarproduktes wurde [31, 33, 49] entnommen, wo Nichtlinearitédten im Volumen und an der
Oberflache analysiert wurden. Die Koeffizienten vor den Oberflaichenbeitrigen, d, e und f, sowie
die “Oberflichen” komponenten des adjungierten Zustandsvektors, @4, %5 und ug, sind noch zu
bestimmen. Denn aus [31,33] ist bekannt, dafl die “Oberflichen”komponenten des adjungierten
Zustandsvektors U nicht elnfach die adjungierten “Oberflichen” komponenten des Zustandsvektors
U sind. Da sowohl U als auch U die gesamte Information iiber die Abweichungen vom Grundzu-
stand enthalten, erscheint die noch unbekannte Oberfliche ¢ als Grenze an zwei Integralen und
als Ort, an dem die Oberflichenterme auszuwerten sind. Wihrend fiir letztere die Entwicklung
entsprechend (4.32) vorgenommen werden kann, liefert die Expansion des zweiten Integrals

¢ - @@ ~(2)+
/ dz¢(2)*¢(2):52/ dz ¢y "¢y +€° [goqso
- —h

h

62| + / 2 (6270 + 32 (()2))] L0
0

(4.34)
(analoge Expansion fiir das dritte Integral). Vergleicht man die Ausdriicke in den beiden niedrigsten
Ordnungen in € aus Gleichung (4.33), ergeben sich die beiden folgenden Beziehungen:

. 1/2 z/z 14 <
— * 77 * *
G0l = Jim g [ o[ [/ a2 967" 05" + 1= /‘ =30 + [zl ol
o0 1/2 1/2 — n

+eug 5, o5 o + f5.6], CO] (4.35)
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Der Ausdruck fiir das Skalarprodukt (ﬁg, 170> enthélt das erwartete Ergebnis, denn es tauchen
nur Produkte von zwei Funktionen aus der ersten Ordnung der Entwicklung in € auf. Die durch die

Anwesenheit einer deformierten Grenzfliche verursachten Probleme treten erstmals in (U, 171> +

(U, Up) klar zu Tage. Die linke Seite von Gleichung (4.36) 148t nur Produkte von zwei Funktionen
erwarten, die zur ersten bzw. zweiten Ordnung der e-Entwicklung gehéren. Die Expansion an der
deformierten Grenzfliche erzeugt aber zusétzliche Terme [in den beiden letzten Zeilen in (4.36)], die
jeweils drei Funktionen aus der ersten Ordnung enthalten. Diese kénnen weder dem Skalarprodukt

<ﬁg, U1) noch (171, Us) zugeordnet werden. Dieselben Probleme mit nicht zuzuordnenden Termen
ergeben sich in jeder weiteren Ordnung der Entwicklung von (U, lj}

Diese allgemeinen Betrachtungen fiir das Skalarprodukt (U, ﬁ} zeigen die Grundsétzlichkeit des
Problems: bei Anwesenheit einer deformierten Grenzfliche werden Zusatzterme generiert, die sich
nicht sinnvoll einordnen lassen bzw. eine praktikable Definition des adjungierten Operators jenseits
der ersten Entwicklungsordnung in £ verhindern [A50]. Diese Einschitzung wird unterstiitzt durch
die Tatsache, dafl es in der bekannten Literatur kein einziges Beispiel gibt, in dem die Entwicklung
an einer deformierten Grenzfliche vorgenommen und ein adjungierter Operator definiert wurde.
Bisher wurden im wesentlichen zwei Wege beschritten, um dieses Problems zu umgehen. Fiir beide
ist allerdings zu sagen, dafl die oben geschilderten Probleme als Motivation fiir die alternativen
Zugénge unerwihnt bleiben.

Fiir Konvektionsphédnomene in geschichteten Fluidsystemen oder Filmen nematischer Fliissig-
keitskristalle mit freien Oberflichen sind die Deformationen der Grenzfliche eher klein, so daff sie
von nachgeordneter Bedeutung auf die Musterbildung sind. Aus diesem Grund wird die Ndherung
einer ebenen Grenzfliche angenommen, ¢ = 0, wodurch die oben beschriebenen Probleme eliminiert
werden. Bestiitigt wird diese Sichtweise durch die gute quantitative Ubereinstimmung der so
erzielten Ergebnisse mit den experimentellen Resultaten [33,51].

Eine Vernachldssigung der Oberflichendeformation fiir magnetische Fliissigkeiten ist aber nicht
moglich. Die nichtlineare Analyse in [52,53] beschreitet einen dhnlichen Weg wie ihn die Entwick-
lung (3.9) vorzeichnet, allerdings mit der Variante, dafi auf eine Entwicklung des Kontrollparame-
ters R verzichtet wird. Auf diese Weise wird die Definition eines adjungierten Operators umgangen,
da nun die Groflen Ry oder Rs aus (3.8) nicht mehr bestimmt werden miissen. Stattdessen liefert
die Losbarkeitsbedingung Forderungen an die Amplitude [52,53]: die Ableitung beziiglich der lang-
samen réumlichen Variablen muf} eine streng monoton fallende oder wachsende Funktion sein. Mit
einer solchen speziellen Losung lassen sich aber nicht Selektionsprobleme zwischen idealen Mustern
behandeln, da deren Amplitude sich nicht auf dieser Lingenskala dndert.

Fiir Faraday-Wellen stellt sich die Situation &hnlich dar. In [54] wird ebenso wie in [52,53] auf eine
Entwicklung des Kontrollparameters verzichtet, wodurch das Problem des adjungierten Operators
umgangen wird. Um den Losbarkeitsbedingungen dennoch einen Sinn zu geben, werden zwei ver-
schiedene Musteramplituden eingefiihrt und mit deren Hilfe eine Amplitudengleichung abgeleitet.
Inwieweit eine derart abgeleitete Amplitudengleichung reale experimentelle Ergebnisse quantitativ
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beschreiben kann, ist schwer einzuschiitzen. Bisher gibt es nur zwei Ubergangsfrequenzen zwischen
Mustern verschiedener Symmetrie, fiir die Ubereinstimmung erreicht wurde [54]. Als Basis fiir eine
generelle Bewertung einer solchen Ableitung ist dies noch unzureichend.

Amplitudengleichungen lassen sich aber nicht nur iiber den “klassischen” Weg der Fredholm-
schen Alternative gewinnen. Uber ein Energieminimierungsprinzip [35, 55, 56] oder Methoden der
Funktionalanalysis [57] gelangt man auch zu Amplitudengleichungen. Das erste Prinzip liefert gute
quantitative Ergebnisse im Vergleich zu den experimentellen Daten [35], aber beide Methoden sind
auf statische Probleme begrenzt. Um in der Perspektive auch dynamische Probleme mit magne-
tischen Fliissigkeiten schwach nichtlinear analysieren zu konnen, wére es wiinschenswert, die oben
beschriebenen Probleme in der Zukunft zu 16sen. Als zusétzlicher Gewinn wiirden auch andere,
mit deformierten Oberflichen verbundene Phénomene davon profitieren.

4.4 Schrige Kamme

In den vorangegangenen drei Abschnitten sind verschiedene Aspekte der Rosensweig-Instabilitét
unter der Voraussetzung untersucht worden, daf} ein konstantes iiberkritisches Magnetfeld normal
zu ungestorten ebenen Grenzfliche die Instabilitdt verursacht. Wird nun stattdessen das kon-
stante Magnetfeld horizontal zur Schicht angelegt, so existiert kein kritischer Wert, bei dem eine
Instabilitdt auftreten wiirde. Um bei Anwesenheit eines horizontalen Magnetfeldes dennoch eine
Instabilitdt zu generieren, sind zusétzliche, destabilisierend wirkende Mechanismen notwendig.

Eine Moglichkeit besteht darin, die horizontalen Magnetfelder zeitabhingig mit der Kreisfre-
quenz w zu wihlen [58]. Die dabei zu beobachtende Oberfldcheninstabilitét weist zwei charakteristi-
sche Merkmale auf. Die Deformationen oszillieren mit der halben Anregungsfrequenz Q = w/2, was
als subharmonisches Antwortverhalten bezeichnet wird. Als primére Instabilitit werden Kamme
beobachtet, deren Wellenvektor parallel zur Richtung des Magnetfeldes orientiert ist. Somit sind
die Oberflichendeformationen senkrecht zum Magnetfeld ausgerichtet, weshalb im Folgenden von
senkrechten Kédmme gesprochen wird.

Als zweite Moglichkeit kann das System vertikalen Vibrationen ausgesetzt werden. Die da-
bei zu beobachtende Instabilitidt in Form von parametrisch angeregten Oberflichenwellen ist seit
den Versuchen von Faraday im Jahre 1831 bekannt [59] und trégt inzwischen auch seinen Na-
men. Fiir das Einsetzen der Instabilitét ist eine kritische Intensitét der vertikalen Vibration noétig,
jenseits derer die Oberflichendeformationen typischerweise subharmonisches Antwortverhalten zei-
gen. Durch Variation von Schichtdicke und Anregungsfrequenz sowie deren Anzahl kann ein harmo-
nisches Antwortverhalten, 2 = w, angeregt [60] sowie Muster in der Form von Kémmen, Quadra-
ten, Sechsecken, Dreiecken oder Rhomben stabilisiert werden [61-64]. Die groBlere Mustervielfalt
fiir die Faraday-Instabilitét 148t erwarten, dafl bei der Kombination von konstantem horizontalem
Feld und vertikaler Vibration nicht nur K&mme senkrecht zum Magnetfeld als primére Instabilitét
moglich sind.

Im Vergleich zu den Grundgleichungen aus Kapitel 4.1 erfdhrt das System durch die vertikale
Vibration a(t) eine effektive, zeitlich modulierte Beschleunigung g(t) = [0,0, —g — a cos(wt)| statt
der konstanten Erdbeschleunigung g. Bis auf diese Modifikation in Gleichung (4.3) wird mit dem-
selben Satz von Grundgleichungen und Randbedingungen wie in Kapitel 4.1 die Dispersionsrelation
abgeleitet. Auf Grund der expliziten harmonischen Zeitabhingigkeit der Anregung ergeben sich
Differentialgleichungen mit periodischen Koeffizienten. Deshalb werden die kleinen Storungen des
Grundzustandes mit Hilfe eines Floquet-Ansatzes dargestellt,

(Xé((xa;,yy’,zt’)t)> = sin(qr)el 7! i (XZ£Z>>€Z'””, (4.37)

n=—oo

Y(x,y,2,t) = cos(qr)el@tiowlt Z Y, (2)e™t (4.38)

n=—oo
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Die Grofle X steht fiir A", h@(f) und w®: die GroBe Y steht fiir 1Y, p® und w®. Im Ver-
gleich zum Normalmodenansatz (3.3) ist die rdumliche Periodizitdt durch sin(qr) bzw. cos(qr)
beschrieben, was #dquivalent zu e'd" ist wegen des linearen Charakters der Gleichungen. Die
zeitliche Abhéngigkeit ist bereits in Real- und Imaginérteil aufgespalten mit der Wachstumsrate
o und der Summe iiber die moglichen Oszillationsfrequenzen. Diese sind entweder ein n-faches
der Anregungsfrequenz w fiir @« = 0 (entspricht dem harmonischen Antwortverhalten) oder ein
(n + 1/2)-faches fiir & = 1/2 (entspricht dem subharmonischen Antwortverhalten).

Nach dem Einsetzen der Entwicklung (4.37, 4.38) in die Grundgleichungen und Randbedingungen
erhilt man am Ende die Gleichung

Z (ann - aCn—l - CLCn—i—l) €[S+i(a+n)w]t = 0 (439)
mit
v? ~ 4 2 | 232 ~
W, = =2 20 coth(Guh) — geoth(gh)] (qn[4q + (¢° + G:)?] coth(gh) coth(gnh)

¥ g 440> (> + G2) og?

o422 2, 22 n oq”

ql4a”q, + (¢° + G,)7] Snh(gh) Smh(qnh)) +g+ p

_1)2 2
Ll pL) A(gh) (%) , (4.40)
0
Py +1) + e " (pp — 1

Agh) = — ¥ 1) e (e 1) (4.41)

(g + 12— ey —1)2

Gn = \/¢? + [0 +i(a +n)w]/v und der Induktionsstirke B des duferen Magnetfeldes parallel zur
x-Achse. Vergleicht man die Ausdriicke in (4.40) mit der Dispersionsrelation (4.12) fiir ein ver-
tikales Feld, so ergeben sich zwei Unterschiede. Der Ausdruck proportional zur Induktionsstérke
hat dasselbe Vorzeichen wie der Beitrag der Gravitation und der Oberflichenspannung. Ein kon-
stantes horizontales Magnetfeld stabilisiert also die Grenzfliche und kann alleine keine Instabilitét
verursachen. Im selben Ausdruck erscheint statt der Wellenzahl ¢ nur die z-Komponente des
Wellenvektors, was die Einfiihrung eines effektiven Feldes

(qB) _ q.B q

Bt = — Beosh 3 (4.42)
q q (g q

sinnvoll macht. Dabei bezeichnet # den Winkel zwischen dem Wellenvektor q und der &ufleren
Induktion B. Somit ist die Wirkung einer dufleren Induktion B auf eine Stoérung, die sich in eine
beliebige Richtung q ausbreitet, dquivalent zur Wirkung einer effektiven Induktion B.g parallel zu
q.
Unter der Ausnutzung der Tatsache, dafl Gleichung (4.39) fiir alle Zeiten erfiillt sein muf}; erhélt
man ein rekursives Gleichungssystem fiir die Koeffizienten (,,, das nach Abschneiden bei n = N
auf eine implizite Gleichung zur Bestimmung der Amplitude der Beschleunigung a [54]

a = |G(0,, q,w, Bcf‘fa v,o,p, /J’T)| 5 (443)

hinausléuft. Bei bekannten Systemparametern kann diese Gleichung numerisch geldst werden und
liefert die Abhéngigkeit der Beschleunigung a von ¢ fiir diesen Parametersatz. Die kritischen
Werte a. und ¢. entsprechen dabei dem absoluten Minimum der Kurve a(q) fiir verschwindende
Wachstumsraten, o = 0.

Abbildung 4.10 zeigt die Losung von Gleichung (4.43) fiir eine magnetische Fliissigkeit ohne
duBeres Feld, Beg = 0 (gestrichelte Linien), und fiir Begg = B 0o (durchgezogene Linien) bei o = 0.
Es fillt auf, daB8 im Unterschied zur schematischen Darstellung in Abb. 3.2(b) die neutrale Kurve
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Abbildung 4.10: Neutrale Kurve fiir eine Anregungsfrequenz von f = 10 Hz und eine Schichtdicke
von h = 2 mm. Gestrichelte (durchgezogene) Linien entsprechen Beg = 0 (Beff = B o0). Gefiillte
bzw. leere Zungen entsprechen dem subharmonischen bzw. harmonischen Antwortverhalten des
Systems. a. und ¢. (a’. und ¢’%) sind die kritischen Beschleunigungen und Wellenzahlen fiir Bog =
B. oo (Best = 0). Die Fluidparameter sind v = 10~ m?/s, o0 = 0.0265 N/m, p = 1020 kg/m?,
pr =1.85und B¢ o =17.28 mT.

in mehrere Zungen zerfallt. Innerhalb jeder Zunge ist die ebene Grenzfliche instabil gegeniiber
parametrisch angeregten stehenden Wellen, aulerhalb ist sie stabil. Das absolute Minimum aller
Zungen bei festem B-Wert gibt die kritische Beschleunigung a., die kritische Wellenzahl g, und
die zugehorige Ordnung ! (von links nach rechts) der Zunge, zu der diese kritischen Werte gehoren.
Diese Ordnung ! definiert die Kreisfrequenz des Antwortverhaltens iiber = lw/2. Demnach
liegt fiir Zungen ungerade (gerader) Ordnung subharmonisches (harmonisches) Verhalten vor. Im
dargestellten Beispiel verursacht das duflere Magnetfeld einen Wechsel von subharmonischem zu
harmonischem Verhalten.

Abbildung 4.11 zeigt die Abhéngigkeit der kritischen Groflen von der Frequenz f fiir vier ver-
schiedene Induktionsstidrken bei fester Schichtdicke A = 2 mm. Fiir alle Induktionsstérken und
nicht zu kleine Frequenzen, f 2 2 Hz, hat die Instabili&t subharmonischen Charakter wegen [ = 1.
Fiir kleinere Frequenzen treten bikritische Punkte auf, weshalb die Abhiingigkeit a.(f) nicht glatt
und die von ¢.(f) diskontinuierlich ist (siche Vergrofierungen in Abb. 4.11). Bikritische Punkte
sind solche Punkte im Parameterraum, fiir die das absolute Minimum von a(q) gleich den lokalen
Minima zweier benachbarter Zungen ist. Im feldfreien Fall geschieht ein solcher Uberlapp zum
Beispiel zwischen der ersten subharmonischen Zunge (I = 1) und der ersten harmonischen Zunge
(I =2) fir foc1 ~ 1.86 Hz [siche Vergroferung in Abb. 4.11(a)]. Fiir Frequenzen kleiner als fic 1
hat die Instabilitédt harmonischen Charakter bis zum néchsten bikritischen Punkt bei fic2 ~ 1.55
Hz, bei dem das Antwortverhalten zum subharmonischen Charakter mit [ = 3 zuriickwechselt.
Insgesamt durchlauft das System fiir f — 0 eine ganze Folge von Wechseln zwischen subharmoni-
schem und harmonischem Verhalten. Ein dufleres Magnetfeld kann die Frequenz der bikritischen
Punkte in Abhéngigkeit von der Viskositdt der MF in unterschiedliche Richtungen verschieben.
Fiir hoch-viskose Fliissigkeiten werden die Ubergangsfrequenzen erhoht (siehe Abb. 4 in [A65)),
fiir niedrig-viskose Fliissigkeiten vermindert [siche VergréBerung in Abb. 4.11(a)].

Ein Charakteristikum aller Abhiingigkeiten a.(f) ist das Auftreten eines Minimums fiir alle
untersuchten Induktionsstérken [Abb. 4.11(a)]. Um diese Minima zu erkléren, muff man sich da-
ran erinnern, dafl viskose Dédmpfung die Ursache fiir einen endlichen Wert von a. ist. Die viskose
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Abbildung 4.11: Abhéngigkeit der kritischen Beschleunigung a. (a) und der kritischen Wellenzahl
ge (b) von der Anregungsfrequenz f fiir h = 2 mm. VergréBerungen: Verhalten der Gréfien fiir
kleine Frequenzen. Die effektiven Induktionsstéirken sind Begg = 1.5Bc 00 (4), Beoo (B), 0.5B¢
(C), 0 (D). Die gleichen Fluidparameter wie in Abb. 4.10 mit der Ausnahme von v = 5.88 x 10~¢
m? /s wurden verwendet.

Dampfung vollzieht sich sowohl in der Grenzschicht der Fliissigkeit am Boden als auch im Inneren
der Fliissigkeit. Mit Hilfe der dimensionslosen Tiefe der Fluidschicht d = g.h kann die Dominanz
von einem dieser Didmpfungsmechanismen bestimmt werden (Abb. 4.12). Fiir diinne Schichten gilt
d < 1, und in diesen ist die Dampfung in der Grenzschicht am Boden vorherrschend (erstes Regime).
Fiir grofle Schichtdicken gilt d > 1, und hier ist die Dé&mpfung im Inneren relevant, wéhrend die
Démpfung in der Grenzschicht am Boden vernachléssigt werden kann (zweites Regime).
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Abbildung 4.12: Die Dampfung in der Fliissigkeit ist dominant fiir d > 1 und proportional zu
vq? [66]. Die Ddmpfung in der Grenzschicht am Boden ist dominant fiir d < 1. Der Exponent fiir
die Abhingigkeit der Dédmpfung in der Grenzschicht am Boden wurde in [60] abgeleitet.

Das erste Dampfungsregime tritt fiir kleine Frequenzen in Abb. 4.11 auf, so lange ¢. < 500 m~!
gilt. Innerhalb dieses Bereiches erhéht sich mit anwachsender Frequenz die kritische Wellenzahl,
weshalb sich d ebenfalls erh6ht. Dies kennzeichnet eine schwichere Dampfung in der Grenzschicht
am Boden, und die fiir die Instabilitit notwendige Beschleunigung fallt deshalb geringer aus.
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Das zweite Dampfungsregime ist typisch fiir ¢. > 500 m~!. Da die Démpfung im Inneren der

Fliissigkeit proportional zu ¢2 ist [66], wird diese Démpfung mit anwachsender Frequenz stérker,
da auch ¢, anwéchst. Somit ist fiir groflere Frequenzen eine erhohte Beschleunigung notig. Der
Ubergang zwischen diesen beiden Dampfungsregimen fithrt auf das Minimum in der kritischen
Beschleunigung.

Nun soll dargestellt werden, wie das Magnetfeld die kritische Beschleunigung beeinflufit. Aus
Abb. 4.11(b) kann man ablesen, dafl das Magnetfeld die zugehorige kritische Wellenzahl absenkt.
Diese Verringerung von ¢, und damit von d bewirkt aber gegenteilige Effekte in den verschiedenen
Dampfungsregimes. Im niederfrequenten Bereich, also im erstem D#&mpfungsregime, verursacht die
Absenkung von ¢, eine stirkere Ddmpfung in der Grenzschicht am Boden, was eine Erhohung der
kritischen Beschleunigung zur Folge hat [siche Kurven D — A fiir f < 40 Hz in Abb. 4.11(a)]. Im
hochfrequenten Bereich dagegen verursacht die Absenkung von ¢. eine schwéchere Dampfung im
Inneren der Fliissigkeit. Allerdings ist die Auswirkung auf die kritische Beschleunigung nicht so
ohne weiteres zu erkennen, weshalb dieser hochfrequente Fall nachfolgend ausfiihrlicher betrachtet
wird.

Abbildung 4.13(a) zeigt die Abhingigkeit der kritischen Beschleunigung a. von der effektiven
Induktion im hochfrequenten Fall, f = 100 Hz, fiir verschiedene Schichtdicken h. Wahrend fiir
unendlich dicke Fluidschichten die kritische Beschleunigung monoton abfillt (Kurve E), zeigt a.
fiir endliche, aber nicht zu diinne Schichten, A > 1.14 mm, ein Minimum (Kurven D bis B). Fiir
noch diinnere Schichten dagegen wéchst a. monoton an (Kurve A).
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Abbildung 4.13: Kritische Beschleunigung a. (a) und dimensionslose Tiefe des Fluids d = g.h (b)
in Abhéngigkeit von der effektiven Induktion Beg fiir f = 100 Hz. Die Schichtdicken sind h =1
mm (A4), 1.5 mm (B), 2 mm (C), 5 mm (D) und h = co (F). Die Fluidparameter sind die gleichen
wie in Abb. 4.11.

Um diese Abhéingigkeiten zu verstehen, ist es sinnvoll, d(Beg) zu betrachten [Abb. 4.13(b)]. Im
Gebiet d > 1, dem zweiten Dampfungsregime, verursacht die Absenkung von ¢, eine schwéchere
Dissipation im Inneren der Fliissigkeit, weshalb die kritische Beschleunigung absinkt. Dies ge-
schieht so lange, bis die dimensionslose Tiefe d in die Groflenordnung von 1 kommt. Bei einer
weiteren Verkleinerung von d wird nun die Dissipation in der Grenzschicht am Boden relevant und
stirker. Deshalb erhoht sich der Wert fiir die kritische Beschleunigung wieder. Dieser Ubergang
vom zweiten zum ersten Dadmpfungsregime verursacht das Minimum beziiglich a. bei Bl > 0 in
den Kurven D bis B. Mit abnehmender Schichtdicke h wird der Wert des effektiven Magnetfeldes,
bei dem dieser Ubergang stattfindet, immer kleiner. Fiir A < 1.14 mm findet kein Ubergang statt,
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44 Verschiedene Aspekte der Oberflidcheninstabilitéit auf magnetischen Fluiden

da das zweite Dampfungsregime iiberhaupt nicht auftritt. Fiir h = oo gibt es keine Grenzschicht
und somit keine dort stattfindende Dissipation, die relevant werden koénnte. Im Ergebnis fallt a,
monoton mit wachsendem B.g ab.

Das nichtmonotone Verhalten von a.(Beg) kann ausgenutzt werden, um verschiedene linear
instabilste Muster auszuwéhlen. Wenn die &uflere Induktion B kleiner ist als BXg;, dann sind
Kédmme mit q||B favorisiert. Denn jeder von Null verschiedene Winkel 6 liefert eine effektive
Induktion, deren zugehorige kritische Beschleunigung grofler ist als die die bei B. Als primére
Instabilitit sind demnach senkrechte Kdmme zu erwarten. Wenn die &uflere Induktion B grifier als
B} ist, dann wird sich ein Winkel 6 zwischen Wellenvektor und Feldrichtung einstellen, der durch
die Relation cosf = £BJ;/B gegeben ist. Auf diese Weise wird der Punkt mit der minimalsten
kritischen Beschleunigung zugénglich. Deshalb sollten fiir B > BZ; # 0 Kémme mit einem Winkel
von 46 oder —f oder rhombische Muster als Uberlagerung beider Orientierungen als primére
Instabilitdten zu beobachten sein. Fiir sehr diinne Schichten wird Bz Null, was einem Winkel
von 6 = 90° entspricht. In diesem Fall sind Kdmme parallel zum magnetischen Feld als primére
Instabilitdt zu erwarten. Somit kann durch die geschickte Wahl der Schichtdicke und der dufleren
Induktion zwischen verschiedenen linear instabilsten Mustern ausgewé#hlt werden.
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Kapitel 5

Thermomagnetische Konvektion

Allen bisher beschriebenen Instabilitéiten war gemeinsam, dafl eine Schicht magnetischer Fliissigkeit
mit einer freien Oberfliche betrachtet wurde. Fallt diese freie Oberfliche weg, dann ist die An-
wesenheit eines Magnetfeldes nicht mehr ausreichend, um eine Instabilitét zu generieren. Es sind
dafiir zusétzliche destabilisierende Mechanismen notwendig, wie im nachfolgenden Beispiel ein von
auBen aufgepriagter Temperaturgradient.

Die Motivation fiir diese Arbeit waren Experimente, die die Beobachtung einer neuartigen kon-
vektiven Instabilitét in magnetischen Fluiden beschrieben. In [67,68] wird eine horizontale Schicht
MF zwischen zwei Glasplatten lokal durch einen Laserstrahl erwédrmt. Dieser Laserstrahl tritt
vertikal durch die Schicht hindurch, die auflerdem noch einem konstanten vertikalen Magnetfeld
ausgesetzt ist. Durch die Absorption des Laserlichtes in der Fliissigkeit entsteht ein Temperatur-
gradient und infolgedessen ein Gradient des Brechungsindexes. Dieser Gradient wirkt wie eine
Zerstreuungslinse und weitet den durchtretenden Laserstrahl auf. Im feldfreien Fall sind als stati-
onéres Beugungsbild konzentrische Kreise zu beobachten. Bei Anlegen eines dufieren Feldes werden
oberhalb einer kritischen Feldstérke diese konzentrischen Kreise durch polygonal geformte Muster
ersetzt, zwischen denen das System wechselt. Diese polygonalen Beugungsmuster wurden von den
Experimentatoren als “Fingerabdriicke” vertikaler Konvektionsrollen interpretiert [68].

Diese Interpretation ist vor allem aus zwei Griinden mit einem Fragezeichen zu versehen. Ein
groBer Nachteil des Experimentes ist es, dafl es keine Informationen iiber die Temperatur- und
Konzentrationsverteilung in der Schicht gibt. Deshalb gibt es auch keine gesicherten Erkenntnisse
iitber das Stromungsprofil in der Schicht und die Orientierung von moglichen Konvektionsrollen.
Zum anderen sind keine der relevanten Materialparameter wie die Abhéngigkeit des Brechungs-
indexes von der Temperatur und von der Konzentration bekannt. Fiir organische Dispersionen
ist die Bestimmung dieser GréBen aus unabhéngigen Experimenten gelungen [69]. Vergleicht man
die auf diesen Daten basierenden theoretischen Resultate mit den experimentellen Werten fiir den
Durchmesser der konzentrischen Kreise, sind signifikante Abweichungen festzustellen (siehe Abb.
2 in [69]).

In Anbetracht dieser Unwigbarkeiten muf} das zu entwickelnde Modell darauf beschrinkt bleiben,
nur die essentiellen Merkmale des Experiments wiederzuspiegeln. Dies sind eine zylindersymme-
trische Temperaturverteilung sowie die endliche Hohe und der endliche Radius der Probe. Ziel ist
es, die Bedingungen zu bestimmen, unter denen vertikale Konvektionsrollen méglich sind und die
dafiir notigen Magnetfelder zu berechnen.

Als Modellgeometrie werden drei konzentrische Zylinder der Hohe h betrachtet (siehe Abb. 5.1).
Der innere Zylinder mit dem Radius R;, der konstanten Temperatur 77 und der konstanten Sus-
zeptibilitidt x(77) ist umgeben vom mittleren Zylinder mit dem Radius Rs. Innerhalb des Zylin-
derspaltes Ry — Ry fillt die Temperatur auf den Wert Ty < 17 ab, weshalb in diesem Bereich die
Suszeptibilitit eine rdumliche Variation, xy = x[T'(r)], erfdhrt. Der duflere Zylinder mit dem Radius
Roys bildet den Abschluf3, wobei innerhalb des Bereiches Rous — Rs die konstante Temperatur Tj
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Abbildung 5.1: Schematische Anordnung der konzentrischen Zylinder (links) sowie prinzipieller
Temperaturverlauf (rechts).

und die konstante Suszeptibilitit x(7p) vorliege. Auf Grund dieser Zusammensetzung ergibt sich
eine effektive Suszeptibilitdt von

Ro
o = e (R + (o = 1) [T 0]+ (o~ () (5.1)

Rous Ry

fiir das Gesamtsystem, das einem konstanten vertikalen Magnetfeld mit der Induktion By aus-
gesetzt ist. Das Magnetfeld im Zylinderspalt ist durch Hiy = Bext/[p0(1 + Nx)] gegeben. Dabei
bezeichnet x = x;(1 + B1x;) die Suszeptibilitit der MF und x; die Anfangssuszeptibilitit (2.22).
Ein quadratischer Term in x; mit £, = 1/3 [70-72] wurde hinzugefiigt, um zu testen, inwieweit Ab-
weichungen von der linearen Beziehung zwischen der Magnetisierung und der Fluiddichte Einflufl
auf die kritischen Felder haben. Solche Abweichungen gehen mit einem erhéhten Volumenanteil der
ferromagnetischen Teilchen einher, weshalb im Folgenden fiir 31 # 0 von nicht-verdiinnten MF ge-
sprochen wird. Der Demagnetisierungsfaktor N trigt der endlichen Ausdehnung der konzentrischen
Zylinder Rechnung und héingt sowohl vom Verhéltnis der Hohe zum Durchmesser, v = h/(2Rout),
als auch von der effektiven Suszeptibilitdt xes ab [73]. Die Kelvin-Kraftdichte (4.1) ergibt sich
dann zu

B? i
fie = — Do B (5.2)
Ho Xi
mit
2IN Ny; (1 i) —1
(1+Nx)3

Fafit man MF als binédre Mischungen von Nanopartikeln und Trégerfliissigkeit auf, ist es notwen-
dig, den Einflul von Temperatur und Konzentration auf die Musterbildung durch die Absch#tzung
der charakteristischen Zeiten zu bestimmen. Die charakteristische Zeit fiir konvektive Phénomene
ist durch ¢, = L?/k gegeben und die fiir diffusive Phéinomene durch t; = L2/D. L. (Lg) ist
die charakteristische Linge fiir Konvektion (Diffusion), x die thermische Diffusivitit und D der
Massendiffusionskoeffizient. Mit den typischen Werten x ~ 4 x 1078 m?s~! und D ~ 8 x 10712
m?s~! ergibt sich, dafl die charakteristische Zeit fiir die Diffusion um drei Gréfienordnungen grofer
ist als die charakteristische Zeit fiir die Konvektion. Denn fiir das betrachtete System sind beide
charakteristischen Langen gleich der Zylinderspaltbreite Ry — R;.

Auf Grund dieser Relation der Zeiten wird das System von der Kontinuitéts-, der Navier-Stokes-
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und der Wiarmeleitungsgleichung beschrieben, die entdimensionalisiert die Form

dive = 0, (5.4)
%+(Vgrad)\7 _ P(—gradp‘+A\7)+MFXL¥, (5.5)
7 ] )

%+(Vgrad)T = AT (5.6)

haben. In der Navier-Stokes-Gleichung (5.5) kommen zwei dimensionslose Zahlen vor: die Prandtl-
Zahl P = v/k charakterisiert das Fluid, und iiber die Magnetisierungszahl M = B2, (Ry —
R1)?/(popr?) kann die Stiirke der #uBeren Anregung eingestellt werden. Auf Grund der Zylin-
dersymmetrie ist das Geschwindigkeitsfeld zweidimensional, v = (u,v), und wird mit k/(Rs — R1)
entdimensionalisiert. Die Zeit wird mit (Ry — R1)?/k skaliert, die Temperatur mit (77 — Tp)
und der Druck g mit pkv /(R — R1)?. Fiir die Geschwindigkeit werden feste Randbedingungen
angenommen, & = Jru = 0 fir # = n/(1 —n) und 7 = 1/(1 —n), wobei n = R1/Rs das Radien-
verhéltnis ausdriickt. An jedem der beiden Rénder wird die Temperatur als konstant betrachtet,
Tlr = /(1 —n)] = Ty und Tfr = 1/(1 — )] = T.

Da die Kelvin-Kraftdichte die einzige destabilisierende Kraftdichte ist, muf sie ein Profil aufwei-
sen, das zu einer potentiell instabilen Schichtung innerhalb der Fliissigkeit fithrt. Wenn der innere
Zylinder die wirmere Region ist, zeigt Abb. 5.2(a) das erforderliche Profil. Die r-Komponente der
Kelvin-Kraftdichte muf3 nach innen gerichtet sein, und ihr Betrag mufl nach auflen hin monoton
anwachsen. Fiir ein solches Profil erfihrt ein Fluidvolumen im Abstand r 4 dr [durchgezogenes
Rechteck in Abb. 5.2(b)] eine grofiere Kraft in Richtung Zentrum als ein Volumenelement im Ab-
stand r (gestricheltes Rechteck). Wird dieses nun von r nach r + dr verschoben (strich-punktiertes
Rechteck), dann ergibt sich eine resultierende Kraft (Durch die Pfeile in Abb. 5.2(b) unten symbo-
lisiert. ), die dieselbe Orientierung hat wie die Verschiebung. Diese Kraft kann die kleinen Verschie-
bungen wiarmerer Fliissigkeit in kéltere Regionen verstérken und somit eine instabile Schichtung
innerhalb der Fliissigkeit generieren.

f, @ (b)
' r r+or
0 > I } —
-—
- - - — = -

Abbildung 5.2: (a) Notwendiges destabilisierendes Profil der r-Komponente der Kelvin-Kraftdichte
fkr bei Erwdrmung von innen. (b) Ein Volumenelement im Abstand r + dr (durchgezogenes
Rechteck) erfihrt eine grofiere Kraft in Richtung Zentrum als ein Volumenelement im Abstand
r (gestricheltes Rechteck). Bei Verschieben nach r + §r (strich-punktiertes Rechteck) zeigt die
resultierende Kraft in Richtung der Verschiebung (siehe strich-punktierter Pfeil).

Diese Argumente fithren zu der Forderung, dafl die r-Ableitung der Kelvin-Kraftdichte iiber die
gesamte Zylinderspaltbreite kleiner als Null sein muf}, 0:fx » < 0 fir 7 € [n/(1 —n),1/(1 — n)].
Aus der Anwendung dieser Forderung auf den stromungsfreien, wirmeleitenden Grundzustand,
Ve =0und Tg = Ty + (T1 — Tp) In[7(1 — n)]/Inn, wurde in [A74] das kritische Radienverhiltnis
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48 Thermomagnetische Konvektion

bestimmt, jenseits dessen eine instabile Schichtung mdoglich ist. Fiir realistische Temperaturen T3
oberhalb der Raumtemperatur T, = 300 K wird deutlich, dafl nur fiir einen sehr schmalen Spalt
eine solche instabile Schichtung mdoglich ist (Abb. 5.3). Diese Beschrinkung hingt dabei nicht
empfindlich vom Wert fiir §; und vom Demagnetisierungsfaktor N ab, wie die vier Parametersétze
in Abb. 5.3 zeigen. Damit sind die geometrischen Bedingungen bestimmt, unter denen vertikale
Konvektionsrollen fiir einen rein radialen Temperaturgradienten iiberhaupt erst auftreten kénnen.
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Abbildung 5.3: Gebiete potentiell instabiler bzw. stabiler Kraftdichteprofile bei fester duflerer
Temperatur Ty = 300 K und y; = 3. Die vier verschiedenen Parametersétze sind §; =0, N =
1 (gestrichelte Linie), 81 =0, N =0.7 (strich-punktierte Linie), 81 =1/3, N =1 (durchgezogene
Linie) und $;=1/3, N=0.7 (punktierte Linie), wobei die Ergebnisse fiir den ersten und letzten
Parametersatz praktisch zusammenfallen.

Da der die Konvektion ermdglichende Zylinderspalt sehr schmal ist, kénnen in der linearen
Stabilitéitsanalyse Terme wie 9r(9r + 1/7) gut durch 92 approximiert werden. AuBerdem ist es
vorteilhaft, die neue radiale Koordinate ¢ = ¥ —n/(1 —n) einzufiihren. Da das betrachtete System
nicht mehr unendlich ausgedehnt in der (z,y)-Ebene ist, sondern Zylindersymmetrie aufweist,
haben die Normalmoden die gednderte Gestalt

u(C, ¢, t) - u(q) :
9(C.0.1) | = e cos(ie) | 6(C) (¢, ¢,1) = e sin(lg)0(¢) (5.7)
T(¢, ¢,1) T(¢)

wobel [ die azimutale Wellenzahl ist. Fiir marginale Stabilitit, p = 0, hat das sich aus (5.4-5.6)
ergebende Differentialgleichungssystem die Gestalt

52 2_ a2 [/ 2 B M T oT,
(o) o log o) = " Fhmse 9
92 _ o
(a—@ - a2> T = a(ly-T), (5.9)

mit a = (1 —n)l/n und

foo— - OFy,  XF6N?BEx}(1+ Bixi) + ANX 61 (N — 461) + xi(N — 1061) + 261 — 2N]
xi — —Xi 8Xi - (1_|_NX)4 :
(5.10)
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Ein solches Differentialgleichungssystem ist dadurch lésbar, dafi die unbekannte Funktion @(¢) in
eine Reihe orthogonaler Funktionen entwickelt wird, die die vier Randbedingungen @ = d¢u = 0
fiir ¢ = 0, 1 erfiillen [75]. Damit ist es moglich, die Differentialgleichung (5.9) fiir T' zu 16sen und
die dazugehorigen Randbedingungen zu erfiillen. Die Differentialgleichung (5.8) wird dann mittels
eines Galerkin-Verfahrens (Details siehe [A74]) approximativ gelost.

Als feste Materialparameter werden p = 1.53 x 10® kgm™3, v = 6.54 x 107% m?2s~!, y; = 3,
und £ = 4.2 x 107® m?s~! gewihlt. Die duBere Temperatur Ty bei Ry = 1 cm wird bei 300 K
fixiert, die Hohe h bei 1 cm und der Radius des inneren Zylinders bei n = 1.01n.(61 = 1/3, N = 1).
Die kritischen Induktionsstérken fiir den Einsatz der vertikalen Konvektionsrollen werden fiir vier
verschiedene Kombinationen berechnet: eine verdiinnte (5, = 0) und nicht-verdiinnte (8; = 1/3)
magnetische Fliissigkeit mit Roy = 0o (N = 1) bzw. Roye =~ 3.33 cm. Der Demagnetisierungs-
faktor fiir die endliche Probe mit dem Hohe-zu-Durchmesser-Verhéltnis von v = 0.15 und der
effektiven Suszeptibilitdt entsprechend Gleichung (5.1) wird mittels der Daten aus [73] bestimmt.
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Abbildung 5.4: Kritische externe Induktion B. (a) und kritische azimutale Wellenzahl I, (b) in
Abhéingigkeit von der inneren Temperatur 74 fiir die Raumtemperatur Tp =300 K (andere Material-
parameter: siehe Text). Fiir die unendlich ausgedehnte Probe weist die nicht-verdiinnte Fliissigkeit
(durchgezogene Linie) eine niedrigere Schwelle auf als die verdiinnte Fliissigkeit (gestrichelte Linie).
Im Fall einer endlichen Probe mit Ry ~ 3.33 cm ist die Relation umgekehrt [vergleiche punktierte
Linie (41 = 1/3) und strich-punktierte Linie (51 = 0)]. Die kritische Wellenzahl (b) ist unabhéngig
von x(x;) und N und beschreibt einen drastischen Anstieg der Anzahl der Konvektionsrollen von
l.=14 fiir 6T'=70 K auf I, =315 fiir T =6 K.

Die Abbildung 5.4 zeigt die kritische externe Induktion B, und die zugehtrige Wellenzahl [, in
Abhéngigkeit von der inneren Temperatur 77 > Tjy. Eine Verringerung der Temperaturdifferenz
von 0T =70 K auf 67 = 4 K verursacht einen dramatischen Anstieg der kritischen Induktion um
anndhernd drei Groflenordnungen. Die Ursache dafiir liegt darin, dafl mit abnehmender Tempe-
raturdifferenz das kritische Radienverhiltnis, bei dem Konvektion moglich ist, grofier wird (siehe
Abb. 5.3 fiir T1 — 300 K); das heifit der Zylinderspalt wird immer schmaler. Da die Konvektions-
rollen aber die gleiche Léangenskala in - und ¢-Richtung bevorzugen, miissen sehr viel mehr Rollen
in einem schmaleren Zylinderspalt angetrieben werden. Die Energie fiir diesen Antrieb stammt aus
der dufleren Induktion, weshalb diese so markant anwéchst.

Wiéhrend die kritische azimutale Wellenzahl [, unabhéngig von x(x;) und N ist [siehe Abb.
5.4(b)], variiert die kritische Induktion. Vergleicht man zuerst die Schwellen fiir die unendlich aus-
gedehnte Probe, so hat die nicht-verdiinnte MF [durchgezogene Linie in Abb. 5.4(a)] die niedrigere
Schwelle im Vergleich zur verdiinnten Probe (gestrichelte Linie). Fiir alle getesteten Temperaturen
ist der Unterschied annéhernd konstant, B.(#1=1/3, N=1) ~ 0.63B.(8:=0, N=1). Fiir die endli-
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che Probe verhalten sich die Schwellen umgekehrt: das verdiinnte Fluid (strich-punktierte Linie)
hat die niedrigere Schwelle im Vergleich zum nicht-verdiinnten Fluid (punktierte Linie). Auch
hier bleibt der Abstand der Schwellen fiir die verschiedenen Temperaturdifferenzen quasi konstant,
B [$1=1/3, N(v=0.15, xefr)] =~ 1.18 B.[$1=0, N (v=0.15, xef)]-

Der Wert der kritischen Induktion wird durch die Gréfle von f,, fiir die gegebene Kombination
von N, 31 und x; beeinfluffit. Je hoher der Wert von f,,, um so kleiner kann die externe Induktion
sein, um dieselbe kritische magnetische Kraftdichte zu erzielen und damit Konvektion auszuldsen.
Abbildung 5.5 zeigt den Wert von f,, in Abhéngigkeit von der Anfangssuszeptibilitit fiir die
vier untersuchten Kombinationen. Fiir x; = 3 hat die verdiinnte Fliissigkeit in der unendlich
ausgedehnten Probe den niedrigsten f,,-Wert (sieche Schnittpunkt der vertikalen durchgezogenen
Linie mit der gestrichelten Linie in Abb. 5.5) und dementsprechend die hochste kritische Induktion
[siehe gestrichelte Linie in Abb. 5.4(a)]. Genau umgekehrt verhélt es sich mit der nicht-verdiinnten
Fliissigkeit in der unendlich ausgedehnten Probe, die den héchsten f,,-Wert bei x; = 3 und deshalb
die niedrigste kritische Induktion hat.
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Abbildung 5.5: f,, in Abhéngigkeit von der Anfangssuszeptibilitét x;. Die vier verschiedenen
Sets sind $; =0, N=1 (gestrichelte Linie), 81 =1/3, N=1 (durchgezogene Linie), 5, =0, N(y=
0.15, xeft) (strich-punktierte Linie) und 1=1/3, N(y=0.15, xesr) (punktierte Linie). Die vertikale
durchgezogene Linie markiert x; = 3.

Die physikalischen Griinde fiir die Relation der verschiedenen Schwellen sind die folgenden.
Die Kelvin-Kraft ist proportional zur Magnetisierung in der magnetischen Fliissigkeit [siehe Glei-
chung (4.1)]. Je hoher die Magnetisierung ist, um so kleiner kann die externe Induktion sein, um
die gleiche magnetische Kraft zu erzeugen. Fiir die unendlich ausgedehnte Probe, fiir die N = 1
unabhéngig von x ist, verursacht eine erhchte Konzentration von magnetischen Teilchen im Fluid
eine hohere Magnetisierung und damit eine niedrigere Schwelle. Fiir die endliche Probe héngt
der Demagnetisierungsfaktor von x ab [73]: N ist kleiner fiir hohere Konzentrationen. Ein klei-
nerer Demagnetisierungsfaktor geht mit einem gréfleren inneren Magnetfeld und einer kleineren
Magnetisierung einher, wenn von auflen eine vertikale Induktion anliegt. Auf Grund dieser Zusam-
menhénge verursacht in einer endlichen Probe die Erhthung der Konzentration der magnetischen
Teilchen zwei gegensitzliche Effekte beziiglich der Magnetisierung. Im untersuchten Fall fiir x; = 3
siegt der indirekte Einflu des Demagnetisierungsfaktors: das verdiinnte Fluid hat die niedrigere
Schwelle. Aber fiir x; > 3.2 gewinnt der direkte Einflu} der Konzentration iiber den indirekten
des Demag- netisierungsfaktors. Als Konsequenz hat nun das nicht-verdiinnte Fluid die niedrigere
Schwelle (die punktierte Linie ist nun oberhalb der strich-punktierten Linie in Abb. 5.5).

Der Vergleich mit den experimentellen Daten aus [68] ist nur sehr eingeschrinkt moglich, da es
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keine Informationen iiber das innere Temperaturprofil und damit z. B. {iber die Werte von R; und
Ry gibt. Trotzdem zeigen die berechneten Werte an, daf} relativ hohe Induktionsstérken notwendig
sind, um mittels eines rein radialen Temperaturgradienten Konvektion zu triggern. Extrapoliert
man zu Radien im Bereich von einigen Hundert Mikrometern (nicht unwahrscheinlich wegen der
Heizung durch einen Laserstrahl), kommt man zu extrem hohen Induktionsstérken. Trotz der
fehlenden Informationen aus dem Inneren der Schicht lassen die theoretischen Ergebnisse es eher
unwahrscheinlich erscheinen, daf} vertikal orientierte Konvektionsrollen allein durch einen radialen
Temperaturgradienten generiert werden koénnen. Sollte zusétzlich ein axialer Temperaturunter-
schied auftreten, wird es noch wichtiger, zu aussagekréftigen Daten aus dem Inneren der Schicht
zu kommen, um realistische Vorstellungen iiber das Stromungsprofil zu entwickeln. Auflerdem muf3
der Einflul der Diffusion neu diskutiert werden, da die charakteristischen Léngen fiir Konvektion
und Diffusion nun nicht mehr gleich grofl sein miissen.
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Thermomagnetische Konvektion
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