Institut fiir Wissenschaftliches Rechnen

Ubungsblatt 5 zur Vorlesung Mathematik I1/2

1. Es seien A und B zufillige Ereignisse und p = P(A), ¢ = P(B) und r = P(AU B).
(a) Zeigen Sie, dass fiir voneinander unabhiingige Ereignisse A und B auch A und B, A und B bzw. A
und B Paare unabhingiger Ereignisse sind.

(b) Welche Beziehung muss fiir die Wahrscheinlichkeiten p,q,r gelten, damit die Ereignisse A und B
unabhéngig voneinander sind?

2. Bei einem zufilligen Versuch, als dessen Ergebnis stets genau eines der zufilligen Ereignisse A, ..., As
eintritt, wird durch , X =4, falls A; eintritt* (i = 1,...,5) eine ZufallsgroBe definiert.

(a) Mit Hilfe der Werte p; = P(A4;1),p2 = P(A42),p3 = P(A43) und ps = P(A;) bestimme man die
Verteilungsfunktion Fxy von X.

(b) Fiir p1 = %, p2 = 15, p3 = ps = ¢ stelle man Fx graphisch dar.

3. Zwei Schiitzen geben unabhiingig voneinander jeweils auf ein eigenes Ziel einen Schufl ab. Die Trefferwahr-
scheinlichkeit des ersten Schiitzen sei p1, die des zweiten ps. Es sei X die Zufallsgrofle, die den Wert 1
annimmt, falls der erste Schiitze getroffen hat und den Wert 0, falls er nicht traf. Analog sei die Zufalls-
grofe X fiir den zweiten Schiitzen definiert. Geben Sie fiir die Zufallsgréflie Z = X; — X5 in einer Tabelle
zu allen Werten, die Z annehmen kann, die zugehorigen Wahrscheinlichkeiten an.

4. Es werden wiederholt, unter konstanten Bedingungen und (total) unabhingig voneinander, Schiisse auf ein
Ziel abgegeben, wobei die Treffwahrscheinlichkeit p = 0.8 betrage. Das Schieflen werde so oft durchgefiihrt,
bis der erste Treffer erzielt wird, jedoch hochstens bis zum 4. Schuss.

(a) Mit welcher Wahrscheinlichkeit wird das Ziel getroffen?
(b) Man bestimme die Verteilungsfunktion Fx der Anzahl X der abgegebenen Schiisse.
(¢) Man berechne E(X) und var(X).

5. Es sei Fx die Verteilungsfunktion einer Zufallsgrofe X mit Fy () = a + barctanz  (—oo < z < 00).

(a) Welche Werte kénnen die Konstanten a und b annehmen?

(b) Wie lautet die Dichtefunktion von X?



Zusatz: Bei einem Markov-Automaten sind die Ubergiinge zwischen Zusténden nicht determiniert wie bei sequen-
tiellen Automaten (siehe VL Systemtheorie I, Kapitel 3) sondern werden durch gewisse Ubergangswahr-
scheinlichkeiten beschrieben. Sei p;; die Ubergangswahrscheinlichkeit vom Zustand j in den Zustand i
also die bedingte Wahrscheinlichkeit p;; = p(z(n + 1) = i|z(n) = j). Angenommen es gibt 3 Zustéinde
(z.B. Student ist 'Spitze’, 'mittel’ oder hat noch keinen Plan’).

Gegeben seien die Startwahrscheinlichkeiten fiir jeden dieser Zusténde zu Beginn des Studiums

p(O) = [p1(0)7p2(0)7p3(0)]l = [1/37 1/37 1/3]/

und die Matrix der Ubergangswahrscheinlichkeiten (zum Zustand ein Semester spiter)

4/5 1/6 0
P=1|1/5 4/6 3/8
0 1/6 5/8

(a) Geben Sie die Wahrscheinlichkeit dafiir an, daf ein Student nach einem Semester im Zustand ’Spitze’
ist, p1(1)!

(b) Geben Sie die Wahrscheinlichkeiten fiir alle 3 Zusténde nach einem Semester p(1) = [p1(1), p2(1), p3(1)]
an.

(¢c) Wie grof} sind die Wahrscheinlichkeiten fiir alle 3 Zustéinde nach 10 Semestern?

(d) Die Matrix der Ubergangswahrscheinlichkeiten, P, hat immer einen Eigenwert gleich 1. Berechnen Sie
den zugehorigen Eigenvektor. Normieren Sie den Eigenvektor so, dafl die Summe seiner Komponenten
gleich 1 ist. Vergleichen Sie das Ergebnis mit dem von (c)!



