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Zusammenfassung
Im Text werden zunéchst kurz die Grundlagen der relativistischen Mechanik im Elektro-Magnetischen
Potential wiederholt um dann damit die Elektronbewegungsgleichung in einem kombinierten Feld des
Freie Elektronen Lasers und Strahlung zu gewinnen.
Danach werden diese fiir das Small Signal Gain Regime stérungstheoretisch gelost und der Gain als
Funktion des Detunings ermittelt.

Elektronbewegungsgleichung

e Lagrangefunktion eines relativistischen Teilchens mit Ruhemasse mg, Geschwindigkeit 8 und Ladung
¢ im Elektromagnetischen Potential A(r,t)

L(r,B,t) = —m()02m+ qBA(r,t)
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e Kanonischer Impuls g

e Hamiltonfunktion H(p) = E = [p*c? + mo?c!]'/? = ymoc?
H(p,r,t)=[(p— %A)ch + mo2ct]/?
e Elektromagnetisches Potential beinhaltet Undulatorpotential (V x A, (z) = By(z)) und Pot. der Strah-
lung (E.(z,t) = —c 10A(z,t)/0t)
A(z,t) = Au(z) + AL (2, 1)
By .
wobei A,(z) = T (cos[kuz]ex + sin[k,z]ey)
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Az, t) = — (— coslk,(z — ct)]ex + sinfk,(z — ct)]ey)

Es soll gelten das sich E,(z,t) nur langsam mit der Zeit &ndert. Das heifit, Zeitableitungen E.(z,t)
sind vernachléssigbar.

e Als Ma8 fiir den Energiegewinn des Strahlungsfeldes dient die Energieinderung der Elektronen
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aus den Hamiltonschen Gleichungen (p; = —0H/d¢;) und der Anfangsbedingung das es keine Trans-
versalimpulse vor dem Einflug gibt (p; 0 = 0). Es folgt
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K ist der Undulator-Parameter und représentiert die Geometrie des Undulators.

e Die Phase 0 gibt den Ort des Elektrons, relativ zur ponderomotorischen Welle, an. Diese ponderomo-
torische Welle ist dadurch ausgezeichnet, dass Elekronen die sich mit ihr bewegen im Mittel weder
Energie ans Feld abgeben, noch daraus gewinnen. Zur Veranschaulichung;:

1. mitbewegen bedeutet:

2. z = ¢f,t in O einsetzen

3. und damit
=0

Das (3, aus (x) erfiillt also eine , Resonanzbedingung*

e Allgemein erhilt man (3, einfach aus
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e Es ist niitzlich ein yg einzufiihren fiir das §8,(yr) die Resonanzbedingung (*) erfiillt und die Gleichung
fir 4 auf n = 1 — «/yr umzuschreiben. n entspricht der Energie des Elektrons in Einheiten der
Resonanzenergie.

k(1 + K?)
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Dies ist erfuillt fiir K, < K. Diese Bedingung bedeutet
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Dies ist iiblicherweise erfiillt. Die letzte Relation ist aus der Bedingung fiir kohérente Verstirkung entnommen.

Y 2
A= (1+K?)
e Dann wird 7 = 4/yr. Unter den Annahmen, dass die Elektronen mit v ~ g eingeschossen werden,
die Energiedinderung klein ist sowie das Strahlungsfeld schwicher als das Undulatorfeld, vereinfachen
sich die FEL-DGL zu
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n=—0%sin6 wobei Q% =

6 = 2ckyn



e Fiir kleine 6 lassen sich die zwei FEL-DGL umschreiben zu einer Pendelgleichung
0 + 2ck, Q%0 = 0

Das Elektron gleitet also stdndig in der Phase. Die Ruhelage stellt die ponderomotive Welle dar.

2 Small Signal Gain

e Fiir eine Gleichung die den Energieiibertrag genauer beschreibt, 16st man das DGL-System mit Stérungsrechnung.
A beschreibt dabei die Abweichung der Einschussenergie von der Resonanzenergie in Einheiten der Re-
sonanzenergie und ist dabei soetwas wie die Nullte Ordnung der Stérungstheorie.

0 =0+ et +€292
n=A+en +en
0?2 = 02

Die Ergebnisse fiir 6 sind abhéngig von einer Integrationskonstante (Phase) 6;, die eine Abweichung
von der pond.-Welle bereits vor dem Eintritt in den Undulator beschreibt. Man nimmt an, dass al-
le Elektronen in einem Paket gleichméfig {iber diese Ausgangsphase verteilt sind. Darum mittelt
man die Ergebnisse iiber 6;, und beschreibt die gesamte relative Energieiinderungen des Pakets als
0MNGesams = Ne <772>9;n' N, ist die Zahl der Elektronen in einem Bunch und <'>0;n stellt die Mittelung,

also (2m)~! fo% db;,, dar.

e Die erste Korrektur zu A ist (12), mit

(o) d [sin’z
X —
2/6,, dz 2

mit =2t N,A

Der Energieverlust der Elektronen ist demnach eine antisymmetrische Funktion von A mit einem Ma-
ximum bei x = 1.30.
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