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Zusammenfassung

Im Text werden zunächst kurz die Grundlagen der relativistischen Mechanik im Elektro-Magnetischen
Potential wiederholt um dann damit die Elektronbewegungsgleichung in einem kombinierten Feld des
Freie Elektronen Lasers und Strahlung zu gewinnen.
Danach werden diese für das Small Signal Gain Regime störungstheoretisch gelöst und der Gain als
Funktion des Detunings ermittelt.

1 Elektronbewegungsgleichung

• Lagrangefunktion eines relativistischen Teilchens mit Ruhemasse m0, Geschwindigkeit β und Ladung
q im Elektromagnetischen Potential A(r, t)
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2
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• Kanonischer Impuls ℘
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• Hamiltonfunktion H(p) = E = [p2c2 +m0
2c4]1/2 = γm0c

2

H(℘, r, t) = [(℘− q

c
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• Elektromagnetisches Potential beinhaltet Undulatorpotential (∇×Au(z) = Bu(z)) und Pot. der Strah-
lung (Er(z, t) = −c−1∂Ar(z, t)/∂t)

A(z, t) = Au(z) +Ar(z, t)

wobei Au(z) =
Bu

ku
(cos[kuz]ex + sin[kuz]ey)

Ar(z, t) = −Er(z, t)
kr

(− cos[kr(z − ct)]ex + sin[kr(z − ct)]ey)

Es soll gelten das sich Er(z, t) nur langsam mit der Zeit ändert. Das heißt, Zeitableitungen Ėr(z, t)
sind vernachlässigbar.

• Als Maß für den Energiegewinn des Strahlungsfeldes dient die Energieänderung der Elektronen
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qErβ
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aus den Hamiltonschen Gleichungen (℘̇i = −∂H/∂qi) und der Anfangsbedingung das es keine Trans-
versalimpulse vor dem Einflug gibt (℘i,0 = 0). Es folgt

γ̇ = − qEr

γm0c
(K sin θ) mit θ = (ku + kr)z − krct

K =
qBu

mc2ku

K ist der Undulator-Parameter und repräsentiert die Geometrie des Undulators.

• Die Phase θ gibt den Ort des Elektrons, relativ zur ponderomotorischen Welle, an. Diese ponderomo-
torische Welle ist dadurch ausgezeichnet, dass Elekronen die sich mit ihr bewegen im Mittel weder
Energie ans Feld abgeben, noch daraus gewinnen. Zur Veranschaulichung:

1. mitbewegen bedeutet:

0 != θ̇ = c(ku + kr)
[
βz −

kr

ku + kr

]
⇒ βz =

kr

ku + kr
(∗)

2. z = cβzt in θ einsetzen

θ = (ku + kr)
kr

ku + kr
ct− krct = 0

3. und damit
γ̇ = 0

Das βz aus (∗) erfüllt also eine ”Resonanzbedingung“

• Allgemein erhält man βz einfach aus

βz ≈ 1− 1
2γ2
− βx

2 + βy
2

2

= 1− 1 +K2 +Kr
2 −KKr cos θ

2γ2

mit Kr =
qEr

mc2kr

• Es ist nützlich ein γR einzuführen für das βz(γR) die Resonanzbedingung (∗) erfüllt und die Gleichung
für γ̇ auf η = 1 − γ/γR umzuschreiben. η entspricht der Energie des Elektrons in Einheiten der
Resonanzenergie.

γR =
kr(1 +K2)

2ku

Dies ist erfüllt für Kr � K. Diese Bedingung bedeutet

Kr

K
=

Erλ

Buλu
∼

1

γ2
� 1

Dies ist üblicherweise erfüllt. Die letzte Relation ist aus der Bedingung für kohärente Verstärkung entnommen.

λ =
λu

2γ2
(1 +K

2
)

• Dann wird η̇ = γ̇/γR. Unter den Annahmen, dass die Elektronen mit γ ≈ γR eingeschossen werden,
die Energieänderung klein ist sowie das Strahlungsfeld schwächer als das Undulatorfeld, vereinfachen
sich die FEL-DGL zu

η̇ = −Ω2 sin θ wobei Ω2 =
qKEr

mcγR
2

θ̇ = 2ckuη
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• Für kleine θ lassen sich die zwei FEL-DGL umschreiben zu einer Pendelgleichung

θ̈ + 2ckuΩ2θ = 0

Das Elektron gleitet also ständig in der Phase. Die Ruhelage stellt die ponderomotive Welle dar.

2 Small Signal Gain

• Für eine Gleichung die den Energieübertrag genauer beschreibt, löst man das DGL-System mit Störungsrechnung.
∆ beschreibt dabei die Abweichung der Einschussenergie von der Resonanzenergie in Einheiten der Re-
sonanzenergie und ist dabei soetwas wie die Nullte Ordnung der Störungstheorie.

θ = θ0 + εθ1 + ε2θ2

η = ∆ + εη1 + ε2η2

Ω2 = εΩ2

Die Ergebnisse für θ sind abhängig von einer Integrationskonstante (Phase) θin die eine Abweichung
von der pond.-Welle bereits vor dem Eintritt in den Undulator beschreibt. Man nimmt an, dass al-
le Elektronen in einem Paket gleichmäßig über diese Ausgangsphase verteilt sind. Darum mittelt
man die Ergebnisse über θin und beschreibt die gesamte relative Energieänderungen des Pakets als
δηGesamt = Ne 〈η2〉θin . Ne ist die Zahl der Elektronen in einem Bunch und 〈·〉θin stellt die Mittelung,
also (2π)−1

∫ 2π

0
dθin, dar.

• Die erste Korrektur zu ∆ ist 〈η2〉θin mit

〈η2〉θin ∝
d

dx

(
sin2 x

x2

)
mit x = 2πNu∆

Der Energieverlust der Elektronen ist demnach eine antisymmetrische Funktion von ∆ mit einem Ma-
ximum bei x = 1.30.
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