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ST Motivation

Rahmenbedingungen

» Alle moglichen Teilchen entstehen durch Prozesse vy — i+ i
i

» Grundannahme:
Friithes Universum ist im thermodynamischen Gleichgewicht
= Paarerzeugung genau so haufig wie Paarvernichtung, d.h.
(N) = N = const.
» Gleichgewichtsthermodynamik (Quantenstatistik) ist ideale
Beschreibung
» Teilchensorten sind ideales Quantengas

‘ Ziel: AbhZnigkeit der einzelnen Haufigkeiten in verschiedenen Epochen
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STTIIT S Mathematischer Werkzeugkasten

Erinnerung an Quantenstatistik

Teilchenzahl N=>", 7 Ny - Mittlere Bestzungszahl des Zu-

standes k
Energie E=>,Nk-ek ek - Einteilchenenergie des Zustandes
k

Mittlere Besetzungszahlen:

+1 Bose — Einstein
N = m wobei n = 0 Maxwell — Boltzmann
—1 Fermi — Dirac
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STTIIT S Mathematischer Werkzeugkasten

Erinnerung an Quantenstatistik

Teilchenzahl N=>,"nk Tk - Mittlere Bestzungszahl des Zu-

standes k
Energie E =) ,Nk- ek ek - Einteilchenenergie des Zustandes
k

Kontinuumslimit:

gv [ , a—s(lﬁz)ﬂ/OO 2 212
;...—>—(27r)3 /_oodp... — o . de e(e= — m?)* /<.

mit:
£2 = p? 4+ m?
g - Anzahl der inneren Freiheitsgrade
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STTIIT S Mathematischer Werkzeugkasten

Erinnerung an Quantenstatistik

N g * 2 2\1/2
= — = — — f
n= =57 : de e(e® — m?)/“f(e, t)
_E_ g [ 202 2\1/2
p—v—ﬁ - dsz—:(s—m) f(&,t)

wobei ﬁk(&“k, T) — f(g’ T(t))
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Gliederung

Abhangigkeit der Teilchendichte in verschiedenen Epochen
Friihes Universum
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Abhangigkeit der Teilchendichte in verschiedenen Epochen

Abhanigkeiten fiir relativistische und nicht relativistische
Teilchenarten

N g * m2)1/2

n—= V:?/m d€€(8 )/f(€,t)
E [e.e]

P=v = %/ de — m?) 2 f (e, t)

[m] = =
Klaus Steiniger Entwicklung des Teilcheninhalts



Abhéngigkeit der Teilchendichte in verschiedenen Epochen Friihes Universum

Abhanigkeiten fiir relativistische und nicht relativistische
Teilchenarten

_N_ g 2 2y1/2
n= =57 : de e(e® — m?)/“f(e, t)
_E_ g [ 202 2\1/2
p—v—ﬁ - d€€(8 —m) f(&,t)

Fiir relativistische Teilchenarten (m < T und p < T) ergibt sich:

4(3) 3
>5gT> (Bose)

3) = 1.20206...
neq(T) = { %, C?3) gT3 (Fermi) <3
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Abhéngigkeit der Teilchendichte in verschiedenen Epochen Friihes Universum

Abhanigkeiten fiir relativistische und nicht relativistische
Teilchenarten

_N_ g [T 2 2y1/2
n= =57 : de e(e® — m?)/“f(e, t)
_E_ g [ 202 2\1/2
P=7v =52 : de (e — m°)*/“f(e, t)

Fiir relativistische Teilchenarten (m < T und p < T) ergibt sich:
B T3 (Bose
neo(T) =4 5 By (Bose) 3y — 1.20206...
7 2l (Fermi)
Und nicht-relativistische Arten (m — > T):

3
T\2
neQ(T) =g <n27_7r -e~(m=1)/T(Bose und Fermi)
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Abhéngigkeit der Teilchendichte in verschiedenen Epochen Friihes Universum

Nocheinmal
relativistisch nicht-relativistisch
ngq o< T3 ngq o< (mT)3/2e=m/T
%a
0 200 300 p T[MeV]

fiir Muon mit m = 105.6 MeV

Interpretation:
Anzahl der schweren Teilchen nimmt exponentiall ab mit fallender

Temperatur
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Liouville’scher Satz

Boltzmann Gleichung
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Abhéngigkeit der Teilchendichte in verschiedenen Epochen Danach

Problemstellung

Wir haben:
Gleichung die n(T) fiir thermisches Gleichgewicht beschreibt, aber

> thermisches Gleichgewicht < Reaktionsrate ' = o - L ist groB
(typischer Gleichgewichtserhaltender Prozess: vv — eTe™)
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Abhéngigkeit der Teilchendichte in verschiedenen Epochen Danach

Problemstellung

Wir haben:
Gleichung die n(T) fiir thermisches Gleichgewicht beschreibt, aber

> thermisches Gleichgewicht < Reaktionsrate ' = o - L ist groB
(typischer Gleichgewichtserhaltender Prozess: vv — eTe™)

» I oc L o< n(t) o< a(t)~3 ist abhingig von der Expansion
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Abhéngigkeit der Teilchendichte in verschiedenen Epochen Danach

Problemstellung

Wir haben:
Gleichung die n(T) fiir thermisches Gleichgewicht beschreibt, aber

> thermisches Gleichgewicht < Reaktionsrate ' = o - L ist groB
(typischer Gleichgewichtserhaltender Prozess: vv — eTe™)
» I oc L o< n(t) o< a(t)~3 ist abhingig von der Expansion

» thermisches Gleichgewicht wenn I > H(t)
(H(t) = a/a - Hubbleparameter)
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Abhéngigkeit der Teilchendichte in verschiedenen Epochen Danach

Problemstellung

Wir haben:
Gleichung die n(T) fiir thermisches Gleichgewicht beschreibt, aber

> thermisches Gleichgewicht < Reaktionsrate ' = o - L ist groB
(typischer Gleichgewichtserhaltender Prozess: vv — eTe™)
» I oc L o< n(t) o< a(t)~3 ist abhingig von der Expansion
» thermisches Gleichgewicht wenn I' > H(t)
(H(t) = a/a - Hubbleparameter)
Der Fall ' < H (keine Reaktionen) einfach:
> N ist erhalten

» n(t) fallt mit a(t)~3 (werden wir als Zwischenergebnis erhalten)
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Abhingigkeit der Teilchendichte in verschiedenen Epochen Danach

Problemstellung

Wir haben:
Gleichung die n(T) fiir thermisches Gleichgewicht beschreibt, aber
> thermisches Gleichgewicht < Reaktionsrate ' = o - L ist groB
(typischer Gleichgewichtserhaltender Prozess: vv — eTe™)
» I oc L o< n(t) o< a(t)~3 ist abhingig von der Expansion
» thermisches Gleichgewicht wenn I' > H(t)
(H(t) = a/a - Hubbleparameter)
Der Fall ' < H (keine Reaktionen) einfach:
> N ist erhalten

» n(t) fallt mit a(t)~3 (werden wir als Zwischenergebnis erhalten)

Preisfrage: Was passiert im Ubergang?
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Abhéngigkeit der Teilchendichte in verschiedenen Epochen Danach

Fahrplan

» Liouville'scher Satz fiir Bewegungsgleichung von f(e, t) ohne
Erzeugung und Vernichtung von Teilchen (durch inelastische
Streuung)

» Erzeugung und Vernichtung einbauen
» Diskussion

Klaus Steiniger Entwicklung des Teilcheninhalts 22. April 2009 14 / 26



Liouville’scher Satz
1

Phasenraumdichte ist inkompressibel!’

o d 0
0L S
dt

9
af+{f,hr}:(

F -
-Vyi+ — -V, ]| f=LNr[f
at+vV+mV) NR[]

o & E DA
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Abhéngigkeit der Teilchendichte in verschiedenen Epochen Danach

Liouville’scher Satz

'Phasenraumdichte ist inkompressibel!’

rd 0 [0 F =
O—Ef—ﬁfﬂ—{f,H}—(at—i—v Vit — Vv>f_LNR[f]

Die relativistische Verallgemeinerung

5 4 0

—~ o o
L=p va

axa B rg’yp
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Abhéngigkeit der Teilchendichte in verschiedenen Epochen Danach

Liouville’scher Satz

'Phasenraumdichte ist inkompressibel!’

v d 0 [0 F =
o_af_af+{f,H}_<at+v Vit — Vv>f_LNR[f]

Die relativistische Verallgemeinerung

5 4 0

—~ o o
L=p PV%

o TP
Mit Robertson-Walker Metrik und f = f(e, t) vereinfacht sich das zu:

L[f(€7 t)] - eatf(sa t) - a’p| 86){(87 t) =0
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Abhéngigkeit der Teilchendichte in verschiedenen Epochen Danach

Boltzmann Gleichung ohne Erzeugung und Vernichtung

Integrieren
+oo 5 A2
8 3,. |2 _ap(e) 9
(2m)3 /_OO &p [8tf(€’ ) a ¢ 86f(€’ t)
272 J . ot a € de 7
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Abhéngigkeit der Teilchendichte in verschiedenen Epochen Danach

Boltzmann Gleichung ohne Erzeugung und Vernichtung

Integrieren
+oo 5 12
8 3 | Oy 2PE 0
(2m)3 /_OO &p [6tf(€’ ) a ¢ 86f(€’ t)
272 J . ot a € de 7
liefert q ) q
= Qo) £ 0= S(n(t) 3(¢)) =
dtn(t)+3an(t) 0= dt(n(t) a>(t))=0

Beschreibt die Entwicklung der Teilchendichte nur aufgrund der
Ausdehnung des Universums.

Klaus Steiniger Entwicklung des Teilcheninhalts 22. April 2009 16 / 26



Abhéngigkeit der Teilchendichte in verschiedenen Epochen Danach

Entwicklung der Teilchendichte ohne Streuung

ap

q 3
T n(0)- 2() = () = nao) - (%)

a

» Die Teilchendichte fillt mit 1/a°
» Entspricht dem Verhalten der Teilchendichten heute

» ohne Erzeugung in Sternen...
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Beriicksichtigung inelastischer Streuung
d

—ni(t) = —3gn,-(t) — c(if — ki) + c(kl — if)
Annahmen:
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Beriicksichtigung inelastischer Streuung

d.
dt '

(t) = —3gn,-(t) — c(if — ki) + c(kl — if)
Annahmen:

> c(ij — kl) = n; - nj (ojji—mvij)

o & E DA
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Abhéngigkeit der Teilchendichte in verschiedenen Epochen Danach
Beriicksichtigung inelastischer Streuung

%n;(t) = —3§n,-(t) —c(ij — kI) + c(kl — if)

Annahmen:
> c(ij = kI) = nj - nj (ojjuvij)
» Nur stabile Teilchen — ii = kk
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Abhéngigkeit der Teilchendichte in verschiedenen Epochen Danach
Beriicksichtigung inelastischer Streuung

%n;(t) = —3gn,-(t) —c(ij — kI) + c(kl — if)

Annahmen:
> c(ij — kl) = ni - nj (ojj—wuvij)
> Nur stabile Teilchen — ii = kk
> im thermischen GG ist Paarzeugung genauso hiufig wie
Paarvernichtung
ceq(ii — kk) = ceq(kk — ii)

|
NiEQ - M EQ <Ui7—>kEV>EQ = NKEQ " M EQ <Ukﬂ—>i7V>EQ
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Abhéngigkeit der Teilchendichte in verschiedenen Epochen Danach

Beriicksichtigung inelastischer Streuung

d a .. ..
an;(t) = —35n,-(t) —c(ij — kI) + c(kl — if)
Annahmen:
> c(ij = kI) = ni - nj (o—mvi)
» Nur stabile Teilchen — ii = kk
> im thermischen GG ist Paarzeugung genauso hiufig wie
Paarvernichtung B
ceq(ii — kk) = ceq(kk — ii)
!
NiEQ " M EQ <Ui7—>kEV>EQ = NKEQ " M EQ <Ukﬂ—>i7V>EQ
> (0V)gq = (ov) und Spezies k ist im GG mit restlichem Gas
= ”kr?<°'ki—>ﬁv> = NkEQML EQ <UkE—>i7V>EQ
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Abhéngigkeit der Teilchendichte in verschiedenen Epochen Danach
Beriicksichtigung inelastischer Streuung

d a .. ..
an;(t) = —35n,-(t) —c(ij — kI) + c(kl — if)
Annahmen:

> c(ij = kI) = ni - nj (o—mvi)

» Nur stabile Teilchen — ii = kk

> im thermischen GG ist Paarzeugung genauso hiufig wie
Paarvernichtung B
ceq(ii — kk) = ceq(kk — ii)

!

NiEQ - M EQ <Ui7—>kEV>EQ = NKEQ " M EQ <Ukﬂ—>i7V>EQ
(ov)gq = (ov) und Spezies k ist im GG mit restlichem Gas
= ”kr?<°'ki—>f7‘/> = NkEQML EQ <UkE—>i7V>EQ
Es wird:

v

d a
&”i(t) = —3;"i(t) + (nigq - M gq — niny) (O kxv)
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Abhéngigkeit der Teilchendichte in verschiedenen Epochen Danach

Diskussion

d a
a”i(t) = —33”i(t) + (niEq - MeQ — n;ny;) <Ui7—>kEV>

Vereinfachen mit n; = n; und umschreiben zu Ableitung nach a

2 2
i(n.a?’) — lnivEQ B ni ri7—>k;
da‘"’ 3 n; a/a

mit Fﬁ_)k; - Ubergangsrate
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Abhéngigkeit der Teilchendichte in verschiedenen Epochen Danach

Diskussion

d a
a”i(t) = —33”i(t) + (niEq - MeQ — n;ny;) <Ui7—>kEV>

Vereinfachen mit n; = n; und umschreiben zu Ableitung nach a

2 2
d 1nigqg —nil- ¢
(n,~a3) _ LULEQ I~ ii—kk

- mitl = - Ubergangsrate
da k

- 3 n; a/a ii—k

Man erkennt
> -  <H= d(n,—a3)/da ~“0=nxa’

Klaus Steiniger Entwicklung des Teilcheninhalts 22. April 2009 19 / 26



Abhéngigkeit der Teilchendichte in verschiedenen Epochen Danach

Diskussion

d a
ani(t) = —35”i(t) + (nigq - M gq — niny;) (Oii_izv)
Vereinfachen mit n; = n; und umschreiben zu Ableitung nach a

2 2

d 3y 1Meq =Ml % T G

E(n,a ) = § - é/a mit 5 - Ubergangsrate
1

Man erkennt
>z g <H=d(na?)/da=0=noca
» wenn [~ = nicht vernachlassigbar:

ni — N EQ

Klaus Steiniger Entwicklung des Teilcheninhalts 22. April 2009
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Abhéngigkeit der Teilchendichte in verschiedenen Epochen Danach

Elektronen und Positronen

2 2
i(n-a3) _ 1mee = M ik
! 3 n; é/a

» Priifen ob heute im therm. GG

> errechnen der Temperatur des Ausfrierens T¢
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Abhéngigkeit der Teilchendichte in verschiedenen Epochen Danach

Elektronen und Positronen
fur T > me

2 2
(ma®) = 1M = M M
3 n; a/a

» Aus Friedmann-Gleichung:
aja~ T?/mpL (mpL - Planckmasse)
» Aus Quantenmechanischen Betrachtungen:
Foz~ne(T)a?/T? ~ T fiir T > m.
(o - Feinstrukturkonstante)(n oc T3)
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Abhéngigkeit der Teilchendichte in verschiedenen Epochen Danach

Elektronen und Positronen
fur T > me

2 2
i(n-a3) _ 1Mee = M ik
' 3 n; a/a

» Aus Friedmann-Gleichung:
aja~ T?/mpL (mpL - Planckmasse)
» Aus Quantenmechanischen Betrachtungen:
Foz~ne(T)a?/T? ~ T fiir T > m.
(o - Feinstrukturkonstante)(n oc T3)
» > a/afir T < a?mpp ~ 101 GeV - Obergrenze

Klaus Steiniger Entwicklung des Teilcheninhalts 22. April 2009 21/ 26



Abhéngigkeit der Teilchendichte in verschiedenen Epochen Danach

Elektronen und Positronen
fur T > me

2 2
i(n-a3) _ 1Mee = M ik
' 3 n; a/a

» Aus Friedmann-Gleichung:

aja~ T?/mpL (mpL - Planckmasse)
» Aus Quantenmechanischen Betrachtungen:

[ 7~ ne(T)a?/T? ~ 2T fiir T > m,

(o - Feinstrukturkonstante)(n oc T3)
» [ >a/afir T < a’mpp ~ 101 GeV - Obergrenze

> fiir T =meist T ~ (a®mpL/me)a/a~ 1018 /H entspricht also 10%8
Reaktionen pro Hubble-Zeit
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Abhéngigkeit der Teilchendichte in verschiedenen Epochen Danach

Elektronen und Positronen
fur T > me

2 2
i(n-a3) _ 1MeQ = M Tk
! 3 n; é/a

» Aus Friedmann-Gleichung:

a/a~ T?/mpL (mpr - Planckmasse)
» Aus Quantenmechanischen Betrachtungen:

[ 7~ ne(T)a?/T? ~ 2T fiir T > m,

(o - Feinstrukturkonstante)(n oc T3)
» [ > a/afiir T < a®mpL ~ 10'* GeV - Obergrenze

> fiir T =meist T ~ (a®mpL/me)a/a~ 1018 /H entspricht also 10%8
Reaktionen pro Hubble-Zeit

» Thermisches Gleichgewicht sicher fiir me < T < 10 GeV
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Elektronen und Positronen
fir T < me

d 3y iri7—>kE
da(n'a )= 3 n; a/a

> gz ~ ne(T)a?/T? ~ a*(T3/m)'/? exp[~m/1]
(n o< (mT)*2 exp[—m/t])

2
1nMeq—

o & E DA
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Abhéngigkeit der Teilchendichte in verschiedenen Epochen Danach

Elektronen und Positronen

fir T < me
2 2
i(n.a3) — lnivEQ B ni rﬁ—>kE
da ! 3 ni a/a
> T~ ne(T)a?/T? ~ a?(T3/m)Y/2 exp[—m/1]

(n o< (mT)*2 exp[—m/t])
» Vergleich mit a/a ~ T2/mp_ liefert (numerische Berechnung):
> < a/afir T < Tf~me/40
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Abhéngigkeit der Teilchendichte in verschiedenen Epochen Danach

Elektronen und Positronen

fir T < me
2 2
i(n.a3) — lnivEQ B ni rﬁ—>kE
da ! 3 ni a/a
> T~ ne(T)a?/T? ~ a?(T3/m)Y/2 exp[—m/1]

(n o< (mT)*2 exp[—m/t])
» Vergleich mit a/a ~ T2/mp_ liefert (numerische Berechnung):
> < a/afir T < Tf~me/40

= |ne(a) = ne(T7) (%)°

Klaus Steiniger Entwicklung des Teilcheninhalts 22. April 2009 22 /26



Abhéngigkeit der Teilchendichte in verschiedenen Epochen Danach

Nochmal ein Bild als Zusammenfassung

0 |‘[r]|r'7 1 f l]l]’rl] T I lrllll-
- increasing {z.v|)
SE L -
- N |
= [ I ]
u = -
s ]
t -10 — -
5 N l ]
E u
-15 - — aee
" ]
_20»_ P INN YT A 1 Al ' AT
1 3 10 30 100 300 1000
x=m/T Aus [1]
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Zusammenfassung

Zusammenfassung

» rel. und n.-rel. Teilchendichten fiir thermisches Gleichgewicht

» Boltzmann Gleichung zur Beschreibung des Ubergangs vom
Gleichgewicht zum Ausfrieren

» Ausdiinnung der Teilchen durch Ausdehnung des Universums, keine
Neuentstehung

Wias fehlt (und wir noch héren):
» Quark-Hadron Ubergang
» Bildung von Kernen und spater Atomen

» Teilchenasymmetrie liber Leptogenese und Baryogenese
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Zusammenfassung

Literatur
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[m] = =
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Thermisch gemittelter Wirkungsquerschnitt

quantenmechanisch

—c(ij — KI) + c(kl — ij) = — /dl'l,-dl'ljdl'lkdl'll

x (2m)*0(pi + pr — pi — p))
x |MP[fif; — fifi]

(07 _zvii) = (niga)” /dﬂfdﬂ,-dl'lkdl'lk

x (2m)*8(px + pr — pi — P;)
x |M? expl(ei — )/ T]

g d3
(27)3
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