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Vorlesung Funktionen- und Relationenalgebren I

1. Ubung am 15.11.2016
Aufgaben 1 - 15

Die Aufgabe 7(c) ist schriftlich zu lésen und zu Beginn der Ubung abzugeben.

1. Informieren Sie sich (zur Wiederholung(?)):
Was ist ein Verband?

[Algebra L = (L, A, V) mit zwei Operationen A (, Durchschnitt“, , Infimum*, ,Schnitt“),
V (,, Vereinigung®, ,,Supremum®, ,, Verbindung®), bzw. Menge L mit Ordnungsrelati-
on <, fiir die stets Infimum (= groBte untere Schranke) und Supremum (= kleinste
obere Schranke) zweier Elemente existiert. Was ist der Zusammenhang zwischen die-
sen Darstellungsformen?]
Wie kann man einen (endlichen) Verband zeichnerisch darstellen? [(HASSE)-Diagramm)]
Zeichnen sie das (Hasse-)Diagramm des Potenzmengenverbandes (({0,1,2}), C)
einer dreielementigen Menge.

Zusatzaufgabe: Was hat die Potenzmenge P({ay,...,a,}) einer n-elementigen Men-
ge mit dem n-dimensionalen Wiirfel W), zu tun? (W, := {0,1}" ist Menge aller
n-Tupel aus Nullen und Einsen). Mit der <-Relation (komponentenweise) ist W,
eine geordnete Menge (und sogar ein Verband). Wie lésst sich W, darstellen (als
Verband), wenn man bereits W, konstruiert hat? Fiihren Sie die Konstruktion be-
ginnend mit n = 0 durch. (Was ist B (0), was ist Wy ?)

2. Man zeige die folgenden Gleichungen

(i) e lfr, - ful = fi

(i) flet,...,en] =71

(ili) daf = flenir) - -+ €nm)]

() £ 9= flgle™0, .. emtn=] emtn=t | emin-t)
(v) 632 Cet, el =(e3, 3 =Vei

(vi) Vf=fxes

Veranschaulichen Sie sich diese Beziehungen durch ,,Schaltbilder*.
3. Finden Sie eine Abbildung «, so dass e’ = dyel.

4. Beweisen Sie: f[g1,...,gn) 1Bt sich aus f,¢1...,g, auch mit Hilfe der speziellen
Komposition und den Stellentranformationen erzeugen.

5. Beweisen Sie: Jede Stellentransformation d, ldsst sich mit den speziellen Stellen-
transformationen (, 7, A, V erzeugen.

(Hinweis: Zeigen Sie zunéchst 6goq = 63 © 0q. Uberlegen Sie, fiir welche konkreten
Funktionen a die Operatoren (,7,A,V als §, beschrieben werden kénnen und ob
man aus diesen konkreten a durch Komposition o alle Funktionen a« : n — m
erhalten kann.)
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6. Zeigen Sie, dass jeder Klon gegen linearisierte Komposition abgeschlossen ist.
(Hinweis: Stellen Sie die linearisierte Komposition f(gi,...,gs) als (normale) Kom-
position von f, g1, ..., g, und Projektionen dar.)

7. a) Man zeige, dass die Menge J4 aller Projektionen ein Klon ist.

b) Man zeige, dass die Menge aller idempotenten Funktionen (d.h. Funktionen
f € O4 mit der Eigenschaft f(z,...,z) = z fiir alle z € A) einen Klon bildet.

c) Es sei G = (4; 0,4+, —) eine abelsche Gruppe mit Nullelement 0 € A. Eine
Funktion f € O,(:) heifit quasilinear bzgl. G, wenn

f@i+yr, oo +yn) = (@1, zn) + f(Y1, - 00) = f(0, ..., 0)

fir alle z;,y; € A (i = 1,...,n) gilt.
Man zeige, dass die Menge L aller (bzgl. G) quasilinearen Funktionen ein Klon
ist.

8. Man beweise das Superassoziativgesetz
(f[glv 79”])[h17 cees hm] = f[gl[hla ceey hm]v "'>gn[h’13 ceey hmH
fiir Funktionen f € O, g1, ..., gn € OU™, hy, ..., b € OD.

9. Die Funktionen aus Os heiflen auch Boolesche Funktionen,
z.B.sind A (Konjunktion), V (Disjunktion), - (Negation),
— (Implikation), @& (Addition mod 2), ¢¢ (Konstante 0)
die durch folgende Wertetabellen gegebenen Booleschen Funktionen:

z|lyl|lzAhy | zVy|lz—y | xzdy | x| cox)
010 0 0 1 0 1 0
01 0 1 1 1 1 0
110 0 1 0 1 0 0
111 1 1 1 0 0 0

(a) Beschreiben Sie fiir jede Funktion f € {A,V,®, -, ¢o} den von f erzeugten Klon
F (z.B. durch Angabe der Terme, die die Funktionen aus (f)o, charakterisie-
ren).

(b) Geben Sie fiir jedes F aus (a) die Zahlen |FM|, |F®)| und |F®)| an (Projektio-
nen nicht vergessen mitzuzéhlen!).

(¢) Ein von J4 verschiedener Klon F' < O4 heift minimal, falls F = (g) fir jede
Funktion g € F'\ J4 gilt. Gibt es unter den Klonen aus (a) minimale? Welche
sind nicht minimal? (Beweis)

(d) Stellen Sie die Funktion V als Superposition von — dar. Kénnen Sie beweisen,
dass die Umkehrung nicht moglich ist (d.h. es gilt — ¢ (V)0,)? Ist (—) ein
minimaler Klon?
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10.

11.

12.

13.

14.

15.

Fiir jede der folgenden BoOLEschen Funktionen (vgl. Aufg. 9) bestimme man die
wesentlichen (nicht fiktiven) Variablen.

a) f(x1,w2,23) = (21 = (21 V 22)) = 23
b) f(x1,22) = (x1 Vx2) = 2
) f(x1,22,23,24) = (21 V@2 V (mz2 Axg) V (21 A g A —s)) A 2y
) f(

o

d x1,X2, 3:3) = (—wl VxgV xg) VAN (—|a:1 V —xo V .1'3) AN (".’L’l Vxg V _\{E3)

A (_'iEl V —xo V —|£E3).
Zeigen Sie, dass {f € O4 | f hat hochstens eine wesentliche Stelle} ein Klon ist.

Eine Boolesche Funktion f € Oén) heiflt symmetrisch, wenn f = 0, f fiir jede Per-
mutation a € S, (d.h. beliebiges Permutieren der Variablen &ndert nichts). Zeigen
Sie, dass jede symmetrische, nichtkonstante Funktion von allen Variablen wesentlich
abhéngt.

Man gebe jeweils eine Formel ¢ der Priadikatenlogik 1. Stufe an, so dass fiir Relatio-

nen g; € Rf) gilt:
a) Fy(o1,02) = 01U 02 )
e) Fo(01) =A%\ o1
b) F,=Ax
f) F,(01,02,03) = 010020 03
c) F,=V34
) g) Fy(o1,02,08,04) = 010(02U03U04).
d) F, =d. mit ¢ = {{1},{2,3}}

Fiir die Relationen
0 011
c=10101]¢€ Rg”) und oo = {0} € RS)
0110

finde man eine Formel (o ;) der Pradikatenlogik 1. Stufe, so dass o9 = Fi,(0).

Es sei A eine endliche Menge und s : A — A eine Permutation (Bijektion). Fiir
fe ng) werde die Funktion f* durch

fo(xe, .. xn) = s(f(sil(xl), e sil(xn)))
definiert.

(a) Bestimmen Sie f* fiir jede der Booleschen Funktionen aus Aufg. 9, wobei s die
Permutation s==-: 0— 1, 1 — 0 sei.

(b) Zeigen Sie: Ist I < Oy4 ein Klon, so ist auch F* := {f* | f € F'} ein Klon (der
sogenannte zu F beziiglich s duale Klon).

(c) Gilt stets (F*)o, = (F){, fiir jede beliebige Teilmenge F' C O4? (Beweis oder
Gegenbeispiel!)



