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Autorenreferat

Die Vorlesung Wasserwirtschaftliche Systemanalyse baut auf Vorlesungen des Grund-
studiums wie Mathematik, Physik und Informatik auf. Dabei werden aus diesen Vorlesungen
insbesondere solche Kapitel herangezogen, die fiir die Losung wasserwirtschaftlicher Auf-
gabenstellungen eine Rolle spielen. Dies sind u.a. die Vektoranalysis, die Losung von Glei-
chungssystemen und in dem Zusammenhang die Matrizenrechnung, die Losung von Diffe-
rentialgleichungen sowie die numerische Integration.

Die folgenden Kapitel zu derartigen Themen stellen damit eine Wiederholung des Grund-
lagenstoffes dar und werden entsprechend nur stichpunktartig dargestellt. Von den Studenten
wird hier ein erhdhter Anteil an Selbststudium zur Wiederholung des Stoffes vorausgesetzt.

Die weiteren Kapitel gehen tliber den Stoff der Grundlagenfacher hinaus und zeigen ma-
thematische Methoden auf, die fiir die Praxis der Wasserwirtschaft relevant sind.

Der Lehrinhalt des Faches Wasserwirtschaftliche Systemanalyse stellt einen hohen
mathematischen Anspruch, der einige Abstraktionsfahigkeit voraussetzt. In den dazugehori-
gen Ubungsaufgaben und im Computerpraktikum wird versucht, den vermittelten Stoff durch
praxisrelevante Aufgabenstellungen zu untersetzen und damit die Anschaulichkeit zu vertie-

fen.
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Teil I

Mathematische Grundlagen

Peter-Wolfgang Griber Systemanalyse in der Wasserwirtschaft






Das Kapitel Mathematische Grundlagen baut unmittelbar auf die Grundlagen der Aus-
bildung Mathematik im Grundstudium auf und stellt im Wesentlichen eine Wiederholung
ausgewdbhlter, flir die Losung wasserwirtschaftlicher Aufgabenstellungen wichtiger Themen

dar. Nach der Darstellung des bekannten Stoffes werden spezielle, weiterfiihrende Themen

behandelt.
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Kapitel 1

Algebraische Grundlagen

Peter-Wolfgang Griber Systemanalyse in der Wasserwirtschaft



1.1 Exponential- und logarithmische Ausdriicke

Die wichtigsten Umformungen von Exponentialausdriicken sind:

L (1.1)
S
(%) = 2o
Vo = xtb
=1

Exponentialausdriicke, in denen mehrere solcher Ausdriicke vorkommen, lassen sich durch
Verwendung der Identitét

z = q'%8®) speziell gilt: z = @ (1.2)
zu Ausdriicken gleicher Basis umgestalten.

Fiir logarithmische Ausdriicke kann man folgende Regeln zur Umformung vorteilhaft ein-
setzen:

In(a-b) =1In(a)+1n () (1.3)

In (z°) =b-In(z) speziell gilt: In (¢’) =b-1In(e) = b, da: In(e) =1

log, (x) =1 speziell gilt: 1g(10) =1, In(e) =1
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1.1. EXPONENTIAL- UND LOGARITHMISCHE AUSDRUCKE

Aufgaben:
Vereinfachen Sie folgende Ausdriicke:

(18a2z)* (15az2)*

2 (27a22)®  (20a3z)°
b | 0.004-10°-0,
0,2-10-%- 16
x3

d) 2log;, 2 —3 log;, y2

e) (Inu+41Inv)

Stellen Sie folgende Formeln nach ¢ um:



1.2 Matrizen

1.2.1 Grundlagen

Im Folgenden sollen die wichtigsten Rechenregeln fiir Matrizen aufgefiihrt werden:

e Allgemeine Matrix
Ein System von m mal n Elementen (z.B. Zahlen, Funktionen), die in m Zeilen und n
Spalten angeordnet sind, heifit Matrix vom Typ (m, n):

Q21 Q22 -+ Qg5 - Qop
A = lag] = (1.4)
;1 Qg ot Qi ottt Qin «— 1i-te Zeile
Am1  Am2 a'mj Amn
j-te Spalte

o Quadratische Matrix
Sind in einer Matrix die Anzahl der Zeilen m und Spalten n gleich groB3, d.h. gilt
m = n, so ist die Matrix quadratisch. Die Elemente a1, ass - - - @y, bilden die Haupt-
diagonale und ay,,, as,_1, as,_o - - - a,; entsprechend die Nebendiagonale.

e Transponierte einer Matrix
Wenn man Zeilen und Spalten einer Matrix A vertauscht, nennt man die resultierende
Matrix die Transponierte von A und bezeichnet sie mit A7
Allgemein kann geschrieben werden:

A = [a] (1.5)
A" =[] = [a]

speziell gilt laj;] = [a]

Systemanalyse in der Wasserwirtschaft Peter-Wolfgang Griber
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Die Transponierte einer quadratischen Matrix entsteht, wenn die Elemente an der Dia-
gonalen gespiegelt werden.
Bei einer symmetrischen Matrix ist die Transponierte gleich der Originalmatrix.

A, =AT (1.6)

Bei einer schiefsymmetrischen bzw. antimetrischen Matrix gilt:

A, = AT (1.7)
aji] = — [ax;]
laj;] =0

Jede quadratische Matrix (A,) 146t sich in die Summe aus einer symmetrischen (A)
und einer antimetrischen (A,) Matrix zerlegen.

A,=A,+A, (1.8)
1
1

A, = 9" (Aq_A;F)

1.
- 9 -3
2 1 4
A = :>AT:10
~3 0 2
- 4 9
145 17 8
A=|79¢6|=AT=]4 29
8 9 3 5 6 3
2, ] ]
145

Asym: 4 2 6 = Al

sym
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3.
_ 3 -1 4_ - 3 5 —4_
A=| 5 7 g|=A"=| 17 0
-4 0 5 4 8 5
A=A,+A,
_3—14_ _35—4_ _320_
Aszé 5 7 8|+t -17 0 =12 7 4
-4 0 5 4 8 5 0 4 5
Aa:%~(Aq—A§)
_3—14_ _35—4_ _0—34_
AF%- 5 7 8|~ | -17 0 =13 0 4
-4 0 5 4 8 5 -4 -4 0

e Die Einheitsmatrix
Eine quadratische Matrix, in der alle Elemente der Hauptdiagonalen gleich Eins und
alle anderen Elemente Null sind, heif3t Einheitsmatrix und wird mit E bezeichnet. Es

gilt:
10 00
01 00
E=1: 0 0 (1.9)
00 - 10
00 01
A-E=E-A=A (1.10)
E"=E



1.2. MATRIZEN

e Diagonalmatrix
Eine Matrix, in der alle Elemente auBBer den Elementen der Hauptdiagonalen gleich
Null sind, heiflt Diagonalmatrix.

[ag] =V #0 (1.11)

Die Elemente der Hauptdiagonalen [a;;] konnen gleich oder ungleich Null sein. Damit
gehoren die Diagonalmatrizen zur Klasse der symmetrischen Matrizen.

e Tridiagonalmatrix
Besitzt eine quadrische Matrix die Eigenschaft, dass die Elemente der Hauptdiagonale
und der beiden direkt benachbarten Diagonalen gleich oder ungleich Null sein konnen,
dann spricht man von einer tridiagonalen Matrix.

lag) =V #0 (1.12)
[ai—1;] =V #0
[aij1] =V #0

Im Allgemeinen gilt, dass tridiagonale Matrizen auch symmetrisch sind.

e Die Bandmatrix
In einer Bandmatrix ist eine groe Anzahl von Nullelementen enthalten. Die Diagonale
und ausgewdhlte Parallelen zur Diagonalen enthalten Elemente, die von Null verschie-
den sind. Die Erweiterung auf beliebig viele (< n — 1) benachbarte Diagonalen fiihrt
zu Bandmatrizen. Die Elemente der Matrix

[aii] =V #0
[a;—1;] = [aij-1] =V #0

lari] = [ax] =V #0

sind alle auf einem diagonalen Band angeordnet.

Die Bandbreite charakterisiert die Breite des besetzten Bandes. Die “weiteste Entfer-
nung” eines Elementes von der Hauptdiagonalen ist die Bandbreite, wobei die Haupt-
diagonale mit gezdhlt wird.
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Beispiel einer Bandmatrix:

_ aiy Q12 0 cee Ay 0 0 _
Q21 (A22 23 T 0 a1 0
0 azx azx  az - 0 a3k 42
A=
k1 0 0 Aij—1 Qi Aij41 0
0 agy12 O 0 T apm
| 0 0 k423 0 Tt Omp—1 Amn ]

In diesem Beispiel ist die Bandbreite gleich k.

1.2.2 Rechenregeln

e Addition und Subtraktion von Matrizen
Wenn A = [a;;] und B = [bj;;] dieselbe Ordnung haben, d.h. gleiche Anzahl von
Zeilen und Spalten, dann ist:

A+ B = [a;] £ [bix] (1.13)

Beispiel der Addition von Matrizen:

4 6
A —
6 9
3 —15
B =
-2 10
443 6-—15 7 =9
A+B= -
6—-2 9—10 —4 -1

e Multiplikation und Division von Matrizen
Wenn A = [a,;] eine m x p Matrix und B = [b;;] eine p x n Matrix sind, dann definiert
man das Produkt A - B als die Matrix C = [c;;], wobei C von der Ordnung m X n



1.2. MATRIZEN

ist, d. h. die Matrix C hat die gleiche Anzahl von Zeilen wie die Matrix A und die
gleiche Anzahl von Spalten wie die Matrix B. Das Produkt A - B ist nur definiert,
wenn die Anzahl der Spalten von A (p der m x p Matrix) mit der Anzahl der Zeilen
von B (p der p x n Matrix) iibereinstimmt.

Man spricht von einer Multiplikation von ”Zeile mal Spalte”. Die Zeilen von A wer-
den mit den Spalten von B multipliziert. Nach dem FALKschen Schema ergibt sich
C=lcix) =D laj]-[by]mitj=1---mundk=1---n.

Bei der Multiplikation von B - A entsteht eine Matrix C mit einer Ordnung von p X p.
Dabei ist zu beachten, dass das kommutative Gesetz nicht gilt (A - B # B - A).
Bei quadratischen Matrizen sind A, B und C derselben Ordnung m x m.

Die Division wird auf die Multiplikation zuriickgefiihrt, indem von der Devisormatrix
die inverse Matrix (siche Seite 10) gebildet wird.

Beispiele der Multiplikation von Matrizen:

2 1
1 2 4
Gegeben: A= und B = 0 3
-1 0 3
—-1 2
Gesucht: A-B und B A
1-242-04+(4-(-1)) 1-142-344-2 -2 15
(=1-2)+0-0+(3-(~1)) (-1-1)4+0-34+3-2 —5 5
2.1+ (1-(=1)) 2:241-0 2:4+1-3
B-A= 0-1+(3-(=1)) 0-24+3-0 0-4+3-3
_((—1)-1)+(2'(—1)) ((=1)-2)+2-0 ((—1)-4)+(2-3)_
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10

4 6 3 —15
Gegeben: A= und B =
6 9 -2 10
Gesucht: A-B
4 6 3 —15 (3:4—2-6) (4-(—15)+6-10)
6 9 -2 10 (3-6—2-9) (6-(—15)+9-10)
00
00
Beachte:

Im Gegensatz zur Algebra der reellen Zahlen gilt bei der Matrizenmultiplikation das
kommutative Gesetz nicht. A - B % B - A.

Das assoziative Gesetz A-(B-C) = (A-B) - C und das distributive Gesetz
A-(B+C) = A-B + A - C besitzen demgegeniiber auch bei Matrizen ihre Giil-
tigkeit.

Eine quadratische Matrix A kann mit sich selbst multipliziert werden. Dann schreibt
man: A? = A - A. Damit erhilt man die Potenzierung von Matrizen.

Die inverse Matrix
Zwei quadratische Matrizen heilen zueinander invers, wenn ihr Produkt gleich der
Einheitsmatrix ist:

A- A=A A=E (1.14)

Die inverse Matrix A~! kann genau dann gebildet werden, wenn die Determinan-
te D = det A (Kapitel 1.2.3 Determinante einer Matrix, Seite 13ff) der Matrix A
ungleich Null (D # 0) ist. Die inverse Matrix A~! wird gebildet, indem die Unter-
determinante U;; zum Element a,; durch die Determinante der Matrix D = det(A)
dividiert wird. Mit der Unterdeterminante U;;, zum Element a;; gehorend, ergibt sich:
aij = (—1)”]% (1.15)
Dabei muss der Wechsel zwischen Zeile und Spalte beachtet werden. Die Matrix der
Unterdeterminaten wird transponiert. Weiterhin erfolgt ein Vorzeichenwechsel in Ab-
hiangigkeit vom Abstand zur Hauptdiagonalen a;; der Matrix, d.h., ist die Summe zwi-
schen ¢ und j ungeradzahlig, so wird die Unterdeterminante mit —1 multipliziert.
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An Hand einer zwei- und einer dreireihigen Matrix soll die Bildung der Inversen bei-
spielhaft gezeigt werden.
Fiir eine zweireihige Matrix gilt:

aix a2
A= (1.16)
a21 A22
[ an _an o
Al D D _ i 11 12
Janoan | Dy
I D D 21 22

D:detA:aH * A9 — 421 * Q12

Fiir eine dreireihige Matrix erhélt man entsprechend:

ailr G2 413
A= ay an ax (1.17)
I a1 @32 0433 |
% _% % Unr —Un Us
Al = _% % —% = % Uiz Uxp —Us
_ % _% % ] i U —Uxs Uss |

D = aj1a92a33 + a12a23031 + 013021032 — 431022013 — A32023011 — G33021012

Beispiele zur Berechnung von inversen Matrizen:

5 4
1. Wenn A = ist,dannist D =5-2—2-4 =2und
2 2
1 2 —4 1 -2
Ailz— =
2
-2 5 -1 2,5

11
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2. Gesucht ist die inverse Matrix von

2 1 —1
A=15 2 0
11 =2

Die Determinante von A kann beispielsweise nach der zweiten Zeile entwickelt wer-
den:

= 5(=2+1)+2(—4+1)=—1

Die Unterdeterminanten sind:

2 0 5 0 5 2
Un = =—4; Up= =—10; Uiz = =3
1 -2 1 -2 1 1
1 -1 2 —1 21
Uy = =1, Up= =-3;, Up= =1
1 -2 1 -2 1 1
1 -1 -2 1 21
Usi = =2, Usp= =5 Usz = =-1
2 0 5 0 5 2
4 -1 -2
Dannistt A= 1| _19 3 5
-3 1 1

12
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1.2.3 Determinante einer Matrix

Einer quadratischen Matrix A kann eine Zahl, der Wert ihrer Determinanten D = det A,
zugeordnet werden. Die Determinante n-ter Ordnung

a11 a2 - Aip
Q21 Q22 --+ A2y

D =detA = (1.18)
an1 Ap2 - Ann

wird mit Hilfe des Entwicklungssatzes von LAPLACE rekursiv definiert. Dabei kann die
Entwicklung nach den Elementen der Zeilen oder Spalten erfolgen.

1. Entwicklung nach den Elementen der i-ten Zeile

D=detA=> a,A; ifest (1.19)

v=1

2. Entwicklung nach den Elementen der k-ten Spalte

D=detA=> auAy  kfest (1.20)
p=1

Hierbei bedeutet A;; die zum Element a;;, gehorende Adjunkte, d.h. die mit dem Faktor
(—1)"** (SSchachbrettregel") multiplizierte Unterdeterminante U;;, des Elementes a;;,. Die
Unterdeterminante U;;, des Elentes a;; erhdlt man aus der Determinante n-ter Ordnung durch
Streichen der i-ten Zeile und k-ten Spalte; sie hat die Ordnung n — 1.Damit ist die Unterde-
terminante stets um einen Rang niedriger als die zugehorige Determinante. Der Rang einer
Matrix wird durch die hochste Ordnung bestimmt, die deren nicht verschwindende Unterde-
terminante haben kann.

Fiir eine dreireihige Matrix A gilt:

aix Qa2 Qi3

A= ay axp axs (L.21)
azyp azz az3
dann ist z.B. fiir das Element a;; die Unterdeterminante:
Q22 Q23
Un = = Q22033 — Q23032 (1.22)
a3z A33

13
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Fiir dreireihige Determinaten kann auch die Regel von SARRUS vorteilhafter Weise ange-
wendet werden. Dabei werden die beiden ersten Spalten fiktiv rechts neben die Determiante
geschrieben und anschlieBend die Summe der Diagonalprodukte der ”Nebendiagonalen” von
der der "Hauptdiagonalen” abgezogen.

a1 aiz2 A3 ailz aiz

A=detA =

Q21 dAg22 (23 G21 Qa22

31 dgzz G33 asy asz

= Q11022033 + Q12023031 + 13021032 — (13022031 — (11023032 — (12021033

Hinweis:

Zur Entwicklung der Determinanten ist es immer giinstig, die Zeile bzw. die Spalte mit den
meisten Null-Elementen auszuwéhlen.

Besteht die Matrix nur aus einem Element, A=[a], so gilt: det A = a.

14
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1.2.4 Aufgaben zur Berechnung von Matrizen

1. Bilden Sie mit

2 1 -1 1 1 4
A= , B = , C=
4 3 2 —4 -2 -1
folgende Ausdriicke:
a) 2A + 3B b) A — 2B - 3C c)A-B
d) (A-B)" e)B-A f)(A-B)-C
g)(B-A)-C h) BTAT i) AT + BT

2. Bilden Sie fiir die folgenden Matrizen C =A - BT

a) A—[2 31 1] B_[Q -1 1 3]

1 0
1 3

b) A= B=|9 _3
-2 1

3 -8

3. Bilden Sie die inverse Matrix A~!:

15
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35
a) A=
2 7
1 1 -1
b) A= 1 -1 1
-1 1 1
2 2 3
o) A=| _4 2 3
4 3 2

16



1.3 Lineare Gleichungssysteme (LGS)

Lineare Gleichungssysteme spielen in der mathematischen Behandlung von ein-, zwei- oder
dreidimensionalen Feldproblemen, so auch solcher der Hydrologie und Hydrogeologie, eine
grof3e Rolle. Solche Gleichungssysteme mit einer sehr groen Anzahl von Unbekannten und
Gleichungen, die in die GroBenordnung von Millionen gehen kdnnen, entstehen u.a. durch
Quantisierungsmethoden. Dabei werden die kontinuierlichen Feldprobleme, im Allgemeinen
Potentialfelder, in diskontinuierliche Teilprozesse zerlegt. Diese konnen dann durch line-
are, nichtlineare oder linearisierte Gleichungen beschrieben werden. Die Gleichungssysteme
haben folgende Gestalt:

a11T1 +a12%2 +aq3T3 +--- Q15T e A1 Ty =T
211 +a929T2 +a93T3 +-- (25T j ce T+ A9 Ty =T9
a31T1  +ageTe  +asgzrs A+ -c-agix; v+ azp®, =713
(1.23)
a;1T1 +a;0To +a;3x3 +-- Q35 5 ce T+ Qi T =T
Am1T1  +AmaT2  FAp3Ts  + - ATy - + GmnTn = Tm

Koeffizienten bezeichnet. Damit hat man fiir n Unbekannte m Gleichungen.

Ist n = m, so ist das Gleichungssystem eindeutig losbar, es ist bestimmt. Fiir n < m
liegt ein so genanntes iiberbestimmtes Gleichungssystem vor, wofiir es meist eine Ni-
herungslésung gibt, die alle Gleichungen bestmdglichst erfiillt. Im Fall n > m existieren
mehrere Losungen, d.h. das Gleichungssystem ist nicht eindeutig 16sbar, es ist unbestimmt.
Durch die Einfithrung der Matrizenschreibweise kann man sich Schreibarbeit ersparen und
gleichzeitig die Regeln der Matrizenrechnung zunutze machen.

Damit kann obiges Gleichungssystem in folgender Form notiert werden:

A-X=R (1.24)

Darin bedeutet A die Koeffizientenmatrix, X der Losungsvektor und R die rechte Seite als
Spaltenvektor:

Peter-Wolfgang Griber Systemanalyse in der Wasserwirtschaft



KAPITEL 1. ALGEBRAISCHE GRUNDLAGEN

a1

a1

Zur Losung derartiger Matrizengleichungen bzw. Gleichungssysteme werden verschiedene
Methoden benutzt.

Die relativ einfachen direkten Losungsmethoden sind meistens nicht trivial behandelbar,
da sich die Bildung der inversen Koeffizientenmatrix bei hoherem Rang als kompliziert er-
weisen kann. Bei den Losungsmethoden unterscheidet man zwischen den direkten Gesamt-
schrittverfahren und den iterativen Gleichungslosern. Die Verfahren erkldren sich aus ihren
Begriffen. Bei den Gesamtschrittverfahren wird auf der Basis algebraischer Umformungen
das Gleichungssystem so weit separiert, dass zum Schluss eine Gleichung mit nur einer
Unbekannten iibrig bleibt. Im Folgenden werden einige gingige Vertreter beider Methoden

aufgezeigt.

1.3.1

1.3.1.1

Bei dem Eliminationsverfahren nach GAUSS wird versucht, durch sukzessives Einsetzen

Q12

22

Q1n

A2p,

Gesamtschrittverfahren

Eliminationsverfahren nach GAUSS

xl

X2

auf eine Gleichung mit einer Unbekannten zu kommen.

Im Ergebnis der Elimination ist das Gleichungssystem

in ein Gleichungssystem

18
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1.3. LINEARE GLEICHUNGSSYSTEME (LGS)

mit einer oberen Dreiecksmatrix A’ und R/

11 Q12 Q13 - adAi; e Qin ™
!/ / ! / /
0 ay ay --- Qg Aoy, Ty
/ / ! / /
0 0 asy as asg; - A3y, T3
A'=1| o o R' = (1.25)
/ / / /
0 0 0 0 Qi Qiip1 Qi T
/ !/

o 0 0 0 o 1p, Th_1
! /
0O 0 0 0 0 0 o T,

iibergegangen. Die oberste Zeile, bzw. oberste Gleichung bleibt unveréndert. Die darunter
liegenden entstehen, indem die (j — 1)-Gleichung mit einem Faktor fak; multipliziert und
von der j-Gleichung subtrahiert wird. Fiir die zweite Zeile bzw. die zweite Gleichung gilt:

;2

faky = — (1.26)
Qi1
bzw. allgemein
a.
fak; = —~ (1.27)
Qi1

Damit kann die unterste Zeile/Gleichung geldst werden. Diese Losung wird riickfiihrend in
alle anderen Gleichungen eingesetzt. Diese Riicksubstitution liefert allgemein fiir den Wert

i

Tp = =1 (1.28)
amn
n
. 1 / — ! .
i j=it1

Damit lésst sich die Berechnung des Losungsvektors X gut algorithmieren.

19



KAPITEL 1. ALGEBRAISCHE GRUNDLAGEN

Beispiel zur Anwendung des GAUSSschen Eliminationsverfahrens:

Zu losen ist das System:

20 =3y +42 =19

4o — 4y + 3z = 22

—6z—y+52="7

Die Koeffizienten und absoluten Glieder sind in folgendem Schema wiedergegeben:

Die zur Elimination dienende Zeile (im Beispiel - erste Zeile) wird durch den Buchstaben E
gekennzeichnet. Vor den Zeilen, in denen mit Hilfe von E eine Variable eliminiert werden
soll, ist anzugeben, mit welchem Faktor die F-Zeile zu multiplizieren und zur entsprechen-
den Zeile zu addieren ist, damit sich als neuer Koeffizient der betreffenden Variable eine Null
ergibt. Die zu addierenden Vielfachen von E kdnnen noch neben den betreffenden Elemen-
ten vermerkt werden:

-2 4—-4 | -4+6| 3-8 ]22-38

3| —6+6|-1-9|5+12| 7+57

Mit der so verdanderten 2. und 3. Zeile

20



1.3. LINEARE GLEICHUNGSSYSTEME (LGS)

ist analog zu verfahren:

T Y z 1
E 0 2 ) —16
5 0 —104+10 | 17—-25 | 64 — 80

Die beiden E-Zeilen und die letzte Zeile enthalten die Koeffizienten und Absolutglieder des
neuen Systems:

2 -3 4 x 19
0 2 5| |y|=1]-16
0 0 -8 2 ~16

2z — 3y +4x =19
2y — 5z =16

8z =16

Daraus folgt durch sukzessives Einsetzen die Losung:

Grundsétzlich sollte nach jeder Losung die Probe gemacht werden, ob die Losung auch das
Gleichungssystem, der Aufgabenstellung erfiillt.

20 =3y +42 =19
4o — 4y + 3z = 22

—6z —y+52=7

21



KAPITEL 1. ALGEBRAISCHE GRUNDLAGEN

,
2.1-3-(=3)+4-2=19
19 =19

4.1-4-(=3)+3-2=22

Damit sind die gefundenen Werte der Losung richtig.

22



1.3. LINEARE GLEICHUNGSSYSTEME (LGS)

1.3.1.2 CRAMERsche Regel

Bei dem Verfahren nach der CRAMERschen Regel wird die Losung der Matrizengleichung
durch die Berechnung von Determinanten herbeigefiihrt. Die Elemente des Losungsvektors
X ergeben sich zu:

o o 1.29
i =5 (1.29)

D = det A ist die Koeffizientendeterminate der Koeffizienten Matrix A. D, steht fiir die
CRAMERsche Determinante. Diese entsteht aus der Determinante D = det A der Matrix
A in Folge des Ersetzens der i-ten Spalte durch die rechte Seite, den Vektor R. Dieses
Verfahren hat nur praktische Bedeutung fiir kleine Matrizen bzw. fiir Matrizen, die sehr viele
Nullstellen enthalten.

Beispiel zur Anwendung der CRAMERschen Regel:

Gesucht ist die Losung des linearen Gleichungssystems (LGS) unter Benutzung der CRA-
MERschen Regel:

2r4+y—2=0
or + 2y =8

T+y—2z=-5

In Matrizenform wird dieses LGS folgendermallen geschrieben:

-2 1 —1- -x- - O-
5 2 0 y | = 8
1 1 =2 z -5
bzw.
A-X=R
mit i i
2 1 -1

23



KAPITEL 1. ALGEBRAISCHE GRUNDLAGEN

Die Determinante D = det A von der Matrix A kann nach der zweiten Zeile entwickelt
werden:

— —5(=241)+2(=4+1)
D=-1

Die CRAMERsche Determinanten sind:

0 1 —1
8 0 8 2
Dy=18 2 0 |=-1 -1 =2
-5 =2 -5 1
-5 1 =2
2 0 -1
§ 0 5 8
D,=|5 8§ 0o |=2 -1 =1
-5 -2 1 =5
1 -5 =2
21 0
2 8 5 8
D,=|5 2 8§ |=2 -1 =-3
1 =5 1 =5
11 -5
Damit ist die Losung:
D, D, D,
xr = — = — Zz = —
D =D D
T =2 y=-—1 z=3

Grundsétzlich sollte nach jeder Losung die Probe gemacht werden, ob die Losung auch das

24



1.3. LINEARE GLEICHUNGSSYSTEME (LGS)

Gleichungssystem, der Aufgabenstellung erfiillt.

2r+y—2=0

or +2y =8

r+y—2z=-5

Damit sind die gefundenen Werte der Losung richtig.
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KAPITEL 1. ALGEBRAISCHE GRUNDLAGEN

1.3.1.3 Bildung der inversen Matrix

Die Aufldsung eines LGS in Matrizenschreibweise nach dem Losungsvektor X lautet:
A-X=R
(A‘1 : A) - X = (A‘1 . R)
X =(AT"-R) (1.30)
mit (A’1 : A) =E

Beispiel zur Anwendung der inverser Koeffizientenmatrix A —':

Gesucht ist die Losung des gleichen LGS (siehe vorheriges Beispiel - LGS, Seite 23) mit
Hilfe der inversen Matrix.

2 +y—2=0
or +2y =8

rT+y—2z=-5

In Matrizenform wird dieses LGS folgendermallen geschrieben:

2 1 -1 T 0
5 2 0 y | = 8
1 1 =2 z -5
bzw.
A-X=R
mit ~ _
2 1 -1

26



1.3. LINEARE GLEICHUNGSSYSTEME (LGS)

Die Determinante D = det A von der Matrix A kann nach der zweiten Zeile entwickelt
werden:

— —5(=241)+2(-4+1)

D=-1

Die inverse Matrix von A ist (siche Beispiel - Bildung der inversen Matrix, Seite 11):

_ 4 -1 =2 _
A7 =1 10 3 5
-3 1 1
Dann ist:
X=(A"-R)

_ 4 -1 —2_ _ 0_ _ 2_
X=]-10 3 5 g8 | = | -1
-3 1 1 -5 3

Grundsétzlich sollte nach jeder Losung die Probe gemacht werden, ob die Losung auch das
Gleichungssystem, der Aufgabenstellung erfiillt. Die gefundenen Werte sind die selben wie
beim Beispiel zur Anwendung der CRAMER-Methode. Damit kann auf eine explizite Probe
verzichtet werden.
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KAPITEL 1. ALGEBRAISCHE GRUNDLAGEN

1.3.1.4 LU-Zerlegung

Die Methode der so genannten LLU-Zerlegung geht davon aus, dass die quadratische Matrix
A des Gleichungssystems
A-X=R

als Produkt zweier Matrizen L und U geschrieben werden kann:
L-U=A (1.31)

Dabei ist L (lower) die untere Dreiecksmatrix und U (upper) die obere.

I o - 0 Uil U2 -+ Ulp a1 a2 - Qip
loy Iy -+ 0 0 up -+ uy B 21 Qg2 - d2p
0 O
i lml lm2 U lmn ] i 0 0 v Umn ] | Aml Am2 *°° Omp ]

Unter der Bedingung, dass die Matrix A quadratisch ist, ist m = n.

Damit erhilt die Matrizengleichung folgende Gestalt:
AX=(L-U)-X=L-(U-X)=L-Y=R (1.32)

So kann die Ausgangsgleichung in zwei Gleichungen zerlegt werden, die einfache 16sbare
Dreiecksmatrizen enthalten. Zuerst wird eine Gleichung nach Y gel6st. Dieser Losungs-
vektor Y dient dann als rechte Seite flir die Bestimmung des urspriinglichen Lésungsvek-
tors X.

L-Y=R
(1.33)
U.-X=Y
Fiir die erste Losung wird die Vorwértssubstitution benutzt:
= Z”_l (1.34)
11
1 i—1
Yi = l” (yz — Z lij yj> mit i = 2, 3, ..... n
7j=1
Die zweite Losung, den gesuchten Vektor X, erhélt man durch die Riickwirtssubstitution:
, = 2 (1.35)
umn
! i mit ¢ 1 2, 1
r; = — i — WUi5 T4 1=N—1,N— 4,....,
Ui ! j=i+1 "
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1.3. LINEARE GLEICHUNGSSYSTEME (LGS)

Bei der Bestimmung der Elemente der L- und U-Matrix geht man von der Definitionsglei-

chung aus:
Z11 0
lor 2
lml lm?

L
0 Uy U2 vt Ui,
0 0wy -+ uy
0 0

U=A

11

21

Am1

bzw.

Q12

22

Am?2

Q1n

Q2n,

amn

(1.36)

(1.37)

Wenn diese beiden Matrizen multipliziert werden und ein Elementevergleich gemacht wird,
ergibt sich ein kompliziertes Gleichungssystem mit m - n Unbekannten. Diese Schwierigkeit

wird umgangen, indem die Hauptdiagonalelemente /;; der L-Matrix zu Eins gesetzt werden.

i) =1

Damit erhédlt man folgendes einfache Berechnungsschema fiir die Elemente:

]-'ull

loy - un

L1 - uny

1 0 0
lgl 1 0
lml lm2 1

1w

lor - u1p + 1 - ug

L1 - w12 + lpa - u22

Uil Uiz
0 wug
0 0
0 0
1- U1n

Uin

Uon

umn

o - w1 + 1 - ugy,

lml'uln+"'

a11

a1

Am1

ai

21

Am1

a12

a22

Am2

a2

22

Am2

(1.38)

Q1n

Aop,

a/mn

(1.39)

A1n

Q2n,

a'mn

(1.40)
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KAPITEL 1. ALGEBRAISCHE GRUNDLAGEN

Beispiel zur Losung eines Gleichungssystems mittels der LU-Zerlegung:

—31’1 + 21’2 - 3I3 =6
9I1 — 2.7)2 + 10$3 =-10

6&5’1 + 8.132 + 14373 =22

-3 2 -3
= A=l 9 -2 10
6 8 14
Ansatz: [; =1
1 0 O U1 U2 U3
L= l21 1 0 U= 0 U292 U923
l31 l32 1 0 0 uss
L-U=A
Aus dem Elementevergleich erhélt man:
1-u1+0-0+0-0=-3 — U1 = —3
logy-u;1 +1-04+0-0=9 - Iy = -3
131‘U11+l32‘0+1‘0:6 - 131:—2
1 w2 4+0-up+0-0=2 - Ug = 2
l21'U12+1'U22+O‘0:—2 - UQ2:4
l31-uip + 132 -uge +1-0=28 = l32 =3
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1.3. LINEARE GLEICHUNGSSYSTEME (LGS)

Auf gleiche Art weiter findet man:

1'u13+0'U23+0'U33:—3 > ’LL13:—3
l21'U13+1'U23+0'U33:10 — Uz = 1
l31'U13+l32'U23+1'U33:14 — U33:5
~—

6

Damit erhalten die Dreiecksmatrizen folgende Gestalt:

100 -3 2 -3
L=]_-310 U= 04 1
—2 31 00 5

Uber die Zwischenldsung Y lisst sich der Losungsvektor X berechnen:
Allgemein gilt:

n

L-UX=R mt Y=|,

Ys

l-yh+0-y2+0-y3 =6

=3y +1-y+0-y3 =-10

—2-y1+3 Y2+ 1-ys =22

y1 =10 6
Yo =8 Y=1 38
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U.X=Y

—3ZE1+2$2—3$3:6

O'ZL‘1+4'ZL‘2+1'$3:8

O'ZL‘1+0'I2+5'$3:10

1’1——3 -3
3
2 2
I3—2 2

Probe:

—3561 + 2$2 — 3.’13‘3 =6

921 — 229 4+ 1023 = —10

6371 + 8.732 + 14373 =22

3
~3-(-3)+2-5-3-256
6=06
3 ?
9-(~3)—2-5+10-2 - 10
—10=-10

3
6~(—3)+8-§+14.2é22

22 =122

32
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1.3.1.5 CHOLESKY-Verfahren

Bei dem CHOLESKY-Verfahren wird fiir den Spezialfall der symmetrischen Koeffizienten-
matrix die Losung der Matrixgleichung zuriickgefiihrt auf die Losung zweier Teilsysteme,
indem die Koeffizientenmatrix in eine obere und eine untere Dreiecksmatrix zerlegt wird.
Diese Zerlegung wird auch als Dekomposition bezeichnet.

Das CHOLESKY-Verfahren ist nicht allgemein anwendbar, sonders setzt voraus, dass die
Koeffizientenmatrix A des Gleichungssystems

A-X=R

symmetrisch, d.h. A = AT, und positiv definit sein muss. Positiv definit bedeutet, dass alle
Elemente der Hauptdiagonalen gréBer Null a;; > 0 sein miissen. Fiir die Aufgaben z.B. zur
Simulation der Grundwasserstromung nach den Quantisierungsverfahren (FDM, FEM oder
FVM) ist dies gegeben.

Bei dem CHOLESKY-Verfahren wird die symmetrische Matrix A des Gleichungssystems als
Produkt zweier Matrizen, einer unteren Dreiecksmatrix B und einer oberen, die gleich der
Transponierten B” der unteren ist, geschrieben:

B-BT=A (1.41)

Dabei ist B eine obere Dreiecksmatrix, die filir alle Elemente b;;, = 0; ¢ > k belegt ist. Das
Gleichungssystem lautet somit:

A-X=R
B-B'X =R
Setzt man
BTX=Y (1.42)

und bestimmt die Elemente von B durch Elementevergleich aus der Beziehung:
B-B'=A

so kann Y berechnet werden zu:

B-Y=R (1.43)
Die gesuchte Losung X ergibt sich aus der Riickrechnung entsprechend Gleichung 1.42.

Allgemein kann folgender Algorithmus zur Berechnung der Elemente von B angegeben
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werden:

k=1 1
(ak:j_zbljblk>b— firk+1<j<n, j=2bisn
i=1 kk

by = (1.44)

0 firk >
7j—1
az = ) b
=1
jfl 1
y; = <rj - Zbljyl> o fiir j = 1 bis n
I=1 99

i = furjzlblsn

Das Verfahren nach CHOLESKY besitzt einige Vorteile gegeniiber dem GAUSSschen Ver-
fahren. So zeichnet sich z.B. das Verfahren dadurch aus, dass es numerisch sehr stabil ar-
beitet, da die Dominanz der Hauptdiagonalen durch das Ziehen der Quadratwurzel aus sehr
kleinen Elementen, wodurch wieder grofere entstehen, verstirkt wird. Besitzt die Koeffi-
zientenmatrix A eine Bandstruktur, libertrdgt sich diese auch auf die Dreiecksmatrix. Der
Algorithmus ist unabhéngig von den Werten der rechten Seite. Damit kann die Losung des
Gleichungssystems mit geringem Aufwand fiir verschiedene Werte der rechten Seite (Rand-
und Anfangswerte) wiederholt werden. Dies macht Variantenrechnungen sehr effektiv.

Fiir ein Gleichungssystem mit drei Gleichungen und drei Unbekannten ergibt sich folgendes
Schema:

1171 + Q12T2 + G133 =71

211 + A22T2 + G23T3 = T

(3171 + 322 + A33T3 = T3

A-X=R
11 a2 13 X 1
Qo1 G2 Qo3 | " | X2 | T | T2
a31 aszz G33 €3 rs

Damit das CHOLESKY-Verfahren angewendet werden darf, muss gepriift werden, ob die
Voraussetzungen, die symmetrische Koeffizientenmatrix (A = A”) und positive Definitheit
(a; > 0), gegeben sind. Somit kann das Gleichungssystem auch in der Form geschrieben
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werden:

ai

Q12

a13

12

22

23

a3

(23

a33

X1

) -

xs3

r

]

3

Laut Vorschrift fiir das CHOLESKY-Verfahren wird die Dreiecksmatrix B eingefiihrt und die
dazugehorige Transponierte gebildet:

bir b2 b1z

B'=1 o baz  ba3
0 0 D33

_ by 0 O
B=1by bp 0
] biz bas b3

Nach Gleichung 1.41 muss gelten:

aix Qa2 Qi3
aiz2 Agz A3

13 Qa23 (33

bll

b33

b12 b13

b22 b23

(1.45)

Die Bestimmung der Elemente der Matrix B erfolgt nach Multiplikation von B mit B? durch
einen Elementevergleich mit der Matrix A:
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bas -

633 :

100 40
40 by 40
+0-03  +0-
tby 0 40

+b22 * b22 +O *

_I_bQQ N 623 +0 *

0
0
bs3
0

0

b33

+b23 -0 +b33 -0

+ba3 - bos  +bs3 -0

+ba3 - baz  +Dbs3

: 633

= a1

= Q12

= a3

= 12

= a22

= Q23

= 13

= 23

= a33

Man erkennt, dass in dem entstandenen Gleichungssystem auf Grund der Symmetrieeigen-
schaften der Koeffizientenmatrix einige Gleichungen redundant sind. Damit werden nur
sechs dieser Gleichungen fiir die Bestimmung der Matrix B benotigt.

ay; = by - biy

a1z = by1 - big
a1z = by1 - big

12 2

g3 = b1a - byig + baa -

asz = bis + b3s + b3

bas

b

I

by = v a11
b — a2 A12
12= 7 =
b1 v a11
bio — a1z d13
13 = b_ =
11 a1
2
a
_ / 2 _ 12
bao = /a2 — b12 =4/ 0a22 — _a
11
a a2 - a13
23 —
b — g3 — b1z - b3 a1
23 = b >
22 ajs
A2 — —
a1

(1.46)

Nachdem die Matrix B und ihre Transponierte B” bestimmt wurden, kann die Hilfsmatrix
Y aus der Gleichung 1.43 berechnet werden:
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bu 0 0 % 1
biz b2 0 || y2 | = | 72
I b1z baz bs3 11 Y3 | i T3 |
bii -y =1 == 291_;%1
bi2 - y1 + bz - Yo = 12 == Y2 = 7“2—;7%% (1.47)
T3 — b1z y1 —bos - Yo

biz-yi +bas-ya+ bz -ys=r3 = ys= b
33

Mit der bekannten B Matrix und der Hilfsmatrix Y kann jetzt mittels Gleichung 1.42 die
Losung des Gleichungssystems X berechnet werden:

B'X=Y

bir b1z bi3 I U1

0 bap bag | " | z2 | = | ¥

0 0 b33 T3 Y3
b3z - T3 = Y3 - .ngg—s
33

— bos -

bgg - Ty + b23 T3 = Y2 = X9 = w (148)
22
- Y1 — bz - xy — b1z - 13

bii 21 +bia- 22+ biz-r3=01 = 11 =

Beachte:

Die Gleichungen 1.46 bis 1.48 sowohl zur Bestimmung der Elemente der Matrx B, als auch
der Hilfsmatrix Y, als auch des Losungsvektor X gelten entsprechend fiir alle Gleichungs-
systeme mit drei Zeilen und drei Unbekannten, wenn sie die Voraussetzungen fiir das CHO-
LESKY-Verfahren erfiillen. Fiir den jeweils aktuellen Fall miissern die Elemente der Koeefi-
zientenmatrix und die der rechten Seite entsprechend eingesetzt werde. Diese Algorithmen
lassen sich leicht auf beliebig groBe Gleichungssysteme erweitern.
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Beispiele zur Anwendung des CHOLESKY-Verfahrens:

1. Das Verfahren soll exemplarisch an dem Gleichungssystem demonstriert werden, wel-
ches auch bei den anderen Verfahren benutzt wurde:

2v+y—2=0
or + 2y =8
rTH+y—22=-5
Hier sind aber die Vorausetzungen zur Anwendung des CHOLESKY-Verfahrens, die

positive Definitheit (a; > 0) und die Symmetrie (A = AT) nicht gegeben, und damit
ist das Verfahren nicht anwendbar. (as3 = —2) und A # A”

2. Als zweites Beispiel soll folgendes Gleichungssystem dienen:
921 + 229 4+ 323 =6
2x1 4+ 8o + 423 = —10
3x1 + 4xy + 1023 = 22

Mit A - X= R ergibt sich:

92 3 @ 6
2 8 4 y | =1 -10
3 4 10 P 22

Nach Gleichung 1.41 muss gelten:

9 2 3 by 0 0 bi1 b1z bis
2 8 4 = b12 b22 0 0 622 b23
3 4 10 blg b23 b33 O 0 b33

Die Bestimmung der Elemente der Matrix B erfolgt durch einen Elementevergleich
nach der Multiplikation von B - B”. Da nur sechs unbekannte Elemente bestimmt
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werden miissen, werden nur sechs dieser Gleichungen fiir die Bestimmung der Matrix
B bendtigt.:

9 = b1 - by = b =3
2
2="0b11 b2 = blz—g
3= b1y - bi3 — bi3=1
4  +/60
8 = b3, + b3y — 5;22:,/8_52T
4= iy bys + bas - b by — 2731 10
= 012 - 013 29 + 023 == 093 = =
V60
?()30 1/60
100 44
10 =03+ 035 +b3; = by = 10—1—%=€

Nach dem die Matrix B und ihre Transponierte B? bestimmt wurden, kann die Hilfs-
matrix Y nach Gleichung 1.43 berechnet werden:

B-Y=R
3 0 0 " 6
2 4/60
2 X ) . = | _
1 10 44 99
| Veo 6 1 L1 L |
6
3~y1:6 — y1:§—2
2 V60 —-10—-2%2.2 _34
S+ YR =10 = gy = El—
3 Y1+ 3 Y2 Y2 @ 760
10 44 22-1-2— 952 558 297
1- _ _ :22 > = = — = —
yl‘i‘\/@ Yo + 6 Ys Ys % 140~ 220

Mit der bekannten Matrix B und der Hilfsmatrix Y kann jetzt mittels Gleichung 1.42
die Losung des Gleichungssystems X berechnet werden:

B X=Y
i} ) - i
3 3 1 1 2
o Y60 10 | _ | -3
3 V60 2 V60
44 297
R €T -
|00 6 J L1 L a2 |
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44 297 2 837
6 220

V60 10 -3

4
377 V60 T V6o

2
3'$1+§'I2+1'I3:2 — I

—34 10 837

V60 /60 4840

o)

7y1—b12'$2—b13'9€3

bll
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1.3.1.6 Aufgaben zur Losung von Gleichungssystemen nach den Gesamt-

schrittverfahren

Bestimmen Sie von den folgenden Gleichungssystemen (A - X = R) den Losungsvektor X

auf funf Arten:

- Mittels des GAUSSschen Eliminationsverfahrens,

- mit Hilfe der CRAMERschen Regel,

- durch Bestimmung von A~! - R

- unter Verwendung der LU-Zerlegung und

- mittels des CHOLESKY -Verfahrens

r—2 y+2 x—2%

=9
a) 3 5 b) r+y—=z2
— 2 —2(y—1
Ty Syt 2 (y—1) 20—y +42=0
6 4
r+oy—2z=1
2 0 -1 x
c) 2 4 -1 ||y
-1 8 3 z
d) r+y+z=23 e) 2r — 4y + 9w = 25

2 +4y + 82 =13

3r+ 9y + 272 =34

3r—3y —3z+ 11w =27
4 + 6y — 152 + 5w = —5H

3r+y—4z+ 12w = 32
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1.3.2 Iterative Verfahren

Bei den iterativen Verfahren wird fiir das Gleichungssystem zunichst eine Niherungslo-
sung angenommen. Diese wird in das System eingesetzt, und mittels Optimierungsverfah-
ren werden die Komponenten des Losungsvektors bestmdglichst angepasst. Nach n Iterati-
onsschritten wird sich die Ndherung bis auf ein Residuum an die exakte Losung angendhert
haben. Die Iterationsverfahren spielen fiir grole Gleichungssysteme die dominierende Rolle,
da sie meist wesentlich schneller als die direkten Gleichungsloser sind.

Weit verbreitete Anwendungen sind die CG-Verfahren (Conjugate Gradient Method) und
die Mehrgitterverfahren. Diese Verfahren sind vor allem im Zusammenhang mit Simulati-
onsanwendungen auf Feldprobleme noch starken Weiterentwicklungen unterworfen. Bei den
CG-Verfahren hat sich in den letzten Jahren die Verwendung von zusétzlichen Vorkonditio-
nierungen (Preconditioning) durchgesetzt, mit der die Suchstrategie der iterativen Optimie-
rungsschritte festgelegt wird. Im Allgemeinen bestimmt die Art der Vorkonditionierung we-
sentlich die Optimierungsgeschwindigkeit bzw. die Anzahl der Optimierungsschritte.

Geht man von der allgemeinen Matrizenschreibweise eines linearen Gleichungssystems aus,
wobei X als unbekannte Losungsvektorbezeichnet wird,

A-X=R (1.49)

so kann man eine bekannte Néherungslosung X + 0X in diese Gleichung einsetzen. Dies
liefert eine rechte Seite, die von der vorgegebenen um den unbekannten Wert 6 R abweicht.

A (X+0X)=R+R (1.50)

Subtrahiert man Gleichung 1.49 von Gleichung 1.50, so erhélt man:

A - X =0R (1.51)
Bzw. mit obiger Gleichung 1.50:

A-SX=A-(X+6X)-R (1.52)

Die rechte Seite dieser Gleichung ist bekannt, da X + 6X die bekannte Ndherungsldsung
ist. Das Ziel besteht jetzt darin, die rechte Seite zu Null zu machen, indem ein neues 60X
gefunden wird. Dies kann durch Losen der Matrizengleichung (siehe Abschnitt 1.3.1, Seite
18) erfolgen oder mittels gezielter Optimierung, wie z. B. beim CG-Verfahren.

Das CG-Verfahren kann allgemein fiir lineare, quadratische, symmetrische Matrizen
(m = n) sehr gut angewendet werden. Der Grundgedanke besteht darin, dass eine Funktion

f(r) = ;X -A-X-b-X
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1.3. LINEARE GLEICHUNGSSYSTEME (LGS)

zu minimieren ist. Die Funktion besitzt dann ein Minimum, wenn der Gradient (siche Ab-
schnitt 2.2) gleich Null ist:
Vilz)=A-X-R=0 (1.53)

Dieses Minimum kann gefunden werden, wenn man mittels einer Suchrichtung p; eine
Funktion f(xy + . ps) formuliert. Dabei bedeutet der Index k die Anzahl der durchlaufenen
Suchschleifen.

1.3.3 Uberbestimmte Gleichungssysteme (m > n)

Im Gegensatz zu den bisher beschriebenen Verfahren sollen hier Losungsansétze fiir iberbe-
stimmte Gleichungssysteme beschrieben werden. In diesem Fall existieren mehr Gleichun-
gen als Unbekannte, d.h., m ist gréBer als n (m > n). Dieser Fall tritt z. B. auf, wenn
mathematische Modelle an Messwerte angepasst werden sollen. Ein typischer Fall ist da-
bei die Verwendung des quantisierten (diskreten) Faltungsintegrals (siche Abschnitt 12.3
Faltungsintegral, Seite 365ff).

Eine gingige Methode ist, diese Aufgabe als Optimierung anzusehen, wobei versucht wird,
die freien Parameter, d.h. den Losungsvektor X, an die Messwerte anzupassen. Die meisten
Verfahren unterscheiden sich dabei in der Aufbereitung des Optimierungsproblems und in
der Wahl der Optimierungsstrategie.

Die SVD-Methode (Singular Value Decomposition) geht dabei in folgender Weise vor.
Gegeben ist die Matrizengleichung:

A-X=R  bzw lai;] - [z:] = [bi] m>n
In diesem Fall kann die Koeffizientenmatrix A zerlegt werden in
A=U-[wy V" (1.54)

wobei die Matrix U die gleiche Gestalt wie A hat, w;; eine quadratische Diagonalmatrix vom
Rang n und V7 eine Transponierte vom Rang n ist. Diese Zerlegung, auf obige Gleichung
angewendet und nach dem Losungsvektor aufgeldst, ergibt:

X=V. {diag (iﬂ . UT.R (1.55)

wj

Diese Gleichung kann mit der HOUSEHOLDER-Routine gelost werden.
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Kapitel 2

Vektoralgebra und -analysis

Peter-Wolfgang Griber Systemanalyse in der Wasserwirtschaft



Ausgehend von einfachen, bekannten Darstellungen der Vektorrechnung werden die Grund-
regeln der Vektoralgebra aufgefiihrt. AnschlieBend werden die Regeln fiir die Differenzie-
rung im Zusammenhang mit Vektoren behandelt und mit anschaulichen Beispielen unterlegt.

2.1 Einheitsvektoren

Vektoren lassen sich in Abhéngigkeit von dem verwendeten Koordinatensystem durch ver-
schiedene Einheitsvektoren darstellen. Dabei ergibt sich der Vektor @ aus der Summe der
Vielfachen (Komponenten) der Einheitsvektoren. Die Einheitsvektoren besitzen die Lange
(Betrag) Eins |e| = 1, sie sind stets parallel zu den Koordinatensystemachsen gerichtet.

Fiir die praktische Arbeit in der Wasserwirtschaft haben sich drei Koordinatensysteme, das
kartesische, das zylindrische und das sphérische, durchgesetzt. Ein und derselbe Vektor a
lasst sich dann in den in Tabelle 2.1 dargestellten Arten beschreiben (sieche auch Abbildungen
2.2und 2.1).

Tabelle 2.1: Koordinatensysteme zur Darstellung von Vektoren

Koordinaten- Einheits- .
Vektor a
system vektoren
Kartesisch ?’ ;, E o =a,i + ayj +azk
Zylindrisch T, 57 > a=ar+ ap® + a.z
Sphérisch T, 57 g a=a, 1 +agl +azd
Z
A
P(x,y, z)
(f, 91 Z)
L z
8
’ Y >
e y
b X
X

Abbildung 2.1: Vektordarstellung im kartesischen Koordinatensystem

Im zweidimensionalen Raum wird das Polarkoordinatensystem verwendet (siche Abbildung
2.3).

Da der Vektor @ unabhingig vom verwendeten Koordinatensystem ist, gelten zwischen dem

Systemanalyse in der Wasserwirtschaft Peter-Wolfgang Griber
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P(x, vy, z)
(P, ¢, 2)

A\

X

Abbildung 2.2: Vektordarstellung im spharischen Koordinatensystem

-
>

X

Abbildung 2.3: Vektordarstellung im zweidimensionalen Raum

kartesischen und dem Polarkoordinatensystem folgende Umrechnungen:

a, =./az+a;=|d|
a, = arctan (%
Az (2.1)
a, =cot(ay)-ay
a, =cos(ay)-|d|
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2.2  Rechenregeln

Im Folgenden sollen einige wichtige Grundrechenregeln fiir Vektoren am Beispiel der kar-

tesischen Koordinatendarstellung gezeigt werden.

o Addition

Bei der Addition zweier Vektoren werden die Argumente der kartesischen Einheits-

vektoren komponentenweise addiert:

G+b=(ag+bs)i+ (ay+b,) ]+ (a.+b.)k (2.2)

Bemerkung:

Diese Bezichung gilt nur fiir das kartesische Koordinatensystem und kann auf die
anderen Koordinatensysteme nicht {ibertragen werden.

In der Vektoralgebra gelten folgende Gesetze:

Kommutativgesetz

Distributivgesetz

Distributivgesetz

Distributivgesetz

Assoziativgesetz

Systemanalyse in der Wasserwirtschaft

A+B=B+4 (23)
> = (mn) A=n (mZ) (2.4)
(m+n) A=mA+nd (2.5)

= mZ -+ m§ (2-6)

(§+5>> - (Z+§> +c Qe
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2.2. RECHENREGELN

o Betrag
Der Betrag eines Vektors ist gleich seiner Linge und damit ein Skalar, der richtungs-

unabhingig ist:
|@| = /a2 + a2 + a2 (2.8)

Insbesondere gilt, dass der Betrag der Einheitsvektoren gleich Eins ist:

=1 2.9)

e Produkt
In der Vektoralgebra unterscheidet man zwei Arten von Produkten, das Skalarprodukt

(Punktprodukt) und das Vektorprodukt (Kreuzprodukt).
Das Skalarprodukt zwischen zwei Vektoren ist definiert zu:

S

a-b=|a - ‘5‘ - oS <c?; 5) (2.10)
Daraus folgt, dass das Skalarprodukt zwischen zwei Vektoren gleich Null ist, wenn
diese senkrecht zueinander stehen. Insbesondere gilt, dass das Skalarprodukt eines
Vektors mit sich selbst, d.h. das Quadrat, gleich dem Quadrat des Betrages des Vektors

1st:

0 alb
B a - b @b
Qb= @2.11)
—la - |b allb
@ - |b] - cos (c?; 5) beliebig
\
Insbesondere gilt fiir die Einheitsvektoren:
ij=0; k=0, j-k=0, 7-a=0 7 -7=0;
2.12)
ii=1 j-j=1, k-k=1; 7-F=1 a-a=1 7-7=1;

Die Bildung des Skalarprodukts in kartesischer Koordinatenschreibweise lautet unter
Beriicksichtigung obiger Regeln:

a-b = (aJJr ayJ + azl%) : (bJJr byJ + b,j)
(2.13)

= azby + ayb, + a.b,
Aus dieser und der oben angefiihrten Gleichung ergibt sich der Winkel zwischen zwei

Vektoren zu: ; ; ;
- a +a +a
cos ( a; b) = b vy S 2.14
( Va2 a2 4 a2 /b2 + b2+ b2 @14)
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Das Vektorprodukt zwischen zwei Vektoren:

axb=7 (2.15)

liefert im Gegensatz dazu einen Vektor, dessen Betrag gleich dem von @ und b aufge-

spannten Parallelogramm ist:

S

a X

=|d| - ‘5‘ - 8in (6; 5)

und dessen Richtung senkrecht zu @ und senkrecht zu b steht:

vla
7Llb
Allgemein gilt:
0 allb
B \d| b alb
axbl= (2.16)
—|a b bla
|1l E.m%aﬁ beliebig
Fiir das kartesische Koordinatensystem gilt:
_ = 7 . -
Txb=|a a a 2.17)
b, b, 0,

ixjl=1 |ixkl=1 |jxkl=1 [Fxdl=1 |Fxz]=1;
ixj=k ixk=j jxk=i Fxd=z FxZ=ada
i x 1] = 0; ‘jx; = 0; ‘Exﬁ‘zo; "x =0, |dxd =0 |Zx2z]=0;
(2.18)
Beachte:
Fiir das Vektorprodukt gilt das Kommutativgesetz nicht, sondern es gilt:
Axb=—bxad (2.19)
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Demgegentiiber gilt aber das Distributivgesetz.
ax<6+?)=ax5+ax? (2.20)

e Differentiation

Im Zusammenhang mit der Vektorrechnung spricht man von drei verschiedenen Arten
der Differentiation, der Gradienten- (grad), der Divergenz- (div) und der Rotati-
onsbildung (rot). Fiir alle drei Verfahren gilt ein einheitlicher Differentialvektor, der
NABLA-Operator V (siche Tabelle 2.2). Tabelle 2.3 zeigt im Uberblick die Schreib-
weisen der verschiedenen Differentiationsarten in Abhingigkeit vom verwendeten Ko-
ordinatensystem. Zur weiteren Vereinfachung der Schreibweise kann auch der LA-
PLACE-Differential-Operator /A verwendet werden. Dieser entspricht der zweifache
Anwendung des NABLA-Operators:

A=V.V 2.21)

Tabelle 2.2: Beschreibung des NABLA-Operators in verschiedenen Koordinatensystemen

Koordinatensystem
kartesisch | zylindrisch \ sphiirisch

T
SIS
-l

XM T+

Q| S
AR

Q .
_!_@ T&g =
s
T~ © |CD — |}’
SIS — = “

+ + +

T T T
G SJES SJES

I Il Il

> > >

Bei der Gradientenbildung
Ve = grad ¢ (2.22)

Skalar ¢ = Vektor Vo

(0= D= O _Op—  Op—  Dp—
vgp_<8x2+8yj+ zk) _8xz+8y‘] 0z
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wird der NABLA-Operator auf ein skalares Potentialfeld ¢ angewendet. Das Ergeb-
nis der Gradientenbildung ist ein Vektor. Die Gradientenbildung kann als die formale
Multiplikation des NABLA-Operators mit einer skalaren GroBe angesehen werden. Im
Bereich der Hydrogeologie konnen dies Grundwasserstinde h, Temperaturfelder 7,
Konzentrationsverteilungen C', Verdunstungs- oder Grundwasserneubildungsraten vy
und viele andere GroBen sein. Diese skalaren GroB3en (Potentiale) sind nicht gerichtet
und haben damit keinen Vektorcharakter. Sie besitzen aber eine Ortsabhingigkeit. Die
wichtigste Anwendung der Gradientenbildung ist das DARCY-Gesetz zur Berechnung
der Grundwasserstromungsgeschwindigkeit (siche Abschnitt 7.1, Seite 192).

v =—k grad h (2.23)

Beispiel zur Anwendung der Gradientenbildung:
Der Grundwasserstand eines Grundwasserleiters wird durch die Funktion

h=2xy —3x + 2

angegeben. Man berechne die Grundwasserstromungsgeschwindigkeit, wenn der Durch-
lissigkeitskoeffizient des Grundwasserleiters k = 2 - 1073m - 571
Es gilt:

ist.

v = —k grad (h)

_ _9.10°8 8(2wy—3x+2)7+ 8(2my—3x—|—2)7+ 0(2my—3m—|—2)? m
8x ay 82 S

:(6—4y)10—3%-7—4-33-10—3?7

Daraus ist zu erkennen, dass

a) es keine vertikale Stromung gibt und dass

b) die Geschwindigkeit abhidngig von den Koordinaten ist. Die Strdomung im Grund-
wasserleiter ist also nicht konstant.
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Unter Divergenz versteht man die Anwendung des NABLA-Operators auf einen Vektor:

Vi=div#  Vektor ¥ = Skalar (2.24)
N 00— 00— 0 — — — ov,  Ov,  Ov,
= a a_ a x z k ==
Vv (8ml+8y‘7+8z’k <v1+vyj—|—v ) 8:c+8y+8z

Das Ergebnis der Divergenzbildung ist eine skalare Grof3e. Die Divergenz kann als die forma-
le Anwendung der Skalarproduktbildung zwischen dem NABLA-Operator und einem Vektor
angesehen werden. Entsprechend der Regel zur Skalarproduktbildung ist die Divergenz eines
Vektors eine skalare Grofle. Die Divergenz, auch als Ergiebigkeit eines Gebietes G bezeich-
net, gibt an, welche Quell- oder Senkenaktivitdten in diesem Gebiet vorhanden sind. Ist die
Divergenz eines Vektorfeldes gleich Null (V@' = div ¢ = 0), so ist das Gebiet quell- und
senkenfrei.

Nach dem Satz von GAUSS lidsst sich die gesamte Quell- und Senkenaktivitit eines Ge-
bietes G durch das Volumenintegral iiber die Divergenz berechnen. Gleichzeitig ist aus den
Bilanzgesetzen bekannt, dass die Differenz zwischen den Quell- und den Senkenaktivitéten,
d.h. der Volumenstrome, uiber die Oberflache abflieBen muss:

///divmvz]{j{ﬁ-ﬁds (2.25)
G S

Fiir den zweidimensionalen Raum gilt analog:

//dideA—jéﬁ.ﬁdL (2.26)
A L

7 ist ein normaler (senkrecht stehender) Einheitsvektor zur Oberfliche oder zum Umfang.
Mit diesem Satz von GAUSS lassen sich Volumenintegrale in Integrale iiber die Oberfla-
che bzw. Flachenintegrale in Integrale iiber die Berandung umwandeln. Auch die Divergenz
spielt in der Hydrogeologie eine fundamentale Rolle, da alle Prozesse bei ihrer mathemati-
schen Beschreibung einer Bilanzierung unterzogen werden miissen. Insbesondere basiert auf
folgender Relation eine grosse Anzahl weiterer Ableitungen:

div v = div (—k grad h) =¢q (2.27)

Beispiel zur Berechnung der Divergenz:
Man berechne die Divergenz des Geschwindigkeitsvektors v” des vorigen Beispiels:

0, a0 e
VU =o-(3-29)10 +0y( 4-107%z) =0

Das Gebiet ist also quell- und senkenfrei.
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Bei der Rotationsbildung wird der NABLA-Operator formal mittels Vektorprodukt mit ei-
nem Vektor verkniipft:

rot 1=V x ¥ (2.28)

B 802_% - (%Z_(%m —,>+ %_8% ?
oy 0z ! ox 0z J ox oy

-

rot = | —

ox

Sle <l
SIS

Up Uy U

Das Ergebnis stellt wieder einen Vektor dar.
Wenn rot v = 0 ist, spricht man von einem wirbelfreien Feld. Man kann daraus auch ab-
leiten, dass rot grad ¢ = 0 stets fiir wirbelfreie Potentialfelder ; gilt.

Weitere Rechenregeln im Zusammenhang mit der vektoriellen Differentiation ergeben sich
durch Anwendung anderer Vektorregeln und der erweiterten Regel zur Differentiation von
Produkten:

V(g1 -92) = 21Ver + 02 Vir = g1 grad gz + g grad o (2.29)
V-(p(@)=¢Vd+a- -V =pdiv(d)+d- grad (¢) (2.30)
V X (¢d) = ¢V x d+d x Vi = grot (d) + a x grad (p) (2.31)

Untersucht man die Quell- und Senkenaktivitét eines Grundwasserleiters, so kann man das
DARCY-Gesetz wie folgt schreiben:

div(?) = div (—k - grad h) = ¢ (2.32)

V(©)

V(-k-Vh) =q
V(@) =V (=k)-Vh—k-V(Vh)=q
V(@) =V (=k)-Vh—k-Ah=q

div(7) = grad (k) - grad(h) — k - div(grad(h)) = g

Nur fiir den homogenen isotropen Grundwasserleiter darf grad (—k) = 0 gesetzt werden,
und die Grundwasserleitergleichung heiflt dann:

div (¥) = —k div(grad h) = ¢ (2.33)
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Tabelle 2.3: Koordinatensysteme

Zp-dp-ap - L= Ap zp - fip-ap = Ap AP uduinjoA
DO 4 10 fip xQ
m?@ﬂ SZEMY w?@J% i
mAH@ — N©v+ ax /A =aj04 uonejoy
o N@@ &@Q - « .

Q20
& Aﬁ@ B s@v "

20 2l

~

ANQ QQVH;&D

F0 | 2P0l e dQ M%\s@ %m% 220 Y = YN
e et et V| v Twe Tue 1Y | = (wpvat) ayp || 1908
Z 4 Z f
m@% wﬁ@ﬂw m@mn YA m\®@+ m@% mﬁmn YA | YA =ypoib yudIpeID
mm + BMM +mM =A w\M +mM i@ =A A 10jendQ-e[qeN
[ISLIPUI[AZ YISIsayIey uonedp unuydRzZIg

WI)SASUI)BUIPI0O]
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2.3 Beispiele zur Vektorrechnung

1. Die Filtergeschwindigkeit ¥ setzt sich aus den Komponenten v, = 3 - 103m - s71;
v, = —=5-10"*m - s~! und v, = 0 zusammen.
Skizzieren und berechnen Sie die Filtergeschwindigkeit in Vektorschreibweise und ge-
ben Sie den Betrag und den Richtungswinkel an.
Der Betrag eines Vektors berechnet sich zu:

U] = \/v2 + v + 02

Mit den gegebenen Zahlenwerten erhélt man den Betrag zu:

7] = \/(3 110-3)% + (=5 -10-4)® = 3,04 - 10732

S

Der Richtungswinkel errechnet sich aus dem Anstieg, der gleich dem Tangens des
Richtungswinkels ist:

v, —5-107*
«a = arctan | — | = arctan | —————
Uy 3-10-3
= arctan (—0,166) = 350,52° = 6,12 rad

Damit lautet der Vektor der Aufgabenstellung in kartesischen und Polarkoordinaten:

7=3.1022 7451042 F=3,04- 1032 . 716,120 . &
S S S S

2. Ein Schadstoffpartikel wird durch die Konvektion (¥, ) und durch die hydrodyna-
mische Dispersion (y;,) bewegt. Stellen Sie grafisch dar und berechnen Sie den zu-
riickgelegten Weg und den Endpunkt, wenn das Partikel mit folgenden Anteilen

Toow =1-107427 41037 und
S S

Tiisp = 3- 107027 1 0, 7858
S

vom Koordinatenursprung transportiert wird.
In der Aufgabenstellung werden zwei verschiedene Koordinatendarstellungen verwen-

det. Da die Naturprozesse unabhingig von der Darstellungsart sind, kann die Aufgabe
unter Benutzung der kartesischen Koordinatendarstellung oder mittels der Polarkoor-
dinaten gelost werden. In beiden Fillen ist eine Umrechnung zwischen den beiden
Systemen notwendig.

Fiir den hier vorliegenden zweidimensionalen Fall gelten folgende Beziehungen:
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2.3. BEISPIELE ZUR VEKTORRECHNUNG

a, = y/a2 + a2 = |d
(y

a, = arctan —
Qy

a; = cos (agy) - ay
a, = sin (aqs) - a, bzw.
a; = tan (a,) - ay

Dabei ist zu beachten, dass a,, meist in Bogenmal} anzugeben ist und folgende Relati-

on gilt:

I} o’

2 360°
Mit den gegebenen Zahlenwerten findet man:
U= Ukorw + 2_})disp

Laut obiger Definition gilt:

Vet = (f2 0 = 1047 1 (1097 = 10772
S

Vo kono = arctan <@> = 93,65°

Vg

. Konstruieren und berechnen Sie den Endpunkt eines Schadstoffpartikels nach einem
Tag, wenn er vom Punkt x = Om, y = Om durch eine Konvektion in Folge eines Po-
tentialgefdlles von Ah = 1m zwischen den Punkten x = Om, y = Om und z = 30m,
y = 40m bei einem k-Wert von k = 5 - 10~*m /s bewegt wird.

Als Basis der Konvektion wird die Filtergeschwindigkeit ¢ angesetzt. Exakterweise

hitte hier die Abstandsgeschwindigkeit benutzt werden miissen, was aber nicht Ge-
genstand der Aufgabe sein sollte. Die mittlere Abstandsgeschwindigkeit v, wird dabei

57



KAPITEL 2. VEKTORALGEBRA UND -ANALYSIS

der Porengeschwindigkeit gleichgesetzt.

ol S T " o
Uy = =, mit: ¢ Filtergeschwindigkeit, n’ durchstromtePorositét
n

v = —k grad h (DARCY-Gesetz)

dh Ah
= k= ~ k—
dr = Ar

Ar = \/(1:1 — )2+ (1 — 12)°> =/ (30m2) + (40m?) = 50m

m 1m m
r=5-107"— . — =107° —
v g s  5H0m S

Weg s: s =v, -t =107"2 . 864005 = 0,864 m

Lage: s =2+ y?

22 =% — g2
Aus der Geradengleichung: y = mx + n bzw. der Zweipunktegleichung einer Gera-

den ergibt sich:
Yo — Y% Y — Yo

1 — Xo r — X

Mit zy = yo = O und z; = 30m bzw. y; = 40m ergibt sich:

y _40 _ 4 4
—_ = — = — Z_ = - = .
z 30 3 WY E gt
y2:m2-x2:m2-(32—y2)
) m? - s
e

(1 + m?)

1,3332 (0,864 m)>
- = 1/0,4777Tm = 0,689

Y \/1+m2 \/1+17778) R s
r == =20,51Tm

m

Man kann y sofort in die Gleichung der Lénge s einsetzen und erhilt:

<
I

Wl
8
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2.3. BEISPIELE ZUR VEKTORRECHNUNG

Mit s = 0, 864m erhélt man den gleichen Wert:

| w
»

z =" =0,6-0,84m = 0,518m

z = 0,69m

Wl o
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2.4 Aufgaben zur Vektorrechnung

1. Die Vektoren a’, b, ¢ sind durch ihre Koordinaten gegeben:
a, =5 b,=3 c¢,=—6
ay =7 b,=—-4 ¢, =-9
a,=8 b,=6 c¢,=-5
Bestimmen Sie die Lange des Vektors d=1 + Y + .
_>

2. Gegeben sind die Vektoren @’ = —97 —37 Jj +5 Fund b =37 — w? + 2?.
Berechnen Sie w so, dass die Vektoren senkrecht zueinander stehen.

e — — — -
3. Berechnen Sie fiir ¢ = 2y +yz + zxund A = 2%y i +y?2j + 222k :

a) AV
b)) - (v?f) und
) (Ve)x A

4. Ein Partikel bewegt sich entlang einer Raumkurve mit den Koordinaten x = 3 + 2¢,
y = —3e 2 z = 2sin5t.
Berechnen Sie die Geschwindigkeit und die Beschleunigung des Partikels fiir eine
beliebige Zeit ¢.
Geben Sie ihren Betrag sowie auch den zuriickgelegten Abstand fiir t = Ound ¢t = 1
an.

5. Konstruieren und berechnen Sie den Endpunkt eines Schadstoffpartikels nach einem
Tag, wenn er vom Punkt x = Om; y = Om durch eine Konvektion infolge eines
Potentialgefélles von Ah = 1m zwischen den Punkten x = Om; y = Om und = =
30m; y = 40m bei einem k-Wert von k = 5 - 10~*m - s~ bewegt wird.

6. Gegeben ist das skalare Potentialfeld in einem Filter h = xy + yz + zz.
a) Bestimmen Siedie Filtergeschwindigkeit (Vektor und Betrag).
b) Gibt es Quellen- und Senkenaktivitit im Filter?
C) Ist die Stromung im Filter wirbelfrei?
Gegeben sind k = 10~*ms~! und grad(—k) = 0.

7. Eine Schadstofffahne hat sich im Untergrund ausgebreitet. Die Verteilung des Schad-
stoffes entspricht im Wertebereich x ::= 0 bis 10 und y ::= 0 bis 10 folgender geome-
trischen Figur:

Cla,y) =50 — ((z = 5)° + (y — 5)°)
a.) Skizzieren Sie die Aquipotentiallinien fiir die Konzentrationswerte im Bereich
von C(x,y) = Omg bis 50mg mit einer Schrittweite AC(z,y) = 10.
b.) Berechnen Sie den Gradienten am Punkt P(3,4) und bestimmen Sie den Be-
trag und den Richtungswinkel.
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2.4. AUFGABEN ZUR VEKTORRECHNUNG

8. Eine Schadstoftfahne hat sich im Untergrund ausgebreitet. Die Verteilung des Schad-
stoffes entspricht im Wertebereich x ::= 0 bis 10 und y ::= 0 bis 10 folgender geome-
trischen Figur:

C(x,y) =125 — (22 — 10)> + (y — 5)?)

a.) Skizzieren Sie die Aquipotentiallinien fiir die Konzentrationswerte im Bereich
von C(x,y) = Omg bis 125mg mit einer Schrittweite AC(z,y) = 25.

b.) Berechnen Sie den Gradienten am Punkt P(5, 10) und bestimmen Sie den Be-
trag und den Richtungswinkel.

9. Der Grundwasserstand eines einseitig durch eine Barriere begrenzten Grundwasserlei-
ters und eines Brunnens soll durch folgende geometrische Figur beschrieben werden:

1 (y —10)”
2p= ————
=9 x
a.) Skizzieren Sie die Hydroisohypsen im Bereich von zp = 1m bis zg = 5m mit

einer Schrittweite Azp = 1m fiir die Koordinaten 0 < x < 10.
b.) Berechnen Sie die Filtergeschwindigkeit mit & = 0,0001ms~! am Punkt P(5, 5)
bestimmen Sie den Betrag und den Richtungswinkel a.
c.) Ist dieses Feld quell- und senkenfrei?
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Kapitel 3

Interpolationsverfahren
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KAPITEL 3. INTERPOLATIONSVERFAHREN

Problem:

Durch Messung sind einige Messwerte (abhédngige Variable) in Abhingigkeit von unabhén-
gigen Varibablen im ein-, zwei-, drei- oder vierdimensionalen Raum, der im Allgemeinen
durch die drei Raumkoordinaten (je nach Koordinatensystem z.B. z,,, y,., 2, oder r,, .., 2,
oder r,, a,, ¥, (siche Kapitel 2 Vektorrechnung, Seite 45)) und die Zeit ¢,, gebildet wird,
bekannt. Man hat in diesem Fall diskontinuierliche Wertetabellen. Fiir den eindimensionalen
Fall gilt z. B.:

Unabhingige | Abhéngige

Variable Variable

To Yo = f (wo)
T y1 = f(z1)
L Yn = f (mn)

Die Stellen z, x4, ..., x,, werden als so genannte Stiitzstellen bezeichnet, die yg, y1, ..., Yn
als Stiitzwerte.

Werden Funktionswerte gesucht, deren unabhéngige Variable innerhalb des Bereiches (o, x.,)
liegen, spricht man von Interpolation. Sollen dagegen Funktionswerte fiir unabhingige
Variable auBerhalb des Bereiches (xg,z,) gesucht werden, wird dies Extrapolation ge-
nannt. Durch die Interpolation bzw. Extrapolation wird eine kontinuierliche Ersatzfunktion
w = p(x) gesucht, die die Originalfunktion y,, = f (z,,) moglichst genau widerspiegelt (sie-
he Abbildung 3.1). Dabei ist immer davon auszugehen, dass die Ersatzfunktion nur an den
Stiitzstellen mit der Originalfunktion tibereinstimmt. Fiir den dazwischen liegenden Raum
hingt die Genauigkeit, d.h. die Ubereinstimmung der beiden Funktionen, von der Anzahl
und der Verteilung der Stiitzstellen ab. Entsprechend dem Abtasttheorem nimmt der Quan-
tisierungsfehler proportional zum Anstieg der Funktion zu.

Beachte:

Kein Interpolationsalgorithmus kann als Ersatz fiir eine Vergro8erung der Messwertdichte
benutzt werden. Mittels der Interpolationsalgorithmen erhélt man immer nur Nidherungs-
werte.
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Originalfunktion

° Abgetasteter Messwert
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Originalfunktion

Abgetastete Funktion

Interpolierte Funktion

Lineare Interpolation

Spline-Interpolation

Abbildung 3.1: Darstellung der diskontinuierlichen Messwerterfassung
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KAPITEL 3. INTERPOLATIONSVERFAHREN

Beispiel zur Anwendung von Interpolationen:

Die Schadstoffkonzentration C'(z), die von einer Altlast ausgeht, wird an den Stellen xg, z1, T2
gemessen (siche Abbildung 3.2). Die Schadstoffkonzentration, die als Gefahr an der Stelle
xp in den Fluss flieBen kann, soll durch Interpolation abgeschitzt werden. Dabei soll eine
Aussage erfolgen, ob dieser Wert den zulédssigen Grenzwert liberschreitet.

Altlast Brunnen Fluss Wasserwerk

Grundwasserleiter

X X Xp 2
i - v P
LA P, S
C/[mg/l]
N +
+
9 Grenzwert
+
xlo Xll XF'I Xlz ]

Abbildung 3.2: Darstellung eines Interpolationsproblems

2 Co = f (o)
1 Ci = f(z1)
Ty ?

3 Cy = [ (22)

Zur Losung dieses Problems wird eine Interpolationsfunktion w = p (x) als ”Ersatz” fiir die
Funktion C,, = f (x,,) gesucht. Diese Funktion soll folgende Voraussetzung erfiillen:

66



d.h.

Wy =P (SL‘()) = Cg (32)

Dann wird angenommen, dass sich die Zwischenwerte der Funktion w = p(x) den Zwi-
schenwerten der Funktion C,, = f (x,,) mit guter Naherung angleichen.

Zur Bestimmung der Funktion w = p (z) kénnen verschiedene Interpolationverfahren ver-
wendet werden. Man unterscheidet dabei die ein- und die mehrdimensionalen Verfahren. Die
mehrdimensionalen Verfahren spielen im Zusammenhang mit den Geografischen Informa-
tionssystemen (GIS) eine wesentliche Rolle und werden auch oft im Zusammenhang mit
den Verfahren der Geostatistik betrachtet.

Im Folgenden sollen einige der im Zusammenhang mit wasserwirtschaftlichen Fragestellun-

gen benutzten Verfahren vorgestellt werden.

e Polynominterpolation
e Interpolierende Polynomteilstiicke (Spline)

e Kriging-Verfahren
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3.1 Polynominterpolation

Bei diesem Verfahren hat p (z) die Form eines algebraischen Polynoms n-ten Grades:
w=p(z) = ag+ arx + ar® + ... + a,a" (3.3)
Dies weist den Vorteil auf, dass Zwischenwerte moglichst leicht zu berechnen sind.

Geht man von einer Messwerttabelle mit n 4+ 1 Wertepaaren aus, so ldsst sich maximal genau
ein Polynom n-ten Grades dazu ermitteln:

Y= pp(z) = Zak - (3.4)
k=0
mit der Eigenschaft:
y(x:) = pla) = D ax -k = w; (3.5)
k=0

Dieses Polynom ist das Interpolationspolynom zu dem gegebenen System von Interpola-
tionsstiitzstellen.

In der Regel werden Polynome niedrigen Grades (n < 3) gesucht, die die Wertepaare zu-
mindest stiickweise anpassen:

p(x) =ap+ ax lineare Interpolation

p () = ap + a1 + axz? quadratische Interpolation

3 kubische Interpolation

p () = ap + a1z + axa® + azx
Der Einsatz von Polynomen hoheren Grades erschwert die Rechenarbeit und fiihrt zu sehr
grofle Schwankungen.

Aus den verschiedenen Darstellungsformen fiir Polynome ergeben sich auch die verschiede-
nen Interpolationsverfahren zur Bestimmung der Koeffizienten a; des Polynoms n-ten Gra-
des. Diese verschiedenen Verfahren fiihren alle zu dem selben Polynom.

So werden die Interpolationsformeln nach

analytische Potenzfunktion

LAGRANGE

AIKEN

NEWTON

unterschieden.
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3.1. POLYNOMINTERPOLATION

3.1.1 Analytische Potenzfunktionen

Dieser Polynomansatz geht davon aus, dass das Polynom w = p (x) fiir jede Stiitzstelle die
Bedingung y(x;) = p(z;) erfiillt. Man erhélt in diesem Fall fiir die n + 1 Stiitzstellen n + 1
Gleichungen mit den n + 1 Unbekannten ag bis a,.

ag + 170 + T + ... + apTh = Yo (3.6)

2
ap + a1y + ax] + ... + a7 =

2
ap + a1, + aox;, + ... + apx, =Yy

Dieses Gleichungssystem kann in gewohnter Weise auch als Matrixgleichung geschrieben
werden:

X-A=Y
Mit:
1 zo Ty ag Yo
1z 22 ! aq Y1
X=11 2, a2 xl A= q Y=y
1z, 22 ] an, Yn

Dabei ist zu beachten, dass die Matrix X die bekannten Koeffizienten und Y die rechte Seite
darstellen, wobei hier die Matrix A den gesuchten Losungsvektor darstellt. Das LGS kann
mit allen bekannten Methoden (siehe Abschnitt 1.3 Losung von Gleichungssystemen, Seite
17) gelost werden.

69
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Die Determinante dieses linearen Gleichungssystems (LGS) ist:

(z1 — o) - (w2 — o) - (w3 — 20) .. - (T0 — T0) -
1 zh (w2 — 1) (3 — @1) o+ (T — T1) -
o 1 2y - af B (w3 —x2) o+ (T — T2) - 57
1 2, - a® ATy = Tp2) - (T — Tnz) -
(Tn — 1)

und wird als VANDERMONDsche Determinante bezeichnet.

Da alle Stiitzstellen verschieden von einander sind (sein miissen), ist D # 0 und das LGS
eindeutig l6sbar.

Es existiert genau ein Polynom n-ten Grades, das die Werte y; = f (x;) annimmt und deren
Koeffizienten sich ergeben zu (vgl. Abschnitt 1.2.3 Determinanten, Seite 13):

Dao Da1 Dan
D’ 1= p- D

ag = (3.8)
Mit diesen Koeffizienten erhélt man das gesuchte Interpolationspolynom zu:
y(x) = plx)=ag+a-x+ag-2°+---+a, 2"
Der gesuchte Interpolationswert an der Stelle xp ergibt sich damit zu:
y(zp) m plep) = ag+ar - xp+ag- T + -+ ay - 2p
Obwohl bei diesem Verfahren der Ansatz sehr einfach ist, erfordert die endgiiltige Bestim-

mung des Interpolationspolynoms einen erheblichen Rechenaufwand, besonders wenn eine
groflere Anzahl von Stiitzwerten zu beriicksichtigen ist.
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Beispiel zur Anwendung der Interpolation nach dem Polynomansatz:

Gesucht sind ein quadratisches Polynom, das die Werte der folgenden Tabelle annehmen soll

1 1
und der Wert y = f (5) an der Stelle v = 5

x(|0]1]2

yIol1]0

Da nur drei Stiitzstellen vorhanden sind, kann das Polynom nur vom zweiten Grad sein. Ein
quadratisches Polynom hat die Form:

p(2) = ap + a1z + axa®

Es muss gelten:
yi = p(v4)

2
Yi = Qo + a1T; + asx;

p(0)=0 = as+a;-0+a-0=0 = ay=0
p(1)=1 = ap+ar-14+a-12°=1 = a3 +ay=1

p(2)=0 = ap+a-2+ay-22=0 = 2a;+4ay=0
Aus den drei Gleichungen folgt:

ag = 0
ap = 2
a9 = —1
Damit lautet das Interpolationspolynom:
p(x) =22 —2?

1
Mit dieser Funktion kann der gesuchte Funktionswert an der Stelle z = 3 berechnet werden:
1 1
1(3)=+ ()
1 1 /1)
“)=92.2_ (=
(3)-23-(3)
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3.1.2 Interpolationsformel von LAGRANGE

LAGRANGE hat die Interpolationsfunktion in folgender Form geschrieben:

y(xp) = p(xp) = Lo(xp) - yo+ L1 (zp) -1+ ... + Ly (xp) - Yn (3.9)

Bei der Interpolation nach LAGRANGE werden keine geschlossenen analytische Funktio-
nen berechnet, sondern nur jeweils einzelne Werte p (xp) zur Interpolationsstelle x p. Dabei
sind die Koeffizienten (L; (x) (i = 0, 1, ..., n)) der Stiitzwerte y; Polynome n-ten Grades von
xp. Diese werden aus den Stiitzstellen x; berechnet. Die LAGRANGEschen Polynome n-ten
Grades haben folgende Gestalt:

B (xp—x1) (xp —x3) -+ (Tp — xy)
Ly (z) = (70 — 1) (20 — 72) - (70 — ) (3.10)
oy = @p—20) (Tp —22) - (2p — Tn)
B G ) ) (n )
' _ (xp —x0) (xp — 1) (TP —T2) - (¥p — @i 1) (TP — Xig1) -+~ (Tp — T 1)
Li(@) (zi —@0) (T —m1) -+ (¥ — 2i1) (5 — Tir) -+ (5 — Tp1)
L, (x) = (xp —x0) (xp — 1) (TP — T2) -+ (¥p — W 1)

(xn — x0) (T — 1) -+ (Tf — Tp1)

Damit erhilt das Interpolationspolynom von LAGRANGE die Form:

y=f(zp)=p(xp)=Lo(zp)yo+ L1 (xp)y1 + ... + Ly (p) yn (3.11)
_(rp—m) (xp —22) - (vp — 1y)
($0 - Il) ( Zo — I2) (Io - xn) v
N (xp — x0) (xp — 552)) (zp — x")yl

(1 — o) (21 — x2) -+ - (21 — p)
(zp — @o) (xp — 1) (xp — 32) -~ (Tp — Tp1)

+ ...+ (l’n_IO) (C(In—xl)"'(xn_xn_1>

n

Setzt man fiir zp einen der Werte zq, x4, ..., x,_1, 2, €in, so wird immer ein Faktor des
Zihlers gleich Null. Damit werden werden alle LAGRANGEschen Polynome aufler dem ¢ —
ten gleich Null. Fiir das ¢ — te Polynom wird der Zahler gleich dem Nenner und erhilt damit
den Werte Eins. Damit ist bewiesen:

yi = flzs) =p(zs) =1y
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Ein Nachteil des LAGRANGEschen Verfahrens besteht darin, dass bei einer Erh6hung der be-
riicksichtigten Stiitzstellenzahl, welche mit der Erhdhung des Grades des Interpolationsalgo-
rithmus identisch ist, die Berechnung der LAGRANGEschen Interpolationspolynome erneut
durchgefiihrt werden muss. Dies ist z.B. auch im folgenden Beispiel deutlich zu sehen.

Beachte:

e Die Gewichte (Faktoren) L; (z;) der LANGRANGEschen Interpolationsformel miissen
immer neu berechnet werden, wenn sich die Zahl der Stiitzstellen dndert.

e Die Summe der Gewichte ist immer gleich Eins (zur Kontrolle der Ergebnisse wichtig).
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Beispiel zur Anwendung der LAGRANGEschen Interpolationsfunktion:

Fiir die Funktion y, = f (z,,) sind die Werte an den dquidistanten Stellen x,, = o + 2nh,
mitn = —1; 0; 1; 2 (siehe Tabelle) gegeben:

-1 0 1 2

To — 2h o To + 2h | ko + 4h

f (l’n) Y Yo n Y2

Gesucht ist ein Naherungswert w = f (z) = f (vo + h) firz = 3 .

1

Nach den Regeln des Polynomansatzes kann in diesem Fall mit den vier Stiitzstellen maximal
ein Interpolationspolynom dritten Grades entwickelt werden. Es ist aber auch moglich, eine
stiickweise Interpolation durchzufiihren. Dies hat den Vorteil, dass man den Rechenaufwand
reduzieren kann. Die Genauigkeit wird dadurch aber verschlechtert. Es gilt in diesem Fall,
ein Optimum zwischen erforderlicher Genauigkeit und Rechenaufwand zu finden. Bei der
stiickweisen Interpolation werden die Stiitzstellen benutzt, die dem Interpolationspunkt am

néchsten liegen.
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1. Lineare Interpolation

Die Interpolationsfunktion an der Stelle x = % wird mit Hilfe der LAGRANGEschen

Interpolationsformel folgenderweise geschrieben (siehe Gleichung 3.9):

w1
2

Dabei werden die Stiitzstellen benutzt, zwischen denen der Wert x = % liegt, die Werte
x = 0und z = 1. Die Faktoren Ly und L sind (siehe Gleichung 3.10):

TL—T1  gg+h—x9—2h 1
Lo (1) = - S
2 Ty — X1 1'0—170—2]1 2

r1—x9 To+2h—19 2

r1 — T h— 1
Ll <$%> 3 To + Zo

Dann ist der gesuchte Wert:

1
w1 = = (Yo +y1)

1
2 2
Das Ergebnis der linearen Interpolation ist damit gleich dem arithmetischen Mittel.



3.1. POLYNOMINTERPOLATION

2. Quadratische Interpolation
In diesem Fall ist (siehe Gleichung 3.9):

w

1 1
2 2

= Ly <l‘ ) Yo + Lq (93%) y1 + Lo (517%) Y2

Die entsprechenden Faktoren sind (sieche Gleichung 3.10):

(330 — 1'1) (330 — CL‘Q) 8
<I;—(L’0 (.Il-l’g)
L1 (ZZ';) = 2 = 5
2 (ZL’I — 1]0) (ZEI — 372) 4
<IL’; — X ri — ZL‘1> 1
I <I;> _ 2 2 __ =
2 To — 1'0) (1‘2 — l’l) 8
und der gesuchte Wert ist:
3 n 3 1
w1 = = —Y1 — =Yo.
1 8‘% 4y1 8y2

3. Kubische Interpolation
Auf dieselbe Weise folgt (sieche Gleichung 3.9):
w1 =L_4 <$%> y-1+ Lo <$%> Yo+ L1 (iC%) Y1+ Lo (SU%) Y2

Man erhilt folgende LAGRANGEfaktoren (sieche Gleichung 3.10):

1
2

Lf <$l) - 2 =
! 2 (l’_l — l’o) (ZE_l — .Il) ((L’_l — (L’Q) 16
o) () ()
I ( 7) _ 2 2 2 _ 7
0 5521! (ZL‘O — .I‘_l) (370 — fL‘l) (370 — fL‘Q) 16
((’131 — fﬂ,l) (l’; — l‘o) (.%’1 — l’g) 9
b (ny) = ) ,
2 (fEl - .CE,1> (.Z‘l — xo) (33'1 — xg) 16
()= o) ) [ mn)
2 2) (.732 — I'_l) (IQ - SL’()) (IQ - 171) N 16
Damit lautet der interpolierte Wert:
1991
YT e T e T 16 T 16
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KAPITEL 3. INTERPOLATIONSVERFAHREN

3.1.3 NEWTONSsche Interpolationsformel

3.1.3.1 Beliebige Stiitzstellen

Der Nachteil des LAGRANGEschen Verfahrens, dass die LAGRANGEschen Polynome neu be-
rechnet werden miissen, wird bei dem NEWTONschen Verfahren vermieden. Bei dem NEW-
TONschen Verfahren wird bei Berticksichtigung weiterer Stiitzstellen nur ein Zusatzglied
addiert.

Das Verfahren geht von folgenden Ansatz aus:

p(x) = by + by (z — o) (3.12)
+ bo(z — o) (x — 1)

+ b3(z — xo)(x — x1) (T — 22)

+bo (v —zo)(x — 1)+ (T — Tp1)

Wenn ein bestimmter Interpolationswert p(zp) gesucht wird, wird im Polynomausdruck x
durch z p ersetzt.

Die Koeffizienten werden wieder so bestimmt, dass das Polynom die Stiitzstellen (x,,, y,,) ex-
akt widerspiegelt. Setzt man in den NEWTONschen Ansatz fiir xp die Werte zg, x4, , 2,
ein, so erhélt man ein gestaffeltes Gleichungssystem mit n Gleichungen fiir n Unbekannte,
da jeweils die entsprechenden Faktoren ((zp — x;) = 0) Null werden und damit die Poly-
nomglieder wegfallen. Dabei muss der Polynomwert p(x;) den Stiitzwert y; annehmen.
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3.1. POLYNOMINTERPOLATION

Yo = bo + by (zo — x0) + - - - (3.13)
~——

=0

y1 = bo + by(z1 — o) + ba(x1 — o) (w1 — 1) + -+
=0

Yo = by + b1(z2 — x0) + ba(w2 — x0) (22 — 1)

Yn = b + b1 (s, — x0) + ba(x), — 20) (0, — 1) + - -

+ bp (T — xo) (T — 1) - (T — Ty 1)

Das Gleichungssystem ldsst sich schrittweise nach by, by, bs - - - b,, auflosen. Durch Einsetzen
der ersten Gleichung in die zweite erhélt man b;. Dieses wiederum in die dritte eingesetzt lie-
fert by. In die (n + 1)-te Gleichung werden die zuvor bestimmten by, by, bs - - - b, eingesetzt
und liefern dann b,,.

b (3.14)

0 = Yo
bl — M — [ajle]
xry — 55’0)

(
(y2 — yo) — ((i’iii‘;)) (w2 — o)

(z2 — o) (22 — 71)
(y2 — y1) + (y1 — yo) — [T1w0] (2 — 7o)
(1’2 - il‘o)(@ - 171)
_ (y2 — y1) (y1 — W) _ (2170 (22 — @)
(w2 — wo) (w2 — 1) (w2 —wo)(22 —71) (22 — o) (22 — 71)

[21] [z120] (21 — o) _ [z120] (22 — o)
(w2 = 20) (w2 —mo)(x2 —w1) (%2 — 2o)(22 — 1)

[2211] [z170] (21 — 20) — [T120] (T2 — T0)
($2 - iUo) (5E2 - 330)(5172 - 901)

[$2$1] - [ﬁlxo] ($2 - 1’1)
(352 - m0) (332 - xo)(xz - 331)
[wa@1] — [210]

(22 — x0)

by =

by =

= [l’gl’lxo]
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KAPITEL 3. INTERPOLATIONSVERFAHREN

Allgemein kann man folgende gekiirzte Schreibweise, die als dividierte Differenzen erster
und hoherer Ordnung bezeichnet werden, einfiihren:

1. We—w)
bl = (x — ;) (3.15)
TR = [z — [zr2i]
[zx;) o)
————
T 1 Txg] = [Tn @yt 1] = [T - - T120]
e ol (Tn — 20)

Damit ergeben sich die gesuchten Koeffizienten zu:

bo = %o (3.16)
b= W) g

T1 — o

T2T1] — |T1T
b2 _ [ 2 l] [ 1 0] — [.I'QZULTO]

(1‘2 - 1‘0)
by = [xgmgl’l] - [ZE2$1I0] _ [x3x2$1x0]
($3 - xO)
b, — [TnTp 121 = [Ty 2120 = [XpTp_1 - T120)
(2, — 20)

Die Koeffizienten lassen sich besonders bequem nach dem folgenden Rechenschema be-
stimmen (in diesem Beispiel fiir 5 Stiitzstellen):

Yo
T ((yl—yo)) = (2120
T1—T0
= by [152951330]
= b1 [1'3.772.1'11’0]
1 | Y1 = by [1’45531’2331550
(ot = o] — by
) Y2 [1’31’2%'1] = b4
% = [$3$2] [$4$3$2$1]
xr3 | Ys ( | [$4I3$2]
(raas) — [%473]
Tg | Ya

(3.17)
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3.1. POLYNOMINTERPOLATION

Entsprechend Gleichung 3.12 ergibt sich der zu interpolierende Wert y an der Stelle = zu:

y(z) = p(x) = by + by (z — x0) (3.18)
+ bo(z — o) (x — 1)
+ b3(z — zo)(x — x1) (T — 22)
+ by(z — xo)(x — x1)(x — 2) (2 — x3)

Diese Gleichung kann natiirlich auch benutzt werden, um den Funktionsverlauf der Interpo-
lationsfunktion w = p(x) zu berechnen und eventuell grafisch darzustellen.

3.1.3.2 Aquidistante Stiitzstellenverteilung

Sei die dquidistanten Stiitzstellenverteilung vy, v1 = xg + h, ..., x, = xo+ nh (hist
die Schrittweite) gegeben, dann lautet nach NEWTON die Interpolationsfunktion:

2 An

ST h02 (x —x0) (. — 1)+ ... +

Yo
n!- "

(x —x0) ... (¥ — p1)
(3.19)
Die Elemente Ay, A2y, ..., A"yo,werden als finite Differenzen bezeichnet. Dabei stellen
die Exponenten nicht die Potenzierung, sondern die schrittweise Differenzenbildung dar.
Vergleicht man diese Gleichung 3.19 mit der Gleichung 3.12 auf Seite 76 so erhélt man:

A
p($)=y0+%(az—xo)+

bo = %Yo
b = YL W0 ~ A% (3.20)
1 — X h
b [w221] — [m120] A%
2 (IQ - ZL’()> 2! h2

Diese Differenzen werden nach folgendem Schema berechnet:
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KAPITEL 3. INTERPOLATIONSVERFAHREN

iy — Uy = ey

obwﬂlﬁq - HQHI\EQ = o@:q

ng — N@q = H\MNQ

o@q — ng — o@mq

ufy v

I—uff _ uff — ﬂ\:\MQ
T-uf | 1-ugp

T — T = Ty
145 cr
fi Ty
0fy 0x
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3.1. POLYNOMINTERPOLATION

Das Schema ist z.B. fiir n = 4:

Asyl - A31/0

A4yo

A2y1 - AzZ/o
A2y2 - A23/1

A3y1

A3y0

Ay — Ayp
Ayy — Ay
Ays — Ays

A23/0
AQ%
A292

Ayo = y1 — Yo
Ay =ya —
Ayz = y3 — ya
Ays = ys — Y3

Yo
Y1
Y2
Ys
Ya

Zo
T
T2
x3
Ty

Durch riickwértiges Einsetzen sieht man, dass jede finite Differenz eine Kombination der
y-Werte der ersten Spalte ist. Es gilt z. B. :

APyo = y3 — 3y2 + 3y1 — Yo, (3.21)
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KAPITEL 3. INTERPOLATIONSVERFAHREN

3.1.3.3 Beispiele zur Anwendung des Newtonschen Verfahren

1. Fir die Funktion y, = f(x,) sind die Werte an den dquidistanten Stellen x, =
xo + 2nh, n = —1;0; 1; 2 (siche Tabelle) gegeben:

X, To — 2h T To+ 2h | g +4h

f (In) Y-1 Yo Y1 Y2

Gesucht ist ein Naherungswert x = % fiir y 1= f(xo+h).
Losen Sie dieses Beispiel mit dem NEWTONschen Verfahren und vergleichen Sie die
Ergebnisse mit denen der LANGRANGEschen Interpolationsformel

a) Lineare Interpolation:
Ay
() =0 52 (5, -
:y0+y12_hy0 (ZL’o‘l‘h—CCo)
1
=5 (Yo + 1)

b) Quadratische Interpolation:

() = B () 8 ey ) (5, )

h 3 21h2 3 3
1 Y2 — 2y1 + Yo
== (yo+u)+Z—5—" (w0 +h—20) (x0+h —x0 — 2R
5 (yo yl) (2h)22 ( 0 0)( 0 0 )
B . 3 1
= 8y0 43/1 83/2
Es gilt:
A290:Ay1—Ayozyz—?h—(yl—yo) = Yo — 21 + Yo
Bemerkung:

Der Vorteil des NEWTONschen Verfahrens liegt darin, dass sich die Polynome L; ()
nicht dndern, wenn die Anzahl der Stiitzstellen verdndert wird, d.h. man braucht jedes
Mal nur das zusitzliche Glied der Interpolationsfunktion zu berechnen.
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3.1. POLYNOMINTERPOLATION

2. Gegeben sind folgende Messwerte:

yl1/2]4]|8

15| 26

Bestimmen Sie den Wert y = f (2, 5). Wéhlen Sie dazu ein Polynom geeigneten Gra-
des. Wie groB ist die Abweichung, wenn sich der Grad des Polynoms éndert?
Zur Berechnung des gesuchten Wertes mittels Polynomen verschiedenen Grades ist
das NEWTONsche Verfahren geeignet. Da die gegebenen Stiitzstellen dquidistant sind
(h = 1), ist seine Anwendung moglich.
Zunichst werden die finiten Differenzen berechnet:

1'0:0 y():l
Ay =1
rr=1]y1=2 APyy =1
Ay, =2 APy =1
Ta=2 |1y =4 APy, =2 Aty =0
Ay, =4 Ay =1 APy =0
r3=3|y3 =38 A%y, =3 Aty =0
Ays =7 Ay, =1
ry =4y, =15 A%ys =4
Ay4—11
T5 =90 | ys = 26

Daraus ist ersichtlich, dass das Interpolationspolynom maximal dritten Grades ist
a) Lineare Interpolation

Der gesuchte Wert bei x = 2,5 liegt zwischen x5 = 2 und x3 = 3. Deshalb wird
die lineare Interpolation nur zwischen diesen beiden Werte durchgefiihrt.

A
p(@) =y + =2 (x =)
4
=4+7(25-2)
p(2,5)=6
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KAPITEL 3. INTERPOLATIONSVERFAHREN

b) Quadratische Interpolation

Da der gesuchte Wert bei z = 2, 5 liegt, wird die quadratische Parabel zwischen den Werten
x1, Ta, und x3 aufgespannt.

A A?
p(a:):yg—ir%(x—:@)—ir 2!;;2 (x — xz9) (x — x3)
4 3
=44+ -(2,5—2)+——(2,56-2)(2,5—3)
1 2.1
0,75
+ 2
p(2,5) = 5,625

C) Kubische Interpolation

Die kubische Interpolationsformel bendétigt drei Stiitzstellen. In diesem Fall kann man so-
wohl das Tripel z1, x5, und z3 oder das Tripel x5, x3, und z, benutzen. Fiir den ersten Fall

erhilt man:
A A2 AP
p@) =y + 55 (@ —2) + S (0= a) (0 = a0) + G (0= @) (2 = @) (2 — )
2 2 1
=24+ 2(25—-1)+—(2,5—-1)(2,5—2)+—(2,5—1)(2,5—2) (2,5 — 3)
1 2-1 6-1
=2+43+0,75—0,0625
p(2,5) = 5,6875
Fiir das zweite Tripel ergibt sich:
A A2 A3
P(@) = yo+ 52 (= m) + Gy (v —2) (@ — ) + S22 (0 = 22) (@ — ) (2 — )

4 3 1
=44 (254 5 (25D (253 + = (25-2)(25-3)(25-4)
:4+2—0’—275+0,0625

p(2,5) = 5,6875

Die Abweichung zwischen dem linearen und dem quadratischen Ergebnis ist
5,625 — 6
5,625
wihrend die Abweichung zwischen dem quadratischen und dem kubischen Ergebnis nur
5,6875 — 5,625
5,6875

=6, 7%,

=1,1%
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3.1. POLYNOMINTERPOLATION

betragt. Um die Ergebnisse zu beurteilen, konnen die gegebenen Punkte graphisch dargestellt
werden (siehe Abbildung 3.3).

25,00 .

—e—vylinear
23,00 ’

—&— yquadrat
21,00

—&— ykubisch

y-Wert

J.,(.I] T T T T 1
0,00 100 200 300 400 500 600

x-Wert

Abbildung 3.3: Darstellung der Messwerte und des interpolierten Wertes

Die graphische Darstellung zeigt, dass der gesuchte Wert tatsdchlich zwischen 5 und 6 liegen
soll. Es wird auch deutlich, dass die lineare Interpolation in diesem Fall kein gutes Ergebnis
liefern kann. Aus diesem Grund ist es sinnvoll, gegebene Punkte graphisch darzustellen und
den gesuchten Wert einzuschitzen.

Im Fall eines realen Versuches ist es wichtig, genug Punkte zu haben, um die Form der
Funktion mit guter Ndherung zu bekommen. Dies kann festgestellt werden, wenn zusétzliche
Punkte dazugenommen werden und sich die Form der Funktion nicht wesentlich dndert.
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3.2 Interpolierende Polynomteilstiicke (Spline)

Zur Darstellung einer gegebenen Funktion in einem Intervall kann man an Stelle eines ein-
zigen Polynoms mit hohem Grad Abschnitte mehrerer Polynome niedrigeren Grades mit-
einander verkniipfen. Das klassische Beispiel sind Geradenstiicke in Teilintervallen (siche
Abbildung 3.4). Dabei wird angenommen, dass die Funktion zwischen zwei Stiitzstellen fast
linear ist. Dieses gilt vor allem, wenn die Stiitzstellen eng genug bei einander liegen.

AY
Yu
Y() .
Vi [ ,
] l | I -
1 Ll T ] 1 ] -
XO xi Xn X
a b

Abbildung 3.4: Darstellung von linearen Spline-Kurven

Derartige Approximationen sind zwar stetig, die erste Ableitung ist aber unstetig, d.h. es
treten Ecken beim Ubergang vom einem Intervall zum anderen auf. Im Folgenden wird ein
Weg beschrieben, die Methode der Spline-Interpolation, bei dem kubische Parabelbdgen so
zusammengesetzt werden, dass die Ecken gerundet sind, die erste und zweite Ableitung der
Approximation stetig ist. Polynome hoheren Grades werden in der Regel nicht verwendet,
da sie stark oszillieren.

Ein gegebenes Intervall I = (a,b) wird durch die xz-Werte zq = a, x1, 2, ..., z, = binn
Teilintervalle aufgeteilt. Die kubischen Parabelbogen werden so in jedes dieser Teilinterval-
le eingepasst, indem vorgegebene y-Werte y; an den Stellen z; angenommen werden. An den
Ubergangsstellen zwischen den Teilintervallen miissen die links- und rechtsseitige erste und
zweite Ableitung tibereinstimmen (siche Abbildung 3.5). Die Stiitzstellen (x;, y;) werden die
Knoten des Splines (das Wort ”Spline” bezeichnete urspriinglich ein flexibles Kurvenlineal)
genannt.

Systemanalyse in der Wasserwirtschaft Peter-Wolfgang Griber



3.2. INTERPOLIERENDE POLYNOMTEILSTUCKE (SPLINE)

Ein kubisches Polynom dritten Grades hat vier Koeffizienten. Allgemein lautet der Ansatz:

Di (SE’) = Cp; + C1;T + Cgi$2 + 631.1'3 (322)
ry kubischer Parabelbogen
YaI ¥
Knoten —
Yol” (f', f" stetig)
y[ T PSR B TSy :
i
! : I : >
X % o X
a b

Abbildung 3.5: Darstellung von Spline-Kurven fiir ein kubisches System

Die Spline-Funktion ist demnach folgendermafen definiert:

1. S(z) ist im Bereich [a, b] zweimal stetig differenzierbar.

2. S (z) istin jedem Intervall [z; - - - z;41] durch ein kubisches Polynom p;(z) gegeben

S(x) = Zpi(x)

pi(x) = a; + b; (& — ) + ¢ (v — 2;)* + di (v — ;)° (3.23)

3. S (z) erfiillt die Interpolationsbedingungen S (z;) = y; fur alle i von [1---n] im Ge-
biet [a, b].

4. Je nach Gestaltung der Anschlussbedingungen unterscheidet man verschiedene Arten
von Spline-Funtionen. So erhélt man folgende spezielle kubische Spline-Funktionen.
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KAPITEL 3. INTERPOLATIONSVERFAHREN

Anschlussbedingung Bezeichnung Bemerkung

S(zg) =85"(x9) =0 S (zo) und S (x,,) ist die Tangente
natiirlich

S(xy)=8"(x,) =0 an den Graphen von S ()

S" (z9) = aS" (x,) = verallgemeinert

S (xg) = aS" (x,) =p vorgegeben erste Ableitung am Rand

S" (x9) = aS" (x,) = | vorgegeben dritte Ableitung am Rand

S’ (xg) = 5" (x,) periodisch

S// (:U()) — S// (xn>

po(z) = pi(2)
not-a-knot S" (x;) und S™ (x,,) sind stetig

pn—2(35) = Pn-1 (I)

Bei n Segmenten ergeben sich 4n Koeffizienten. Entscheidend ist, dass 4n Bedingungen fiir

die 4n Koeffizienten erwartet werden. Es gibt 4 Bedingungen an jedem Knoten (z;, y;) fur
i=1,2,...,n — 1 (y-Wert und Ubereinstimmung der Ableitungen). Dieses liefert 4n — 4
Bedingungen. An den Endpunkten muss der y-Wert angenommen werden, und damit sind

4n — 2 Bedingungen gefunden, d.h. die Spline-Kurve ist nicht vollstindig definiert; zwei

Freiheitsgrade bleiben.

pi(7:) = s
pz(ﬂh) = pifl(xi)
pi(zi) = pi_q ()

pi (i) = pi (i)
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3.2. INTERPOLIERENDE POLYNOMTEILSTUCKE (SPLINE)

Man kann die zweite Ableitung an den Endpunkten Null setzen und erhélt so eine natiirliche
Splinekurve.

Pn(Tn) = an S (x¢) und S (z,,) ist die Tangente
(3.25)

pi(x,) = 2¢, an den Graphen von S (z)

Alternativ kann die erste Ableitung an den Endpunkten vorgegeben werden, um eine Funk-
tion zu approximieren.

So ergibt sich ein Gleichungssystem mit 4n Gleichungen fiir 4n + 2 Unbekannte. Die feh-
lenden beiden Gleichungen werden durch Vorgabe der Randbedingen abgedeckt.

Po (o) =0 .
Randbedingungen (3.26)

pr(r,) =0

Dieses Gleichungssystem kann nach den bekannten Methoden gelost werden. In der Regel ist
die Losung dieses Gleichungssystems aufwendig, so dass nicht nur Gesamtschritt- sondern
auch iterative Verfahren (siche Abschnitt 1.3 Losungsmethoden von Gleichungssystemen,
Seite 17) angewandt werden miissen. Wie unten gezeigt wird, kann aber bei Benutzung ei-
nes bestimmten Schemas ein tridiagonales Gleichungssystem erzeugt werden, welches mit
wenig Aufwand geldst werden kann.
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KAPITEL 3. INTERPOLATIONSVERFAHREN

Rechenschema

Sind n Stiitzstellen x; mit ¢ = 0;1;- - - n mit den Schrittweiten h; = x;,1; — x; und den n
Stiitzwerten y; mit: = 0; 1; - - - n gegeben (z.B. als Messwertreihe), so kann zur Interpolation
mittels kubischer Spline-Funktionen

S(z) = sz(ac)
pi(x) = a;i + b (v — x3) + ¢ (2 — ;) + d; (v — x)° (3.27)

mit n — 1 Teilfunktionen fiir die Geltungsbereichen x; < x < z;,, folgendes Berechnungs-
schema (siche Gleichungen 3.24 bis 3.26) verwendet werden.

Schritt | Berechnung Giiltigkeitsbereich
1 a; = i 1=0;1;---n
2 Co = Cp = 0
hi—ici—1 + 2¢; (hi—1 + hs) + hicipq
3 3( | 5 ( | i=0;1;---n—1
= — \a; — Q;) — a; — Q;—
h o hia '
1 h; .
4 bi:_(aiJrl_ai)__(CiJrl—QCi) 1=0;1;---n—1
h; 3
5 di:L(Ci+1_Ci) i=0:1;---n—1
3h;

Die Gleichung im 3. Schritt der Tabelle stellt ein lineares Gleichungssystem von n — 1 Glei-
chungen fiir die Unbekannten c¢y;cy; - - - ¢, dar. In der Matrixschreibweise besitzt es die

Form:
2 (ho + hy) hq
hy 2 (h1 + h2)
ho
A p—

90

A-C=R
ho
2(ha+ hs)  hs

hn—S 2 (h'n—S + hn—2)

hnf2

(3.28)

hn—?

2 (hn72 + hnfl)
(3.29)



3.2. INTERPOLIERENDE POLYNOMTEILSTUCKE (SPLINE)

3 3
h_1 (ag —ay) — h_o (a1 — aop)
3 3
h_2 (az —ag) — h_l (ag —ay)
3 3
B (as — az) o (a3 — as)
R = 3 2 (3.30)
3 3
h 72 (@nfl - an72> - h s (an72 - an73>
3 3
i hn_l (an - an—l) - hn_Q (an—l - an—2) |
&1
Co
C3
C= (3.31)
Cn—2
Cn—1

Die Matrix A ist tridiagonal, symmetrisch, diagonaldominant, positiv definit und besitzt nur
positive Elemente. Damit ist diese Matrix stets invertierbar und stets eindeutig l9sbar. Als
Losungsmethode kann vorteilhafter Weise der GAUSSsche Algorithmus fiir tridiagonale Ma-
trizen (siche Abschnitt 1.3.1 Losungen von Gleichungssystemen, GAUSSscher Algorithmus,
Seite 18) benutzt werden.
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KAPITEL 3. INTERPOLATIONSVERFAHREN

Beispiel zur Anwendung der Splinefunktion:

Folgende Messwerte sind als Stiitzstellen und -werte gegeben.

z; | —11-0,5]00,5 1

yi 0,5 0,8/1]08]0,5

Fiir diese 5 Wertepaare soll eine natiirliche kubische Spline-Funktion gefunden werden. Nach
der Definition der Spline-Funktionen werden durch die 5 Wertepaare 4 Teilfunktionen ¢ =
1;2;3;4

pi(z) = a; + b (x — 23) + ¢ (x — ) + d; (z — x;)°

mit einem jeweiligen Geltungsbereich von x; < x < x;,1 gesucht.

Entsprechend des Rechenschemas werden folgende fiinf Schritte ausgefiihrt.

Schritt | Berechnung Ergebnis
ap = 0,5
ap =0,8

1 a; = y; a3 =1,0
a3 =10,8
as =0,9
co =10

2 Co=Cp =
cs =0
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3.2. INTERPOLIERENDE POLYNOMTEILSTUCKE (SPLINE)

Schritt Berechnung Ergebnis
2(h0+h1) hl C1
hq 2(h1+h2) ho : Co
hg 2(h2+h3) h3 C3
[ 3 3 T R
h_1<a2_a1)_h_0<al_a°>
3 3
- h—2(a3—a2)—h—1(a2—a1) ;
3 3 1=
—(a4—a3)——(a3—a2)
_hg h2 m
3 i T T 7 e =1,2
2(0,540,5) 0,5 c1
03—0
075 2(075+075) 075 ’ Co
0,5 2(0,540,5) 0,5 C3
_ ] ; - 4L "
-~ -
0’5( ,0-0,8) 0,5(0,8 0,5)
3 3
=] —(0,8—-1,0) — —(1,0—-0,8
0,5( ’ ,0) 0,5( ’ 8)
3 3
—(0,5—-0,8 — —(0,8—1,0
0’5(7 Y ) 075(7 Y )
b =0,6
1 . 61—0,6
4 bz—ﬁ(ai—i-l_ai) + (Cip1 — 2¢;)
¢ b2:0
by = —0,6
do =0
1 dy = —0,8
5 dz‘:%(cz’—&—l_cz’)
’ dy =0,8
d3:0
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KAPITEL 3. INTERPOLATIONSVERFAHREN

Damit ergeben sich nach Gleichung 3.23 folgende Teil-Spline-Funktionen:

pi(x) = a; + b (x — x) + ¢ (x — 23)° + d; (x — 23)°

Teil-Spline-Funktion Geltungsbereich

po(z) =0,540,6(z + 1) —1<x<-0,5

pi(z) =0,8+0,6(z+0,5)—0,8(z+0,53 | —0,5<2<0

pa(r) =1,0 — 1,222 4+ 0,823 0<x2<0,5

p3(z) =0,8—0,6(x —0,5) 0,6<x<1

Die grafische Darstellung des Splines zeigt Abbildung 3.6: Man erkennt, dass der Spline die

- 0.5 T L]

-1 09 08 0,7 06 0504030201 0 01 0203 04 05 006 07 08 09 1

Abbildung 3.6: Interpolierte Spline-Funktion

urspriingliche analytische Funktion

1

|

sehr gut nachbildet. Die maximale Abweichung zur analytischen Losung betrdgt 0, 010244;
dies entspricht 1, 68%.
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3.3 Kriging-Verfahren

Mit Kriging wird eine Familie spezieller Interpolationsverfahren bezeichnet, die auf folgen-
des Problem zielt:

Die Probenahme an einem Ort liefert Informationen fiir bestimmte raumbezogene Punkte. Es
1st aber dadurch nicht bekannt, welche Werte fiir die zumessenden Variablen zwischen diesen
Punkten vorliegen. Kriging ist ein Verfahren, das ermoglicht, die Werte an Zwischenpunkten
oder den Durchschnitt iiber einen gesamten Block zu berechnen. Die verschiedenen Spezi-
alverfahren basieren dabei alle auf der Bildung gewichteter Mittelwerte der raumbezogenen
Variablen. Blockschétzungen sind vorwiegend im Bergbau notwendig, wahrend Punktschét-
zungen fiir Kartendarstellungen eingesetzt werden, was im Folgenden erldutert wird.

Die einzelnen Kriging-Verfahren unterscheiden sich entweder in der Art der zu schitzenden
ZielgroBen oder in ihrer methodischen Erweiterung zur Einbeziehung zusétzlicher Informa-
tionen.

Zusatzliche Informationen iiber das rdumliche Verhalten einer ortsabhidngigen Variablen be-
stehen in der Kenntnis andere Messgrof3en, die in Beziehung zu der betrachtenden Variablen
stehen. Bekannt in der hydrogeologischen Praxis sind z.B. korrelierende Wasserinhaltsstoffe
oder zeitliche Wiederholungsmessungen von Grundwasserdruckhéhen.

Gemeinsam sind allen Kriging-Verfahren die folgenden Vorteile gegeniiber anderen Inter-
polationsverfahren:

e Kriging liefert den “besten” Schitzwert

e Kriging bezieht die Kenntnis der rdumlichen Struktur der Variablen, das Variogramm,
in die Schétzung mit ein.

e Die individuelle riumliche Anordnung des Messstellennetzes im Bezug auf das Inter-
polationsgitter wird beriicksichtigt.

e Die Zuverléssigkeit der Ergebnisse wird fiir jeden Schitzpunkt in Form des Kriging-
Fehlers angegeben.

Beachte:

Auch bei den Kriging-Verfahren muss beachtet werden, dass durch die mathematischen Ver-
fahren keine Informationensgewinn erreicht werden kann. Es wird nur der Informationsge-
halt der Messwerte (Stlitzwerte) verarbeitet. Dabei konnen durchaus Interpolationsergebnis-
se entstehen, die physikalischen Gesetzen widersprechen (z. B. Grundwasserisohypsen durch
Vorfluter). Will man physikalisch korrekte Interpolationen erhalten, so ist eine feinquantisier-
te Simulation mittels physikalischer Modelle (z. B. Grundwasserstromungsmodelle) notwen-
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KAPITEL 3. INTERPOLATIONSVERFAHREN

dig und sinnvoll. Deshalb bieten derartige Simulationsprogramme interne Grafikroutinen zur
Isolinienerzeugung an.

Um die Kriging-Verfahren zu verstehen, miissen folgende Begriffe aus der Geostatistik be-
kannt sein:

Mittelwert m = — Z Zq

[2-p(2)dz=m,
Erwartungswert E[Z] =
wobei p (z) die Dichtefunktion ist

Varianz var (Z) = o*=FE[(Z-E [Z])Q] =E[(Z- m)2]

Kovarianz zweier

Zufallsvariablen cov (Z;, Z;) = E(Z; —m;) (Z; —my)| = 0y
Zi7 Z]
Korrelations- gij
Pij = 2 2
koeffizient 7i9;
. - 1 - | 77 —)?
Variogramm fy(h): §E (Z(x+h>—Z(x)>

Z ist eine ortsabhingige Zufallsvariable mit n bekannten Messwerten Z,. Die Dichtefunk-
tion p (z) ist ein MafB dafiir, mit welcher Wahrscheinlichkeit Z den Wert z; annimmt. Das
Variogramm ist ein MaR fiir die Variabilitét einer Zufallsfunktign, durch Berechnung der
Ungleichheit zweier Werte, die Punkten mit Abstand den Vektor & entsprechen.

Dann kann das Kriging-Problem entsprechend Abbildung 3.7 dargestellt werden:

Wir haben eine Anzahl von Messwerten 2/ (?a), wobei Z eine Zufallsvariable und 7, die
Messstellen eines Bereiches D sind.

Wir nehmen dann an, dass Z (7', eine Untermenge der Zufallsfunktion Z (') ist, die fol-
gende Eigenschaften hat:
Sie ist eine stationdre Funktion 2. Ordnung, d.h.

1. der Erwartungwert ist konstant {iber dem Bereich D FE [Z (? + F)] = E[Z (7))

2. die Kovarianz zwischen zwei Punkten ist nur vom Vektor ﬁ abhéngig, der diese Punkte
— —
verbindet: cov [Z (? + h) A (?)} =C (h)
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3.3. KRIGING-VERFAHREN

Abbildung 3.7: Darstellung des Kriging-Problems

Auf Grund dieser Annahmen wollen wir ein gewichtetes Mittel berechnen, um einen Schétz-
wert fiir die Stelle 7'y zu bekommen

Der Kriging-Schitzer Z* (') stellt eine Linearkombination gewichteter Probenwerte Z;
und n benachbarter Punkte dar:

7 (Fo) = > NZ (7)) (3.32)
i=1
Die Gewichte )\; sind so zu bestimmen, dass der Schiatzwert Z* (?0) des unbekannten wah-
ren Wertes die folgenden Bedingungen erfiillt:
1. Z* (7o) sei erwartungstreu, d.h. B* [Z* (7)) — Z (7'o)] =0
2. Der mittlere quadratische Fehler E [Z* (7o) — Z (7 0)]” sei ein Minimum.

Unter der Annahme der Stationaritiit ist der Erwartungswert £ [Z (7;)] = m und Z (z3) =
m. Die Bedingung 1. (Erwartungstreue) liefert somit:

E i)\iZ (7)) — Z (30)| = i)\im —m=m <i)\ — 1) =0 (3.33)
=1 =1 =1

Hieraus folgt, dass die Summe der Gewichte 1 sein muss.

Mit Hilfe des Variogramms kann der Erwartungswert des quadratischen Fehlers ausgedriickt
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KAPITEL 3. INTERPOLATIONSVERFAHREN

werden:
E[Z” (?0) - Z (?0)]2 = var (Z" (?0) - Z (?0)) (3.34)
=2 My (T —T0) = > Y AN (T — 7)) — v (7 — %)
i=1 i=1 j=1

Um die Fehlervarianz unter der Nebenbedingung 1 | > \; = 1) zu minimieren, wird ein
=1

LAGRANGE-Multiplikator p eingefiihrt. Dann wird folg?:nde Funktion minimiert:

o =var (Z* (7o) — Z (7)) — 2u <Z)‘Z — 1)

0
Das Minimum erhélt man durch Null-Setzen der partiellen Ableitungen af (1=1,...,n)
und 8_(;5
op

Dies fiihrt zu dem linearen Kriging-Gleichungssystem (KGS) mit n + 1 Gleichungen:

Sy (@ —T) +u=~ (T -%) firi=12..n

v (@ —7) (31— 3) v (@ 7)1 M v (@1 — 7o)
v (@2 —71) (72— 73) v (@2 — ) 1 Ao v (T3 — T0)
v (@ —71) (T — 2) v (@ = 7)1 A v (T — )
1 1 1 0 " 1
Dabei ist im Fall von Punktschitzungen v (7; — 7;) = 7 (0) = 0, d.h. die Diagonale ist mit

Null besetzt. . _ .
Da im stationdren Fall die Beziehung ~y ( h ) =C(0)-C ( h > gilt, kann ~y < h ) im KGS

H
durch die Kovarianz C ( h ) ersetzt werden. Dadurch erhélt die Diagonale der Matrix die
grofiten Elemente. In numerischer Hinsicht ist sie vorzuziehen und daher in den meisten
Programmen verwirklicht.
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3.3. KRIGING-VERFAHREN

Die Kriging-Schétzvarianz o2 fiir Punktschétzungen ergibt sich aus obigen Gleichungen:
ok =var (Z° (7o) = Z (7o) = p+ Y Ay (T} — o) (3.35)
i=1

In einem Sonderfall, bei dem keine raumliche Abhéngigkeit der Daten existiert, erhilt man

1

fiir die Gewichte \; = —. Der Kriging-Schétzer ist jetzt das einfache arithmetische Mittel
n

der benachbarten Proben.

Folgende Eigenschaften zeichnen den Kriging-Schitzer aus:

e Das KGS ist nur 16sbar, wenn die Determinante der Matrix (v;;) # 0 ist. Praktisch
bedeutet dies, dass eine Probe nicht doppelt auftreten darf (d.h. mit identischen Koor-
dinaten)

e Kriging liefert einen exakten Interpolator.

e Das KGS héngt nur von (7) bzw. C' (7) ab, nicht jedoch von den Werten der
Variablen 7 in den Probenpunkten z;. Bei identischer Datenkonfiguration braucht das
KGS nur ein Mal geldst zu werden.

e Mit Hilfe des Schétzfehlers o kdnnen Vertauungsgrenzen der Schitzung angegeben
werden.

In der Praxis ist eine Reihe von Kriging-Verfahren entwickelt und angewandt worden, die
komplexere Situationen betrachten, z.B. instationédre Variablen, Raum-Zeit-Abhingigkeit usw.
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KAPITEL 3. INTERPOLATIONSVERFAHREN

3.3.1

Interpolieren Sie mittels der Verfahren:

Aufgaben zur Anwendung von Interpolationsverfahren

e analytische Potenzfunktion

o LAGRANGE

o NEWTON

e Spline-Funktion

folgende Messwerttabellen

1. Fiir die Funktion der Normalverteilung y (z) =

—z2/2

V2r

, die auszugsweise tabelliert ist:

x || 1,00

1,20

1,40

1,60

1,80

2,00

y | 0,2420

0,1942

0, 1497

0,1109

0,0790

0,0540

wird der Wert y (x) fir x = 1, 5 gesucht.

2. Interpolieren Sie die Funktion y=y/x fiir die Werte z = 1,03 und = 1,26 an Hand

der Tabelle.
X 1,00 1,05 1,10 1,15 1,20 1,25 1,30
y =+ | 1,00000 | 1,02470 | 1,04881 | 1,07238 | 1,09544 | 1,11803 | 1,14017

3. Durch die drei Stiitzpunkte (1,
moglichst niedrigen Grades zu legen.
Wie dndert sich diese Interpolationsfunktion, wenn man auch noch den Stiitzpunkt
(4,4) dazunimmt?
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Kapitel 4

Optimierungsprobleme
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4.1 Analytische Losung von Extremwertaufgaben
4.2 TIterative Optimumsuche

4.3 Methode der kleinsten Fehlerquadrate
(MKQ-Methode)

In der wasserwirtschaftlichen Praxis wird die experimentelle Prozessanalyse (siche Abschnitt
11.1 Modellklassifizierung, Seite 294{f) vorrangig zur Parameterbestimmung von unterirdi-
schen Systemen, wie z. B. k-, S- und T-Werte von Béden, Abbauraten, Transportparameter,
benutzt. Dabei wird durch eine theoretische Prozessanalyse die mathematische Modellstruk-
tur festgelegt. Diese Modellstruktur versucht man in leicht I6sbare Darstellungen zu iiberfiih-
ren. Durch die Losung von Bestimmungsgleichungen oder durch Losung eines Parameterap-
proximationsproblems konnen dann die Parameter ermittelt werden. Es besteht somit die
Aufgabe, auf Grund von Strukturkenntnissen oder -annahmen, ein solches Modell, bzw. sol-
che Parametersitze, zu entwickeln, das

e die Eigenschaften des Systems so genau als notwendig widerspiegelt und

e die iiberlagerten Storeinfliisse und Fehler weitgehend elimiert.

Zur Befriedigung dieser Forderungen dient der Vergleich der Ausgangsgroflen des Origi-
nals als Funktion der Eingangsgrofen oder einer unabhdngigen Variablen (Zeit oder Ort) mit
denen des Modells. Im Ergebnis dessen ist eine Verdnderung der Parameter des Modells vor-
zunehmen oder das Modell selbst so lange zu veridndern, bis die Abweichung ein Minimum
erreicht hat. Die Verdnderungen konnen nach einer bestimmten Strategie (Suchalgorithmen,
Optimierungsprogramme), statistisch (Zufallsgenerator) oder empirisch erfolgen. Auch der
visuelle Vergleich zwischen den beiden grafischen Darstellungen (Original- und Modell-
ausgangssignal) ist moglich.

Diese Aufgabe wird auch als Parameterschitzung bezeichnet. Insbesondere die hier vorzu-
stellenden Vorgehensweisen wird als iterative Schiatzaufgabe klassifiziert.

Bei der algorithmierten Modellanpassung (siche Abbildung 4.1) wird versucht, den Ein-
gangsvektor, den Stellvektor y, sowohl auf den Prozess als auch auf das Modell wirken zu
lassen. Mit einem ersten Parametersatz, den Startparametern, 14sst sich der Ausgangsvektor
des Modells '}, in erster Ndherung berechnen. Die Abweichung dieses Vektors von dem
Ausgangsvektor = des Prozesses (z; — x ;) wird als Giite der Anpassung des Modells be-
zeichnet. Bei den wasserwirtschaftlichen Anwendungen hat sich die quadratische Bewertung
durchgesetzt. Das Ziel der Parameterdnderung muss nun die Minimierung dieses Wertes
Q = >_(z; — xp)* = Min. sein.
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4.4. SUCHSTRATEGIEN

y Prozess X
>
Parameter s
Gutefunktion
Modell ‘
geschiitzter Parameter § X

S

Suchstrategie

Abbildung 4.1: Iterative Modellanpassung

4.4  Suchstrategien

Fiir diese Optimierungsaufgaben ist es sehr entscheidend, in welcher Verarbeitungszeit das
Minimum gefunden wird. Die Verarbeitungszeit 7;, hingt dabei von der Grundrechenzeit 7,
zur numerischen Auswertung des Modells und von der Anzahl der Iterationsschritte n ab.
Die Anzahl der Losungsabldufe wird in der Hauptsache von vier Einfliissen bestimmt, und
zwar von:

der Zahl der zu suchenden Parameter; sie entspricht der Anzahl der Suchrichtungen
und geht damit exponentiell ein,

der Ausbildung des Giitegebirges, d.h. der Steilheit und der Anzahl der Nebenminima,

der Suchstrategie, wobei die Treffsicherheit fiir die richtige Suchrichtung, die Such-
schrittweite und das Erkennen von Nebenmaxima entscheidend ist und

den Startparametern, die unnotige Suchschritte entscheidend verhindern.

Die Ausbildung des Giitegebirges und die Suchstrategie sind nicht unabhiangig voneinander
zu betrachten. Im Allgemeinen muss beachtet werden, dass es nicht ein “bestes* Suchpro-
gramm gibt, sondern fiir bestimmte Klassen von Giitegebirgen eignen sich entsprechende
Verfahren besonders.

Fiir die Losung von Optimierungsproblemen gibt es eine Reihe von Verfahren. Man unterteilt
diese Suchverfahren nach ihrer Suchstrategie in gradientenfreie, Gradienten- und Zufalls-

103



KAPITEL 4. OPTIMIERUNGSPROBLEME

suchverfahren. In Tabelle 4.1 sind die wichtigsten Verfahren fiir iterative Schétzverfahren
(nach WERNSTEDT) zusammengestellt.
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4.4. SUCHSTRATEGIEN

Tabelle 4.1: Iterative Schitzverfahren (nach WERNSTEDT)

TAAAMHDS IOPYIAS[[BJNZ §V/
ALIHM (WO >T+)OMmyT W
_ = + 1 wJayermnAygInsSSIeIn
NIDTILSVY (WO Z(1+2)0m0 (T+2) HEHOAIINSSIEINZ
SYoO¥d sV(IT+0)y e (1+1)9= 5V
SANOS
TT1AMOd
OYAINAIATT PLIYOS Ud)-2 Wz JuaIpein) (2)HA
LIVNOIVIN xewsgumyory (2)y T,
NOSHdVY JOP[OAUNIIMNLIYOS (2)6
NOLMAN (DOAT+)y e (1+2)b—= 1,5V
NOLMAN
3onsqy 19181938
JOP[IA JoU2(qA393I0A ST/
IDDOVNOLIA < >
B B B UJAIYBJIIA
MD0YANASOd | (1—-1)O§ = ()Ouuepoq = p (1) uuom R
TT1AMOd > <
sV e (v = 4,5V
wayelAspIdsg 8V 8= ¢ UJIYBJIIA

$ anj sunydR[3s3unsQ|
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KAPITEL 4. OPTIMIERUNGSPROBLEME

4.4.1 Spiralverfahren nach JONES

Die Verfahren der nichtlinearen Regression, die sich fiir Pumpversuchsauswertungen am
besten eignen, haben das Ziel, Modellfunktionen x(5) durch geeignete Wahl der Parameter
§ an vorgegebene Werte (Messwerte) z(s) anzugleichen. Dabei werden die Abweichungen
zwischen den x,(8) und den x(s) mit Gewichtsfaktoren W belegt. Man geht in dem Fall
davon aus, dass von dem Prozess n Abtastwerte (Messwerte) vorliegen und das Modell durch
k unabhéngige Parameter bestimmt ist.

Von Startwerten 5y ausgehend ist die Zielfunktion

n

Q) =Y (Wi (x(s)i — zum(8):)%) (4.1)

=1

beziiglich der Parameter $; (i = 1,k) zu minimieren. Dies entspricht der Forderung der
Methode der kleinsten Fehlerquadrate.

Eine Iteration besteht im Wesentlichen in der Losung des linearen Gleichungssystems

ZA’VJ Ty =G (4.2)

j=1

mit 10, |
Gi=0c (i=1h) (4.3)
G = iVVM . (x(s)l — :UM(§0)Z-d§—¥i> 4.4
i=1

und .

Ao =3 Wi O 43)

T; stellt die Verdnderung des j-ten Parameters dar. Das lineare Gleichungssystem erhélt man
dadurch, dass die Zielfunktion an der Stelle sy in einer TAYLOR-Reihe entwickelt, aber nach
dem ersten Glied abgebrochen wird. Setzt man die partiellen Ableitungen dieser Funktion
nach den Parametern gleich Null, folgt obiges Gleichungssystem.

Ist die lineare Ndherung addquat, miisste die Ungleichung
Q50+ 1) < Q(50)

gelten. In praktischen Féllen ist das nicht immer der Fall. Nach JONES findet man einen
besseren Zielfunktionswert durch eine Vektormanipulation zwischen der TAYLOR-Richtung
T und der negativen Gradientenrichtung G (siche Abbildung 4.2). Der minimale Funktions-
wert innerhalb der Iteration wird an der Stelle S, + 1" erwartet. Anderseits ist bekannt, dass
in Richtung des negativen Gradienten die Zielfunktion abnimmt. Damit ist gesichert, dass es
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§:1+G*

S, §,+0,25T §,+0,5T ST

Abbildung 4.2: Spiralalgorithmus nach JONES

innerhalb des Dreiecks $o — (S0 + T') — (S0 + G*) einen besseren Zielfunktionswert gibt.
Dabei hat G* hat die Richtung von GG und den Betrag von 7'. Bei dessen Suche geht man
davon aus, dass der TAYLOR-Schritt ausgefiihrt wird.

Eine Iteration ist beendet, wenn ein besserer Zielfunktionswert gefunden worden ist. Ist der
TAYLOR-Schritt nicht erfolgreich, werden Punkte auf der 1. Spirale berechnet, die durch

S=Ar-(uG"+ (1 —p)7) (4.6)

gegeben sind. Die verschiedenen S-Werte werden durch Verdnderung des p.-Wertes gewonnen.
1 beginnt mit 0, 1 und wird durch die Beziehung

Z -my
1+ (Z—-1)-m,

Mp+1 = (4.7)
berechnet (7 = 2). Ist ¢ > 0,9 wird die Suche auf der aktuellen Spirale abgebrochen.
Ist Q(S0 + S) > Q(S0), wird der Vektor 7" halbiert und die néchste Spirale abgesucht. Je
grofler Z ist, um so weniger Punkte werden auf einer Spirale berechnet. Sowohl auf der
Spirale als auch in TAYLOR-Richtung wird, wenn moglich, interpoliert. Ist auch ldngs der
letzten Spirale kein besserer Wert gefunden worden, wird in negativer Gradientenrichtung
mit immer kleiner werdenden Schrittweiten gesucht.
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KAPITEL 5. GEWOHNLICHE DIFFERENTIALGLEICHUNGEN

Gewohnliche Diftferentialgleichungen (GDGL) (englisch: ODE - Ordinary Differential Equa-
tion) werden dadurch charakterisiert, dass die gesuchte Funktion abhingig von einer Varia-
blen ist, wihrend bei den partiellen Differentialgleichungen (PDG) mehrere unabhingige
Variable und ihre entsprechenden Ableitungen auftauchen, wie in den folgenden Beispielen
zu sehen ist:

d

d—f 4127 —=22 gewdhnliche DGL (ODE)

g + ? =0 partielle DGL (PDE)
x| y

Ihre Darstellung ist in Tabelle 5.1 ersichtlich.

Tabelle 5.1: Darstellung der Differtialgleichungen

\ Gewdihnliche DGL \ Partielle DGL |
Anzahl eine Variable mehrere Variable
(unabhéngige Verdnderliche) (unabhédngige Verdnderliche)
Variablen || z,vy,z odert x,y, 2z und/oder t
ds v = k- grad (h)
Beispiel V= i 8hf+ 8h~,+ 6hl;
v = . — _ -
Jdr Oy 0z
y
S h-Isolinien
1-D-Funktion mit Spitzkegel mit beliebig
Tangente gekrimmter Oberfliche
Grafik

In den folgenden Herleitungen und Beispielen wird bei den gewdhnlichen Differentialglei-
chungen davon ausgegangen, dass “z” fiir den Funktionswert steht und “¢” als unabhingige
Variable dient. Natiirlich lassen sich alle Aussagen auch auf andere unabhéngige Variablen
iibertragen, und fiir abhdngige Funktionen konnen beliebige Variablennamen benutzt wer-
den. Die vorzugsweise Benutzung des Buchstabens x als Variablenname tréagt sowohl der
Darstellung in vielen Lehrwerken der Mathematik als auch der Darstellung in der Signaltheo-
rie Rechnung (siche GRAEBER: Lehrmaterial zur Automatisierungstechnik bzw. Grundwas-
sermesstechnik). Bei den partiellen Differentialgleichungen werden x, y und z als unabhéin-
gige Ortskoordinaten benutzt.
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Die allgemeine Form einer GDGL lautet:

dx(t) d*z(t) d"x(t)
dt =~ dt? Todin

F|t,x(t), = g(t) (5.1)

Diese DGL erhélt nach Tabelle 5.2 folgende Bezeichnung, wenn entsprechende Bedingun-
gen gelten.

Tabelle 5.2: Bezeichnungen der Differentialgleichungen

| Bezeichnung | Bedingung | Beispiel
d"z N A1z N " 0
Ordnung der DGL | " e
dr )
inhomogen g(t)#0 T +t2-x =2
_ dor
homogen g(t)=0 T +t*-x=0
d"x . d2l‘
explizit o i
dr d"z| dr ,
implizit F t’i’%aa% =0 E—H cx—2t2=0
de )
linear ay (t) # ax (2, 1) b=+t = o
_ dv )
nichtlinear ay (t) = a1 (z,1) xa +tox =2t
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5.1 Aufstellen von Gleichungen

Die in den weiteren Abschnitten zu lI6senden Differentialgleichungen beruhen auf der mathe-
matischen Beschreibung natiirlicher Prozesse. Die Ableitung mathematischer Gleichungen
als Abbildung natiirlicher Prozesse wird als Modellierung und die Abbildung als mathemati-
sches Modell bezeichnet. Die Entwicklung solcher mathematischer Modelle ist Gegenstand
der Abschnitte 11.2.1 Theoretische Prozessanalyse, Seite 301 sowie 11.2.2 Experimentelle
Prozessanalyse, Seite 302. Hier soll nur ein Weg beschrieben werden, wie aus den physi-
kalisch/chemischen Grundgesetzen und deren Wirkungen auf mathematische Modelle ge-
schlossen werden kann. Dieser Weg der theoretischen Prozessanalyse, auch als mathemati-
sche Modellierung bezeichnet, wird im Allgemeinen von den Naturwissenschaftler bevor-
zugt.

Bei der theoretischen Prozessanalyse werden die Wechselwirkungen der Prozessvariablen,
der ZustandsgroBlen, mit ihrer Umgebung als Modellgleichungen mathematisch formuliert.
Die wesentlichsten Wechselwirkungen zwischen dem System und seiner Umgebung werden
dazu in Ursachen und Wirkungen unterteilt. Die Ursachen heilen Eingangsgroflen und die
Wirkungen Ausgangsgroflen. Die Beschreibung mittels der physikalisch/chemischen Grund-
gesetze miindet meist in die Aufstellung von Bilanzgleichungen, insbesondere der Formu-
lierung der Energie- und Massenbilanzgleichungen.

Die Energiebilanzgleichung miindet meist in das Kréftegleichgewichtsgesetz und fiihrt auf
Stromungsgesetze. Allgemein formuliert kann man von der Umwandlung von potentieller in
kinetische Energie sprechen. Solche Energiewandlungen finden an so genannten Stromungs-
widerstidnden statt. Durch unterschiedliche potentielle Energien am Ein- bzw. Ausgang des
Stromungswiderstandes (z. B. Rohrleitung, Grundwasserleiter, elektrischer Widerstand) als
Triebkraft entsteht eine kinetische Energie in Form eines Stoff- oder Massestromes. Man
spricht auch davon, dass iliber den Stromungswiderstinden entsprechende potentielle Ener-
gie, auch als Potentiale bezeichnet, abgebaut wird, abfillt” (z. B. Druckdifferenz, Span-
nungsabfall).

Die Massenbilanzgleichung geht davon aus, dass innerhalb eines betrachteten Systems (z.
B. Behiilter, Représentatives Einheitsvolumen) keine Masse verloren geht oder entsteht. Nur
durch dufere Quellen oder Senken kann die Massenbilanz eines Systems verdndert werden.
Wenn dynamische Systeme betrachtet werden, muss die Speicherwirkung ebenfalls mit in
die Massenbilanz einbezogen werden. Dies bedeutet, dass alle Massenstrome, die auf ein Sy-
stem einwirken, in der Summe Null sein miissen (Knotenpunktgesetz). Mathematisch kann
dieser Sachverhalt auch durch die Divergenz eines Stromungsvektors beschrieben werden,
die in diesem Fall gleich Null sein muss (div v = 0).

Systemanalyse in der Wasserwirtschaft Peter-Wolfgang Griber



5.1. AUFSTELLEN VON GLEICHUNGEN

Beispiel zum Aufstellen von DGL:

Gesucht ist der Zusammenhang dem Volumenstrom V' der aus einer Rohrleitung bei freiem
Gefille ausflieft, wenn diese an einem Behélter angeschlossen ist (sieche Abbildung ).
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Aufgaben zum Aufstellen von DGL:

1. Der Grundwasserwiederanstieg und damit das Auffiillen der Restldcher in den ehema-
ligen Braunkohlentagebauen dauert unter natiirlichen Bedingungen zu lange. Deshalb
wird versucht durch Fremdeinspeisung den Auffiillvorgang zu beschleunigen.

Stellen Sie fiir den Auffiillvorgang h(; 2)(t), ohne Beriicksichtigung des Grundwasser-
leiters und eventuellen Grundwasserneubildungsraten, die Differentialgleichung auf.
In allen Féllen soll die Anfangsbedingung (htzg(m) = 0) gelten.

a) konstanter Volumenstrom (siche Abbildung 11.13)

b) variabler Volumenstrom (siche Abbildung 11.14)

C) gekoppelte Speicherkaskade (siehe Abbildung 11.15)

h(t)

i

Abbildung 5.1: Fiillvorgang eines Restloches mit konstantem Volumenstrom

Rhydr

h(t)

Abbildung 5.2: Fiillvorgang eines Restloches mit variablem Volumenstrom
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hy (1) h,(t)
.
o VZulZ
Ry a0
A] hydr2 A:
R A 2 A S P 7 A A
7 w3 /,/ //'/ P4 // /’/ g //// //// P // ,// e /'//'//,/ e //
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Abbildung 5.3: Gekoppelte Speicherkaskade

2. Stellen Sie fiir folgendes hydraulische Schema (siehe Abbildung 5.4) mit zugehorigem
Blockmodell die Differentialgleichung auf.
Gehen Sie dabei von linearisierten Verhéltnissen und einem homogenen, isotropen
Grundwasserleiter mit folgenden Parametern £ = 5 - 10_4%; no = 0,2; Zrmitter =
20m; | = 50m aus:

Abbildung 5.4: Schematische Darstellung des Grundwasserspiegels mit Blockschaltbild

3. Fiir die Wasserstandsregelung eines Bewédsserungsgrabens wird eine Schwimmerrege-
lung eingesetzt (siche Abbildung 5.5).
Stellen Sie die Differentialgleichungen auf, mit denen der Wasserstand /7 berechnet

werden kann. Die Flache des Behélters betrdgt A. Der Volumenstrom V st abhingig

vom Wasserstand H . . .
V=K 'Vmax '(Hmax - H)

4. Bei einem statischen Batch-Versuch wird eine Bodenprobe mit einem Volumen V5 in
einem Becherglas mit Wasser Vo in Berlihrung gebracht. Die Schadstoffkonzentra-
tion im Boden soll Cz = 125mg - [~! betragen, die im Wasser zum Zeitpunkt ¢ = 0
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v

max

!

Abbildung 5.5: Wasserstandsregelung eines Bewésserungsgrabens

Chyot—0 = O0mg - 71, In erster Ndherung wird sich ein Schadstofftransport aus dem
Boden in das Wasser auf Grund der Diffusion einstellen. Stellen Sie fiir den Konzentra-
tionsverlauf im Wasser die Differentialgleichung auf. Das Wasser/Feststoffverhiltnis
(W/F = 1) soll gleich eins sein. Der Diffussionswiderstand Rp, ;¢ ist gegeben.
Gegeben: Mgu = 125myg, Vg = Vi,o = 1, Rpiyys

<« Boden —>

|
Wa‘éser

Abbildung 5.6: Prinzip des Batchversuches
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5.2 Analytische Losungsmethoden

5.2.1 Gewohnliche Differentialgleichungen erster Ordnung

Fiir folgende inhomogene DGL erster Ordnung soll eine Losung gefunden werden:
a1 (t) + ap(t)x = g(t)

Es werden oft folgende verkiirzte Schreibweisen benutzt:

de .
a—l’
dy _ .
%—?J

Zur Losung der inhomogenen DGI wird zuerst diese in eine homogene iiberfiihrt.

aq <t)ﬁ + ao(t).’lfh =0 (52)

Fiir die Losung dieser homogenen DGL gibt es mehrere Methoden, wovon hier die der Tren-
nung der Variablen und dic Ansatzmethode beschrieben werden.

5.2.1.1 Lo&sung homogener Differentialgleichung

Homogene DGI erster Ordnung lauten:

dIh

al(t)g + ag(t)z, =0 (5.3)

Zur Vereinfachung werden die Funktionen a( und a, als Konstanten betrachtet.

e Trennung der Variablen

Die Methode der Trennung der Variablen hat das Ziel, die DGL so umzuformen, dass auf
jeder Seite der Gleichung ein totales Differential steht, welches mittels der Integraloperation

Peter-Wolfgang Griber Systemanalyse in der Wasserwirtschaft
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in eine algebraische Form der Variablen iiberfiihrt wird:

dx
ald_th + agrp =0 5.4)
dzxy, ag
_— = ——
dt aq 4
d
doy __a
Th ay
1
Sy = -2 [
Th ax
lnxh—i—Clz—@-t oder lnxh—lnCQ:—@ﬁf
a a1
lnxh:—<@-t+01) lnxhzlncg—(@-t)
ay a1
T = e_<%(1)'t+cl) xy = Cy - e_<27(1)'t>

Beide Losungen sind gleichberechtigt und nach den Logarithmengesetzen (siche Abschnitt
1.1, Seite 2) ineinander tiberfiihrbar.

Durch Gleichsetzen beider Gleichungen kann man zeigen, dass gilt:
Cy =% bzw. C; = —In O, (5.5

Da die Integrationskonstanten C'; und C5 und damit auch deren Logarithmus bzw. deren
e-Funktion an dieser Stelle noch unbestimmt sind, sind beide Losungen gleichwertig. Die
Konstanten konnen aus Anfangs- oder Endbedingungen, z.B. C'; und C5 am Punkt £ = 0 mit
der bekannten Anfangsbedingung x(, bestimmt werden mit:

Cl =—1In Tho (56)
Ca = o
Somit ergibt sich fiir beide Varianten die gesuchte Losung der homogenen DGL:

ag .

e () (5.7)
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Beispiel zur Anwendung der Methode der Trennung der Variablen:

Gesucht ist die Losung der DGL

o +2.2=0, wobei gilt: 7,9 = 3

Entsprechend des Algorithmus wird versucht, die totalen Differentiale (dz und dt) jeweils
getrennt auf eine Seite der Gleichung zu separieren.

dz 9
= ¢
dt o
1
“dx = —t3dt
X

1
/—dm = /—t2dt
X
1

Inz=——t*+C
nxT 3 + Ch

Setzt man x;—y = 3 in die allgemeine Ldosung ein, ergibt sich Cy = 3, so dass die Losung

,lt3.
xr = 3e 3" 1st.
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e Ansatzmethode

Grundgedanke der Ansatzmethode ist es, mittels bekannter Ansétze, die sich laut Erfahrun-
gen bewidhrt haben, eine mogliche Losung zu finden. Die bekanntesten Ansitze sind Kom-
binationen aus e-Funktionen und/oder Sinus-Funktionen. Auch allgemeine Potenzreihen ha-
ben sich vielfach bewéhrt. Der Vorteil besteht darin, dass nicht schwierige Integralope-
rationen ausgefiihrt werden miissen, sondern die Ansdtze nur differenziert werden, was oft-
mals wesentlich einfacher zu realisieren ist:

d
Ausgangs-DGL : aj - % + apxp =0 (5.8)
Ansatz : x, =K -eM
daraus abgeleitet : — =X-K-e

Einsetzen in die homogene DGL liefert : ap A K-eMtay-K-eM=0
Daraus ergibt sich : A==

Der Kehrwert dieser Konstanten A, der in dem Fall die MaBeinheit einer Zeit tragt, wird oft
auch als Zeitkonstante 1" oder 7 bezeichnet.

Damit erhilt man:
a0 ¢

gp=K-¢m'=K.eT=K-¢r (5.9)

Die Konstanten werden, wie bei der Methode der Trennung der Variablen, aus Anfangs- oder
Endbedingungen bestimmt.
Z.B. kann K am Punkt ¢ = 0 mit x;y bestimmt werden:

K = ap0 (5.10)

Damit ergibt sich:
ao
oy = 2y - ¢ (o) (5.11)

Man erkennt, dass damit die gleiche Losung fiir die DGL erzielt wird, wie auch bei den
anderen Methoden.
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5.2.1.2 Losung der inhomogenen Differentialgleichung

Eine allgemeine inhomogene DGL lésst sich in der Form

d
ald—f + aox = g(t) (5.12)

schreiben.

Thre allgemeine Losung ergibt sich aus der Addition der homogenen (g (¢) = 0) Losung
xp, (t) und einer partikuldren Losung z,, (), d.h.

x(t) = x,(t) + 2 (t) (5.13)

Die partikuldre Losung der DGL erhélt man z. B. durch die Methode der Variation der Kon-
stanten, bei der von der homogenen Losung ausgegangen und die vorhandene Konstante als
Funktion der unabhéngigen Variablen, hier der Zeit, aufgefasst wird.

e Methode der Variation der Konstanten

Die Losung erfolgt in vier Teilschritten:

Ausgangs-DGL alj—j + apz = g(t)
1. Schritt  Verstiimmeln (homogen machen) al% + agxp, =0
2. Schritt  Trennung der Variablen und i—f = —gdt
Losung der homogenen DGL Tp = Ce_z_?
3. Schritt  Variation der Konstanten x, =C(t) efz_(l]

Nach der Regel zur Differentiation von Produkten folgt:

d dC  _a _a
ﬂ:_c.eﬁt+(].(—@>-eﬁt (5.14)

dt dt aq
. . o dx,
4. Schritt  Einsetzen in die DGL 1" + apz, = g(t)

dC _a _ao _ag

al'(%'e alt‘f‘C'(—Z_?)'e a1t)+a0.0.e alt:g(t)
dC _a ag o

ai E‘e a1 4 a4 C <_Z_(1))6 a1 ‘l‘aO'C'e a1 :g(t)
dc  _a

a e a' = g(t)
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dC _ g(t) 49

= 2 ot 5.15

dt aq c ( )
Diese DGL kann nach den vorgestellten Methoden zur Losung von homogenen DGL behan-
delt werden, so z.B. mittels der Methode der Trennung der Variablen:

o = 90 | iy (5.16)
aq
/dC:/@-eJrﬁdt
ai
t ao
C(t) = /—) ¢Fartds
aq
Damit ist die Gesamtlosung der DGL
z(t) = x,(t) + (1) (5.17)
z=Ce a +/@ etatdt e art (5.18)
a1

Die Konstanten werden, wie bei der Methode der Trennung der Variablen, aus Anfangs- oder
Endbedingungen bestimmt.
Z.B. kann C' am Punkt ¢ = 0 mit x; bestimmt werden:

aot
C =g — (/@-eﬁdt) (5.19)
ax t=0
Damit ergibt sich:

o(t) = (:pg - /@-fﬁtdt) Tl 4 (/@-eﬁtdt) Tat o (5.20)
ay t=0 ax

Die Losungsmoglichkeit ist damit von der Integrierbarkeit der Storfunktion g(¢) abhingig.

122



5.2. ANALYTISCHE LOSUNGSMETHODEN

Hinweis:

Die Integration eines Produktes zweier Funktionen ist nur bei einigen Funktionen mog-
lich. Insbesondere, wenn die eine Funktion die Stammfunktion oder die Ableitung der ande-
ren ist, kann man mit folgendem Ansatz eine Losung herbeifiihren:

/u~dv:u-v—/v-du (5.21)

Man merke sich nicht die Schlussformel, sondern den Weg:

1. Uberfiihrung in eine homogene DGL (Verstiimmlung)
2. Trennung der Variablen
3. Variation der Konstanten oder Ansatzmethode

4. FEinsetzen in die DGL
Bemerkungen zur Methode der Variation der Konstanten:

1. Sie kann nur fiir lineare DGL angewandt werden.
2. Die allgemeine Losung weist eine lineare Abhéngigkeit von der Konstanten auf.

3. Die allgemeine Losung besitzt ein von Konstanten freies Glied. Dies ist, fiir sich ge-
nommen, eine partikuldre Losung der inhomogenen DGL.

4. Es kommt hdufig vor, dass eine nichtlineare DGL durch eine einfache Substitution in
einer lineare DGL tiberfiihrt werden kann.
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Beispiele zur Losung von inhomogenen DGL:

1. Gesucht ist die Losung der DGL

tr —x =t cost

Losung:

Ausgangs-DGL :

1. Verstimmeln :

2. Trennung der Variablen :

3. Variation der Konstanten :

4. Einsetzen in die DGL :

die allgemeine Losung :

2. Gesucht ist die Losung der DGL:

tr —x = t%cost

tr —x =0
de _dt
x  t
z=Ct
x=C(t)t
i =Ct+C

t(Ct+C) — Ct = 2 cost

t2C = t? cost
C': cost
C =sint+ C;

x = (Cy +sint)t =tsint + Cyt

Ar-r+t2—224+1=0

Losung:

Durch die Substitution z = % und z = 2z-2 wird die DGL zu tz—z = —1—t2, welche
eine lineare DGL der unbekannten Funktion z ist. Sie kann nach der Ansatzmethode
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folgenderweise geldst werden:

Ausgangs-DGL : dtrx +t2 — 22 4+1=0
Substitution : 2= a2?
substituierte DGL : tz—z=—-1-1#
1. Verstimmeln : tz—2z=0
2. Trennung der Variablen : d?z = %
z=Ct
3. Variation der Konstanten : z=C(t)t
i=Ct+C
4. Einsetzen in die DGL : t (C’t - C) —Ct=—1—1#
PC=—1-1
C——%—l
C = % —t+C;
allgemeneine Losung in z : z=1-1"+Ct
Riicksubstitution : 2=1—-t2+Cyt

allgemeine Losung in x : r=+1—124+Cit
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5.2.1.3 Aufgaben zur Losung von DGL erster Ordnung

1. Geben Sie die allgemeine Losung folgender DGL an:

a) ¥ =(y—3)cosx
b) y =t

¢) yY'sinz=ylny
d) 2uy +L =0
e) y+y+e*=0
f) ¥y +%=sinx

g) L4it.p=2

h) o = —xy? mit y(0) =2
) E42r=0 mit  2(0) =3
i)tz =t’cost mit x(m/2) =7

2. Fir ein System mit einfacher Speicherwirkung gilt die DGL T Ty + To = Kz,

126

(z, AusgangsgroBe, z. Eingangsgrofe, T' Zeitkonstante, K proportionaler Ubertra-
gungsfaktor).

Wie dndert sich die Ausgangsgrofle x, in Abhingigkeit von der Zeit ¢, wenn gilt:

x. = ct (¢ = const.)?

. Bestimmen Sie jeweils die allgemeine und die durch Anfangsbedingungen festgelegte

spezielle Losung:

a) Yy =axy+2 mit y(0)=2

b) y + 22y = 22 mit  y(2)=1

. Fiir das hydraulische Schema (siehe Abbildung 5.7) mit zugehdrigem Blockschaltbild

gilt die Differentialgleichung:

dz
hFl:R'Cd_tR"i_ZR

Dabei ist von linearisierten Verhéltnissen und einem homogenen, isotropen Grundwas-
serleiter mit folgenden Parametern £ = 5- 10‘4%; no = 0, 2; Zrmitter = 20m; [ = 50m
ausgegangen worden.

Berechnen Sie die Anderung des Wasserstandes, wenn sich der Flusswasserespiegel in
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Abbildung 5.7: Schematische Darstellung des Grundwasserspiegels

erster Ndherung wie folgt dndert:
a) sprunghaft (hg; = hpp, - 1(t)) und
b) sinusformig (hpy = hppy, sin(w - t) + hpro, mit w = 27/7 und 7 = 7 Tage).

. Fiir die Konzentrations C' durch Sorption von Schadstoffen an der Bodenmatrix soll
folgende DGL gelten:

wobei T} eine Zeitkonstante und K eine Konstante sein sollen. 7} = 1d~!, K = 100
Die Konzentrationsanderung zum Zeitpunkt ¢ = 0 soll C'(0) = 0 sein.

a) Losen Sie die DGL mittels der analytischen Methoden und berechnen Sie die
Konzentrationsdnderung fiir den Zeitpunkt ¢t = 1d.

b) Skizzieren Sie den prinzipiellen Zeitverlauf der Konzentrationsédnderung.

. Der Grundwasserwiederanstieg und damit die Auffiillung der Restlocher in den ehe-
maligen Braunkohlentagebauen dauert unter natiirlichen Bedingungen zu lange. Des-
halb wird mit einer konstanten Fremdeinspeisung der Auffiillvorgang (h;—y = 0) be-
schleunigt. (sieche Abbildung 5.8)

dh '
A— =V ustr
dt Zust

Losen Sie diese Differentialgleichung mittels analytischer Methoden.
. Es ist folgende Differentialgleichung gegeben:

dh )
a—i-kh:g mit ht:():O

g=0,015m-stund k = 0,01s71
Losen Sie die Differentialgleichung mittels algebraischer Methoden.
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]

h(t)

(Wi

Abbildung 5.8: Fiillvorgang eines Restloches
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5.2.2 Gewohnliche Differentialgleichungen hoherer Ordnung

Eine allgemeine Losung einer DGL n-ter Ordnung hat n Konstanten und stellt geometrisch
eine n-parametrische Kurvenschar dar. Zur Festlegung einer Einzellosung aus dieser Schar
braucht man n Anfangs- oder Randbedingungen.

Beispiel einer DGL 2. Ordnung:

Fiir die Bewegung eines Teilchens ist die DGL 3%y’ + y* — 1 = 0 gegeben. Die allgemeine
Losung dieser DGL ist (z — C' )2 + y? = 1. Diese Gleichung entspricht der Gesamtheit aller
Kreise vom Radius » = 1 mit dem Mittelpunkt auf der x-Achse. Durch die Anfangsbedin-
gung y (0) = 1 ergibt sich C = 0; dann ist die Einzellosung 2> + y* = 1. Das Teilchen
bewegt sich auf dem Kreis mit dem Radius » = 1 um den Mittelpunkt im Ursprung des
Koordinatensystemes.

Fiir verschiedene Typen von DGL hoéherer Ordnung bieten sich unterschiedliche Losungs-
methoden an:

5.2.2.1 DGL vom Typ a

A-—2 == = (5.22)

Bei DGL hoherer Ordnung dieses Typs wird mittels folgender Substitution der Grad der
DGL verringert:

dy
== 5.23
p= (5.23)
Die Ableitung lautet dann:
dz d*y
= _2J 5.24
dat  dt? (5.24)
Diese beiden Gleichungen werden in die DGL eingesetzt, die dann lautet:
d
DA (5.25)

dt

Fiir diese DGL erhilt man nach den Regeln fiir homogene DGL 1. Ordnung folgende Losung
(siche Abschnitt 5.2.1.1, Seite 117):

t
z=kie X (5.26)
bzw.
dz ]{71 _t
— =——e A 2
i )\6 (5.27)
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Aus dieser Gleichung erhilt man auf Grund der Substitutionsbedingung:

dy
=2 5.28
i= (5.28)
dy _t
= =k
ar e

(5.29)

Da hier zwei Konstanten existieren, miissen auch zwei Bedingungsgleichungen gefunden
werden. Bei e !-Funktionen bieten sich die Werte ¢ = 0 und ¢ = oo an, da dann die e-
Funktion einfache Werte (1 und 0) liefert:

ko = ?J(OO)
b — y(0) —A y(o0)
Damit lautet die Losung:
y(t) = (y(0) — y(0)) - e X + y(o0) (5.30)

Bemerkung:

Dieser Losungsweg 1d6t sich auch fiir die DGL

Py dy

+b— =g

as +b =g (1) (5.31)

) o d ) ) .
anwenden. Die Substitution z = d—i fihrt zu einer linearen DGL, die an Hand der Methode
der Variation der Konstanten geldst werden kann.
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52.22 DGL vom Typ b

2

a% + bcji—i +cy=0 (5.32)
Diese DGL soll nach der Ansatzmethode gelost werden. Sinn und Zweck der Ansatzme-
thode ist, dass komplizierte Operationen der Integration der Differentialgleichung umgan-
gen werden und man nur die meist wesentlich einfacheren Operationen der Differentiation
ausfithren muss. Auch hier wird ein géngiger Losungsansatz, der aus der Erfahrung heraus
erfolgversprechend aussieht, benutzt. Fiir diesen Ansatz werden alle Ableitungen gebildet,

die in der DGL auftreten.

Es gelte folgender Ansatz und dessen Ableitungen:

y=0C-eM (5.33)
dy
Z—C-\-eM
dt ¢
de 2 A
EZC.)\ .et

Wird dies in die DGL eingesetzt, so erhdlt man:
(aX* +bA+¢)-C-eM =0 (5.34)
Fiir t # —oo kann man durch e dividieren und erhilt:
a2+ b\ +c=0 (5.35)

Bringt man dies auf die Normalform der quadratischen Gleichung, so ergibt sich mit den

b c
neuen Konstanten d = —und f = —:
a a

b
Nrarfoo bzw. AN +d\+f=0 (5.36)
a a
Diese Gleichung wird auch als die Charakteristikengleichung der DGL bezeichnet.

Die Losung dieser Charakteristikengleichung lautet allgemein:

d [ d?
= 44/ == .
/\172 = 2 4 f (5 37)

Je nach Grofie der Koeffizienten d und f ergeben sich drei verschiedenen Falle:

d? d?
1. Der 1. Fall ergibt sich, wenn i f>0 = —>/f, bzw. B*>2-c-a.

4
Dann sind \; # Ay und reelle Zahlen,

d &
No=—g /7~ f (5.38)
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132

Damit lautet die Losung der DGL:
y = C1eM + Cre™? (5.39)

Dieser Fall ergibt eine asymptotische Kurve, die sich einem stationidren Endzustand
ndhert. Dieser liegt im reellen Zahlenbereich, wenn \; und A\, negative Werte anneh-
men.

2

d 2
. Der 2. Fall ergibt sich, wenn — — f < 0 — T <f, bzw. B*<2-c-a.

Dann werden ) » in der komplexen Zahlebene dargestellt, da der Radiant negativ ist
und die Quadratwurzel aus (—1) die komplexe Zahl j liefert.

[ A2
2
Mo= -5 \/(—1> (r-%)

Am:—gi\/@- <f—d£)

d )
)\1,2:_§i]'6

Setzt man diese Losung der Charakteristikengleichung in die Ansatzfunktion ein, er-
gibt sich

y=0Ch - e(=5+iB)t +Cs - e(—2=7B)1 (5.41)

(Ch- e 1 Gy )

Nach den Gesetzen der Exponentialrechnung konnte die Summe der Exponenten in ein
Produkt zweier e-Funktionen zerlegt werden. Gleichzeitig kann man beriicksichtigen,
dass die e-Funktionen mit imagindrem Exponenten in trigonometrische Funktionen
umgeformt werden konnen.

Damit lautet die Losung der DGL

Yy = e 2t (C4 cos St + Cy sin t) (5.42)

Diese Funktion stellt die allgemeine Form der Schwingungsgleichung dar. Fiir Sonder-
falle erhélt man sinusféormige Schwingungen. Dies ist der Fall, wenn C oder C5 iden-
tisch Null sind. Bei d = 0 erhélt man eine ungeddmpfte Schwingung, d.h. die Ampli-
tude ist konstant, bei d < 0 eine geddmpfte, bei welcher die Amplitude gegen Null
geht, und bei d > 0 eine sich aufschaukelnde Schwingung.
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d? d?
3. Der 3. Fall ergibt sich, wenn T f=0 = i f, bzw. b*=2-c-a

In dem Fall ist der Radiant gleich Null, und man erhélt zwei identische Losungen:
A== =—=—— (5.43)

Damit ist die Losung nicht mehr eindeutig! Man erhélt als Losung zwei unterschied-
liche Funktionen, die die DGL befriedigen:

y = Ce (5.44)

Yo = ClteM + CQGM
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Beispiele zur Losung von DGL 2. Ordnung:

1. Gesucht ist die allgemeine Losung der DGL y” — y = 0.

Ausgangs-DGI : y' —y=0
Ansatz : Yy = e
y = e
yl/ — )\26)\t
Einsetzen in die DGL : ()\2 — 1) eM=0
Charakteristikengleichung : M—-1=0
Losung der Charakteristiken-Gl. : Mg = =£1
allgemeine Losung : y = Chre' + Cre™

2. Gesucht ist die allgemeine Lésung der DGL y + y = 0.

Ausgangs-DGI : y+y =0y
Ansatz : y = eM
y=\ M
Y= A2t
Einsetzen in die DGL (>\2 + 1) eM =0
Charakteristikengleichung : MN+1=0
Losung der Charakteristiken-Gl. : A2 =*EJ
Es gilt : et = cost £ jsint
allgemeine Losung : y = Cjicost+ Cysint
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3. Gesucht ist die allgemeine Losung der DGL y + 2y + y = 0.

Ausgangs-DGI : y+2y +y=0
Ansatz : y = eM
:'g — M
@ — \2oM
Einsetzen in die DGL ()\2 + 2\ + 1) eM =0

Charakteristikengleichung : M42X+1=0

Losung der Charakteristiken-Gl. : Az =—1

allgemeine Losung : y = Cite " + Che™?
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Bemerkung:

Dieser Losungsweg lasst sich ebenfalls fiir DGL hoherer Ordnung (n > 3) mit den entspre-
chenden Losungsansétzen der algebraischen Gleichungen hoherer Ordnung anwenden.

Beispiel zur Losung von DGL 3. Ordnung:

Gesucht ist die Losung der DGL 3 + v = 0.

Ausgangs-DGlI : y+y=0
Ansatz : y = e
y — e
i = A2eM
= A3
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Einsetzen in die DGL :

Charakteristikengleichung :

Losung der Charakteristiken-Gl. :

allgemeine Losung :

(>\3+)\)€>\t20
AMHA=A(N+1)=0
)\320

>‘1:+j7 )\2:_j7

y=Cy 4+ Cycosx + Cssinx
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5223 DGL vom Typc

d*y 1dy
iz =0 5.45
az T rar Y (5:43)
Diese DGL soll auch wieder nach der Ansatzmethode gelost werden. Der Losungsansatz

mit den dazugehorigen Ableitungen lautet:

y =1+ ast® + ast® + aut?

d

' 2ast + 3ast® + dagt®...

dt
d2
d_t;y = 2as + 2 - 3azt + 4 - 3ast’..

Werden diese Gleichungen in die DGL eingesetzt und die Gleichung nach Potenzen von ¢
geordnet, so erhilt man:

(1+2-2a2)-t0+3-3a3-t1+(a2+4-4a4)-t2+(a3+5-5a5)-t3
(5.46)
Forrenn, +(an+(n+2)2 ap2) t"=0

Eine Losung dieser Gleichung, die fiir alle ¢-Werte gilt, ergibt sich, wenn die Faktoren der
Potenzreihenglieder gleich Null werden.

Das ist der Fall, wenn gilt:

a3 = a5 = a7 = ....... A2p4-1eee-- =0
1
a9 —§
(05} 1
U ="""12 7 922
ay 1
%6 = 7562 T T o2p2q2
A2n—2 2n 1 In 1
Qa n — — = —1 2 —= —1 2 —
? (2n)? D e e e (2n)? =1 e, (2k)?

Setzt man diese Koeffizienten in den Losungsansatz, so erhilt man die Losung der DGL, die
als BESSEL-Funktion 0-ter Ordnung bezeichnet wird:

2 tt 16

S S ) gL ——— = Iy(t 5.47
7t op ppe T T M, (2k7 olt) (547
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5.2.2.4 Aufgaben zur Losung von DGL hoherer Ordnung

Die folgenden DGL sind zu 16sen:
a) yy' =y"”
b) y// . y/ — et

¢) v +4y +agy=0 fiirag = 3,4,5
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5.3 Integraltransformationen

5.3.1 Zeit- und Frequenzbereich

Integraltransformationen sind ein Mittel, um iiber einen Umweg zur Losung einer Differenti-
algleichung zu kommen. Man unterscheidet bei diesen Transformationen zwei Bereiche:

e den Original- oder Zeitbereich und

e den Bild- oder Frequenzbereich.

Die Integration nach der unabhingigen Variablen im Originalbereich wird in eine Multi-
plikation im Bildbereich transformiert. Dabei konnen die schwierigen Integrationsverfahren
umgangen werden. Die Beziehungen zwischen den Bereichen und ihre besonderen Kennzei-
chen sind im folgenden Schema (siehe Abbildung 5.9) dargestellt.

Bild- bzw. Frequenzbereich

Komplexe Losung der Losungsfunktion
Frequenzfunktion komplexen Gleichung {Fequenztunktion)
»
Hintransformation Riicktransformation
A
Beliebige | Losungder [ Losungsfunktion
Zeitfunktionen Differentialgleichung (Zeitfunktion)

Original- bzw. Zeitbereich

Abbildung 5.9: Zusammenhang zwischen Original- und Bildbereich

Die bekanntesten Transformationen sind die LAPLACE-, die LAPLACE-CARSON-, die FOU-
RIER-, die LAURENT- und die Z-Transformation. Die Theorie der meisten dieser Transfor-
mationen ist allgemein bekannt und kann in der vielfaltigen Literatur?? nachgelesen werden.
Es soll deshalb hier nur auf die wesentlichen Gesichtspunkte eingegangen und Nachteile,
welche einer breiten Anwendung entgegen stehen, aufgezeigt werden.

Peter-Wolfgang Griber Systemanalyse in der Wasserwirtschaft
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Im Folgenden werden die Transformationen an Hand der Zeit als unabhidngige Variable
dargestellt, da dies die hdufigsten Ingenieuranwendungen sind. Ungeachtet dessen sind die
Transformationen auf alle unabhéngigen Variablen anwendbar, d.h. auch auf die Raumvaria-
blen.

Die Gruppe der Integraltransformationen kann in die der stetigen und die der diskreten Trans-
formationen eingeteilt werden.Die stetigen Integraltransformationen konnen durch die

allgemeine Gleichung
2t

F(f(1) = / Kt F(6) f(t)dt (5.48)

dargestellt werden, wobei k(t, f()) als Kern der Transformation bezeichnet wird. Der Ein-
fachheit halber wird nur eine unabhéngige Variable (z. B. t) betrachtet.

Als Sonderfille sind dabei die in Tabelle 5.3 aufgefiihrten Beziechungen bekannt.

Tabelle 5.3: Sonderfille bei stetigen Integraltransformationen

Transforma- untere Integra- obere Integra-
tionskern tionsgrenze tionsgrenze Bezeichnung
k(t,f(t)) ty to
LAPLACE-
—pt —
€ 0(—00) >0 Transformation
p— 0(—o0) o LAPLACE-CARSON-
p Transformation
; FOURIER-
—Jjwt _
¢ 0(—00) >0 Transformation

Der Zusammenhang zwischen den drei aufgezéhlten Integraltransformationen kann in fol-
gender Form anschaulich dargestellt werden. Nach Definition ist

p=0+jw mit s = Realteil und j = Imaginérteil (5.49)

und wird als komplexe Frequenz bezeichnet. Geht der Realteil der komplexen Frequenz p ge-
gen Null, so geht die LAPLACE-Transformation in die FOURIER-Transformation iiber. Dies
bedeutet, mittels der LAPLACE-Transformation konnen beliebige (theoretisch) Zeitvorgidnge
betrachtet werden, mittels der FOURIER-Transformation nur sinusformige. Die LAPLACE-
Transformation eignet sich insbesondere fiir die Anwendung auf aperiodische Vorgénge,
wie sie z.B. bei Sprungsignalen auftreten. Trotzdem bringt die FOURIER-Transformation
dadurch einen sehr groflen Vorteil, da sie einfacher im Gebrauch ist. Durch die FOURIER-
Reihenanalyse kann jede periodische bzw. periodizierbare Funktion in eine Summe von Si-
nusschwingungen zerlegt werden. Diese Zerlegung der Erregungsfunktionen und Uberlage-
rung der Antwortfunktionen ist natiirlich nur bei linearen Systemen erlaubt. Aus der FOU-
RIER-Transformation folgen die bekannten komplexen Rechenmethoden der Elektrotechnik
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fiir sinusformige WechselgroBBen. Wihrend bei der FOURIER-Transformation die Dichte der-
artiger Schwingungen, das so genannte Spektrum, untersucht wird, wird bei den Regeln der
Wechselstromtheorie nur eine Sinusschwingung, d.h. nur eine Frequenz, betrachtet.

Die diskreten Transformationen werden dagegen durch eine Summenformel dargestellt:

F(f(£)) =Y k(tn, f(tn)) (5.50)

Auch hier erhélt man fiir die bestimmten k(t,,, f(t,)) einige bekannte Sonderfille (siehe
Tabelle 5.4).

Tabelle 5.4: Sonderfille bei diskreten Transformationen

Transformationskern . .
Summationsgrenzen Bezeichnung
k(tn, f (tn)
diskrete
—pn 0<n< .
€ == o0 LAPLACE-Transformation
1 —o0o<n<oo LAURENT-Transformation
n
1 0<n<o Z-Transformation
n

Den Zusammenhang zwischen LAPLACE- und Z-Transformation kann man auch in fol-
gender Weise darlegen. Ersetzt man im LAPLACE-Integral fiir stetige Funktionen

F(p)= [ f(t)e Pdt (5.51)
/
p=0+ jw

die Funktion f(¢) durch die Funktionswertfolge f(nT"), das Integral entsprechend durch eine
unendliche Summe und e~?! durch e "7, so erhilt man:

o0

F(p) =T f(nT)e ™" (5.52)
n=0
mit e? = 2 folgt:
Fr(z)=TY f(nT)z"=T-F(z) (5.53)
n=0
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5.3.2 LAPLACE-Transformation

Hintransformation

Bei der Arbeit mit der LAPLACE-Transformierten werden folgende Symbole verwendet:

L{f(t)} = F(p) LAPLACE-Transformierte der Funktion f(t)

LY {F(p)} =L*{L{f(t)}} LAaPLACE-Riicktransformierte

= /()

Die Transformation von der Zeit- bzw. Originalebene in die LAPLACE-Ebene erfolgt mittels
der oben angefiihrten Integralbeziehung.

F(p) = L{f (1)} = / f(t)edt (5.54)

p=0+jw

Beispiele zur Anwendung der Transformation auf Funktionen:
Beispiel 1:

ft)y=0 (5.55)

F(p):L{O}:/O-e_ptdtzo

Beispiel 2:
ft) =1 (5.56)

o0

F(p) = L{1} :/1-6%

142



5.3. INTEGRALTRANSFORMATIONEN

Beispiel 3:

f(t) =t (5.57)

o0

Fp)=L{t} = / t-e Pt

0

)
S L 1]
p? 0
1
P2
Fiir weitere ausgewidhlte Grundfunktionen gibt es tabellarische Zusammenstellungen der
LAPLACE-Transformierten (siehe Tabelle 5.5, Seite 146).

5.3.2.1 Wichtige Rechenregeln

e Additionssatz
L{fi(t) + fo()} = L{fi (D)} + L{fa (D)}

Dieser Additionssatz soll beispielhaft fiir die anderen Rechenregeln bewiesen werden,
indem entsprechend der Transformationsregel die LAPLACE-Transformierte als Inte-
gral iiber das Produkt der Funktion mit einer e-Funktion berechenbar ist:

L{fi(t) + fo(t)} = [ e P (fa(t) + falt))dt

(e PP f1(t) + e P fo(t))dt (5.58)

o

e PLfL(t)dt + / e P fy(t)dt

0

0\8 0\8 ‘3\8

Laut Definition der LAPLACE-Transformierten gilt:

L{fi(t) + f2(O)} = L{fi()} + L{f2(t)}

Allgemeine Form des Additionssatzes

L {)\1f1<t) + ..+ )\nfn(t)} = )\1F1(p) + + )\nFn<p) (559)

e Ahnlichkeitssatz )
L{f(at)} = ~F (3) (5.60)
a \a
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o Dimpfungssatz
L{e™f(t)} = F(p+a) (5.61)

e Verschiebesatz

nach rechts,
L{f(t—a)}=e"F(p)
positiv in die Zukunft

\/

a nach links,
L{f(t+a)} =e® |F(p)— [e™f(t)dt
0 negativ in die Vergangenheit

\/

. LAPLACE-Transformation
mit  F(p) = L{f (1)}
ohne Verschiebung

(5.62)

o Differentiation
Die Differentiationsregel bilden die Basis zur Anwendung der LAPLACE-Transformation
auf Differentialgleichungen und deren Losung.

L{f'(t)} = pF(p) = f(0)
L{f"(t)} = p*F(p) — f(0)p — f'(0) (5.63)
L{f*(t)} =p"F(p) = f(0)p" ™" = f(0)p" 7 — - -
..... _ fn-2(g)p — F-D ()
o Integration

L /f(T)dT = —F(p) (5.64)

o Faltungssatz
Die Faltungsoperation spielt bei der Analyse von Ubertragungssystemen eine Rolle
(siche Abschnitt 12.3, Seite 12.3f)

L / At =) fa(r)dr S = L{A (O} - L{f (D)} = B0) - Fap)  (5.65)

Ricktransformation
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Fiir die Riicktransformation benutzt man auch die so genannte L~ '-Transformierte.
LFE@)}y=L"{L{fO)}}=f) LAPLACE-Riicktransformierte (5.66)

Dabei kann man prinzipiell folgende Moglichkeiten anwenden

e Integralformel
] a+joo

ft) = o) L{f(t)}e"dp (5.67)

a—joo

e Residuenformel (Partialbruchzerlegung)

F(t)=> Res{L{f(t)}e"} (5.68)

pP=pPn

Dabei sind p,, die singuldren Stellen in den linken, komplexen Halbebenen, bzw. (p — p,,)
ergeben die entsprechenden Polstellen.

e Reihenentwicklung

F(t) =" anBy (oot) mit B, (o,t) = e "L, (200t) (5.69)

n=0

Von diesen Moglichkeiten ist die Residuenformel fiir die technisch vorkommenden Probleme
stets anwendbar und leicht zu handhaben.
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5.3.2.2 Korrespondenztafel

Da diese Integrale relativ kompliziert werden kdnnen und verschiedene Funktionen sich sehr
oft wiederholen, sind Rechenregeln und Korrespondenztabellen aufgestellt worden, aus
denen die Transformierte und ihre Riicktransformierte leicht ablesbar sind (siehe Tabelle
5.5)

Tabelle 5.5: Korrespondenztafel

Nr. | F(p) =L{f(t)} | f(t) =L ' {F(p)}
1 0 0
1
2 - 1
Zf tnfl
3 -
48 (n—1)!
]_ 7fn—l
4 PR — et
(p— )" (n—1)!
5 1 Bl ot
(p—a)(p—B) g—a :
p et — e
6 -
(r—a)p—P) 5
xa
7 ZW ; sin ot
acos f + psin .
8 . ‘E o sin(at + f3)
9 m cos ot
pcos B — asinf
10 P cos(at + )
xa
11 m sinh ot
12 ﬁ cosh at
V) p)
13 M cos? at
p(p* + 4a?)
2 2
14 > sin? ot
p(p? + 4a?)
15 ﬂ sinh? at
p(p? — 4a?)
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Tabelle 5.6: Korrespondenztafel - Fortsetzung

Nr.|  F(p)=L{f(t)} | f(t) =L ' {F(p)}
2
16 % sin at sinh ot
P o
) 2
17 % sin ot cosh at
P o
2ap .
18 m tsin ot
2 2
p°—«
19 m t cos at
2ap .
20 m t SlIlh at
1 1
21 — —
/P Vit
22 ! >
/P \/%
1
23 \/ﬁ Jo (at) (BESSEL-Funktion der Ordnung 0)
P? + «
1
24 ﬁ Iy (at) (modifizierte BESSEL-Funktion der Ordnung 0)
P —«
25 arctan @ M
2]7 t
26 | arctan — 2 2 sin (at) - cos (ft)
P2 — a2+ 3 ;
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5.3.3 Losung von Differentialgleichungen mittels LAPLACE-
Transformation

5.3.3.1 Losungsweg

Dieser Losungsweg besteht aus drei Teilschritten:
e Anwendung der LAPLACE-Transformation auf die DGL (oder das System der DGL)
unter Berilicksichtigung der Anfangsbedingungen

e Losung der resultierenden algebraischen Gleichung (oder des Gleichungssystemes)
mit F' (p) als Unbekannte

e Riicktransformation von F'(p) und Bestimmung der gesuchten Funktion, d.h. Lo-
sungsfunktion der DGL.

5.3.3.2 Beispiele

1. Gesucht ist die Losung der DGL 3 (t) +y (t) = 1 mit den Anfangsbedigungen y (0) =
1 und y (0) = 0:

e Anwendung der LAPLACE-Transformation:

Ausgangs-DGL : yt)+yt)=1
LAPLCE-Transformation : L {y t)+y (t)} = L{1}
Additionssatz : L {y‘ (t)} YLy = L{1
Einf. der LAPLCE-Transformierten : p’F () — fO0)p—f(0)+ F(p) = %
Beriicks. der Anfangsbedingungen : P’F(p)—p+F(p) = ]13

e Losung der algebraischen Gleichung nach F' (p):

(p2+1)F(p)=1+p

p
2 _p2+1
(P’ +1)F(p) = P
1
F(P):g
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e Riicktransformation und Bestimmung von y (¢) mittels Korrespondentafel (siche Ta-
belle 5.5, Seite 146, Zeile 2):

_ 1
T A R
2. Man lose mittels der LAPLACE-Transformation
y—3y+2y=2e"
Die Anfangsbedingungen sind i (0) = 2 und 3 (0) = —1.
e Anwendung der LAPLACE-Transformation:
Ausgangs-DGL : y— 3y +2y = 2"
LAPLCE-Transformation : L { y— 3y + Qy} =L {Ze_t}
Additionssatz : L {y (t)} +L {—31)} +L{2y(t)} = L{2e7"}
Einf. der LAPLCE-Transf. : p>F (p) — f(0)p— f(0)
SpF (p) + 31 (0) + 2F (p) = —
pL P p)= P+ 1
2
Berticks. der Anfangsbed. : P*F (p) —2p+1—3pF (p) + 6 +2F (p) = ]
p

e Losung der algebraischen Gleichung nach F' (p) :

2
P-3p+2)F(p)=——+2p—T
(P> —3p+2) F(p) PR

24 (2p-T)(p+1)
PO =G0+

e Riicktransformation und Bestimmung von y (t):
Die Riicktransformation erfolgt in diesem Fall durch Partialbruchzerlegung. Dabei
werden die Nullstellen des Nennerpolynoms gesucht und dieses als Produkt von Sum-
men dargestellt. Im vorliegenden Fall wird der Nenner gleich Null, wenn:

-3 -3\?
p2 = +1, p3 = +2
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Die Gleichung fiir F'(p) kann damit geschrieben werden:

22 — 5p— 5
(p+1)(p—1)(p—2)

F(p) =

Damit lautet die Partialbruchzerlegung:

20> —5p—5 A B C
- -
p+1)(@-1)pP-2) p+l1 p—-1 p-2

Zur Bestimmung der Faktoren A, B und C' wird mit (p + 1) (p — 1) (p — 2) erweitert,
so dass rechts und links der gleiche Hauptnenner entsteht:

2p* —5p —5 Ap-1)(p-2)+Blp+1)(p-2)+Cp+1)(p-1)

(p+1)(p—1)(p—2) P+ (p-1)(p—-2)

Diese Gleichung ist nur dann erfiillt, wenn neben den Nennern auch die Zahler gleich
sind, d.h. es muss gelten:

' =5p—5=Ap-1)(-2)+Bp+1)(p-2)+C@+1)(p-1)
20 —5p—5=(A+B+C)p*+ (-3A—B)p+ (2A—2B - C)
Dies muss eine Identitédt und somit giiltig fiir alle Werte von p sein. Das ist erfiillt, wenn

die Koeffizienten der Glieder der Potenzreihe von p jeweils identisch sind. Daraus
folgt:

p? 2=A+B+C
pt -5=-3A-B
P’ —5=2A-2B-C

Dieses LGS kann durch die bekannten Methoden geldst werden, so dass die Losung

1 7
A=- B =4 C=—c
3 ’ 3
lautet.
Dann kann F' (p) auf folgende Weise geschrieben werden:
1 1 1 7T 1
F(p) == 4. .
N R T A
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Aus der Korrespondenztabelle (siehe Tabelle 5.5, Seite 146, Zeile 4) ist die Riicktrans-
formation abzulesen. Damit ist

1 et
L™ { } = e fiirn = 1 gilt
(p !

fur a; = —1, Qa9 = ]_, as = 2 gllt

1 7
L_I{F(p)}:y<t) — §.€a1t+4,ed2t_§_ea3t

1 7
Yy (t) = ge_t + 4€t — §€2t

Bemerkung:
Dasselbe Verfahren kann auch zur Losung von Systemen linearer DGL mit konstanten Ko-
effizienten eingesetzt werden.

5.3.3.3 Beispiel von Systemen von DGL

Gesucht ist die Losung des Systems:

e Anwendung der LAPLACE-Transformation
Sei F'(p) = L{z(t)} und G (p) = L{y(t)} dann liefert die Anwendung der LA-
PLACE-Transformation auf das System (unter Beriicksichtigung der Anfangsbedin-
gungen)

P’F (p) — 1= —pG (p)

p*G (p) = pF (p)

e Losung des linearen Gleichungssystems nach F' (p), G (p)
Nach den bekannten Regeln oder durch einfache Umwandlung, z.B. aus der 2. Glei-
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chung, folgt:

1
G(p)=-F(p
(p) = 2 F(p)
Einsetzen in obere Gleichung : p’F(p)—1=—F(p)
Auflésen nach F'(p) F(p) !
u : =
p P =5
1 1
G(p)=—-F(p) =
(») p (®) p(p*+1)

e Riicktransformation und Bestimmung von x (t), y (t) mittels der Korrespondenztabelle
(siehe Tabelle 5.5, Seite 146, Zeile 3 und 7)

2 (t) = L {F (p)} = Ll{ ! } _ sint

p*+1

L e g Sl EE ] SR

(p?+1) p  (P+1)
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5.3.3.4 Aufgaben zur Anwendung der LAPLACE-Transformation

1. Losen Sie folgende DGL mittels der LAPLACE-Transformation:

a) y(z)+y=0

. y(0)=1
b) " (t) =3y (1) +2y(t) =4 mit
Yy (0) =
©) y'(t)+ 16y (t) = 32t mie Y0 =3
Y (0) = -2
y(0) =
e) yl// (t) —+ y/ (t) =t+1 mit y/ (0) _
y// (O) —
2. Losen Sie folgende Gleichungssysteme mittels der LAPLACE-Transformation:
v () +z(t)=0 _
a) mit z(0)=0
/ y(0)=0
() +y) =1
b) 2e(t) —y() =y (=4 =eT) 2 (0)=0
mi
y(0)=0

2/ (t) +y (£) = 2 (1 + 32)

3. Fiir folgendes hydraulisches Schema (siehe Abbildung 5.10) und zugehdriges Block-
modell gilt die Differentialgleichung

dz
hFl:R‘Cd_f—i_zR

Dabei ist von linearisierten Verhdltnissen und einem homogenen, isotropen Grundwas-
serleiter mit folgenden Parametern auszugehen:
k=5-10""2:ng = 0,2; Zrmitras = 20m; 1 = 50m

Es soll hier also nur die Anderung gegeniiber dem stationéren Zustand berechnet wer-
den.

Berechnen Sie mit Hilfe der LAPLACE-Tranformation die Anderung des Wasserstan-
des, wenn sich der Flusswasserspiegel in erster Ndherung wie folgt andert :

a) sprunghaft (hs = hyp - 1(1))

b) sinusformig (hf; = hypjgsin(w - t), mit w = 27 /7 und 7 = 7 Tage).

4. Fiir die Konzentration C' durch Sorption von Schadstoffen an der Bodenmatrix soll
folgende DGL gelten:

TlC'—l-CzK
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Zr
hy, =7
|
i\
\'/
hy —> T
R == C

Abbildung 5.10: Schematische Darstellung des Grundwasserspiegels

wobei T} eine Zeitkonstante und K eine Konstante sein sollen. 7} = 1d~', K = 100
Die Konzentrationsédnderung zum Zeitpunkt ¢ = 0 soll C'(0) = 0 sein.

a) Losen Sie die DGL mittels der Methode der LAPLACE-Transformation und be-
rechnen Sie die Konzentrationsédnderung fiir den Zeitpunkt ¢ = 1d.

b) Skizzieren Sie den prinzipiellen Zeitverlauf der Konzentrationsédnderung.

. Der Grundwasserwiederanstieg und damit die Auffiillung der Restlocher in den ehe-

maligen Braunkohlentagebauen dauert unter natiirlichen Bedingungen zu lange. Des-
halb wird der Auffiillvorgang (h;—¢ = 0) mit einer konstanten Fremdeinspeisung be-
schleunigt (siche Abbildung 5.11). Die dazugehorende Differnetialgleichung lautet:

dh '
A— = ustr
0 V Zust

Uberfiihren Sie diese Differentialgleichung mittels LAPLACE-Transformation in die
Bildebene und 16sen Sie diese Gleichung nach der gesuchten Grof3e auf.

\4

—]

h(t)

Abbildung 5.11: Fiillvorgang eines Restloches



5.3. INTEGRALTRANSFORMATIONEN

6. Es ist folgende Differentialgleichung gegeben:

dh .
E—l—k-h:g mit hi—g =0

g=0,01om-stund k = 0,015}
Losen Sie die Differentialgleichung mittels der LAPLACE-Transformation.
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5.4 Numerische Methoden

5.4.1 Integration

Die numerische Integration liefert immer das Ergebnis eines bestimmten Integrals zwischen
einer oberen und einer unteren Grenze. Wird an Stelle der oberen Grenze des Integrals eine
Variable eingesetzt, so geht das bestimmte Integral in eine Funktion {iber, die von der un-
teren Grenze und der variablen oberen Grenze bestimmt wird. Das Integral einer Funktion,
welches auch als Fliache zwischen der Funktion, der oberen und der unteren Grenze und
der Abszisse gekennzeichnet werden kann, wird durch eine vereinfachte Flachenberechnung
angendhert. Die verschiedenen numerischen Integrationsverfahren unterscheiden sich in der
Methode der Flachenberechnung. Die meisten Verfahren gehen davon aus, dass die Gesamt-
flache zwischen der oberen und der unteren Grenze in einzelne Teilflichen unterteilt wird
und die Aufsummierung dieser Teilflichen dann das Integral liefert. Die Genauigkeit hingt
stark von der Methode der Teilflichenbildung und der Quantisierungsbreite der Abszisse
ab. Dabei ist die Ndherung durch Summation der Teilflichen bei der Rechteckmethode am
schlechtesten und bei gleicher Quantisierungsschrittweite beim Predictor-Corrector-Verfah-
ren bzw. bei dem RUNGE-KUTTA-Verfahren hoherer Ordnung am besten. Der Vorteil der
trivialen Verfahren besteht in der einfachen, schnellen und stabilen Berechnung der Teilfla-
chen auch bei komplizierten, z. B. unstetigen, Funktionen.

Systemanalyse in der Wasserwirtschaft Peter-Wolfgang Griber
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5.4.1.1 Rechteckregel

Die Rechteckregel als einfachste Methode geht von der Bildung von Rechtecken als Teilfla-
chen aus (siehe Abbildung 5.12). Die Flache der Rechtecke ergibt sich aus der Multiplika-
tion des Funktionswertes (y,,) der linken Stiitzstelle (x,,) mit der Quantisierungsschrittweite
Ax = |z, — x,.1|. Diese Rechtecke liefern bei konvexen Funktionen zu kleine, bei kon-
kaven Funktionen zu grole Werte. Ein wesentlicher Vorteil der Rechteckmethode besteht
darin, dass fiir die Abszisse keine dquidistante Quantisierung notwendig ist:

b m
Flinks = / ~ Y (Jon — zaa])y (fiir m Teilintervalle) (5.70)
n=0

a

Man kann statt des linken Funktionswertes auch den rechten verwenden. In diesem Fall

A

y

Y. ¥s
hE

Y1
Yo -

v

a X, X, X3 Xy Xy b

A4V, Axpy, AXgYs

Abbildung 5.12: Bildung von Rechtecken zur numerischen Integration

liefern die Rechtecke bei konvexen Funktionen zu grof3e, bei konkaven Funktionen zu kleine
Werte. Die Berechnung der Fliache liefert:

b

Frechts:/ Z ‘anrl xn‘ Yn+1 (571)
n=0

a

Der korrekte Wert des Integrals mufl zwischen Fj; i und Fecpnes liegen.
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Beispiele zur Anwendung der Rechteckregel:

2

1
1. Man berechne das Integral / —dx auf Grund der Werte der nachfolgenden Tabelle.
x

158

1
Man verwende die Rechteckregel (links und rechts) und vergleiche die Ergebnisse mit
dem analytischen Wert

21
/ Zdz =1n2 = 0,693
1 X

X 1,0 1,2 1,4 1,6 1,8 2,0

1 1,000 | 0,833 | 0,714 | 0,625 | 0,556 | 0,500

X

Die Schrittweite soll als konstant angenommen werden, h = Az = 0, 2.
Dann ist:

Fiinks = 0,2 (1,000 + 0,833 + 0,714 + 0,625 + 0, 556) = 0, 746

Freents = 0,2(0,833 40,714 + 0,625 + 0, 556 + 0,500) = 0, 646

1. . . . .

f (z) = — ist eine konkave Funktion, so ist Fliuks > Funar > Frecnis. Der Mittelwert
x

der beiden Ergebnisse ist:

0,746 + 0, 646
Frittel = ’ _;—7 = 07 696

Fona = 0,693

Dieser Wert ndhert sich tatsdchlich dem analytischen Wert an.

Bemerkung:

Die Schrittweite spielt eine wichtige Rolle zur genauen Bestimmung des Integrals. Je
kleiner sie ist, desto mehr nédhert sich der numerische Wert dem analytischen an, d.h.
der numersiche Wert konvergiert. Dies gilt nicht nur fiir die Rechteckregel, sondern
fiir alle numerische Verfahren.
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2
1
2. Man berechne das Integral / —dx mit der Schrittweite A~ = 0, 1 an Hand der Tabelle

und vergleiche die Ergebnisse mit den Ergebnissen des Beispiels 1.

X L Fuke | Freoms
X
1,0 1,000 | 1,000
1,1 0,909 | 0,909 | 0,909
1,2 0,833 | 0,833 | 0,833
1,3 0,769 | 0,769 | 0,769
1,4 0,714 { 0,714 | 0,714
1,5 0,667 | 0,667 | 0,667
1,6 0,625 | 0,625 | 0,625
1,7 0,588 | 0,588 | 0,588
1,8 0,556 | 0,556 | 0,556
1,9 0,526 | 0,526 | 0,526
2,0 0, 500 0,500
Teilsumme | 7,187 | 6,669

Fiinks = 0,1-(7,187) = 0,719
Froons = 0,1 - (6,669) = 0,667
Fmittel - 07 694

Es ist deutlich zu merken, dass alle drei Werte, mit der Schrittweite 0,1 berechnet,
dem analytischen Wert F,,,;, = 0,693 ndher liegen, als die im Beispiel 1 mit einer
Schrittweite von 0,2.
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54.1.2 Trapezregel

Die Approximation durch Polynome spielt bei einer Vielzahl von Verfahren eine Rolle. Die
Grundidee ist, dass, wenn p () eine Naherung fiir y (x) ist, auch fab p(z)dr = ff y (z) dw
ist.

Abhéngig von der gewihlten Approximation kommen verschiedene Verfahren zustande.

Bei der Trapezregel wird die Funktion zwischen den Stiitzstellen x,, und x,,; linear inter-
poliert (siche Abbildung 5.13). Dadurch wird die gesuchte Flidche in Trapezflichen unterteilt,
deren Inhalt aus der Geometrie

a+b yn+yn—1

I=nh oder I =z, — 2z, 1] (5.72)
2 2
ist. Durch Aufsummierung der Teilflichen folgt:
b m
F = /y (x)dx ~ Z (|zn — Tpyal) (%) (fir m Teilintervalle)
" n=0
(5.73)
y A
Ax,
Ya¥s |
v T e
Wl ///7
Yo | /
/
F, F, F, F, F, F; h

Abbildung 5.13: Numerische Integration mittels Trapezregel
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Bei dquidistanter Teilung Ax vereinfacht sich die Berechnung zu:

m m—1

A
F = /y (z)dz ~ ZF” = Az - Z (Yn41) + Tx (Yo + Ym) (5.74)

Auch bei der Trapezregel hat man noch eine einfache Mdglichkeit unregelmafige Schritt-
weiten, d.h. nicht dquidistante Quantisierung, zu beriicksichtigen.

5.4.1.3 SiMPsONsche Regel

Die SiMPSONsche Regel lautet:

T2k
h
F= /f(:c)d:c =3 (Yo +4y1 + 2y2 + 4ys + ... + 2yop—2 + 4Yor—1 + Yor) (5.75)

zo

Sie ist ebenfalls eine zusammengesetzte Formel, da Parabelbogen als Ersatz fiir y (x) ver-
wendet werden.

Zu beachten ist:

e Die Stiitzstellen miissen dquidistant (konstante Schrittweite h ) sein.

e Die Anzahl der Stiitzstellen x,, muss ungerade sein (n = 0....2k) .

54.1.4 NEWTONsche Formel

Bei dieser Methode wird die NEWTONsche Interpolationsfunktion (sieche auch Abschnitt
3.1.3, Seite 76) mit folgenden Ergebnissen integriert:

Gleichung Stiitzstellenanz. | Interpolationsart
o dr =" 2 li
fxo p(z)de = 5 (Yo + 1) inear
2 h )
2o P (z)dr = 3 (Yo +4y1 + 1) 3 quadratisch
e 3h _
fxog p(r)dr = 8 (Yo + 3y1 + 3y2 + ys3) 4 kubisch
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5.4.1.5 Beispiel zur Anwendung der numerischen Integration

Man wende die Trapezregel und die SIMPSONsche Regel an, um das Integral foﬁ/ *sinz - do
aus der folgenden Tabelle zu ermitteln. Man vergleiche die Ergebnisse mit dem analytischen
Wert 1, = 1.

0 T 2 3T 4 5%
X 12 12 12 12 12

| N

sin x 0 0,259 | 0,500 | 0,707 | 0,866 | 0,966 | 1,000

Trapezregel

ItT:%(0+O,259+0,5+0,7O7+0,866+0,966+0,5):(),994

SiMPSONsche Regel

Is:3%(0+4-o,259+2~o,5+4-o,707+2~o,866+4~0,966+1):1,000

Es ist ersichtlich. dass die Anpassung durch quadratische Polynome ein bis auf drei Kom-
mastellen genaues Ergebnis liefert.

Newtonsche Interpolationsfunktion

a) linear

(0+0,259) +
(0,259 + 0,500) +

. (0,500 + 0, 707) +

Ing =
2-12
(0, 707 + 0, 866) +
(0,866 + 0,966) +
(0,966 -+ 1,000)
— 0,994
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b) quadratisch

(044 x%0,259 4 0,500) +

™

Ing= 35775 | (0,500 + 40,707 +0,866) +

(0,866 + 4 * 0,966 + 1, 000)

= 1,00003

c) kubisch

3.0 | (0+3%0,259+ 3% 0,500+ 0,707) +
o=

(0,707 + 3 % 0,866 + 3 x 0,966 + 1, 000)

= 1,00006

Es ist ersichtlich. dass die Anpassung durch quadratische Polynome ein bis auf drei Kom-
mastellen genaues Ergebnis liefert.

Bemerkung:

Die Genauigkeit der numerischen Verfahren muss immer auf die Anzahl der signifkant be-
rechneten und dargestellten Stellen bezogen werden. Wenn man z.B. dasselbe Problem mit
sieben signifikanten Stellen rechnet, dann liefert die SIMPSONsche Regel I = 1,000003,
was nicht dem analytischen Wert von /,,,,; = 1 entspricht.
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5.4.1.6 Aufgaben zur Anwendung der numerischen Integration

1
1. Berechnen Sie unter Verwendung der Trapezregel das Integral / = / 1
0

164

mit der
+z

Schrittweite h = 0, 1

. Berechnen Sie folgende Integrale.

Verwenden Sie dabei mindestens zwel numerische Verfahren und zwei unterschiedli-
che Schrittweiten und vergleichen Sie die Ergebnisse:

1
2
a) /ewdwund

1
2 x
b) /e—dm
1 i

. Berechnen Sie das Integral f11’3 Vxdx mittels der drei NEWTONschen Formeln und

vergleichen Sie die Ergebnisse.

10
. Berechnen Sie das Integral I = / —dx ndherungsweise.
Lz

Waihlen Sie dazu i = 1.
Verwenden Sie fiir das Intervall [1, 9] die SIMPSONsche Regel und fiir das Intervall
9, 10] die Trapezregel.
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5. Eine Messreihe der Spezifischen Warme ¢ des Al;O3 in Abhdngigkeit von der Tempe-

ratur 7" liefert die in der Tabelle aufgefiihrten Werte.
1000

Ermitteln Sie die Warmemenge () = / (T') - dT, die man einem Gramm Al5O3

zuftihren muss, um es von —200°C' auf 1000"6’ Zu erwirmen.

Die Integration ist numerisch nach

a) der Trapezregel

b) der SIMPSONschen Regel mit der Schrittweite A = 200°C' durchzufiihren.

T [°C] | c[e/(g- K)
—260 0
—200 0,04
~100 0,012

0 0,18
100 0,22
200 0,24
300 0,25
400 0,26
600 0,27
800 0,275

1000 0,28

6. Bei einem Pumpversuch wurden folgende Grundwasserstinde gemessen (sieche Abbil-
dung 5.14)
Berechnen Sie das Wasserdefizit (Volumen) des Absenkungstrichters, wenn der Grund-
wasserleiter folgende Kennwerte besitzt.
h, = 16m, M = 10m, k = 0,001m - s, Sy = 0,0001, ny = 0, 20
Benutzen Sie dazu die Methode der numerischen Integration
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Wasserstand in m

166

15,45
1535
1525
15,15
15,05
14,95
14,85
14,75
14,65
14,55
14,45
14.35
14,25

1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13 14

Radius in m

Abbildung 5.14: Grundwasserstand in Abhédngigkeit vom Radius
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5.4.2 Losung von Differentialgleichungen

Wihrend in den vorangegangenen Abschnitten die Losung von bestimmten Integralen im
Vordergrund stand, soll bei dem EULER-Verfahren, dem RUNGE-KUTTA-Verfahren und dem
Predictor-Corrector-Verfahren gezeigt werden, wie Losungen von gewohnlichen Differential-
gleichungen gewonnen werden. Dabei wird im Unterschied zu analytischen Methoden bei
den numerischen stets von den Grenzbedingungen, d.h. den Anfangs- und Randbedingungen,
ausgegangen. Speziell bei den DGL 1. Ordnung wird von den Anfangswerten ausgegangen;
dies fiihrt zu dem Begrift der Anfangswertaufgaben.

Fiir die DGL 1. Ordnung
dy
= 5.76
o= [y (5.76)
mit der Anfangsbedingung fiir den Anfangspunkt x = a und dem Funktionswert an dieser
Stelle y(y—q) = Y, liefert die formale Integration der DGL in den Grenzen x = a bis z = b:

/dydx_/f 2, y)da (5.77)

b
Yp = ya+/f($>y)dx

Damit erhdlt man den gesuchten Funktionswert ¥, an der Stelle z = b aus dem Funktions-
wert am Anfangspunkt plus dem bestimmten Integral iiber die Funktion y (siche Abbildung
5.15). Das Problem besteht jetzt darin, dass die Funktion y nicht bekannt ist. Aus diesem
Grund miissen fiir dieses Integral wieder Nidherungslosungen, wie sie im vorangegangenen
Abschnitt beschrieben wurden, angewendet werden. Die nachfolgenden Methoden unter-
scheiden sich in der Anwendung dieser Naherungsverfahren.
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yl\

y(b)=? E@y) =g

y(a)
/

L 4

a b

Abbildung 5.15: Berechnung des Funktionswertes y(b) aus dem Anfangswert y(a)

Diese Verfahren konnen verbessert werden, wenn diese Ndherung nur abschnittsweise be-
nutzt und dann iterativ auf das ganze Integrationsintervall ausgedehnt werden (siehe Abbil-
dung 5.16).

Y
y(b)=? _@,y) =y
Y(Xyi1)
y(x,) — 7
y(a) //
X
a % %wm 0 0
Axnl

Abbildung 5.16: Schrittweise Losung der Differentialgleichung

168



5.4. NUMERISCHE METHODEN

Tn

et [ Hawis (5.78)
Tn+1
i~ ot [ S (5.79)
b

[ Faois (5.80)
Man erkennt daraus, dass die Schreibweisen der Integrationsgrenzen:
untere Grenze: x =aoderz =x,
obere Grenze: r=>boderr =z,

gleichbedeutend sein konnen. Die indizierte Schreibweise wird meist fiir die Zwischeninter-
valle benutzt und bringt den Vorteil, dass sie in einer Programmiersprache leicht umgesetzt
werden kann.

5.4.2.1 EULER-Verfahren

Das EULER-Verfahren ist die einfachste Methode und nutzt die Tatsache aus, dass das In-
tegral ndherungsweise mittels der Rechteckformel bestimmt werden kann. Diese Néherung
ist um so schlechter, je grofer der Abstand zwischen a und b, d.h. die Schrittweite h bzw.
Ax, ist.

h=b—a

A:Bn = Tpt+1 — T

Damit erhilt die Losung folgende Gestalt:

Yo = Yo+ /bf(xay)dx X Yo+ fla, ya) - (0—a) (5.81)
X Yo+ flas ya) - R (5.82)
Yn+1 = Yn + 71f(x,y)dw R Yo+ [ (@5 Yn) - (T — Tn) (5.83)
N Yn + fn(xn, Yn) - Ay, (5.84)

Bei diesem Verfahren ist es moglich, mit unterschiedlichen Schrittweiten, d.h. mit einer nicht
dquidistanten Teilung, zu arbeiten. Auch eignet es sich gut fiir eine automatische Schrittwei-
tensteuerung, denn der Fehler, der durch die Ndherung entsteht, ist abhidngig vom Anstieg
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der Funktion y und von der Schrittweite (b — a) = Az. Setzt man in obige Gleichung die
Ausgangsdifferentialgleichung ein, so erhilt man:

(b—a) (5.85)

b
d
yp = ya+/f(l’,y)dx% Yo + ‘%

r=a

Beispiel zur Anwendug des EULER-Verfahrens (siche auch Abbildung 5.17):
Gesucht ist eine Niherungsldsung fiir die DGL ¢/ = 2y'/3 mit y (1) = 1.

Die Formel von EULER kann auch in der Form

yn+1:yn+h'y;

Yn+1 = Yn + (In—&-l - xn) *Tp+t1 e yi/S

geschrieben werden.

Der Abbruchfehler O(h?), der im Intervall von z,, bis z,,; gemacht wird, ist beim EULER-
Verfahren ziemlich groB (d. h. proportinal zu h?), so dass fiir eine hohe Genauigkeit sehr
kleine Schrittweiten i notwendig sind. Z.B. fiir » = 0, 01 folgt:

y1 ~ 14 (0,01)1 =1,0100
y2 ~ 1,0100 + (0,01) (1,01) (1,0033) = 1,0201

ys ~ 1,0201 + (0,01) (1,02) (1,0067) ~ 1,0304

Der Abbruchfehler bei jedem Intervall liegt in der ungefdhren Grofie von 0, 00007. Die vierte
Dezimalstelle ist also schon mit Vorsicht zu betrachten. Wenn man eine hohere Genauigkeit
wiinscht, dann ist eine kleinere Schrittweite A notwendig.

Die analytischen Werte sind

y1 = 1,01007
ys = 1,02027
ys = 1,03060

d.h die vierte Dezimalstelle ist tatsdchlich ungenau gewesen.
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exakte Losung

Néaherungslosung

A\ 4

(1,1 — T T T T

Abbildung 5.17: Entwicklung des Ergebnisses beim EULER-Verfahren
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5.4.2.2 RUNGE-KUTTA-Verfahren

Das RUNGE-KUTTA-Verfahren geht von dem gleichen Ansatz, der Naherung des Integrales
durch eine nidherungsweise Flichenberechnung, wie das EULER-Verfahren aus. Der Unter-
schied besteht im Grad der Approximationsfunktion zur Flachenberechnung, der beim EU-
LER-Verfahren ein linearer Ansatz ist. Hier beim RUNGE-KUTTA-Verfahren wird entsprechend
eines TAYLOR-Reihen-Ansatzes ein Polynom hoherer Ordnung benutzt.

h? P w h?

U= Yot Ya Db Yo Gt U g Y (5.86)

mit h=|b—al

Je nach Grad der beriicksichtigten Ableitung in der TAYLOR-Reihe unterscheidet man die
RUNGE-KUTTA-Verfahren in verschiedener n-ter Ordnungen.

Im Folgenden soll die indizierte Schreibweise beutzt werden, da meistens das gesamte Inte-
grationsintervall (a bis ) in Teilintervalle zerlegt wird und auflerdem diese Verfahren in der
Praxis programmtechnisch umgesetzt werden.

Ynt+1 = Yn + kn (5.87)

Dabei unterscheiden sich die unterschiedlichen RUNGE-KUTTA-Verfahren in den Metho-
den der Bestimmung des k,,. In diese Klassifizierung ldsst sich auch das EULER-Verfahren
einordnen, wenn

kn - Axn . f (xn)yn)

Az, = |Tpy1 — Ty
gesetzt wird.

Das einfachste Verfahren, welches sich vom EULER-Verfahren hinsichtlich der Genauigkeit
unterscheidet, ist das RUNGE-KUTTA-Verfahren 2. Ordnung. In diesem Fall ist:

Ynt1 = Yn + k? (588)

mit k1 = Az - f (0, Yn) (5.89)
1 1

ko = Az, - f <$n + §h7yn + 5’@) (5.90)

Az, = |Tpi1 — T,

Der Fehler dieses Verfahren wichst proportional mit der 3. Potenz von i (0(h?)) und ist
damit um eine Potenz besser als das EULER-Verfahren (0(h?)).
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Das RUNGE-KUTTA-Verfahren 4. Ordnung stellt ein hdufig benutztes Verfahren dar, welches
einen guten Kompromiss zwischen Genauigkeit und numerischem Aufwand darstellt. Fiir die
allgemeine Form

Yo = Ya + k (5.91)

schreibt man beim RUNGE-KUTTA-Verfahren 4. Ordnung;:

k= é-(k1+2k2+2k3+k4) (5.92)
ki =h-f(a, ya)

ky = h-f(a+g,ya+%)

ks :h-f(a+g,ya+%)

k4 =h 'f(a+h7 ya"—kB)

mit h=|b—al

Der Fehler dieses Verfahren ist von 5. Ordnung (0(k°)). Auch hier kann man zur Verbes-
serung der Genauigkeit das Gesamtintervall a bis b in Teilintervalle x,, mit y,, zerlegen und
so iterativ die Losung v, herbeifiihren. Da man innerhalb der Teilintervalle die Schrittweite
nicht dndern kann, erhdlt man so die Moglichkeit der Schrittweitensteuerung in Abhingig-
keit vom Gradienten:

1
V2= Yot g (k11 + 2ko1 + 2ks 1 + ka1) (5.93)

1
Yn+1 = Yn + 6 (kl,n + 2k2,n + 2k3,n + k4,n)

1
Y = Yo—Ax, + 6 (k1.p—az, + 2k2p— Az, + 23— Az, + K1p—Az,,)

Wenn n = 1 ist, ergibt sich x; zu a und

Axn = |xn+1 — Tn
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kl,n - A-rn . f ($n7 yn) (594)
Az, k
Ax, k

k?),n = Awn : f (xn + Txayn + 52>

kypn = Axy - f (g + Axp, yn + k3)
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Beispiel zur Anwendung des RUNGE-KUTTA-Verfahren:
Gesucht ist eine Niherungslosung fiir die DGL ¢/ = 2y'/3 mit y (1) = 1.

Mit 2y = 1 und h = 0, 1 erhilt man aus den obigen Formeln des RUNGE-KUTTA-Verfahren
4. Ordnung (siehe Gleichung 5.94):

ey =0,1-f(1,1)=0,1
Jy = 0,1 f(1,05;1,05) = 0, 10672
ks =0,1- f(1,05;1,05336) = 0, 10684

ki =0,1-f(1,1;1,10684) = 0,11378
Daraus errechnet man:
1
y1 =1+ (0,1+0,21344 4 0,21368 + 0, 11378) = 1, 10682

Der analytische Wert ist y = 1,10326. Der entsprechende Wert mit dem Verfahren von
EULER ist y = 1,10000, d.h. das RUNGE-KUTTA-Verfahren liefert bessere Werte. Wenn
aber eine hohere Genauigkeit gewiinscht wird, dann muss ebenfalls die Schrittweite kleiner
gewihlt werden.

5.4.2.3 Predictor-Corrector-Verfahren

Das Predictor-Corrector-Verfahren ist ein Zweischrittverfahren. In einem ersten Schritt wird
ein Hilfswert y; und im zweiten der gesuchte Wert y, berechnet. Damit entsteht zwar ein
erhohter numerischer Aufwand, aber die Genauigkeit steigt wesentlich gegeniiber den Ein-
schrittverfahren. Neben dem RUNGE-KUTTA-Verfahren stellt das Predictor-Corrector-Ver-
fahren das wesentlichste Integrationsverfahren dar. Als Predictor-Schritt wird in der ein-
fachsten Form, so wie bei dem EULER-Verfahren, eine Rechteckformel fiir die Berechnung
des Integrals verwendet:

b
Yp = Yot /f(a:, y)dz = ya + f(a, ya) - (b —a) (5.95)
Laut der Ausgangsdifferentialgleichung kann man auch schreiben:

dy

b
ylt = ya‘i‘/f(xvy)dx%ya‘i_ @ '(b_a’) :ya+y;(b_a) (596)

r=a

Der Unterschied besteht darin, dass beim Predictor-Schritt nicht der gesuchte Wert y; be-
rechnet wird, sondern dies als erste Ndherung des Wertes, als y; , betrachtet wird. Als zweiter
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Schritt, dem Corrector-Schritt, wird jetzt das Integral durch die Trapez-Formel berechnet,
wobei der Wert y; als oberer Wert in die Trapez-Formel eingesetzt wird:

OO (o) + £0.07) (5.97)

Analog zum Predictor-Schritt ldsst sich hier aus der Basis der Ausgangsdifterentialgleichung
formulieren.

Yo = Yo T

U

- (b — a) «
Yo = Yot g (ya + 9, ) (5.98)

Auch dieses Verfahren lasst sich auf n Teilintervalle des Bereiches « bis b ausdehnen und

iterativ berechnen. Dann lauten der Predictor- und der Corrector-Schritt fir das n + 1-ste
Intervall:

y:LJrl e yn + AZ‘ . (f(xTL?yn)) = yn —|— Ax . y’:l

Az

% AJ} / «
Yn+1 = Yn + 5 (f(l’m Yn) + f(Tnia, yn+1)) =Yn + o <yn + yn+1> (5.99)

mit Az = |z, — Ty

Auf dieser Basis sind eine Reihe von Verfahren entwickelt worden. Das obige Verfahren
besitzt den Nachteil, dass ein relativ groles Residuum, d.h. ein Restwertfehler, entsteht, der
proportional zu Axz? wichst (O(Az?)). Der Vorteil liegt in einer relativ einfachen Schrittwei-
tensteuerung, da nur der Wert f(x,,1, ;) oder die Ableitung von y,, 1 neu zu berechnen
ist. Ein sehr weit verbreitetes Predictor-Corrector-Verfahren ist das ADAMS-BASHFORTH-
MOULTON-Schema. Dieses Verfahren besitzt eine sehr gute Stabilitdt. Im Gegensatz zu dem
einfachen Predictor-Corrector-Verfahren werden hier mehrere Stiitzpunkte vorhergehender
Integrationsschritte benétigt. Damit wird die Berechnung der Nidherungsfliche nicht mehr
tiber ein Rechteck erfolgen, sondern es wird zur Begrenzung ein Polygonzug verwendet. Bei
dem héaufig benutzten ADAMS-BASHFORTH 3. Ordnung erfolgt dies in folgender Art.

Fiir den Predictor-Schritt gilt:

«f A:L’
Ynt1 = Yn + 19 (5 f(ffn—z, yn—2) - 16f(fn—17 ?/n—l) +23 f(xnv yn)) (5.100)
AIE ’ ’ ’
=g+ o (54 — 16y, + 234, )
12
Der Corrector-Schritt lautet dann:
A.CC «
Yn+1 = Yn + E <_f(xn—17 yn—l) + 8f(mn7 yn) + 5f($n+17 yn+1)> (5101)
AQ: ’ / «
= Yo+ T (Vo + 89, + 50 )

Diese Methode liefert ein Residuum, das proportional mit der 4. Potenz von Az (~ Ax?)
lauft, d.h. O(Az?). Der Nachteil besteht darin, dass bei einer Schrittweitenéinderung fiir das
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Intervall n auch die Intervalle n — 1 und n — 2 neu berechnet werden miissen. Damit ergibt
sich die Notwendigkeit, die Intervalle n,n — 1 und n — 2 mit der gleichen Schrittweite Ax
zu berechnen. Dies kann zu einem erhohten Rechenaufwand bei starken Gradientenschwan-
kungen fiihren.
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Beispiel zur Anwendung des Predictor-Corrector-Verfahrens:

1
Es wird eine Naherungslosung fiir die DGL 3/ = xy3 mity (1) = 1 gesucht. Die Genauigkeit
soll £ < 10~ °betragen.

Fiir jeden Vorwiértsschritt wird die einfache EULERsche Formel als ein Predictor benutzt. Es
setzt eine erste Schiatzung von v, ; voraus. Hier ergibt sich aus o = 1 und h = 0,05

y(1,05) ~140,05-1=1,05

Die DGL, die sich dann ergibt, lautet:
1
y' (1,05) = 1,051,053 = 1,0661

Zum Corrector wird die (nach der Trapezregel) modifizierte EULERsche Formel:

1
Yn+1 = Yn + §h (y;l + ?J;H)

Sie ergibt:
y(1,05) ~ 1+ 0,025(1+ 1,0661) = 1,05165

Mit diesem neuen Wert der DGL wird 3/’ (1,05) zu 1, 0678 korrigiert, danach wird der Cor-
rector neu angewandt und liefert als Ergebnis

y(1,05) ~ 1+ 0,025 (1 + 1,0678) = 1,0517

Weitere Rechnungen bestétigen diese vier Dezimalstellen, so dass die gewlinschte Genau-
igkeit erreicht ist. Es ist zu bemerken, dass dieselbe Genauigkeit mit der einfachen EU-
LERschen Formel mit der Schrittweite A = 0, 01 erreicht wird.

Im Allgemeinen iteriert man so lange, bis sich die Konvergenz einstellt, falls eine vorliegt.
Danach kann mit dem néchsten Intervall fortgefahren werden, indem man wieder mit einer
einfachen Anwendung der Predictor-Formel beginnt.
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5.4.2.4 Aufgaben zur numerischen Losung von DGL

1. Wenden Sie die einfache EULERsche Methode auf die DGL
Yy = —xy mit y(0)=2

an, indem Sie bis x = 1 mit wenigen Intervallen, z.B. 0,5 0,2 und 0, 1 rechnen.
Konvergieren die Ergebnisse gegen den exakten Losungswert y (1) = 1?

2. Wenden Sie das RUNGE-KUTTA-Verfahren 4. Ordnung und ein Predictor-Corrector-
Verfahren auf das oben genannte Problem an und vergleichen Sie die Ergebnisse.

3. Fir die Konzentrationsinderung C' [mg| durch Sorption von Schadstoffen an der Bo-
denmatrix soll folgende DGL gelten:

T.C+C =K

wobei T} eine Zeitkonstante und K eine Konstante sein sollen. 7} = 1d~', K = 100
Die Konzentrationsédnderung zum Zeitpunkt ¢ = 0 soll C'(0) = 0 sein.

a) Losen Sie die DGL mittels EULER-Verfahren (Rechteckregel mit 2~ = 0, 1d) und
berechnen Sie die Konzentrationsdnderung fiir den Zeitpunkt ¢t = 1d.

b) Skizzieren Sie den prinzipiellen Zeitverlauf der Konzentrationsdnderung

4. Der Grundwasserwiederanstieg und damit die Auffiillung der Restlocher in den ehe-
maligen Braunkohlentagebauen dauert unter natiirlichen Bedingungen zu lange. Des-
halb wird der Auffiillvorgang (h;—o = 0) mit einer konstanten Fremdeinspeisung be-
schleunigt (siehe Abbildung 11.13).

Stellen Sie fiir den Auffiillvorgang h(t), ohne Beriicksichtigung des Grundwasserlei-
ters und eventueller Grundwasserneubildungsrate, die Differentialgleichung auf.
Beschreiben Sie die Losung mittels numerischer Methoden.

\4

—]

h(t)

Y

Abbildung 5.18: Fiillvorgang eines Restloches
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5. Es ist folgende Differentialgleichung gegeben:

dh .
E_|_]<;-h:g mit hi—o =0

g=0,015m s und k =0,01s!
Losen Sie die Differentialgleichung mittels numerischer Methoden.
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KAPITEL 6. UBERBLICK

Fiir die partiellen Differentialgleichungen (Partial Differential Equation - PDE), die durch
die Beriicksichtigung der funktionalen Abhingigkeiten von mehreren unabhidngigen Varia-
blen gekennzeichnet sind, gibt es keinen allgemein giiltigen Losungsansatz.

Aus diesem Grund werden im Folgenden ausgewéhlte PDE, die fiir die Hydrogeologie eine
Rolle spielen, behandelt. Dabei stehen die Gleichungen der Grundwasserstromung und die
Konvektions-Dispersions-Gleichungen im Vordergrund.

Je nach Grad der Kompliziertheit der Gleichung, bestimmt durch die Anzahl der unabhéngi-
gen Parameter, Berticksichtigung von Inhomogenititen, Anisotropien und Nichtlinearititen,
werden die verschiedenen mathematischen Methoden, wie analytische oder numerische
Losungen, zur Anwendung gebracht.

Die physikalischen Prozesse lassen sich in die so genannten Mengenstromungs- und die
Stofftransportprozesse einteilen. Die Benutzung des Energie- und Massenerhaltungsgesetzes
fiihrt auf folgendes System von gekoppelten partiellen Differentialgleichungen, bei denen fiir
die Stoffprozesse nur der Transport angesetzt wird:

e die dynamische Grundgleichung des Stromungsprozesses:

v=—k grad h (6.1)

e die Bilanzgleichung des Stromungsprozesses:

. oh
div v = SOE —w (6.2)

e die Grenzbedingungen des Stromungsprozesses:

Anfangs- und Randbedingungen 1., 2. und 3. Art

Bei der Modellbildung fiir den Stoff- und Energietransport muss fiir jeden Wasserinhalts-
stoff, bzw. bei nichtmischbaren Stoffprozessen fiir jede Stoffgruppe und fiir jede Phase im
Mehrphasensystem Boden (fliissig (Wasser, Ole), fest (Gesteinsmatrix), gasformig (Luft, Ga-
se)), dieses Gleichungssystem aufgestellt werden. Fiir jedes Teilsystem miissen die Bilanz-
gleichungen definiert werden, die sich aus folgenden Teilen zusammensetzen:

e den dynamischen Grundgleichungen fiir den Transportprozess:

Transport durch Dispersion: 7 = D grad P (6.3)
Transport durch Konvektion: go = UP (6.4)

e den Bilanzgleichungen fiir den Transportprozess:

oP

div g = (no+ O‘)E — Wy (6.5)
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e den Grenzbedingungen fiir den Transportprozess:

Anfangs- und Randbedingungen 1., 2. und 3. Art

Die Verkoppelung der Gleichungen innerhalb eines jeden Teilsystems ist durch die Aus-
tauschterme gegeben. Uber die Teilsysteme hinweg erfolgt sie durch interne Reaktionsterme.
In einem Bilanzraum, auch als reprisentatives Elementarvolumen (REV) bezeichnet, gilt
folgende Bilanzgleichung:

Transport = interne Reaktion + Speicherung + Austausch + externe Quellen

Zu diesen Grundgleichungen kommen noch die chemischen Reaktionsgleichungen (Stoft-
wandlungsprozesse) und biologische Wachstumsprozesse hinzu. Das mathematische Modell
besteht damit aus einem System von gewdhnlichen bzw. partiellen Differentialgleichungen
und algebraischen Gleichungen, deren Koeffizienten meist eine Funktion des Ortes, der Zeit
und des Potentials sind. Damit ist das System nichtlinear und sowohl orts- als auch zeitva-
riant. Die Prozesse im Boden- und Grundwasserbereich sind durch eine hohe Komplexitit,
eine schlechte Kondition, einen groBen Bereich der Zeitkonstanten und eine hohe Unsicher-
heit der Eingangsparameter gekennzeichnet.

Die Grundgleichungen lassen sich jeweils fiir den Stromungs- und den Stoffprozess zusam-
menfassen, und man erhélt zwei nichtlineare partielle Differentialgleichungen (PDGL) zwei-
ter Ordnung:

e die Leitungsgleichung fiir den Stromungsprozess (parabolische PDE):

div (k(zy,-)grad h) = SO%L —w (6.6)

e die Konvektions-Diffusions-Gleichung fiir den Transportprozess (hyperbolische
PDE):

. = oP
div (Dgrad P - UP) = (no + )= — 6.7)

Je nach Verhiltnis des Dispersionsanteiles (5 grad P) zur Konvektion <5P) am Gesamt-
transportprozess dndert sich die Eigenschaft dieser PDE zwischen iiberwiegend parabo-
lischen, hyperbolischen oder PDE ersten Grades. Wenn die Konvektion gegen Null geht
(gP — O) entsteht die PDE parabolischen Typs, bei (5 grad P — O) erhélt man die
PDE erster Ordnung.

Die Verkoppelung des Mengen- und des Stoffstromes erfolgt iiber die Kennwerte der Wasser-
beschaffenheit (Temperatur 7', Stoffkonzentration C, kinematische Zéhigkeit v und Dichte
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p) und iiber die Kennwerte der unterirdischen Strémungsvorginge (Filtergeschwindigkeit v,

S 0 .
Speicherinhaltsdnderung C - 5—12 sowie innere Stromungsquellen und -senken w).

Diese komplexe Form der Systembeschreibung wird oft durch vereinfachte Formen, bei de-
nen der eine oder andere Prozess vernachléssigt wird oder die Abhédngigkeit von der einen
oder anderen unabhédngigen Variablen aufler acht gelassen wird, angendhert. Eine grundle-
gende Vereinfachung entsteht durch die entkoppelte Betrachtungsweise von Stromungs- und
Transportprozessen und chemischer Kinetik. Wesentliche Vereinfachung erhilt man auch
durch die Reduzierung des mehrdimensionalen Raumes auf eine Ortskoordinate und/oder
die Zeitvariable.

Diese Vorgehensweise soll exemplarisch an oft verwendeten und ingenieurmifig bedeu-
tungsvollen Beispielen durch folgende Kapitel demonstriert werden.

6.1 Eindimensionale Stromungsgleichung

Unter der Voraussetzung vereinfachter Stromungsbedingungen, der Betrachtung im Zylin-
derkoordinatenraum sowie der Integration iiber die Hohe z durch eine Transformation, z. B.
das so genannte GIRINSKIJ-Potential ®, erhélt man fiir das rotationssymmetrische Stro-
mungsfeld folgende Gleichungen:

P 1dd w
tationire Stro : — 4+ —4+-—=0 6.8
stationiire Stromung I + I + i (6.8)
d’Z 1dz Z
“undichter” Stromungsleiter (Leakyaquifer): +-———5;=0 (6.9)

dr? " rdr B2

0?Z 10z Z 0z

92 + o T B = CLE (6.10)
Fiir diese Gleichungen sind von THEIS u. a. analytische Losungen (sieche Abschnitt 8.1
THEISsche Brunnengleichung, Seite 204) gefunden worden. Diesen Gleichungen kommt die
grofle Bedeutung zu, dass sie fiir viele ingenieurméfBige Untersuchungen, die lokalen Cha-
rakter tragen (ca. 200 m Ausdehnung, z. B. Baugruben) und fiir die die hydrogeologischen
Voraussetzungen erflillt sind, brauchbare Ergebnisse liefern. Aulerdem bilden sie die Grund-
lage fiir Verfahren zur indirekten Parametererkundung, z.B. fiir die so genannten Pumpver-

suchsauswertungen (siche Abschnitt 14.1 Pumpversuchsauswertung, Seite 390).

nichtstationire Stromung:

Ahnliche Voraussetzungen trifft man auch bei der parallelen Grabenstromung an, wobei
die PDE folgende Form hat:

PZ  w 0Z

llele Grab tro : — =0

parallele Grabenanstromung o E Yo

Bedeutung haben die eindimensionalen Prozesse auch bei der Untersuchung der Transport-

vorginge in so genannten Stromrohren im Zusammenhang mit Schadstoffeintridgen.

6.11)
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6.2 Horizontalebene
Grundwasserstromungsgleichung

Die horizontalebene Grundwasserstromungsgleichung stellt neben den Brunnengleichungen
(siehe Gleichungen 6.8 bis 6.10) einen Fundamentalsatz fiir die Betrachtung der Stromungs-
prozesse dar. Mittels der DUPUIT-Annahmen (siehe Abschnitt 7.1 DUPUIT-Annahmen und
Bilanzgleichung, Seite 192), die einen vereinfachten Grundwasserleiter charakterisieren, und
einer Integraltransformation zur Beschreibung der Profildurchlassigkeit, der Transmissibilitét
T, ergibt sich die Stromungsgleichung zu:

0
div (T(s ) grad zg) = S% — Wy (6.12)
Diese Gleichung kann fiir jedes Grundwasserstockwerk getrennt angesetzt und die Kopp-
lung zwischen den Grundwasserleitern iiber hydraulische Fenster erzielt werden. Diese Glei-
chung bildet die Grundlage der meisten hydrogeologischen GroBBraummodelle, so auch fiir

die Bergbaugebiete des Mitteldeutschen und des Lausitzer Raumes.

6.3 Eindimensionaler Stofftransport

Fiir den Stofftransport spielt die Modellierung der eindimensionalen Prozesse eine ebenso
grof3e Rolle, da sie einerseits teilweise analytisch 16sbar sind und zum anderen fiir die Mo-
delleichung (z. B. bei so genannten Sdulenversuchen) die Basis bilden. Auch greift die indi-
rekte Parameterestimation darauf zuriick (z. B. Tracerversuche). Als Beispielsgleichungen
lassen sich ableiten:

e Wirmetransport infolge von Niederschldgen in der ungesattigten Bodenzone durch:

0 0 Pu dny,
Wasser (Index w): &(kwg(i—w +2)) = % — Wy (6.13)
0 0 dn
Luft (Index L): &Uqé(% +2)) = d_tL — wy, (6.14)
e cindimensionaler Transport durch:
Konvektion: 5%—? = —qaa—g (6.15)
2
Dispersion: 8872 = a%—f (6.16)
2
Dispersion und Konvektion: M D s q@ = 5@ +AC' —w (6.17)

T
Dabei werden die drei Félle unterschieden, bei denen A und/oder w gleich bzw. un-
gleich von Null sind.
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6.4 Mehrphasenstromung

Bei der Modellierung der Mehrphasenstromung wird das gleichzeitige Wirken mehrerer Pha-
sen im pordsen Medium, dem Boden bzw. dem Grundwasserleiter, beriicksichtigt. In der Li-
teratur werden an einem Dreiphasensystem die Beziehungen aufgestellt. Entsprechend der
Gleichung 6.7 auf Seite 185 folgt bei Vernachlidssigung des Dispersionsanteiles:

O(PpaSa
div (paV'a) + % — P (6.18)
In diesem Fall stellt « eine allgemeine Fluidphase dar. Bei dem Dreiphasensystem werden
die Phasen Wasser (o« = w), NAPL (n) und Luft (a) beriicksichtigt. Dabei ist NAPL die

Abkiirzung fiir Mineraldlprodukte (Non-Aqueous-Phase-Liquid - NAPL).

Unter Vernachldssigung des Impulssatzes zwischen den Fluidphasen kann das DARCY-Ge-
setz auf das Mehrphasensystem erweitert werden:

k'kra

(67

(grad pa + pa - 9) (6.19)

Uy = —

Die Wechselwirkungen zwischen den einzelnen Phasen werden durch zusitzliche Gleichun-
gen, die Nebenbedingungen, beschrieben:

Sw + Sn + Sq = 1 (der Porenraum wird von der Summe der drei Phasen ausgefiillt)
Pn " Pw = Ponw(sw,sq) (Kapillardruck-Sittigungsbeziehung)

Pa - Pn = PCan(Sw,Sa)

kra = kra(sw,sq) (Relative Permeabilitits-Séttigungsbeziehung)

Das nichtlineare Gleichungssystem ldsst sich in vielen praktischen Anwendungsfillen un-
ter der Annahme, dass Luft unendlich mobil ist, auf jeweils eine Bewegungsphase fiir die
Wasserphase und fiir die NAPL-Phase beschrinken.

Bei dem eindimensionalen Verdringungsvorgang von Ol durch Wasser wird die analy-
tische Losung von BUCKLEY und LEVERETT, die die instationdren Vorgidnge beschreibt,
verwendet. Zur Beschreibung der relativen Permeabilitéts-Sattigungskurve kann die COREY-
Funktion angesetzt werden:

o = S* (6.20)
Epn = (1 —8%)%- (1 — S*2) (6.21)
. * (Sw B Swr)
t:S* = : =S, =0,2
mit : S A= Su — 5. Swr = Spr =0,
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6.4. MEHRPHASENSTROMUNG

Fiir den zweidimensionalen Fall und die Untersuchung des Dreiphasensystems Luft/NAPL/-
Wasser werden folgende Ansétze untersucht:

Fiir die Kapillardruck-Sittigungsbeziehung wird der Ansatz von PARKER zur Parametrisierung
verwendet:

1 Ny 1

P, nw = Pn — Pw = Se — 1)me 6.22
¢ e _an( (1 - nvG) ) ( )
1 Sy + Sw — Swr e 1
Pean = Pa —pn = (=nyg) — 1) 6.23
¢ b b QG _ﬁan << 11— Swr ) ¢ ) ¢ ( )
Sw — S, o o
't:Se: = TUT; nw — aw; an — .-
o 1 - Swr 6 nw 6 Oan

Fiir die relative Permeabilitiits-Sittigungs-Beziehung fiir die nichtbenetzende Fliissigkeit
(NAPL) wird ein Modell von STONE benutzt:

Sn(l - Swr)krnw : kran

k: pu—
(1= 8,)(Sn + Sw — Swr)

(6.24)

wobei k.., und k,,, die relative Permeabilitits-Sittigungs-Beziehung der NAPL-Phase in
einem Zweiphasensystem (Wasser/NAPL) und (Luft/NAPL) darstellen. Die in der urspriing-
lichen Form des STONEschen Modells vorkommenden Parameter S,,, und &,.,,.,, wurden mit
den Werten “0” und “1” belegt. Fiir die Wasserphase wird die Beziehung von PARKER ver-
wendet:

(nyg—1)
Fow = /S0 | 1= <1 - %Z—fl)) v (6.25)
. Sw - Swr
mit: Se = m
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Horizontalebene
Grundwasserstromungsgleichung
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7.1 DuPUIT-Annahmen und Bilanzgleichung

Die Beschreibung des rotationssymetrischen Grundwasserstromungsfeldes erfolgt auf Ba-
sis von horizontalebenen Stromungsvorgéngen, bei denen der vertikale Stromungsvektor
zu vernachlissigen ist. Die Uberfiihrung des dreidimensionalen Strémungsregimes in eine
zweidimensionale mathematische Beschreibung erfolgt unter Beriicksichtigung der

DurUIT-Annahmen:

e Die Potentiallinien h = const verlaufen parallel zur z-Achse. Das ist gleichbedeutend
damit, dass die vertikale Komponente der Grundwasserstromung (v, — 0) gleich Null
ist. Dies kann durch einen unendlich groflen vertikalen Stromungswiderstand (spezi-
fischer Durchléssigkeitskoeffizient in z-Richtung (k, — 00)) oder durch einen feh-
lenden Gradienten der Standrohrspiegelh6he entstehen:

=—=0
0z

Uy

e Die horizontale Geschwindigkeit ist liber die gesamte durchstromte Hohe des Grund-

wasserleiters konstant. Das heilit, die vertikalen Gradienten der horizontalen Stro-
mungskomponenten sind gleich Null:

vy _ vy
0z Oz

=0 (7.1)

e Die horizontale Geschwindigkeit ist dem Gefille der freien Oberflache entsprechend
dem DARCY-Gesetz proportional:

oh
Uy = —ky . a_y (72)
oh

Das Kriiftegleichgewichtsgesetz wird unter der Voraussetzung, dass nur Druckkraft, Schwer-
kraft, Kapillarkraft und innere Reibung wirken, aufgestellt. Triagheitskréfte, Haftkrifte, tur-
bulente Reibungskréfte und andere sollen dagegen vernachldssigbar klein sein. Da die Grund-
wasserbewegung als gesittigte Filterstromung angesehen wird, erhdlt man nach DARCY fol-
gendes Gesetz :

v=—k-grad h (7.4)

DasDARCY-Gesetz ist nur so lange giiltig, wie die bei seiner Ableitung vorhandenen Voraus-
setzungen zutreffen. So verliert es beim Anwachsen der oben vernachlissigten Krifte seine
Giiltigkeit. Fiir die praktisch interessierenden Grundwasserstromungsvorginge kann jedoch
die Giiltigkeit des DARCY-Gesetzes mit hinreichender Genauigkeit angenommen werden.

Systemanalyse in der Wasserwirtschaft Peter-Wolfgang Griber



7.1. DUPUIT-ANNAHMEN UND BILANZGLEICHUNG

Nur in unmittelbarer Brunnenndhe kann bei groflen Filtergeschwindigkeiten eine Verletzung
dieses Gesetzes auftreten.

Mit den DUPUIT-Annahmen lésst sich die Bilanzgleichung fiir die horizontalebene Grund-
wasserstromungsgleichung aufstellen. Der spezifische Volumenstrom ¢, bezogen auf eine
Stromungsfeldbreite von 1m, berechnet sich nach:

D

q= / 7 dz (1.5)

zZ=a

D durchstromte Méchtigkeit
M Maichtigkeit des Aquifers bei gespanntem

D = GWL
zr Lage der freien Grundwasseroberflache bei ungespanntem

und damit lautet die Bilanzgleichung:

D

oh
leq_': ng + /S{) dz -E—w (76)

w  Quell-/Senkenterm
no Speicherkoeffizient an der freien Grundwasseroberfldche auf Grund
von gravimetrischen Effekten
Sp elastischer Speicherkoeffizient, der innerhalb des Grundwasserleiters wirkt

Der summarische Ausdruck fiir die Speicherfahigkeit wird auch mit .S als allgemeiner Spei-
cherkoeffizient bezeichnet:

D

S = ng + /So dz (77)
C
no+ [ Sodz  beiungespanntem
S = 0 GWL (7.8)
Sp dz bei gespanntem
\ z2=0

Fiir den Fall, dass der gravimetrische Speicherkoeffizient wesentlich groBer als die Summe
aller elastischen Effekte in vertikaler Richtung ist, kann man schreiben:

ZR
ng >> /So dz (7.9)
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Der Speicherkoeffizient S kann folgende Werte annehmen:

ng X Ng = N bei ungespanntem
S = M GWL (7.10)
| Sodz bei gespanntem
z2=0

Daraus resultiert, dass bei Vorhandensein einer freien Grundwasseroberfliche und einer klei-
nen durchstromten Méchtigkeit des GWL (D << 100m) der Speicherkoeffizient nur von
dem gravimetrischen Koeffizienten abhédngt.

Fiir die wirkende Wasserhohe h gelten entsprechend den Grundwasserverhéltnissen folgende
Beziehungen:

h bei gespanntem
h = GWL

2R bei ungespanntem

Damit schreibt sich die Bilanzgleichung, auch als Kontinuitdtsgleichung bezeichnet, in der
Form:

oh
divg=95-—— 7.11
v g o Y (7.11)
Mit den Gleichungen 7.5 und 7.6 erhilt man die horizontalebene Grundwasserstromungs-
gleichung in folgender Form:
D

Ooh
div /k‘ dz grad h :S-E—w (7.12)

Definitionsgemal ist i, damit auch grad h, unabhidngig von z und kann somit aus dem In-
tegral herausgezogen werden. Als weitere vereinfachte Schreibweise wird fiir das Integral
iiber den Durchléssigkeitsbeiwert der Begrift der Transmissibilitit 7" eingefiihrt:

D
T = / kdz (7.13)
Diese Integraldarstellung der Transmissibilitdt ldsst sich numerisch schlecht auswerten, da

der Durchldssigkeitskoeffizient nur als Stufenfunktion und nicht als stetige Funktion darstell-
bar ist.

Damit lautet die horizontalebene Grundwasserstromungsgleichung in der Darstellung der
Wasserhohen:

h
div (T'grad h) = S - on _ w fiir gespannte
05 GWL (7.14)
div (T grad zg) = S - % —w flir ungespannte
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7.2 Potentialdarstellung

Zur Losung der partiellen Differentialgleichung der unterirdischen Stromungsvorginge wur-
de im vorangegangenen Kapitel eine Integraltransformation benutzt, die zur Grof3e der Trans-
missibilitét fiihrt. In diesem siehe Abschnitt soll nun durch Anwendung einer anderen Inte-
graltransformation, das so genannte GIRINSK1J-Potential ®, auch eine relativ einfache Lo-
sung herbeigefiihrt und somit die horizontalebene Grundwasserstromungsgleichung in der
Potentialschreibweise dargestellt werden.

Das GIRINSKIJ-Potential ® ist definiert als:

D

B(z,y) = / 9(2) - (h(x,y, 2) — 2) dz (7.15)

zZ=a

In dieser Gleichung charakterisiert die Funktion g(z) die Abhéngigkeit des Durchléssig-
keitsbeiwertes k& von der Hohe z:

Fiir den im Folgenden zu betrachteten ungeschichteten Grundwasserleiter gilt:
9(z) =1

Ooh
Unter Beachtung der auch hier geltenden DUPUIT-Annahmen (8_ = 0; h # f(2)) und
z
der Annahme, dass die untere Begrenzung des Grundwasserleiters a gleich Null ist (a = 0)
ergibt das Integral die beiden Losungen:

Bz, y) = /(h—z) iz — [h-z——r (7.17)

M
M -h — — gespannter
= , 2 GWL (7.18)
“R

9 ungespannter

Der spezifische Volumenstrom ergibt sich unter Beachtung des DARCY-Gesetzes zu:

D
7= /Udz (7.19)
2=0
und mit: o = —k grad h  ergibt sich
D
q= /(—k -grad h)dz (7.20)
2=0
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Da definitionsgemdf3k und A keine Funktionen von z sind, kann man k£ vor das Integral
schreiben und die Reihenfolge der Differentiation (grad) und der Integration vertauschen.

Man erhalt:
D
qg=—Fk- grad/h dz (7.21)
2=0
qd=—k-grad ® (7.22)

Die horizontalebene Grundwasserstromungsgleichung lautet in Potentialform:

div (k grad &) =5 on _ w  gespannter
gt GWL (7.23)
div (k grad @) = S% —w ungespannter

Diese PDE lassen sich in eine einheitliche Potentialschreibweise iiberfithren, wenn die Defi-
nition fiir das GIRINSKIJ-Potential, getrennt nach gespannten und ungespannten Verhélt-
nissen, eingefithrt wird:

oh oh 0P
55_5.8_@.5 (7.24)
1 ) d 2
S-—-a—zia— mit<I>:Mh—% gespannter
_ M ot M ot 2 GWL
S L 0®_ 500 mit & = R ungespannter
V2d Ot zp Ot 2 8P
(7.25)
Dabei gilt:
o M
h=—+ — 7.26
TR (7.26)
oh 1
E i (7.27)
bzw.
Z2r = V20 (7.28)
O _ 1 (7.29)

0P 20
Setzt man einen homogenen, isotropen Grundwasserleiter voraus, d.h. k = const., so kann
k aus der Divergenz herausgenommen und durch Division auf die rechte Seite gebracht wer-
den. Man erhélt mit der Einfiihrung der Transmissibilitdt und der geohydraulischen Zeit-
konstanten dann:
0o

w
div (grad ®) = a2 — &
iv (grad @) aor ~ %
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mit:

a =

(7.30)

S
T
D
k- M gespannter
T = / kdz=

GWL (7.31)

2=0 k-zgr ungespannter

Damit hat man eine allgemeingiiltige PDE gefunden, die linear und damit analytisch 16sbar
ist.

Beachtet werden muss allerdings, dass die Linearitit bei Grundwasserverhédltnissen mit freier
Grundwasseroberfliche, d.h. bei ungespannten Grundwasserleitern, nicht exakt gilt, da die
geohydraulische Zeitkonstante a eine Funktion von zp ist. In diesem Fall ist fiir 7" und damit
auch fiir « mit dem zeitlichen Mittelwert zu arbeiten. Dabei hat sich fiir a folgende Naherung

gut bewihrt:

i~ “”T_Z“t (7.32)

Fiir extreme Absenkungsverhiltnisse iiber 10% der Grundwasserspiegelhohe gilt diese Glei-
chung also nur ndherungsweise. An Stelle des GIRINSKIJ-Potentials ist sehr oft die Verdn-
derung des Standrohrwasserspiegels, d.h. die Absenkung, von Interesse. Deshalb wird die
Potentialdifferenz zwischen dem Ausgangspotential ®; und dem aktuellen Potential ® be-
nutzt. Bei ungeschichtetem Grundwasserleiter, d.h. bei k(z) = const. und damit g(z) = 0,
gilt:

D D
Z =0, 9— = /(ht:(] —2)dz — /(ht —2)dz (7.33)
z=0 2=0
M(hi=o — h) gespannter
= GWL
2 .2
M ungespannter

2

Der Index 0 steht dabei fiir die Verhéltnisse zum Zeipunkt ¢ = 0, d.h. &y = ®;,_q, hg = hi—o,
ZRo = ZRri—o- In einigen Literaturstellen wird dafiir auch der Index n (®,,, h,,, zg,) benutzt.

Setzt man dies in die PDE ein, so erhilt man:

oz
di dZ)=a—+ — 7.34
iv (grad Z) = a 5 T (7.34)

DefinitionsgemaB ist darin w’ die Speisungsgrofle, die durch die Potentialdnderung Z verur-
sacht wird, wihrend w die Speisungsgrofe darstellt, die von auflen auf den Grundwasserleiter
wirkt, z. B. die natiirliche Grundwasserneubildung:

w w w
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Praktisch interessieren folgende zwei Fille:

o w =0,
d.h. die Speisungsverhiltnisse werden durch die betrachtete Anderung des Grundwas-
serspiegels nicht veridndert, und

Z

ﬁ)

d.h. die Potentialdifferenz Z verursacht eine zuséatzliche proportionale Speisung (siche
Abschnitt 8.1.3 Speisung aus benachbarten Schichten, Seite 230)

w/
o — —
k

Setzt man in allen Féllen einen Speisungsfaktor B an, der fiir den ersten Fall gegen unendlich
geht (B = 00), erhilt man die allgemeine Form, die Standardform der horizontalebenen
Grundwasserstromungsgleichung:

oz Z

div (grad Z7) = a— +

5 T (7.36)

Zur Losung dieser PDE ist es notwendig, die allgemeine vektorielle Differentialschreibweise
in eine koordinatenbezogene Schreibweise zu {liberfiihren (siche Abschnitt 2.2 Rechenregeln
der Vektoralgebra, Seite 51).

Bei Einfiihrung der kartesischen Koordinaten erhélt man eine PDE, mit deren Hilfe man
Grundwasserstromungsprozesse im Zusammenhang mit der Grabenanstromung (siehe Ab-
schnitt 6.1 Eindimensionale Stromungsgleichung, Seite 186) untersuchen kann. Die Zylin-
derkoordinaten fiihren zu einer Darstellung, die bei der Untersuchung von rotationssymme-
trischen Problemen (sieche Abschnitt 8.1 THEISsche Brunnengleichung, Seite 204) sehr niitz-
lich ist.
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7.3 Grenzbedingungen

Jeder Stromungsvorgang findet in einem Ortlich und zeitlich abgegrenzten Raum statt, d.h. er
stellt ein in sich abgeschlossenes System dar, welches mit seiner Umgebung iiber bestimmte
Bedingungen verbunden ist. Uber solche Koppelbedingungen kénnen sowohl Informationen
und Energien als auch Materie ausgetauscht werden. Sie werden als Grenzbedingungen
bezeichnet. Wihrend das System durch die PDE beschrieben wird und im Allgemeinen fiir
alle Zustinde gilt, werden durch die Grenzbedingungen eindeutige Losungen erzwungen.
Die Wirkung der Grenzbedingungen ist identisch mit dem Bestimmen der Integrationskon-
stanten bei der Losung von DGL. Grenzbedingungen werden dem betrachteten System von
auBen aufgeprédgt und wirken unabhédngig von dessen Zustandsgréfen.

Dabei werden Randbedingungen (Grenzbedingungen an bestimmten Ortspunkten) und An-
fangsbedingungen (Grenzbedingungen zum Bezugszeitpunkt) unterschieden. Neben dem
Kriftegleichgewichtsgesetz und dem Massenerhaltungsgesetz dienen die Anfangs- und Rand-
bedingungen zur eindeutigen mathematischen Beschreibung des Originalprozesses, dem Stro-
mungsvorgang. Sie sind als Bestandteil des mathematischen Modells zu sehen.

7.3.1 Anfangsbedingungen

Bei der Betrachtung von dynamischen Systemen wird von Relativzeiten gesprochen. Der
absolute Zeitpunkt, zu dem das System aus seinem statischen Verhalten ausgelenkt wird,
wird als Startpunkt mit der Relativzeit ¢ = 0 betrachtet. Zur Definition des Zustandes des
dynamischen Systems zu diesem Zeitpunkt dienen die Anfangsbedingungen. Da die Zu-
standsvariable der horizontalebenen Grundwasserstromung die Piezometerhohe h oder die
Lage der freien Oberfliche ist, handelt es sich bei den Anfangsbedingungen innerhalb des
Systems um Potentiale, d.h. um die Grundwasserh6he bzw. das dazugehdrige transformierte
Potential. Im Modell wird dies eine Funktion £, zr oder ® in Abhéngigkeit vom Ort sein. Zur
Aufrechterhaltung des stationdren Zustandes sind an den Randern auch noch andere Bedin-
gungen notwendig. Diese sind von derselben Art wie die Randbedingungen. Der Unterschied
besteht darin, dass sie bereits zur Zeit t < 0 gelten.
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7.3.2 Randbedingungen

Bei der Grundwasserstromung werden drei verschiedene Arten von Randbedingungen ent-
sprechend ihrer physikalischen Wirkungsart unterschieden (sieche Abbildung 7.1):

1. Art (DIRICHLET-Bedingungen)

2. Art (NEUMANN-Bedingungen)

3. Art (CAUCHY-Bedingungen)

Randbedingungen sind im Allgemeinen Funktionen des Ortes und der Zeit. Man unterschei-
det Randbedingungen, die im Inneren des Stromungsfeldes wirken (z. B. Brunnen, Seen,

Fliisse, Niederschlag, Verdunstung), von denen, die am &ulleren Rand angreifen (z. B. Be-

grenzung des Stromungsfeldes durch Fliisse oder Barrieren). Kennzeichnend fiir Randbedin-
gungen ist es, dass ihre Wirkung unabhingig von den Strémungsverhiltnissen (z. B. Grund-

wasserstand) des Untersuchungsgebiets ist. Im Allgemeinen ist es kaum moglich, fiir die
geohydraulischen Randbedingungen einen geschlossenen analytischen Ausdruck zu finden.

e Randbedingungen 1. Art (DIRICHLET-Bedingungen) wirken,

200

wenn das hydraulische Potential (z. B. h, zg, Z, ®) auf der Berandung in Abhéngig-
keit von der Zeit ¢ bekannt und unabhidngig vom Potential, d.h. der Systemvariablen
des Untersuchungsgebietes, ist. Dies tritt z. B. bei Fliissen, Seen oder Drainagen auf:

0 = p(r,y,t) (7.37)

Randbedingungen 2. Art (NEUMANN-Bedingungen) wirken,

wenn die Quellintensititsverteilung und damit das hydraulische Potentialgefdlle auf
der Berandung in Abhingigkeit von der Zeit ¢ bekannt ist. Dies wird beispielsweise
hervorgerufen durch Brunnen mit konstanter Forderleistung, Einspeisungen auf Grund
von Grundwasserneubildungen, Abdichtungen durch Spundwénde oder Untergrund-
bauwerke:

grad ¢ = grad ¢(z,y,1) (7.38)

Randbedingungen 3. Art (CAUCHY-Bedingungen) wirken,

wenn sich zwischen einer Fldche mit bekannter Potentialverteilung und der Berandung
des Stromungsfeldes ein im Allgemeinen zeitlich konstanter Stromungswiderstand be-
findet. Solche Randbedingungen wirken bei Fliissen mit kolmatierter Sohlschicht so-
wie Anstromwiderstdnden von Heberbrunnen:

¢+ A grad ¢ = B (A und B sind bestimmte Konstanten) (7.39)



7.3. GRENZBEDINGUNGEN

In der Abbildung 7.1 ist die Wirkung von Randbedingungen auf einen Grundwasserleiter
dargestellt. Man kann erkennen, dass die Volumenstrome der Randbedingungen 1. und 3. Art
von der Differenz zwischen wirkendem Potential (Wasserstand /) im Grundwasserleiter und
dem der Randbedingung abhéngen. Deshalb kann sich der Volumenstrom in seiner Grof3e
und seiner Richtung dndern.

Bei einer Randbedingung 2. Art kann sich das Potential der Randbedingung (eventuell als
Unter- oder Uberdruck betrachtet) entsprechend mit dem Potential des Grundwassereliters
dndern.

Bei den numersichen Modellen (siche Abschnitt 9.1.1 Numerische Methoden, z.B. Finite
Differenzen Methoden, Seite 247) entstehen im Zuge der Festlegung der Modellgrenzen
zusatzliche Randbedingungen. Im Gegensatz zu dem Originalvorgang, der eine unendliche
rdumliche Ausdehnung besitzt, sind die numerischen Modelle auf Grund der endlichen Rech-
nerkapazitét (Speicherplitze, Rechengeschwindigkeit) raumlich begrenzt. Damit entstehen
an den Réndern der Modelle meist kiinstliche Randbedingungen 2. Art mit grad ¢ = 0, d.h.
der Modellrand wirkt wie eine kiinstliche Barriere, iiber die keine Volumenstrome mit der
Umgebung ausgetauscht werden konnen. Damit entsteht schon bei der Modellbildung ein
betrachtlicher Fehler, der durch geeignete Mallnahmen verkleinert oder eliminiert werden
muss (siche Abschnitt 9.1.1 Finite Differenzen Methode, Seite 247).

Ein andersartiges Problem im Zusammenhang mit den Randbedingungen entsteht bei der
Untersuchung des Zusammenspiels von Oberflichen- und Grundwasserleitersystemen. Zwi-
schen den Oberflaichengewidssern und den Grundwasserleitern und/oder der ungeséttigten
Bodenzone kommt es zu einem Volumenstrom. Je nach Potentialverhdltnissen kann es zu ei-
ner Ex- oder Infiltration von Oberflichenwasser aus oder in den Grundwasserleiter kommen.
Ist dieser Filtrationsstrom wesentlich kleiner als der Mengenstrom innerhalb des Gewissers,
bzw. die Filtrationsmenge wesentlich kleiner als das gesamte Speichervolumen des Oberfla-
chengewissers, so hat das Oberflaichengewdsser die Wirkung einer Randbedingung auf das
Grundwasser. Im anderen Fall, wenn sich die Potentiale der Oberflichengewisser durch die
Filtrationserscheinung verdandern, diirfen die Oberflachengewdsser nicht als Randbedingung
betrachtet werden, sondern als Bestandteile des Systems und sind iiber geeignete mathema-
tische Beziehungen an das Grundwasserleitermodell anzukoppeln.
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RB 1. Art

h|'<.|ml'h 1

RB 2. Art

hR'amJb 2

RB 1. Art

.
hl(ﬂn;lh

RB 3. Art

b

Abbildung 7.1: Wirkung von Randbedingungen auf einen Grundwasserleiter
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Kapitel 8

Analytische Losungen
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8.1 THEISsche Brunnengleichung
(Rotationssymmetrische Stromung)

Die Berechnung des rotationssymmetrischen Stromungsfeldes, d.h. die Losung der partiellen
Differentialgleichung, stellt eine Grundaufgabe der Geohydraulik dar.

Mittels der Standardform der horizontalebenen Grundwasserstromungsgleichung, herge-
leitet im Abschnitt 7.2 Potentialdarstellung, Seite 195:
0z 7
di dZ)=a— + —
iv(grad Z) =a T + 53
konnen derartige Vorgidnge beschrieben werden. Verdnderungen der Grundwasserstromungs-
verhiltnisse beim Einsatz von Vertikalfilterbrunnen wurden unter Benutzung obiger PDE
erstmals von THEIS im Jahre 1935 berechnet und von mehreren weiteren Autoren vervollstin-
digt (z.B. THIEM, JACOB, COOPER, NEUMANN, HANTUSH u.a.). Auf Grund der Wichtig-
keit dieser Aufgabenstellung liegen zahlreiche Veroffentlichungen und Lehrbiicher zu die-
sem Thema vor (z.B. von BUSCH/LUCKNER/TIEMER, Geohydraulik, u.a.).

8.1.1 Allgemeine Losung

Ausgehend von der partiellen Differentialgleichung, der Standardform der horizontalebenen
Grundwasserstromungsgleichung, wird die Losung, d.h. die Absenkung des Grundwasser-
spiegels in Abhédngigkeit von Ort und Zeit, gesucht, wenn zum relativen Zeitpunkt ¢ = 0
eine Randbedingungsinderung erfolgt. Nach Uberfiihrung der vektoriellen in koordinatenge-

A

Yo

R S >

v

Abbildung 8.1: Koordinatensystem fiir rotationssymmetrische Brunnenanordnung

bundene Differentialoperatoren, hier in die Zylinderkoordinaten (sieche Abbildung 8.1, siche
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Abschnitt 2.2 Rechenregeln der Vektoralgebra, Seite 51), erhdlt man unter Beachtung, dass
das Stromungsfeld rotationssymmetrisch ist (Z(«) = 0) und keine Abhéngigkeit von der
Ortskoordinate z (Z(z) = 0) existiert:

. oz 7
div(grad Z) = aar + 52 (8.1)
0z 10z _ 0Z  Z

ot rar T i
Damit ist die Losung dieser PDE, das Absenkungspotential Z, nur von der Zeit £ und dem
Radius r (Abstand zwischen Brunnen und Berechnungspunkt) abhéngig. Aus obigen Vor-
aussetzungen folgt auch, dass sich die Parameter des Grundwasserleiters, der Durchldssig-
keitsbeiwert £ und der Speicherkoeffizient S, im betrachtetem Gebiet nicht liber die Hohe 2
und/oder tiber den Winkel o dndern.

Die einfachste Losung erhdlt man, wenn man folgende Anfangs- und Randbedingungen be-
trachtet und den Grundwasserleiter als unendlich ausgedehntes, homogenes und isotropes
Stromungsfeld annimmt (siche Abbildung 8.2).

Anfangsbedingung: Zri=0) =0 (8.3)
dullere Randbedingung: lim Z, ) =0 (8.4)
. . : 07 .
innere Randbedingung: hn(1)27rrka— = —V = const (8.5)

r— r

Die innere Randbedingung kann technisch realisiert werden, wenn im Koordinatenursprung
der Zylinderkoordinaten (r = 0) ein Vertikalfilterbrunnen angeordnet wird, der ab dem Zeit-
punkt ¢ = 0 einen konstanten Volumenstrom V' fordert (siche Abbildung 8.1).

o0

oC

Abbildung 8.2: Unendlich ausgedehnter Grundwasserleiter
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Die Losung der entsprechend vereinfachten PDE

PZ 1072 07

—+t—-——=a— 8.6
or? * ror ot (8.6)
wurde von THEIS unter o.g. Bedingungen zu:
1% ar? S
Z = it o =— = — .
(r,t) = 47rl<:W( o), mit o py und a T (8.7)

gefunden.

Sowohl Grundwasserneubildungsraten als auch die Speisung aus den benachbarten Schich-
ten werden hier nicht betrachtet. Ausfiihrungen dazu befinden sich im Abschnitt 8.1.3 Spei-
sung aus benachbarten Schichten, Seite 230.

Die so genannte Brunnenfunktion W (o) stellt das Integral iiber eine Exponentialfunktion
dar, die in der Analysis als Exponentialintegral Ei(z) bekannt und wie folgt definiert ist:

~ —xt
- / it (8.8)
1

Ei(z) =~ +Inz + Zﬁ (8.9)
n=1 ’

~ wird als EULER-Konstante bezeichnet und betrégt:

CmE@) e

n=1

v =~ 0,5772156649

mit z = —o ergibt sich W (o) zu

W(o) = —Ei(— /— do (8.11)
Dieses Integral ist nicht elementar l19sbar, sondern wird {iber eine unendliche Reihe be-
rechnet.

o? o3 ot i1 O
W(J):—”y—ln(a)+0—2‘2!—1—3'3!—4'4!—1----(—1) P (8.12)
W(o) = (o) +o— Tt T = T (T

= —In — — oo [ — -
7 S T TR T TR BT n-nl

W(o) = — In(Co) +Z e
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mit C=e
v~ 0,5772156649

C ~1,7810724

Die Losung Gleichung 8.6 kann mittels Reihenentwicklung und Ansatzmethode erfolgen
und dhnelt der Methodik zur Gewinnung der BESSEL-Funktion (siche Abschnitt 5.2.2.3 DGL
vom Typ c, Seite 137).

Tabelle 8.1 enthélt die Werte der Brunnenfunktion W (o) fiir den o-Bereich von:
1-1002 <0 <9
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fiir den Bereich 1- 1072 <5 <9

Tabelle 8.1: Brunnenfunktion W (o)
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Aus der Definition des Absenkungs- bzw. des GIRINSKIJ-Potentials heraus lésst sich die
Riicktransformation zu den physikalischen GroBen Wasserstand h bzw. zi und der Absen-

kung s durchfiihren:
1%
=0, —d=—
Atk W(o)
M2
Y Mh — — gespannter
o = / (h—z)dz = ) 2
z=a Z?R ungespannter
und
hy, —h gespannter
5= GWL
ZRn — %R ungespannter

Fiir gespannte Stromungsverhéltnisse erhilt man damit:

=9,
M? M?
(o) (o)
2 2
— M (hy — h)
Z v .
Sgesp. —M _Z_L']'(‘_TW(O-) mitT =k-M
bzw. :
Z V

Fiir ungespannte Stromungsverhéltnisse erhélt man:

Z2=0,—&
_ Zhe _ 7k
2 2

V
Sungesp. = ZRn — \/ Z%%n —2Z = zpp — \/212%” - ﬂW (0')

bzw.

v
zp=\/2%, — 27 = \/z]%m—ﬂW(a)
s

(8.13)

(8.14)

(8.15)

(8.16)

(8.17)

(8.18)

(8.19)

Diese scharfe Trennung zwischen gespannten und ungespannten Grundwasserverhéltnissen
und deren Modellierung mittels der THEIS-Losung wird nicht in aller Literatur so kon-
sequent ausgefiihrt. Dies trifft vor allem auch auf die Anwendung der grafischen Methoden
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zur Pumpversuchsauswertung zu. Fiir den Fall, dass sehr michtige Grundwasserleiter vor-
liegen, wie sie z. B. in Norddeutschland anzutreffen sind und die Absenkung nur wenige
Prozente der Méchtigkeit betrigt, kann eventuell mit der Formel fiir gespannte Grundwas-
serleiter gerechnet werden.

Aus den oben abgeleiteten Formeln der Absenkung fiir die unterschiedlichen Grundwas-
serleiter ersieht man, dass die Anderung der Lage der freien Oberfliche bei ungespannten
Grundwasserverhiltnissen einen stark nichtlinearen Prozess darstellt.

Es ist zu beachten, dass die Brunnenformel in der unmittelbaren Brunnennihe bei r — rg
nicht gilt. Dies hat Ursachen vor allem in den nicht erfiillten Voraussetzungen, die zur Herlei-
tung der rotationssymmetrischen Stromungsgleichung gemacht wurden. So gilt in Brunnen-
ndhe nicht, dass die vertikale Stromungskomponente v, = 0 sein soll. Auch ist der effektive
Brunnenradius r; meistens nicht exakt bestimmbar. Sowohl die Speichereffekte als auch
die Anstromwiderstdnde des Brunnenraumes sind kaum vorhersagbar (siche Abschnitt 14.2
Pumpversuchssimulator, Seite 398). Trotz dieser Einschrankungen stellt die Brunnenformel
zur Berechnung der Absenkung der Grundwasserspiegelhdhe infolge eines Volumenstromes
eine grundlegende Berechnungsformel in der Geohydraulik dar.

Die Potenzreihe W (o) (siche Gleichung 8.12, Seite 206) konvergiert fiir Werte von o < 0, 03
bereits so stark, dass Glieder mit hoheren Potenzen von o vernachldssigbar kleine Werte
liefern. Damit kann W (o) bei einem Fehler von ¢ < 1% nur mit der Logarithmus-Funktion
berechnet werden. Diese Ndherung wurde von COOPER & JACOB 1946 vorgeschlagen:

W)~ —In(C- o) (8.20)

2,246 T - t
’ ) (8.21)

W(O') %hl (W

Diese vereinfachte Formel hat flir viele praktische Anwendungen grof3e Bedeutung. Insbe-
sondere beruhen alle grafischen Verfahren der Pumpversuchsauswertung (siche Abschnitt
14.1 Pumpversuchsauswertung, Seite 390) auf der Anwendung dieser Formel (siehe auch
Tabelle 8.2).

Der relative Fehler, der durch die Ndherung entsteht, 14sst sich folgendermalen berechnen:

W(U)C&J_W(U)
W (o)

£ = (8.22)

Da die Reihe fiir Werte von o < 1 sehr schnell konvergiert, ist es nur notwendig, das er-
ste Glied der Reihe in die Fehlerabschidtzung einzubeziehen. Fiir diese Werte von o wer-
den alle weiteren Glieder wesentlich kleiner als das lineare Glied sein und sind damit zu
vernachlédssigen. Das zweite Glied trdgt nur mit einem Anteil, der quadratisch kleiner als das
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erste Glied ist, bei.

o

°T —In(Co)+o

In Tabelle 8.2 ist der Fehler fiir die Naherung von COOPER & JACOB in Abhéngigkeit von

o dargestellt.

Tabelle 8.2: Fehler der Formel von COOPER und JACOB in Abhéngigkeit von o

o €= (0 — an(C’ ) Minimale Zeit ¢
C=1,7811

0, 25000 23,61% 1,00-7%-a
0,20000 16, 23% 1,25-7%-a
0, 15000 10, 20% 1,67-7%-a
0, 10000 5,48% 2,50-7°-a
0,07500 3,59% 3,33-1%-a
0, 05000 2,03% 5,00-7%-a
0,03000 1,01% 8,33-7°-a
0,02500 0,80% 10,00 - 7% - a
0,01000 0,25% 25,0072 - a
0,00750 0,17% 33,33-7%-a
0, 00500 0,11% 50,0072 - a
0,00250 0,05% 100,00 - 72 - a
0,00100 0,02% 250,00 - 72 - a
0,00075 0,01% 333.33-7%.a

Gleichzeitig erhilt man eine Abschétzung fiir die Relation von Berechnungsort (1), Berech-
nungszeitpunkt (¢) und Néherungsfehler (). Es ist auch zu erkennen, dass die geohydrauli-
sche Zeitkonstante (a = %) mafgeblich die Abbruchsgenauigkeit bestimmt. Damit erfolgt
die Berechnung um so genauer, je mehr sich der Berechnungszeitpunkt dem stationiren Zu-
stand nihert. Fiir den instationiren Ubergangsbereich ist die Niiherung von COOPER & JA-
COB nicht gut anwendbar und erzielt gro3e Naherungsfehler.

Die rechentechnische Auswertung der Brunnenfunktion W (o) kann durch eine rekursive
Auflosung der Summenformel wesentlich vereinfacht werden.

an<e
W(o)=—1In(Co)+ Zan
n=1
—1 -1
mit Gy = Cln—1( )o (2n )
n
und aL =0

(8.23)
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Damit ergibt sich:
e Es miissen nur so viele Glieder berechnet werden, wie fiir eine vorgegebene Genauig-

keit (z. B. Anderung zwischen zwei Summengliedern) notwendig sind.

e Die Berechnung jedes Summengliedes erfordert nur eine Multiplikation.
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8.1.2 Berticksichtigung spezieller Effekte

Die allgemeine Losung der Brunnengleichung nach THEIS gilt nur fiir einen sehr ideali-
sierten Grundwasserleiter. So wird er z. B. als homogen und isotrop angenommen. Weiter-
hin wird von einer unendlichen Ausdehnung ausgegangen. Die Losung beriicksichtigt auch
nur einen Brunnen, der ab einer Zeit ¢y mit konstantem Wasserstrom fordert und als Singu-
laritdt mit einem Radius von rp, = Om im Koordinatenursprung angeordnet ist. Diese bei-
spielsweise aufgefiihrten Idealisierungen werden in der Praxis bei realen Grundwasserleitern
nicht angetroffen. Fiir einige praxisrelevante Bedingungen lassen sich jedoch auf der Basis
der THEISschen Losung Ergebnisse erzielen, wenn entsprechende Zusatzberechnungen und
Substitutionen durchgefiihrt werden.

Solche sind beispielsweise die Beriicksichtigung von technischen Brunnenradien, Unvoll-
kommenheiten der Brunnen und Randbedingungen, sowie von geschichteten Grundwas-
serleitern und Speisung aus benachbarten Schichten. Diese speziellen Effekte werden als
zuséatzliches Potential, welches auf- oder abgebaut wird, in der Brunnengleichung beriick-
sichtit.

8.1.2.1 Unvollkommener Brunnen

Unvollkommene Randbedingungen, insbesondere Brunnen, entstehen, wenn die Randbe-
dingungen bzw. Brunnen nicht iiber die gesamte Machtigkeit des Grundwasserleiters wirken.
Bei Brunnen tritt dies dann auf, wenn die wirkende Filterrohrlinge kleiner als die Mich-
tigkeit des durchstromten Grundwasserleiters ist. Bei den unvollkommenen Brunnen wird
davon ausgegangen, dass ein Potentialverlust dadurch entsteht, weil die durchstromte Méch-
tigkeit in der Nédhe des unvollkommenen Brunnens kleiner als die des eigentlichen Grund-
wasserleiters ist. AuBBerdem kann man davon ausgehen, dass der mittlere FlieBweg durch das
Umlenken der Strombahnen ldnger als die geometrische Entfernung r wird. Abbildung 8.3
zeigt die Verhiltnisse bei unterschiedlichem Filtereinbau.
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a) b)
C
(
v
M
L
I
¥
h 4
: o v e 7
Abbildung 8.3: Unvollkommene Brunnen mit Filter im
a) oberen, b)unteren, c¢) mittleren Teil des GWL
Dabei bedeuten:
C Léange des Vollrohres
D durchstromte Machtigkeit
L Liange des Filterrohres innerhalb der durchstromten Méchtigkeit
M Michtigkeit des Grundwassereliters
ZR Lage der freien Grundwasseroberfliche
oy Filterverluste
Man kann den Potentialverlust wie folgt beschreiben:
Z(rt) = — 8.24
(1) = o (W (0) + v) (8.24)
D oL aD L
=2|—In——In—| —4/1——= 8.25
v L . To . To :| D ( )
a=0,735(1+ (H —1)") (8.26)
2C
H = 8.27
DI (8.27)

Daran erkennt man, dass durch die Unvollkommenheit eine stirkere Absenkung auftritt, als

dies bei einem vollkommen ausgebauten Brunnen der Fall ware.
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8.1.2.2 Mehrbrunnenanlagen

Fiir praktische Aufgaben ist der Betrieb von Mehrbrunnenanlagen von Bedeutung. Nur in
den seltensten Féllen wird z. B. eine Baugrubenentwisserung oder eine Grundwasserwerksanlage
mit nur einem Brunnen betrieben. Die Berechnung solcher Mehrbrunnenanlagen ist auf
der Basis des Superpositionsprinzips moglich. Dabei werden die Losungen, d.h. die Teil-
absenkungspotentiale, die fiir die einzelnen Brunnen gelten, superpositioniert, d.h. summa-
risch iiberlagert (sieche Abbildungen 8.4 und 8.5). Das Prinzip der Superposition darf nur
auf lineare Systeme angewandt werden. Bezogen auf die Losung von THEIS bedeutet dies,
dass die Superposition nur in der Potentialschreibweise benutzt werden darf. Erst wenn das
superpositionierte Potential gebildet ist, kann die Riicktransformation auf die physikalischen
GroBen Absenkung oder Wasserstand durchgefiihrt werden. Da der Zusammenhang zwi-
schen Potential und Absenkung flir den gespannten Grundwasserleiter linear ist, konnte die
Superposition in diesem Fall ausnahmsweise auch auf die Absenkung angewendet werden.

A \'/2 Br2

Abbildung 8.4: Mehrbrunnenanlage

Grundsatzlich gilt:

ZGes.:E,y,t == ZZ (ria t)

=1

n
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L(Z+Z4.7)

v

Abbildung 8.5: Superposition der Absenkungspotentiale
Dabei sind:

r; Entfernungen zwischen den einzelnen Brunnen und dem Berechnungspunkt P, ,,

a  geohydraulische Zeitkonstante flir das gesamte Gebiet a = const.

Man berechnet also zuerst die einzelnen Absenkungsanteile Z(r;,t) infolge der Brunnen-

wirkungen V; und summiert diese dann. Danach erfolgt die Umrechnung in die Gesamt-
absenkung entsprechend der Grundwasserverhiltnisse (gespannt oder ungespannt) entspre-
chend Gleichungen 8.16 und 8.18 (siehe Seite 209).
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8.1.2.3 Veranderliche Forderganglinie des Brunnens

Die THEIS-Losung geht von der inneren Randbedingung aus, dass der Volumenstrom ab
einem Zeitpunkt ¢ = 0 auf den Grundwasserleiter wirkt. Auch hier werden in der Praxis oft
Félle anzutreffen sein, bei denen diese Voraussetzung nicht erfiillt ist. Aus technisch/techno-
logischen Gesichtspunkten ist oft eine Variation der Pumpenleistung erforderlich. Vor allem
spielen diese Fragen eine wichtige Rolle, wenn der Grundwasserstand nach dem Abschalten
der Pumpe in der so genannten Wiederanstiegsphase untersucht werden soll.

Auch hier kann mittels des Superpositionsprinzips eine Losung auf der Basis der THEIS-
Formel erzielt werden. Der Grundgedanke besteht darin, dass die zeitabhingige Forder-
leistung als Summation zeitlich versetzter Sprungfunktionen angesetzt wird. Bildlich kann
man sich dies als eine Anzahl von n fiktiven Pumpen vorstellen, die in ein und dem sel-
ben Brunnen stecken und nacheinander, entsprechend den Forderstufen, angeschaltet werden
(siche Abbildungen 8.6 und 8.7).

7 3

y

= 0

Abbildung 8.6: Virtuelle Forderstrome bei zeitabhidngiger Forderganglinie

AnschlieBend untersucht man, welchen Anteil die einzelnen fiktiven Teilforderleistungen am
Gesamtabsenkungspotential haben und addiert diese entsprechend (siche Abbildung 8.8):

ZGes,r,t = ZZ(Ta tz)

i=1

_Z 47r/<:

47T]{?ZV W

(8.28)

t
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Abbildung 8.7: Zusammengesetzte Forderganglinie

Fiihrt man die Realzeit ¢ und die Startzeiten 7; der Teilforderleistungen ein, so erhélt man:

ZGes,r,t = ZZ(T t
47TkZV W, ( T n)) (8.29)

Die Teilforderleistungen V; kann man auch aus der realen Forderleistung zum Zeitpunkt ¢ aus
Vieal,i + berechnen, indem man von dieser jene der vorhergehenden Zeitstufen subtrahiert:

Vz' t = Vreal,i,t - Vreal,i—l,t—’ri (830)

)

r’a
ZGes’/‘t Ar kZ < real,i,t — Teal,i—l,t—n-) VVZ (m) (831)

Betrachtet man diese Formel, so ist zu erkennen, dass damit auch die Wiederanstiegsphase
berechnet werden kann. In diesem Fall wird die letzte Teilfordermenge negativ (siche Ab-
bildung 8.9). Die Vorzeichenumkehr bedeutet, dass dieser Teilstrom keine Exfiltration ist,
sondern als Infiltration behandelt wird und damit nicht zu einer Absenkung, sondern zu ei-
ner Erh6hung des Grundwasserspiegels gegeniiber dem vorhergehenden Zeitpunkt fiihrt.
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Z A
XZ AL AL L)
t t & t, t
Abbildung 8.8: Absenkungspotential
\'/ Yy
v,
2V +V5)
t, t, Vt
.................................... Va...
Z Y Zl
m
t, 6} t
__________________ z,

Abbildung 8.9: Grundwasserwiederanstieg
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Die beschriebene Methode zur Berechnung von Absenkungspotentialen bei zeitlich ver-
dnderlichen Forderganglinien kann auch angewendet werden, wenn die Forderganglinien
nicht als Stufenfunktionen, sondern als stetige, konkave oder konvexe Funktionen vorliegen.
In diesem Fall wird die Funktion durch eine Stufenfunktion approximiert (siche Abbildung
8.10), wobei Stufenhohe und -breite nicht konstant sein miissen. Man muss also nicht von
einer dquidistanten Quantisierung ausgehen (siehe Abschnitt 11.3.5 Approximation von Si-
gnalen, Seite 314). Fiir den Bearbeiter ist hier die Entscheidung zwischen notwendiger Ge-
nauigkeit und Aufwand von Bedeutung.

A
\Y%

P

v

Abbildung 8.10: Approximation einer stetigen Forderganglinie

Die Methoden zur Berechnung von Mehrbrunnenanlagen und verénderlichen Fordergang-
linien lassen sich auch zusammenfassen, so dass man eine Losung fiir die Superposition
beider Effekte bekommt:

I o [ r2a
Z es.rt — 7 Vsz TR 8.32
¢ ok 47T]€ ; <; > I (4 (t — Tj,i))) ( )

Dabei sind die Absenkungspotentiale zuerst iiber alle Forderstufen eines Brunnens und an-
schlieBend tiber die aller Brunnen zu superpositionieren.
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8.1.2.4 Begrenzung

e Randbedingungen 1. und 2. Art

Die Losung der Brunnengleichung nach THEIS ist fiir den unendlich ausgedehnten Grund-
wasserleiter abgeleitet. Fiir spezielle Begrenzungen des Grundwasserleiters, die Randbe-
dingungen, kann man bei geometrisch einfachen Formen mittels des Superpositionsprinzips
die THEISsche-Brunnengleichung so modifizieren, dass man eine Lsung findet.
Grundgedanke ist es, einen virtuellen Brunnen so anzuordnen, dass dessen virtuelles Absen-
kungspotential in der Uberlagerung mit dem des realen Brunnens genau die gleiche hydrauli-
sche Wirkung erzielt wie eine Randbedingung 1. oder 2. Art, d.h. eine konstante Potentialdn-
derung oder einen konstanten Zufluss an der Stromungsbegrenzung. Dies sind Spezialfille,
die in der Praxis sehr oft vorkommen.

Diese Methode der Anordnung virtueller Quellen oder Senken in einem Potentialfeld zur
Modellbildung von speziellen Randbedingungen wird in der allgemeinen Potentialtheorie,
die fiir viele verschiedene Potentialfelder gilt (z. B. Warmeleitung, elektrostatische und ma-
gnetische Felder), als Spiegelungsmethode bezeichnet. Die Realisierung der verschiedenen
Randbedingungsarten erfolgt durch unterschiedlich zu beriicksichtigende Volumenstrom-
richtungen (Ex- bzw. Infiltration).

Bei einer Begrenzung durch eine Randbedingung 1. Art wird versucht, mittels eines virtu-
ellen Infiltrationsbrunnens mit gleichem senkrechten Abstand [ zwischen realem Brunnen
und Randbedingung das Absenkungspotential an der Randbedingung auf dem Wert Null
(ZRana = 0) zu halten (siche Abbildungen 8.11 und 8.12).

Bei einer Randbedingung 2. Art wird definitionsgemél der Volumenstrom an der Rand-
bedingung konstant, hier auf dem Wert Null (dZgu,q/dr = 0), gehalten. Modellieren kann
man dies mit einem virtuellen Férderbrunnen, der achsensymmetrisch angeordnet und mit
der gleichen Forderleistung beaufschlagt ist (sieche Abbildungen 8.13 und 8.14).
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Randbedingung 1. Art
h = const.

V iy z.B. Fluss; h=h;; Vv
- - S = ‘hl'I

g i -~ L
! i 3 =
(A ! e
3 TR
LD
P [
-
E
| >

virtueller Grundwasserleiter realer Grundwasserleiter

Abbildung 8.11: Modellierung einer Randbedingung 1. Art durch einen virtuellen Brunnen

'y
virt. Br

Abbildung 8.12: Beriicksichtigung einer einseitigen Randbedingung 1. Art
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Randbedingung 2. Art
v =dh/dn; V_= const.

z. B. Spundwand
v=V =0

virtueller Brunnen

virtueller Grundwasserleiter

realer Grundwasserleiter

Abbildung 8.13: Modellierung einer Randbedingung 2. Art durch einen virtuellen Brunnen

Abbildung 8.14: Beriicksichtigung einer einseitigen Randbedingung 2. Art
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Bei einer einseitigen, geradlinigen Begrenzung des Grundwasserleiters und einem Forder-
brunnen am Punkt Br(,,) ergibt sich das Absenkungspotential Z am Berechnungspunkt
P(m,y) zu:

V

Z(r,t) = — (Wreal (1, 1) + (—=1)" Wi (p, 1)) (8.33)
Atk
1 Randbedingung 1.Art
m =
2 Randbedingung 2. Art

und die Entfernung vom Brunnen zum Berechnungspunkt:

r? = (zg, — 2p)* + (yBr — yp)° (8.34)

bzw. die Entfernung vom virtuellen Brunnen zum Berechnungspunkt:

p2 = (-TBT virt — 37P)2 + (yBr virt — yP)2 (835)

Bei Mehrbrunnenanordnungen und/oder variablen Forderganglinien muss die Superposi-
tionierung entsprechend weitergefiihrt werden. Die Transformation des Absenkungspoten-
tials in reale Absenkungen wird entsprechend den Rechenregeln fiir gespannte bzw. unge-
spannte Grundwasserleiter entsprechend Gleichungen 8.16 und 8.18 (Seite 209) durchge-
fithrt (sieche Abschnitt 7.2 Potentialdarstellung, Seite 195).

Bei Randbedingungen 1. Art kann aus obiger Gleichung unter Beachtung der Niaherung von
COOPER & JACOB eine Methode zur Berechnung des stationdren Endzustandes abgeleitet
werden:

V
Z('r,t) = m (Wreal (7", t) - inrtuell (p7 t))
V
Ztat (1,6 — 00) = Tk (—=In(Co,) +1n(Co,))
1% o
Zstat (T) = m <ln o'_p)
S - r? S-p
=TT bzw. =TT (8.36)
V
Zoar (r) = 5 In - (8:37)

Daran erkennt man, dass der stationdre Endzustand des Absenkungspotentials bei einem
einseitig mit einer Randbedingung 1. Art begrenzten Grundwasserleiter proportional vom
Verhiltnis der Forderleistung zur Durchléssigkeit und proportional vom Logarithmus des
Entfernungsverhéltnisses abhingt.
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Wendet man die gleichen Uberlegungen fiir den stationéren Fall eines einseitig mit einer
Randbedingung 2. Art begrenzten Grundwasserleiters an, so erhdlt man, dass das Absen-
kungspotential gegen unendlich geht. Technisch ist dies nicht moglich. Im praktischen Be-
trieb bedeutet dies, der durch eine Spundwand begrenzte Grundwasserleiter wird in un-
endlicher Zeit vollstindig entwéssert.

e Randbedingungen 3. Art

Reale Randbedingungen sind dadurch gekennzeichnet, dass sie in ihrer Wirkung nicht den
Definitionen und Voraussetzungen entsprechen, die zur Herleitung des mathematischen Mo-
dells gemacht worden. Dies sind hier die Unvollkommenheit der Randbedingung 1. Art und
zusdtzliche Stromungswiderstinde zwischen der Randbedingung 1. Art und dem Grund-
wasserleiter. Derartige Stromungswiderstinde sind z. B. Kolmationsschichten von Ober-
flichengewiéssern. Beide Effekte verursachen einen zusétzlichen Potentialabfall zwischen
der Randbedinung und des am Punkt P entstehenden Absenkungspotentials. Diese Wirkung
entspricht somit der einer Randbedingung 3.Art (siehe Abschnitt 7.3.2 Randbedingungen,
Seite 200). Der zusitzliche Potentialabfall ist dabei abhéngig von der Stromungsmenge,
die zwischen der Randbedingung 1. Art und dem Grundwasserleiter fliet. Im Zusammen-

Detail
f \L L
‘A virtueller Grundwasserleiter
Potentialverlugt \
‘l|’

realer Grundwasserleiter

/

e

T asserstand

& |

|

l¢
2K

JEE IETerara Ey PO ——————
A

:

a+ Al + Al

Abbildung 8.15: Beriicksichtigung einer einseitigen Randbedingung 3. Art

hang mit der analytischen Losung der Brunnengleichung werden solche Randbedingungen
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3. Art modellméBig dadurch gelost, dass man den dquivalenten Stromungswiderstand ei-
nes Stiicks Grundwasserleiter sucht, der den gleichen Potentialabfall bei idealen Randbe-
dingungen 1. Art verursachen wiirde. Im Modell wird dies insofern beriicksichtigt, dass
man die reale Randbedingung um eine virtuelle Zusatzldnge AL vom Brunnen wegschiebt
(siehe Abbildung 8.15). Damit verringert sich der Einfluss der Randbedingung auf das Ab-
senkungspotential.

Man unterscheidet zwei Arten von Zusatzldngen entsprechend der Entstehung durch Un-
vollkommenheit oder durch kolmatierte Sohlschichten.

Beim ersten Fall der Unvollkommenbheit, d.h. dass sich die Randbedingung nicht {iber die
gesamte durchstromte Machtigkeit erstreckt, wird die Zusatzlédnge aus folgendem Diagramm
bestimmt (siche Abbildung 8.16).
1.4
123
10

08 }

AL/D

06 1
04 1

0.2 ’_

00 F—+——+—+++++++—+—+—++—+—+—+—+—+—+—
0.0 0.2 0.4 0.6 0.8 1.0
BD

Abbildung 8.16: Abhédngigkeit der Zusatzldnge von der normierten Flussbreite

Bei Seen als Randbedingungen 3. Art kann immer davon ausgegangen werden, dass die Zu-

satzldnge
AL; =0,43-D (8.38)

betrigt.

Bei den kolmatierten Sohlschichten kann die Lénge des dquivalenter Grundwasserleiters, der
denselben Potentialabfall verursacht wie die Kolmationsschicht, derart berechnet werden,
dass die hydraulischen Widerstiande gleichgesetzt werden:

1 AL
Riyarows, = 7 D—_Z (8.39)

1 M’
Ryyarkor = o AL, b

(8.40)
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Nach Gleichsetzung dieser beiden hydraulischen Widerstdnde errechnet sich die Zusatzlange

zu:
ALy = % (8.41)
mit:
D Durchstromte Machtigkeit des Grundwasserleiters
K’ Durchléssigkeitsbeiwert der kolmatierten Schicht
k Durchlédssigkeitsbeiwert des Grundwasserleiters

M’ Michtigkeit der kolmatierten Schicht

8.1.2.5 Mehrseitige Berandung

Neben den in den vorhergehenden Abschnitten beschriebenen einseitigen Berandungen, die
geradlinig durch das zu untersuchende Gebiet gehen und entsprechend der Voraussetzun-
gen zur Losung der THEISschen Brunnengleichung bis ins Unendliche reichen, sind viele
Praxisfille dadurch gekennzeichnet, dass die Randbedingungen keinen geradlinigen Verlauf
haben und/oder mehrere Randbedingungen gleichzeitig auftreten. In diesen Féllen handelt
es sich um mehrseitig begrenzte Grundwasserleitersysteme. Diese nichtgeradlinigen Rand-
bedingungsverldufe, wie z. B. auch der Zusammenfluss mehrerer Vorfluter, werden durch
stiickweise geradlinige Randbedingungen angendhert. Dabei ist zu beachten, dass die gerad-
linigen Randbedingungen mit einer unendlichen Linge zu beriicksichtigen sind.

Auf der Basis der Superposition lisst sich die Wirkung der Randbedingung als additive Uber-
lagung der verschiedenen geradlinigen Verldufe berechnen. Die Methode der Spieglung fiihrt
hier wieder zum Erfolg (siche Abbildung 8.17). Beriicksichtigt werden muss aber, dass die
virtuell entstehenden Brunnen (Spiegelbrunnnen) an den jeweils weiteren geradlinigen Be-
randungen auch zu spiegeln sind und zu weiteren virtuellen Brunnen fiithren. Dabei ist die
Kombination verschiedenartiger Randbedingungen (1. und 2. Art) méglich.

Prinzipiell lassen sich mathematisch auf der Basis der analytischen Geometrie beliebige
Winkelanordnungen zwischen den mehrseitigen Berandungen beriicksichtigen. Praktisch sind
dem aber Grenzen gesetzt und nur mit komfortablen Computerprogrammen realisiert (z.B.
CAE-Grundwasser/THEIS). Fiir einfachere Anwendungen begniigt man sich mit der Ein-
schrankung auf zueinander rechtwinklig oder parallel stehende Berandungen. Bei den recht-
winkligen bzw. parallelen Berandungen ist die Anzahl der mehrfachen Spieglungen abzu-
schitzen, d. h. wie gro3 der Einfluss des n-ten Spiegelungsbrunnen ist. Da das Absenkungs-
potential proportinal zu der W (o )-Funktion ist und W (o) sehr stark mit groler werdendem
o abnimmt spielt der Abstand zwischen dem n-ten Spiegelungsbrunnen und dem Brech-
nungspunkt eine dominierende Rolle. Es sei darauf hingewiesen, dass o quadratisch mit
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dem Abstand r wachst.
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1
2
3
4
P
3'(1) 2'(1 1'(1) ;XC; 1"(1) 2"(1) 3*(1)
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3'(2) 2'(2) 1'{2) 1"(2) 2"(2) 3*(2)
@ o 0O 05{2}0 @ O O
5
® O ® o) o) @
@ ® O [ O
Py GF
o) 0 rdpe @
® e ©
e O o e ® O o @ [

Abbildung 8.17: Mehrfache Randbedingungen mit dazugehorigen virtuellen Brunnen
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8.1.3 Speisung aus benachbarten Schichten

In den vorangegangenen Abschnitten wurde ein homogener Grundwasserleiter vorausge-
setzt. Dies ist aber in den seltensten Fillen gerechtfertigt. Die Frage, ob ein vertikales Bo-
denprofil als homogen, geschichtet oder als Grundwasserstauer anzusehen ist, hingt von
der Variation der Parameter des Grundwasserleiters, dem Durchléssigkeitskoeffizienten &
und dem Speicherkoeffizienten S (ny oder Sy - D) ab. In der Praxis haben sich folgende
Abgrenzungen durchgesetzt. Betrachtet man zwei aneinander grenzende Bodenverhiltnisse
mit den Durchléssigkeitskoeffizienten k; und ks, so kann unter Beachtung realer Genauig-
keitsanforderungen folgende Einteilung vorgenommen werden:

<20 homogener
Ky
ks = > 50 und < 100 geschichteter GWL
> 150 vertikal begrenzter
\ Vs

Der erste Fall, der homogene Grundwasserleiter, fiihrt zur THEIS-Losung der Brunnen-
gleichung, der dritte, der vertikal begrenzte, zu den Grundwasserstockwerken. Im zweiten
Fall, dem geschichteten Grundwasserleiter, kommt es zu einer Speisung der besser durch-
lassigen aus der schlechter leitenden Schicht auf Grund der groBeren Kapillarkréfte in der
Schicht mit dem groBeren Duchléssigkeitskoeffizienten (Loschpapiereffekt). Diese Speisung
wurde in der allgemeinen Brunnengleichung durch den Speisungsfaktor B berticksichtigt.
Der geschichtete Grundwasserleiter wird auch als Leakage Aquifer und der Speisungsfak-
tor B als Leakagefaktor bezeichnet. Alle drei Falle sind ineinander tiberfiihrbar und stellen
nur vereinfachte Berechnungsmoglichkeiten dar. Weiterhin sind die Grenzen zwischen den
Berechnungsmdglichkeiten nicht starr, sondern gehen ineinander {iber.

Dieser Speisungsfaktor beschreibt den Anteil der Grundwasserneubildung, der sich durch
eine Potentialdinderung im Grundwasserleiter ergibt und aus der halbdurchlédssigen Schicht
stammt. Diese Speisungsraten werden dabei unter der Voraussetzung quasi-stationédrer Po-
tentialverhéltnisse in der halbdurchlissigen Schicht berechnet.

Es konnen dabei drei Félle der rdumlichen Anordnung der gut und der halbdurchléssigen
Schicht unterschieden werden: die oben liegende Speisung (aus dem Hangenden), die unten
liegende Speisung (aus dem Liegenden) und die Kombination aus beiden. Der Grundwasser-
leiter liegt also zwischen zwei halbdurchldssigen Schichten. Der Grundwasserspiegel wird
in allen drei Féllen fiir die halbdurchlédssige Schicht als Piezometerhohe h aufgefasst.

Der Speisungsfaktor berechnet sich fiir die drei Formen wie folgt; dabei wird der Grundwas-
serleiter durch die Machtigkeit M und den Durchlassigkeitskoeffizienten & repriasentiert, die
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halbdurchléssigen Schichten durch die Machtigkeit M,, und die Durchléssigkeit k,,:

(
/Ki M Speisung aus der oberen Schicht
B = /Kﬁw Speisung aus der unteren Schicht (8.42)
k .
—— M  Speisung von oben und unten
\ (KO + Ku)
k.
it: K, = —
mi YA

Die allgemeine Brunnengleichung lautet in Polarkoordinatenschreibweise:

0?7 1 07 oz A
Rl R 4
or? + r Or “ ot + B2 (8.43)

Die Losung des Absenkungspotentials hat HANTUSH mit:

V r a’l“2
Z (T’, t) = mw (0', E) g = E (844)

gefunden. Sie wird auch als Brunnenfunktion eines halbdurchldssigen Grundwasserleiters,
als Leaky aquifer, bezeichnet. Auch hier muss noch die Riicktransformation aus der Po-
tentialebene in die physikalischen Grof8en Wasserstand bzw. Absenkung erfolgen.

Die Funktion W (o, r/B) ist wieder die verkiirzte Schreibweise des Exponentialintegrals Ei,
hier mit einem erweiterten Argument. Die Herleitung dieser Losung ist Gegenstand des Ab-
schnittes 8.1.1 Allgemeins Losung der Brunnengleichungen, Seite 204.

W (a, %) - / e(oiim) Ly, (8.45)

Diese Funktion liegt als grafische Darstellung vor (sieche Abbildung 8.18). Fiir verschiedene
Bereiche der Parameter o bzw. r/B ergeben sich Vereinfachungen, so dass nicht fiir alle
praktischen Aufgaben diese komplizierte Formel angesetzt werden muss:

(

v -
HW(U’%) allgemeingiiltig
V 2
—W(o) o > —T
LK rof3e Zeiten
21k o(5) &
v
Ik In (1, 12%) grofle Zeiten und r < 0,038
\ ™

Bei der Anwendung dieser Losung fiir den Leaky aquifer muss beachtet werden, dass die
Speisung als konstanter Wert angesetzt wird und damit stationidre Grundwasserstromungsver-
héltnisse in den weniger durchlissigen Grundwasserleitern, den halbdurchldssigen Schich-
ten, voraussetzt werden. Das Speichervermogen dieser Schichten wird damit vernachléssigt.
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Fiir das Liegende ist dieser Fehler nicht allzu groB3, da dort auf alle Félle gespannte Grund-
wasserverhiltnisse herrschen, welche geringere Speichereffekte besitzen. Auch im Hangen-
den kann unter gespannten Verhéltnissen nur ein kleiner Fehler auftreten. Befindet sich die
freie Grundwasseroberflache im Liegenden, dann kdnnen groBere Fehler auftreten. Speziell
bei der Auswertung von Pumpversuchen kann sich diese vereinfachte Annahme als nicht
akzeptabel herausstellen. In diesem Fall muss der Speisungsfaktor empirisch erhoht werden.
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Abbildung 8.18: Funktion r/B in Abhingigkeit von o
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8.2 Aufgaben zur analytischen Berechnung

1. Berechnen Sie die Absenkung s fiir die Grundwasserbeobachtungsrohre (GWBR) in

einer Entfernung r und zu den Zeiten ¢, die infolge einer Wasserforderung V' im Brun-
nen fiir nachfolgende unendlich ausgedehnten Grundwasserleiter (siche Abbildung 1)
auftritt und stellen Sie das Ergebnis grafisch dar.

k=1- 10*3%; M =10m; S =0,001; a = % =0,125:;7r0=0,25m; V = 0,015%3;
h, = 16m;

r = 5m; 10m; 20m; 50m

t = Imin; 2min; Smin; 10min; 20min; 30min; 45maen; 60main; 90man; 120min

oC

Unendlich ausgedehnter Grundwasserleiter mit Brunnen und GWBR

2. Berechnen Sie fiir den Grundwasserleiter aus Aufgabe 1 (siche Abbildung 1) die Ab-
senkung im GWBR (r = 10m) alle 10 Minuten bis maximal 100 Minuten , wenn der
Volumenstrom des Forderbrunnens folgender Zeitstaffelung unterliegt, und stellen Sie
die Losung grafisch dar.

Volumenstrom [m—?’] 0,005 | 0,010 | 0,015 | 0,020 | 0,025 | 0,030 | 0,000

Forderbeginn [min] | 0 10 20 30 40 50 60

3. In einem Grundwasserleiter in der Ndhe eines Flusses soll eine Baugrube abgesenkt
werden. Die Mitte der Baugrube ist 100m vom Fluss entfernt, die Entwiasserungs-
brunnen 80m. Es sind drei Brunnen parallel zum Fluss angeordnet, die jeweils 25m
voneinander entfernt sind. Die Brunnen besitzen einen Durchmesser von g = 0,3m
und fordern mit jeweils V' = 0, 015’”73.

Der Fluss besitzt eine Breite von B = 20m und eine Kolmationsschicht von & =
3-107% 2; M’ = 1m. (siche Abbildung 3)

Der Grundwasserleiter hat folgende Eigenschaften:

k=5-10""2;ng = 0,20; hy, = 15m; M = 20m.

Systemanalyse in der Wasserwirtschaft Peter-Wolfgang Griber
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Wird nach 10 Tagen im Zentrum der Baugrube die Zielabsenkung von 2, 5m erreicht?

V=0,015m’"!

Fluss Brunnen Baugrube

Kolmationsschicht

M=1m

k=310°ms’  j_ 5104 mg
So= 0,0001 m’!
np= 0,20

80 m o 20m |

Grundwasserleiter mit unvollkommenem Fluss, Brunnen und Baugrube

4. Uberpriifen Sie mittels der analytischen Losung der Brunnenanstromung, ob der Mit-

telpunkt der Baugrube nach einer Zeit von 7 Tagen bei einer Forderleistung von V=
0, OlmTS, ro = 0,30m mit einer Sicherheit von 0, 5m entwéssert ist (siche Abbildung
4).

V =0,01m’"

<

Fluss Y Spundwand | Brunnen Baugrube

Ausgangsgrundwasserstand

..................... FopSpSrty iyt iha SRR R [ [ ————— R ——

II\(/Icl)linla;rri;:msschicht E M=73m Tiefe = 10m
K = 1-10%ms" k=110"ms"
S o 0,00011’1‘1'l ‘ hn =20m
n,=0,20 :
L

PEZ TP IR TR PR TF T T ETT v////////////l

le ale 3l M|
r 30m i 50m T 20m !

Grundwasserleiter mit Brunnen und Baugrube

5. Bei einem Pumpversuch in einem unendlich ausgedehnten Grundwasserleiter wurden
folgende Wasserstinde in Abhédngigkeit von der Entfernung zum Brunnen nach einer
Pumpzeit von 120min gemessen (siche Abbildung 8.19).

Berechnen Sie das Wasserdefizit (Volumen) des Absenkungstrichters, wenn der Grund-
wasserleiter folgende Kennwerte besitzt:
hn = 16m, M = 10m, k = 0,0012, Sy = 0,0001m ", ny = 0, 20.

6. Aus einem Brunnen, der an einem idealen Fluss (z = 0; —o0 < y < +00) liegt
(Br(100m,500m)) wird ein konstanter Volumenstrom von 25% geférdert. Der Brunnen
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Wasserstand in m
14,00 14,20 14,40 14,60 14,80 15,00 15,20 15,40

*

0 2 4 6 8 10 12 14 16 18
Radius r in m

Abbildung 8.19: Grundwasserstand in Abhéngigkeit vom Radius

hat einen Radius von ry = 0, 35m. Der Grundwasserleiter ist durch folgende Parame-
ter gekennzeichnet:

hy=1m, M =1Tm, k=1- 10_32, So = 0,0002m 1, ng = 0, 25.

a) Berechnen Sie den stationéirerf Endzustand (der Anteil der zeitlichen Funktio-
nalitdt soll kleiner als 0, 001 sein) fiir den Punkt (P(200m,600m)) und

b) den Zeitpunkt, ab wann mit ihm zu rechnen ist.

Hinweis: Arbeiten Sie so lange wie moglich mit allgemeinen Formelzeichen.

Fiir ein Uferfiltratswasserwerk (sieche Abbildung 7) mit parallelem Strdomungsregime
ist ein Simulationssystem aufzubauen. Der Fluss soll dabei als idealisierte Randbedin-
gung beriicksichtigt werden.

Berechnen Sie fiir diese hydraulischen Verhéltnisse den stationdren Endzustand auf
der Basis der analytischen Losung der Brunnengleichung.

k=1-10732; hyy = 156m; zpo = 156m; S = 0,25;V = 5045 ¢ = 0,001—L;1;
b = 100m; kgomm = 5 - 107°2; Mg o, = 1m;

Ermitteln Sie die Losung

a) mit idealisiertem Fluss und
b) unter Beriicksichtigung des realen Flusses (Kolmation und Unvollkommen-
heit).
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A%
Brunnen Br Pegel P
U
Hangzufluss
—

Zgo q
A e T

L 1 | | | !

I | | J I |

20m 50m 50m 50m 50m

Grundwasserleiter mit Fluss, Brunnen und Hangzufluss

8. In der Geohydraulik werden Pumpversuche zur Bestimmung der Grundwasserleiter-
parameter eingesetzt. Unter bestimmten Bedingungen kann die Absenkung nach der
Formel von THEISS/JAKOB/COOPER

Vo (225-T-
T aoar " r2.S

Leiten Sie unter Verwendung dieser Formel eine Gleichung zur Bestimmung des k-

ermittelt werden.

Wertes fiir einen Ortspunkt P, der sich in einer Entfernung » vom Brunnen befindet, ab.
Die Bestimmung des k-Wertes soll dabei auf der Verwendung der Absenkungswerte
s1 zum Zeitpunkt ¢; und s zum Zeitpunkt ¢5 basieren. Das Verhiltnis der Messzeiten
ty : 1o betrdagt 1 : 10.

9. Berechnen Sie die Absenkung im GWBR (siehe Abbildung 9) fiir den Zeitpunkt ¢t =
10h, wenn im Brunnen 5/ lang ein Volumenstrom von 0, 2’”?3 gefordert wird und an-
schlieBend die Pumpen abgeschaltet werden.
hi—o = 10m, M = 15m, k = 0,00012, Sy = 0,0001m ™", ng = 0,25

Brunnen Pegel

15m

=10 m

25m ‘

Unendlich ausgedehnter Grundwasserleiter mit einem Forderbrunnen
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10. Berechnen Sie fiir eine Grundwassergewinnungsanlage auf Uferfiltratbasis die Absen-
kung am Punkt P nach einem Jahr.

Forderrate je Brunnen: 257 - s~ 1
k=2-10"3m-s ' h, =15m; S =0,25
EF=1-10"m-s ' M’ = 1m; B = 25m; r = 250m; ro = 500m; rp = 375m
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11.

12.

13.

Aus zwei Brunnen an einem Fluss (ohne Kolmation und vollkommen) wird konstant
je 251 - s~ gefordert.

Berechnen Sie die Absenkung am Punkt P nach einem Monat und den stationiren
Endzustand.

Kordinaten:

Brunnen 1: x = 750m y = 100m

Brunnen 2: x = T700m y = 400m

Punkt P: x = 1000m y = 500m

hy, = 15m,ng = 0,25,k =103m - s~ !

Berechnen Sie mittels der THEISschen Brunnengleichung die Grundwasserstandsan-

derung nach 10 Tagen fiir folgende schematische Grundwasseranreichungsanlage (sie-
he Abbildung 12).

Gegeben: V = 0,001m3 - s, Sy = 0,001m ™, ng = 0,25, k = 0,001m - s*

realer Fluss Brunnen GWBR

B=30m| ]

15m

—10m

| 50 m | 25m |
[ |

Realer Fluss mit Entnahmebrunnen (Grundwasseranreicherungsanlage)

Berechnen Sie mittels der THEISschen Brunnengleichung die Grundwasserstandsan-
derung nach 10 Tagen fiir folgende schematische Grundwasseranreichungsanlage (sie-
he Abbildung 13).

Gegeben: V = 0,001m3 - s71, Sy = 0,001m ™!, ng = 0,25, k = 0,001m - s *

Brunnen

\Y%
Spundwand l GWBR
h,s
B h=40m| M=50m
A
’ 50 m 25m

Grundwasseranreicherungsanlage mit Brunnen und Spundwand
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14. Berechnen Sie die Absenkung am Pegel fiir den Zeitpunkt ¢ = 15h, wenn im Brunnen
10A lang ein Volumenstrom von V' = 0, 1m3s~! gefordert wird und anschlieBend die
Pumpe abgeschaltet wird (siche Abbildung 14).

Gegeben: h;—y = 40m, M = 50m, k = 0,0001ms~!, Sy = 0,0001m =, ng = 0,25

Brunnen

V
idealer Fluss T GWBR
h,s
| b —40m| M=50m
” 50 m 25m

Uferfiltratanlage mit Brunnen und Fluss
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KAPITEL 9. NUMERISCHE METHODEN

Die horizontalebene Grundwasserstromungsgleichung ist in der allgemeinen Form einer
nichtlinearen partiellen Differentialgleichung nicht geschlossen l6sbar. Durch Quantisierung
sowohl der Orts- als auch der Zeitkoordinaten kann ein diskontinuierliches Modell aufge-
stellt werden, welches numerisch l6sbar ist. In der Literatur wird an Stelle von Quantisie-
rung auch oft der Begriff Diskretisierung verwendet, und das diskontinuierliche Modell
wird als diskretes Modell bezeichnet. Dieser in der Literatur falsche Gebrauch der Wor-
ter beruht auf der unsauberen Trennung zwischen unabhéngigen und abhéingigen Variablen.
Die Quantisierung einer unabhéngigen Variablen fiihrt zu den diskontinuierlichen, die
Quantisierung einer abhingigen Variablen zu den diskreten Modellen.

Die diskontinuierlichen Modelle lassen sich einfach an die Strukturen der Datenmodelle an-
passen, welche im Allgemeinen auch in Form von Stichproben vorliegen.

Die Quantisierung der Ortsvariablen soll zunédchst unabhéngig von der Zeitvariablen be-
trachtet werden. Dies ist fiir stationédre Prozesse auf alle Fille berechtigt, aber auch bei insta-
tiondren Vorgdngen konnen diese Klassen der Variablen unabhéngig voneinander betrach-
tet werden. Nur in speziellen Interpolationsschemata kann eine Verkniipfung dieser beiden
Quantisierungsvorgénge entstehen und muss dann gesondert behandelt werden.

Geht man von der kontinuierlichen Funktion der Piezometerhohe oder der Lage der freien
Grundwasseroberfliche im Original (2g(y,y.+)) aus, so erhilt man durch die diskontinuierliche
Simulation eine diskontinuierliche Funktion (2p(s, 4,+,)). AnschlieBend wird der Problembe-
arbeiter versuchen, daraus wieder eine kontinuierliche Funktion zu approximieren. Aus die-
ser Aufgabenstellung ergeben sich folgende Forderungen fiir die Durchfiihrung der Quantisie-
rung:

e Durch die Quantisierung der Funktion darf kein Informationsverlust auftreten, da sonst
aus der diskontinuierlichen Funktion die kontinuierliche nicht eineindeutig zuriickge-
wonnen werden kann.

e Die Quantisierung soll keine redundante Informationsverarbeitung hervorrufen, d.h.
der Abstand der Tastpunkte ist nicht zu klein zu wahlen.

Weitere Forderungen beziiglich der Quantisierung ergeben sich aus dem verwendeten Simu-
lator und den vorhandenen Eingangsdaten:

e Das quantisierte Feld ist so zu gestalten, dass die hydrogeologischen und technisch/
technologischen Bedingungen des Originales iibersichtlich, physikalisch anschaulich
und mit hoher Genauigkeit beriicksichtigt werden konnen.

e Die Quantisierung muss eine einfache Simulation zulassen.
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Die Forderungen widersprechen sich zum Teil. So stehen vor allem die Forderungen der
informationstheoretischen Seite im Widerspruch zu der praktischen Anwendung. Es wird
also bei der Quantisierung auch um die Suche einer optimalen Gestaltung der Tastpunkte
gehen.
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9.1 Methoden der Ortsquantisierung

Die quantisierten Werte der x- und y-Achse ergeben die Tastpunkte in der x-y-Ebene, die
beliebig verteilt sein kdnnen. Diese Punkte werden mit Geraden verbunden, und man erhilt
ein netzformiges Gebilde. Dabei erhalten die Tastpunkte die Funktion von Netzknoten. Die
Funktionswerte an den Tastpunkten bzw. den Netzknoten werden als bekannt, eventuell als
Losung der Simulation, vorausgesetzt, so dass die Werte entlang der Netzlinien und inner-
halb der Netzmasche interpoliert werden konnen. Wird der Funktionswert (z.B. Wasserstand,
Temperatur, Konzentration) als z-Achse dargestellt, so erhdlt man eine dreidimensionale Fl4-
che, die an den Knoten durch die vorgegebenen Funktionswerte gestiitzt wird. In der Simu-
lationspraxis unterscheidet man verschiedenen Netzformen, die nach folgenden Kriterien
eingeteilt werden konnen (siehe Tabelle 9.1 und Abbildung 9.1).

Tabelle 9.1: Einteilung von Netzformen

Koordinatenbezug || koordinatentreu | koordinatenunabhéngig
Quantisierung aquidistant beliebig quantisiert
Topologie regelméBig unregelmifig
Geometrie orthogonal dreiecksformig

Die verschiedenen Netzformen besitzen Vor- und Nachteile beziiglich der Erfiillung der an-
fangs gestellten Forderungen. Die regelmifBigen Netzformen lassen eine relativ einfache
Weiterverarbeitung mittels der Simulatoren zu. Sie erfiillen aber die Forderung, dass hydro-
geologische Bedingungen unter minimalem Simulationsaufwand gut beriicksichtigt werden
sollen, schlecht. Ausserdem ldsst sich eine redundante Informationsverarbeitung auf Grund
zu kleiner Schrittweiten nicht vermeiden. Die unregelmifBigen Netzformen, besonders die
koordinatenunabhingigen, lassen sich schlecht simulieren. Durch die beliebige Verteilung
der Netzknoten ldsst sich diese Netzform jedoch gut an die hydrogeologischen und tech-
nisch/technologischen Bedingungen anpassen. Der wesentliche Vorteil liegt in der beliebigen
Dichteverteilung der Netzknoten, so dass sie, wo es erforderlich ist, eng beieinander liegen
oder weit entfernt sein konnen. Damit ist eine redundanz-minimierte Informationsverarbei-
tung bei minimaler Netzknotenanzahl realisierbar. Der Nachteil der unregelmifligen Netz-
formen liegt in einer komplizierten Durchfiihrung der Simulation. Einen Kompromiss kann
man eingehen, wenn man von den beliebigen Netzformen zu topologisch regelmafigen, aber
geometrisch unregelmifigen Dreiecksnetzen iibergeht. Entscheidend fiir die Durchfiihrung
der Simulation ist die topologische Gestaltung des Netzes. Bei dem topologisch regelméfBi-
gen Dreiecksnetz gehen stets von einem Netzpunkt sechs Verbindungen zu Nachbarpunkten
aus. Bei einem beliebigen Dreiecksnetz bestehen endlich viele Verbindungen zu den Nach-
barknoten.

Systemanalyse in der Wasserwirtschaft Peter-Wolfgang Griber
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Abbildung 9.1: Netzformen
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Unabhéngig von der Gestaltung der Netzform tritt bei der Modellierung hydraulischer Gebie-
te mittels numerischer Modelle ein weiterer Effekt auf. Durch die endliche Ausdehnung der
mathematischen Modelle werden die im Allgemeinen unendlichen Stromungsverhiltnisse
im Grundwasserleiter kiinstlich begrenzt. Die Modellrdnder stellen Randbedingungen 2. Art
( % = const) dar. Damit wird am Rand des Modells ein Volumenstrom von VRand = O nach
aulen erzwungen. Damit sind die Modellrdnder Barrieren gleich zu setzten. Dies steht sehr
oft im Widerspruch zu den hydraulischen Bedingungen des Originalprozesses. Erkennbar ist
dieser Effekt daran, dass die Aquipotentiallinien, z. B. Wasserstand, die so genannten Iso-
linien, grundsétzlich senkrecht auf dem Modellrand stehen. Diesen Fehler kann man mini-
mieren, indem man die Modellgrenzen auf natiirliche Randbedingungen 1. und 3. Art wie
Fliisse und Seen, auch unter Beachtung eventueller Kolmationseffekte, legt. Bei bekannten
Hangzuflussraten oder Grundwasserscheiden, insbesondere bei Grundwassereinzugsgebiets-

grenzen, kann man auch diese an der Modellgrenze als Randbedingung 2. Art eingeben.

Zur Beschreibung des geohydraulischen Verhaltens innerhalb der Netzmaschen gibt es ver-
schiedene Verfahrenswege. Die bekanntesten sind die Methode der Finiten Differenzen
(FDM), dic Methode der Finiten Volumen (FVM) und die Methode der Finiten Elemente
(FEM). Bei der FDM wird davon ausgegangen, dass der Austausch entlang der Maschen-
grenzen und in den Netzknoten stattfindet.Dem gegeniiber besteht der Grundgedanke der
FEM darin, dass die Netzwerkmasche als Kontinuum betrachtet wird und die Wechselwir-
kung mit den Nachbarelementen iiber den Energie-, Impuls- und Massenaustausch senkrecht
iber die Maschenberandung erfolgt. Im Folgenden wird die FDM ausfiihrlich beschrieben.
Die anderen Quantisierungsverfahren wie FEM und FVM werden nur iiberblicksméBig dar-
gestellt.
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9.1.1 Finite Differenzen Methode

Wie bereits erwéhnt, werden bei der Ortsdiskretisierung keine zeitabhdngigen Vorgiange be-
trachtet. Deshalb ist die Herleitung der Ortsquantisierungen unabhéngig davon, ob ein insta-
tiondres oder stationdres Stromungsfeld untersucht werden soll. Aus diesem Grund werden
die folgenden Aussagen an Hand der stationdren Stromungsgleichung abgeleitet. Sie gelten
dann auch, unter Berlicksichtigung der mathematischen Bedingungen, fiir das instationdre
Stromungsregime (siehe Abschnitt 9.2 Zeitquantisierung, Seite 269).

9.1.1.1 Bilanzgleichung

Die Differentialgleichung der horizontalebenen Grundwasserstromung lautet fiir den sta-
tionéren Fall:

div (T - grad h) =0 9.1)

h  gespannter
mit h = Grundwasserleiter

ZRr ungespannter
N
4

k(x,y,z)M gespannt 7
und T = = / k(x,y,z)dz
k(x,y,z)zr ungespannt 2=a

\

Die stationdre Stromung ist dadurch gekennzeichnet, dass keine Speichervorginge auftre-
ten. Diese partielle Differentialgleichung ldsst sich in kartesischen Koordinaten wie folgt

schreiben: 5 o 5 o

Wird die Methode der Finiten Differenzen auf diese Gleichung unter Einbeziehung eines
koordinatentreuen, topologisch regelmiBigen Gitters angewendet, so ist dies mit der Uber-
fithrung der Differentialquotienten in Differenzenquotienten gleichzusetzen:

A Ah A Ah
s (TA—$> + Ay (TA_y> =0 9.3)

Der Quantisierungsfehler, der bei diesem Ubergang entsteht, hat in diesem Fall eine qua-
dratische Ordnung (O(z,y) ~ Az? Ay?). Diesen Fehler kann man auch als Abweichung
der Sekante, die bei dem Differenzenquotient benutzt wird, von der Tangente, die durch den
Differentialquotient definiert ist, beschreiben. Diese Abweichung ist abhéngig von der Grof3e
des Gradienten, d.h. von der Steigung der Tangente.

Neben diesem mathematisch begriindeten Fehler lassen sich noch folgende Fehlererschei-
nungen aufzédhlen. Durch die Quantisierung wird die geometrische Lage von in der Fliche
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Ausgangszustand - Kontinuum Diskontinuierliches Modell

Py

my

nx

Abbildung 9.2: Ubergang zwischen Kontinuum und Widerstandsnetz

beliebig angeordneten Randbedingungen verdndert, da diese im diskontinuierlichen Netz
nur noch an den Netzpunkten, den Kreuzungen zwischen Zeile und Spalte, angeordnet sein
konnen (siche Abbildung 9.2). Auch die geometrische Grofle der Randbedingungen wird
verdndert. Im Kontinuum hat jede Randbedingung eine beliebig endliche geometrische Aus-
dehnung. Im diskontinuierlichen Feld kann jede Randbedingung nur eine Ausdehnung an-
nehmen, die ein ganzzahliges Vielfaches der Quantisierungsschrittweite Az und Ay ist. Im
Allgemeinen bedeutet dies, dass den Randbedingungen eine wesentlich groflere Wirkungs-
fliche im diskontinuierlichem Netzmodell zugeordnet wird, als dies im Original der Fall ist.
In diesem Zusammenhang sei noch einmal auf die Wirkung des endlich ausgedehnten Net-
zes hingewiesen. Die Netzridnder bewirken eine Begrenzung des Stromungsfeldes, da iiber
die Grenzen kein Volumenstrom flief3t (VRmd = 0). Dies muss aber im Original nicht so
der Fall gewesen sein. Aus diesem Grund sollte der Modellrand moglichst mit der Lage der
hydraulischen Randbedingungen iibereinstimmen.

Neben der mathematischen Ableitung lasst sich der Quantisierungsvorgang auch physikalisch
begriinden. Zu diesem Zweck wird das Kontinuum mit einem entsprechenden Gitter {iber-
zogen. An den einzelnen Netzknoten werden die Bilanzgleichungen, hier die Massenerhal-
tungsgleichungen, aufgestellt. Die Verbindungen zwischen den Netzknotenpunkten werden
durch Stromungswiderstidnde reprasentiert. Die Massenerhaltungsgleichung am Punkt P, ,,
ergibt sich aus der Summe der Wassermengen, welche entlang der Netzlinien auf den Knoten
zuflieBen (siehe Abbildung 9.3). Diese Summe muss laut Definition (im stationdren Zustand
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tritt keine Speicherwirkung auf) gleich Null sein. Die Bilanzgleichung lautet also:

anl,n + VnJrl,n + mel,m + Verl,m =0 (94)
n-1 n n+1
m+1
m
m-1

Abbildung 9.3: Bilanz fiir den Knoten n,m

Unter Beachtung, dass Volumenstrome auch als Quotient von Differenzen des Wasserstandes
bzw. Druckes und hydraulischen Stromungswiderstinden oder als Produkt von Differen-
zen des Wasserstandes bzw. Druckes und hydraulischen Leitfihigkeiten (verallgemeinertes
DARCY-Gesetz, siche auch Theorie der Rohr- und Gerinnehydraulik) dargestellt werden
konnen, erhélt man:

G:v n—l,m(hn,m - hn—l,m) + Gw n,m(hn,m - hn+1,m)+

(9.5)
Gynm—1(Pnm — Pnm—1) + Gynm(hpm — hnmi1) =0
bzw. nach Wasserh6hen geordnet:
ho—1,m(—Gan—1,m)+
hom—1(—Gynm—1)+
P (G n—t.m + Ganm + Gynm-1 + Gynm)+ (9.6)

hn,m—l—l <_Gy n,m)+
hn+1,m(_Gac n,m) =0
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Geht man spaltenweise durch das Gitternetz, d.h. innerhalb der Spalten 1 bis nx werden die
Knoten der Zeilen 1 bis my abgearbeitet, so ergibt sich ein Gleichungssystem mit nx - my
Zeilen und damit auch mit nx - my Unbekannten. Diese hochdimensionalen Gleichungssy-
steme, bei praktischen Aufgaben bis zu einigen Hundertausenden oder Millionen, kdnnen
1m Gesamtschrittverfahren nach GAUSS, GAUSS-SEIDEL oder mittels Iterationsverfahren,
insbesondere mit den Verfahren der konjugierten Gradienten mit Vorkonditionierung (PCG),
gelost werden (siehe Abschnitt 1.3 Lineare Gleichungssysteme, Seite 18ff).

Ordnet man diese Gleichungen nach den Elementen h,, ,, so erhélt man ein Gleichungs-
system (siehe Tabelle 9.3), welches die charakteristische Gestalt der Diagonalen hat. Stellt
man dies als Matrixgleichung dar, so erhélt man die Koeffizientenmatrix G mit nz - my Spal-
ten und ebensoviel Zeilen. Diese Koeffizientenmatrix ist nur an bestimmten Stellen besetzt,
ndmlich in der Diagonalen, den beiden unmittelbar angrenzenden Nebendiagonalen und an
zwei weiteren Nebendiagonalen, die einen Abstand von nx von der Hauptdiagonalen besit-
zen. Alle anderen Elemente der Matrix sind gleich Null. Da diese Matrix zusétzlich noch
symmetrisch ist, reduziert sich der eigentliche signifikante Werteraum auf 3 - nz - my Ele-
mente (siche auch Abschnitt 1.2.1 Bandmatrizen , Seite 8). Die Losungsfunktion, d.h. die
Wasserstdnde h,, ,, an den Knoten, wird durch einen Spaltenvektor der Lange nz - my darge-
stellt. Demgegeniiber steht die rechte Seite ebenso als Spaltenvektor der Lange nx - my zur
Verfligung.

An Hand eines Beispiels der Quantisierung eines zweidimensionalen Grundwasserleiters
mittels eines Netzes aus vier Spalten und vier Zeilen (siche Abbildung 9.4) soll die Auf-
stellung des Gleichungssystems gezeigt werden.

:'- | ‘ 1 1
1,4 24 3.4 44|
|| @) | .
1G“ 1.3} 1 —x 23] S
13 23 33 43
| | [ | 1
132 2.2 3,2] 4.2¢
I | 1 ] ] 1 T I 1 T
L[ "=—m2,1| =31 ——4.1

Abbildung 9.4: 4 x 4-Gitternetz

Fiir dieses Beispiel ergeben sich folgende 16 Gleichungen (siehe Tabelle 9.2).
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252

Tabelle 9.3: Gleichungssystem in Diagonalengestalt

Zeile

1

Spalte

Nr.

hia

his

hia

1,1

Ga: 1,1
‘I‘Gy 1,1

)

1,2

—Gy1a

=Gy

1,3

Gy 1,2
+Gr13
+Gy13

14

_Gy 1,3

Gy 1,3
+Gy 14

)

2.1

_Gx 1,1

2,2

_Gx 1,2

2,3

=Gy

2,4

—Gyi14

3,1

3,2

3,3

3.4

4,1

4,2

4,3

4,4
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Tabelle 9.4: Fortsetzung 1

Zeile 2
2
=
(% NT. h2,1 h2,2 h2,3 h2,4
191 _G:r 1,1
1 (1,2 —G, 1,2
1a3 _G;v 1,3
1,4 —Gi14
G
2,1 +Gy21 —Gy21
+Gya1
Gx 1,2
2 2,2 —Gy 2,1 ::__gi z:; _Gy 2,2
+Gya2
Gx 1,3
2,3 —Gya2 igi zz —Gya3
‘|—Gy 2,3
G 1,4
274 _Gy 2,3 +Gy 2,3
+G:E 2.4
3,1 —Gran
3|32 —Gpo2
33 —Goa3
34 —Groa
4,1
4 | 4,2
4,3
4.4
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254

Tabelle 9.5: Fortsetzung 2

Zeile 3
2
=
(,Qj' NT. h3,1 h3,2 h3,3 h3,4
1,1
11,2
1,3
1,4
21| —Gaai
2 (22 —Giraz
23 ~Giraz
2,4 —Gro4
G:c 2,1
331 +Gx 3,1 _Gy 3,1
+Gy 3,1
Gz
3|32 Gy 1% z; —Gly32
+Gy 32
Gra3
33 Gz || TE | G
+Gy 3.3
Ga: 2.4
3,4 —Gyg 3 +Gy 3.3
+Gr34
4,1 —Gu3a
4 | 4,2 —Gg32
4a3 _Gx 3,3
4,4 —G3a
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Tabelle 9.6: Fortsetzung 3

Zeile 4 RS
3
2 haa has has haa
@ | Nr. K N N N
1,1 =0
11,2 =0
1,3 =
1,4 =0
2.1 =0
2|22 =0
2,3 =0
2.4 =
3,1 —Gy31 =0
3 (3,2 —Gy32 =
333 _Gac 3,3 -
3.4 —G, 3,4 =0
Gm 3,1 _
41 ( +Gyan ) ~Gyan N
Gw 3,2
4 4,2 —Gy 41 +Gy 4,1 —Gy 4,2 =0
‘|—Gy 42
Ga: 3,3
4,3 —Gy 4,2 +Gy 4,2 —Gy 4,3 =0
+Gya3
G:E 3,4 _
4.4 —Gyags e ) =0
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Die Berechnung der Leitwerte erfolgt nach folgendem Schema (sieche Abbildung 9.5).

m-+1

n-1 n+1

Abbildung 9.5: Zuordnung hydraulischer Parameter zu Ersatzleitwerten

Die kleinste Quantisierungsfléche ist die Flidche, die sich um den betrachteten Punkt P, ,,, mit
den Kantenldngen Ax und Ay ergibt. Entsprechend den Quantisierungsvorschriften werden
dieser Flache einheitliche Parameter zugeordnet, d.h. innerhalb dieses Planungselementes
werden die Parameter des Grundwasserleiters wie k-Wert, Speicherkoeffizient S, Lage des
Grundwasserstauers a, durchstromte Méchtigkeit D und die aktuelle Piezometerhohen bzw.
die Lage der freien Grundwasseroberfliche zp als unabhingig vom Ort z, y betrachtet. Ei-
ne Anderung dieser Werte kann nur an den Grenzen des Planungselementes erfolgen. Dort
kann es aber zu gro3eren Spriingen kommen. Damit werden die Parameter und Zustandsgro-
Ben des Grundwasserleiters im mittels FDM quantisierten Netz durch unstetige Funktionen
widergespiegelt. Dieses steht im Widerspruch zu meist stetigen Funktionen im Originalpro-
zess. Fiir die Stromungsprozesse bedeutet dies, dass dieses Planungselement als homogener
Grundwasserleiter mit horizontaler Sohle und horizontalem Grundwasserspiegel betrachtet
wird. Auf Grund des Quantisierungsschrittes ist eine Interpolation zwischen den Netzkno-
ten nicht zuldssig. Dies entspricht den gleichen Aussagen, die fiir quantisierte Signale gelten
(siche GRABER: Scipte zu den Vorlesungen Automatisierungstechnik bzw. Grundwasser-
messtechnik). Berticksichtigt man diese Prdmissen, so konnen die einzelnen hydraulischen
Leitwerte definiert werden.
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Allgemein gilt:

G=k 9.7)

A
1
wobei A die senkrecht durchstromte Flache und [ die parallel durchstromte Lénge ist. A
ergibt sich aus der Stromungsbreite b und der durchstomten Méchtigkeit D, die gleich der
Michtigkeit des Grundwasserleiters fiir gespannte Verhéltnisse bzw. der freien Grundwas-
serhohe zp ist. Der differentielle Leitwert einer Stromlinie ergibt sich zu:

dz-b

dG =k -
[

(9.8)

bzw. der Gesamtleitwert einer senkrecht durchstromten Flache ergibt sich als Parallelschal-
tung der Leitwerte der einzelnen Stromlinien. Die Parallelschaltung wird als Summation
bzw. als Integration der differentiellen Leitwerte betrachtet:

I b
- D

G:?/kdz
T.

G==

mit:
D
T:/kdz

M gespannter
D = GWL

ZR ungespannter

Diese Integraldarstellung der Transmissibilitdt ldsst sich numerisch schlecht auswerten, da
der Durchldssigkeitskoeffizient eine Stufenfunktion und nicht als stetige Funktion darstellbar
ist. Damit ist die Transmissibilitit stets eine stiickweise lineare Funktion der Variablen z und
kann damit als Summenformel geschrieben werden:

T = Z ki ((zi31 — 20)T'1 + (2r — 21)T2) 9.9
=0
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mit:

.
0  2r< 24
I'y =
1 ZR > 2141
\
(
0 ZR > 2141
FQ -
1 z<z2r< 241

Dabei bedeuten z; die absoluten Hohen der verschiedenen Bodenschichten und %; die da-
zugehorige Durchlissigkeitskoeffizienten. Die Einzelleitwerte (Indizes O, W, S, N) werden
damit wie folgt berechnet:

Ay Ay
) O k] % ) Aa:,

Gmn,mW = G:p n,m O (910)

Da vorausgesetzt wird, dass im Planungselement n, m alle Parameter, einschlielich der
durchstromten Machtigkeit, konstant sind, gilt, dass jeweils paarweise gleiche Leitwerte an-
genommen werden kdnnen:

Az Ax

G n.m :Tnm_ :2- nom

yn, S I % ) Ay
Gyn,mN = Ga:n,mS (911)

Die Zusammenschaltung zweier Teilleitwerte, z.B. des G5, 1, 0 und des Gy 11, w, €rgibt
den Leitwert zwischen zwei Knoten. Aus der Stromungstechnik oder Elektrotechnik ist be-
kannt, dass die Reihenschaltung zweier Widerstinde deren Summe ergibt:

R=R,+R, (9.12)

1 1
"R RitR
1
@t
GGy
G+ Gy

G (9.13)
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damit ist:

Gangn = om0 ot lmit (9.14)
Gzn,mO + Gxn-i—l,mW
2T Aym | 2Tn Aym

nmag, +1m N

- 2T Aym + 2Tn Aym

nm Ag, +1,m ATl

27, T, Ay

—Jm
+1m Axn-‘,—l

1
M Agy,

1 1
Tn,m Azn + Tn+1,m AZpiq

o 2Tn,m : Tn+1,mAym
B Tn,mAxn—i-l + Tn—l—l,mA«rn

Bei dquidistanter Teilung, d.h.

Az, = Az, 1 = Ax bzw.
AYm = AYymi1 = Ay

erhilt man:
2Tn,m . TnJrl,m Ay

(Tn,m + Tn+1,m) A‘T

Gam,m =

Unter Beachtung, dass allgemein gilt:

Ay
Az,

Ga:n,m =T

ergibt sich damit:
Tn,m : Tn+1,m
Tn,m + Tn+1,m

Diese harmonische Mittelwertbildung entspricht auch sehr gut dem hydraulischen Real-

T=2 (9.15)

zustand, bei dem sich der kleinere Durchldssigkeitskoeffizient bzw. die kleinere Transmissi-
bilitdt dominant durchsetzt. Die Berechnung der Transmissibilitdt wird auch im stationdren
Fall bei Vorliegen eines ungespannten Grundwasserleiter kompliziert, da es sich hier um
einen Wert handelt, der von der Losung des Gleichungssystems selbst abhéngt. Im Beispiel
eines ungeschichteten Grundwasserleiters ergibt sich die Transmissibilitdt zu:

T = knm * ZRnm (9.16)

)

In diesem Fall ist es notwendig, das Gleichungssystem iterativ zu berechnen. Dazu beginnt
man mit einem Schitzwert flir zgzhm. Je besser dieser Schitzwert der wahren Losung 25, ,,,
nahe kommt, umso weniger Iterationsschritte miissen ausgefiihrt werden. Mittels des Schétz-
wertes ldsst sich eine erste Nédherung fiir die Transmissibilitét Télgl berechnen und damit
die Koeffizientenmatrix mit den entsprechenden Leitwerten aufbauen. Sie fiithrt zur Losung

(2) : ; . . : .
ZR n.m» €iner verbesserten Néherung der exakten Losung zg y, . Diese wiederum wird nun
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zur Berechnung verbesserter Transmissibilititen Tﬂl benutzt. Das Verfahren wird fortge-
setzt, bis die Abweichung zweier Ndherungen kleiner als eine gewisse Grenze ¢ ist.

(4) (i+1)

RRnm — *Rn,m
(@)

Rn,m

<é€
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9.1.1.2 Beriicksichtigung der Randbedingungen

Die vorangegangenen Ausfiithrungen zur Quantisierung des Kontinuums galten fiir den Fall
der unbeeinflussten Grundwasserstromung. Fiir eine eindeutige Simulation miissen wie im
Originalvorgang Randbedingungen wirken, ohne die keine Grundwasserstrémung zu Stande
kédme. Bei den diskontinuierlichen Modellen auf der Basis der Finiten Differenzen Methode
greifen die Randbedingungen grundsitzlich an den Knoten an. Dabei stof3t vor allem die
Beriicksichtigung von Randbedingungen 1. Art auf Schwierigkeiten.

Bei der numerischen Simulation muss mindestens an einem Knoten eine Randbedingung 1.
Art wirken. Modelle, die nur iiber Randbedingungen 2. und/oder 3. Art verfiigen, liefern
keine eindeutigen Simulationsergebnisse. Den Fall des unendlich ausgedehnten Grundwas-
serleiters, wie mittels der analytischen Losung nach THEIS berechenbar, existiert in den
diskontinuierlichen Modellen nicht.

Im Folgenden sollen fiir die verschiedenen Arten von Randbedingungen die Realisierungs-
moglichkeiten angegeben werden. Die Randbedingung 2. Art, die an einem Knoten wirkt
(siehe Abbildung 9.6), kann auf der Basis der Bilanzgleichung wie folgt beriicksichtigt wer-
den:

n-1 n n+l

m+1

m-1

Abbildung 9.6: Beriicksichtigung einer Randbedingung 2. Art

anl,n + VnJrl,n + mel,m + Verl,m + VRB 2. Art n,m — 0

anl,n + VnJrl,n + mel,m + Verl,rri = :VRB 2. Art n,m (917)

(.

v v
unbekannte Gréfien bekannte GroB3en
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Damit kann die Randbedingung 2. Art direkt auf die rechte Seite der Gleichung geschrieben
werden. Bei Einfilhrung der Potentialdifferenzen an Stelle der Volumenstrome geht diese
Gleichung in die gewohnte Matrixgleichung fiir das Gitternetz tiber, wobei fiir die Knoten
mit Randbedingungen 2. Art die rechte Seite von Null verschieden ist.

Bei Randbedingungen 3. Art (siche Abbildung 9.7) geht man prinzipiell gleich vor. Die
Bilanzgleichung wird fiir den Knoten aufgeschrieben, an dem die Randbedingung angreift.
Die Randbedingung 3. Art ist definitionsgemif ein Potentialabfall iiber einen Anstromwider-
stand, was wiederum nichts anderes als ein verdnderlicher Volumenstrom ist. Im Allgemei-
nen wird bei der Randbedingung 3. Art die Potentialdifferenz zwischen einem vorgegebenen
Potential (z.B. Wasserstand eines Vorfluters oder eines anderen Oberflaichengewissers) und
dem Wasserstand an dem Punkt des Grundwasserleiters, wo die Randbedingung wirkt, ge-
bildet:

m+1

Abbildung 9.7: Beriicksichtigung einer Randbedingung 3. Art

Vn—l,n + Vn+1,n + Vm—l,m + Vm+1,m + VRBB. Artnm — 0
Vn—l,n + Vn—l—l,n + Vm—l,m + Vm—l—l,m + Ganstrm n,m (hn,m - hFlu) =0

Vn—l,n + Vn—i—l,n + Vm—l,m + Vm—i—l,m + Ganstrm n,m ° hn,m - Ganstrm n,m ° hFlu

vV Vv
unbekannte Grofien bekannte Grofien

(9.18)
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Bei Einfiihrung der Potentialdifferenzen fiir alle Volumenstrome erhélt man:

Gz nfl,m(hn,m - hnfl,m)—i_
Gy n,m—l(hn,m - hn,m—l)"‘

G nm(Pnm — Png1,m)+ (9.19)
Ganstrém n,mhn,m+

Gy n,m(hn,m - hn,m+1) = Ganstrém n,mhFluss n,m

bzw. nach h geordnet:

Bt (= Gla )+
Pom—1(—Gynm—1)+
B (G netn + Gangn + Gy nme1 + Gy nm + Ganstrom nan)+ (9-20)
By st (—Gy )+

hn+1,m(_Gm n,m) - Ganstrém n,mhFluss n,m

Damit ist zu erkennen, dass bei Vorhandensein einer Randbedingung 3. Art neben der von
Null verschiedenen rechten Seite auch die Hauptdiagonale einen weiteren Summanden er-
halten hat.

Randbedingungen 1. Art werden in dem diskontinuierlichen Modell als Sonderfall der
Randbedingung 3. Art mit verschwindendem Anstromwiderstand behandelt. Da die Bilanz-
gleichungen der Knoten auf Volumenstrome orientieren, kann das Potential der Randbedin-
gung nicht explizit auftreten. Hydraulisch ist dieser mathematische Schritt durchaus sinnvoll
interpretierbar, da die Randbedingungen 3. Art auch als Kombination einer Randbedingung
1. Art und einem Anstromwiderstand anzusehen sind. Geht dieser Anstromwiderstand gegen
Null, d.h. verschwindet der Potentialverlust zwischen Grundwasserstand und Oberflachen-
gewisser, ist dies mit dem Wirken einer Randbedingung 1. Art gleichzusetzen. Aus dieser
Feststellung heraus kann die Herleitung entsprechend den obigen Aussagen {iber die Rand-
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bedingung 3. Art iibernommen werden:

hnfl,m<_Gw nfl,m)‘i_
P m—1(—Gynm—1)~+
hnn(Gontm + Gonan + Gynn1 + Gynm + GrB 1 Artnm)+ (9.21)
hmmﬂ(_Gy n,m)+

hn+1,m(_Gaﬂ n,m) - GRB 1.Art n,mhFluss n,m

In dieser Gleichung ist statt Ganstrsmnm = GRB1.Artn,m gesetzt worden, da es sich um
eine mathematische Umformung der Randbedingung 1. Art handelt. Ein verschwindender
Widerstand, d.h. R,,s1r5m — 0, wiirde einen Leitwert Grp 1 4yt n,m — 00 bedeuten. Dies
ist numerisch an dieser Stelle nicht realisierbar. Da Grp 1,47t n,m in additiver Verkniipfung
zu den anderen an dem Knoten n, m angreifenden Leitwerten steht, ist es ausreichend, dass
der Leitwert Ggp 1.4rt n,m die Summation der Leitwerte beherrscht. Diese ist gegeben, wenn
folgende Ungleichung erfiillt wird:

GRB 1. Art n,m >> Gw n—1,m + Gm n,m + Gy n,m—1 + Gy n,m
Diese Ungleichung kann als hinreichend erfiillt angesehen werden, wenn gilt:
GRB 1.Art nym — 100 - (GJ: n—1,m + Gac n,m + Gy n,m—1 + Gy n,m)

Auf Grund von numerischen Instabilitéten innerhalb der Gleichungsloser sollte Grp 1. Art nm
auch nicht zu grof3 gewdhlt werden.

In einigen Simulationsprogrammen werden die Randbedingungen 1. Art auch als unendlich
grof3e Speicherwirkung interpretiert. Dies funktioniert aber nur bei der Verwendung instatio-
ndrer Strdmungsregime.

Liegen die Randbedingungen auflerhalb der Netzknotens, was meistens der Fall ist, und soll
nicht das ganze Feldelement den Eigenschaften der Randbedingungen zugeordnet werden,
so kann die Randbedingung iiber vier Widersténde an die benachbarten Knoten angeschlos-
sen werden (sieche Abbildung 9.8). Die Berechnung der Widerstinde und der damit ver-
bundenen Aufteilung der Wirkung der Randbedingung auf die benachbarten Knoten erfolgt
nach den geometrischen Verhiltnissen, d.h. nach der Entfernung zwischen Randbedingung
und Knoten und der entsprechenden Wirkungsbreite. Die Wirkungsbreite ergibt sich aus den
Schwerpunkten der reprasentativen Flichen zwischen den Verbindungslinien des Randbedi-
nungspunktes und des angrenzenden Knotens. Dabei soll der Schwerpunkt die Koordinaten

T Mn,m YMn,m haben.

264



9.1. METHODEN DER ORTSQUANTISIERUNG

n,m+1

n+1 m+l

n,m

n+1l,m

Abbildung 9.8: Aulerhalb des Knotens liegenden Randbedingung

Gnm.RrB = Tn,m§ mit (9.22)
b= \/(-TMmm - -TMn+l7m)2 + (yMn,m - yMn+l,m)2 (923)
l= \/(xn,m - zRBn,m)Q + (yn,m - yRBn,m)2 (924)

Die mathematische Formulierung der verschiedenen Arten der Randbedingungen erfolgt ent-
sprechend der oben dargestalten Form fiir die Randbedingungen 1., 2. und 3. Art.
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9.1.2 Finite Elemente Methode

Die Methode der Finiten Elemente (FEM) stellt eine weitere Art der Uberfiihrung des Kon-
tinuums in eine quantisierte Darstellung dar. Sie unterscheidet sich von der FDM (siehe
Abschnitt 9.1.1 Finite Differenzen Methode, Seite 247) im Ansatz zur Bestimmung der Pla-
nungselemente und deren Parameter. Wihrend bei der FDM die Bilanz im Wesentlichen auf
der Grundlage der Knotenpunktgleichung berechnet wird, stellt die FEM die Bilanz {iber die
Seiten der Planungselemente auf.

Als Planungselemente konnen beliebige Korper in Form von Polyedern gewihlt werden. In
der zweidimensionalen Ebene werden diese Planungselemente zu Fldchen, die durch belie-
bige geschlossene Polygone gebildet werden. Die einfachste Form stellt dabei die Bildung
von Dreieckselementen dar. Jede hhere Ordnung der Planungselemente kann durch die Zu-
sammenfassung von mehreren Dreiecken gebildet werden.

In den Planungselementen werden fiir die Potentialfunktionen, z.B. Wasserstand, Piezo-
meterhdhe, Konzentrationsverteilung, Temperatur oder anderes, lineare, homogene Verhilt-
nisse vorausgesetzt. Damit kann innerhalb der Planungselemente die Verteilung analytisch
berechnet werden. Diese Berechnung kann mittels der Methoden der Variationsrechnung
oder nach dem GALERKIN-Verfahren bestimmt werden.

Nach dem Prinzip der Variationsrechnung wird zu der gesuchten Potentialverteilung P, )
(z.B. h, zg, ®) im gesamten betrachteten Gebiet GG eine Néherungsfunktion P’("w’ Y) des quan-
tisierten Kontiuums gesucht. Da laut Definition innerhalb des Planungselementes lineare
Systemzustdande herrschen, gilt fiir ein Dreieckselement der lineare Ansatz:

Poy=a+b-ax+c-y (9.25)

Diese Gleichung muss auf alle Fille die Potentialverteilung an den Stiitzstellen, den Drei-
eckspunkten ¢, j und k, erfiillen:

Ploy=a+b-xz;+c-y
Py =a+b-zj+cy

Play=a+b-xp+c-y

Damit hat man drei Gleichungen mit den drei Unbekannten a, b und c, die gelost werden
konnen. Als Matrizengleichung lautet dies:

- - ~ - -1 r -

a 1 x oy Pr
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Die Losung dieser Gleichung, in die Gleichung tiber P(*w Y) eingesetzt, ergibt eine Losung
der gesuchten Funktion. Fiir das Planungselement m kann die Potentialverteilung wie folgt
dargestellt werden:

Die Gewichtsfunktionen W (z,y) sind im Gebiet G in den Richtungen = und y linear und
unterliegen den Orthogonalbedingungen, d.h. es gilt:

W (Zm, Ym) =

m,n €1,7,k

Im Einzelnen kann gezeigt werden, dass gilt:

Wile,) = 5 1o — o0 35) + (o5 = )+ ok — ) o

Wi(x,y) = L[(ﬂvk-yi—aci-yk)Jr(yk—yi)-:zc+(96¢—:vk)-y]

2A
1
Wi (x,y) = A (@i -y — x5 y) + (Y — ) -2+ (25 — x3) - Y]
: 1
mit : A = 3 [z (y5 — yr) + 25 (Ye — vi) + 2k (Y — )]
A ist der Flacheninhalt des Planungsdreieckes, und es gilt:
Wiz, y) + Wiz, y) + Wi(z,y) =1 (9.27)

P~ ist im gesamten Bereich GG kontinuierlich. Wenn die Stiitzwerte an den Knotenpunkten
bekannt sind, ist die Funktion im ganzem Gebiet darstellbar. Im Folgenden soll gezeigt wer-
den, wie die Stitzwerte P; des Kontinuums so zu bestimmen sind, dass die Potentialwerte
Pr des quantisierten Gebietes bestmoglich angepasst sind. Dies erfolgt nach dem GALER-
KIN-Verfahren. Fiir das Kontinuum gelten die aufgestellten Differentialgleichungen exakt.
Im Fall der horizontalebenen Grundwasserstromungsgleichung gilt (siehe Gleichung 7.14,

Seite 194):
0 OZR 0 OZR
— | T— —(T— ) =0
593( @x>+0y( 8y>
Im quantisierten System wird aber dem gegeniiber nur folgende Néherung gelten:
0 0z 0 0z
—(T=E) 4+ = (T2 = 0
ﬁx( 0m>+0y( 8y> r@.y) #

Dabei wird r(x,y) als Residuum bezeichnet. Das Residuum ist um so kleiner, je besser
das Quantisierungsgebiet dem Kontinuum angepasst ist. Fiir den Fall unendlich kleiner Pla-

nungselemente bzw. unendlich groer Anzahl von Stiitzpunkten, Knotenpunkten und Pla-
nungselementen konvergiert die Ndherungslosung P}, bzw. hier konkret 27, zur Losung des
Kontinuums P bzw zg oder, anders ausgedriickt, das Residuum wird Null.
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Nach der Methode der gewichteten Residuen wird die Ndherungslosung so gesucht, dass das
Residuum im gewichteten Mittel verschwindet. Diese wird mit folgendem Ansatz fiir jedes
Planungselement durchgefiihrt:

/ Wi(x,y) - r(z,y)dG =0 (9.28)

Unter der Voraussetzung, dass die Transmissibilitdt in den einzelnen Planungselementen
konstant ist, kann mit der Definition des Residuums geschrieben werden:

2 % 2 %
/ Wi(z,y) - T - <8 o ZR) dz - dy = 0 (9.29)
G

0x? 0y?

Dabei ist noch berticksichtigt worden, dass die Zeitabhéngigkeit identisch Null sein soll. Dies
trifft auf die stationdren Prozesse zu. Aber auch die instationdren Prozesse konnen so vorerst
behandelt werden, da die Zeitabhangigkeit unabhéngig von der Ortsquantisierung betrachtet
wird (siehe Abschnitt 9.2 Methoden der Zeitquantisierung, Seite 269).

Dieses Flachenintegral muss fiir jeden Stiitzpunkt, bzw. Netzpunkt gelost werden. Man erhélt
somit n Gleichungen mit den n unbekannten Gewichtsfunktionen. Fiir die Ndherungslosung
2% an den Netzpunkten wurde ein linearer Ansatz gewibhlt, fiir den es aber keine zweite
Ableitung gibt. Aus diesem Grund muss das Integral mit der 1. GREENschen Formel um-
geformt werden. Allgemein lautet diese:

Pw  Pw ow 8u 0w ou ow
// {u <6$2 5 2)}dxdy— // [&E ax ay} dxdy—l—/ua—dB
G B

(9.30)
Darin bedeuten B der Rand des Gebietes und n die Einheitsnormale, die senkrecht auf dem
Rand steht und nach aufen gerichtet sein soll. w(x,y) und u(x,y) sind beliebige skalare
Potentialfunktionen. Diese Gleichung, auf das Residuum angewendet, ergibt:

Oz OW;  Ozp OW; /
G )]
B

Das Linienintegral {iber den Rand B beschreibt den potentialunabhidngigen Durchfluss iiber
den Rand und kann damit als Randbedingung fiir das Planungselement n betrachtet werden:

/ : iaszB:/Wi-q;dB:V
on
B

B

Prap_0 (931
on

wobei ¢, der spezifische Volumenstrom pro Léngeneinheit und V der Zufluss zum Kno-
ten n bedeuten. In gleicher Weise kdnnen auch innere Randbedingungen wie z.B. Brunnen
beriicksichtigt werden.

Ahnlich wie bei der Methode der Finiten Differenzen entsteht auch hier bei der FEM ein
hochdimensionales Gleichungssystem. Im Unterschied zur FDM erzeugt die FEM keine dia-
gonalen Bandmatrizen, sondern es entsteht in Abhédngigkeit von der Anzahl der sich beriih-
renden Planungselemente eine unregelméfBige Matrizenstruktur. Dies fiihrt zu einem erhoh-
ten numerischen Aufwand bei der Losung dieses Gleichungssystems.
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Ausgehend von der allgemeinen Form der horizontalebenen Grundwasserstromungsgleichung

Oh h  gespannter
div (T grad h) = _SE mit h = GWL

Zp ungespannter

muss unabhéngig von der Behandlung der linken Seite der Gleichung, der Ortsfunktionalitét,
die rechte Seite, die Zeitabhdngigkeit einer Quantisierung unterzogen werden. Die Quan-
tisierung der Ortsabhédngigkeit kann durch die im Abschnitt 9.1 beschriebenen Methoden
erfolgen. Der zeitliche Differentialquotient muss in einen Differenzenquotienten tiberfiihrt
werden, da sonst keine einfache numerische Behandlung méglich ist. Nur durch diese Uber-
fiihrung ist der Aufbau eines entsprechenden Gleichungssystems wieder moglich. Fiir die
Uberfiihrung des Differentialquotienten in einen Differenzenquotienten soll als erste Metho-
de die Riickwirtsdifferenz als implizites Verfahren vorgestellt werden. Dabei wird

Oh =y n
ot~ At
gesetzt.
R A
7T Sekante Az/At

Abbildung 9.9: Verhéltnis von Tangente zu Sekante bei einem typischen Absenkungsvorgang

Infolge der Einfiihrung des zeitlichen Differenzenquotienten muss auch der Konvektions-
teil, d.h. die linke Seite der Gleichung, einem Zeitpunkt zugeordnet werden. Bei der Zu-
ordnung des Zeitbezuges zur linken Seite der Differentialgleichung, d.h. des o6rtlichen Stro-
mungsprozesses, werden verschiedene Verfahren zur Zeitquantisierung unterschieden (sieche
Abbildung 9.9). Die wesentlichsten Unterscheidungen liegen zwischen den Ein- und Mehr-
schrittverfahren sowie zwischen den expliziten und impliziten Verfahren. Bei dem expliziten

Peter-Wolfgang Griber Systemanalyse in der Wasserwirtschaft
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Einschrittverfahren kann das Gleichungssystem direkt gelost werden, da die Parameter aus
dem vorhergehenden Zeitschritt bekannt sind. Das explizite Verfahren, auch als Vorwirtsdif-
ferenz bezeichnet, besitzt jedoch den gro3en Nachteil, dass aus Griinden der mathematischen
Stabilitdt nur sehr kleine Zeitschritte (in der GréBenordnung von Minuten) realisierbar sind
und damit fiir ein Simulationslauf eine extrem grofle Anzahl von Zeitschritten (Gesamtsi-
mulationszeit dividiert durch die Zeitschrittgroe) bearbeitet werden muss. Das implizite
Einschrittverfahren wird auch als Riickwértsdifferenzenverfahren bezeichnet. Es liefert auch
fiir grofle Zeitschritte stabile Losungen und stellt somit das Standardverfahren fiir nume-
rische Simulationssysteme dar. Zur Verringerung des Quantisierungsfehlers sind eine Rei-
he von Verfahren entwickelt worden (Mehrschrittverfahren, Predictor-Corrector-Verfahren,
Verfahren hoherer Ordnung, siehe auch Abbildung 9.10), so auch ein spezielles Extrapolati-
onsverfahren von GRABER.
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Abbildung 9.10: Parameterzuordnung bei Zeitquantisierung eines 1-D-Feldproblems
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9.2.1 Riickwirtsdifferenz - Implizite Verfahren

Bei dem impliziten Einschrittverfahren, auch als Riickwartsdifferenzenverfahren oder LIEB-
MANN-Verfahren bezeichnet, wird der ortliche Stromungsteil der horizontalebenen Grund-
wasserstromungsgleichung zum Zeitpunkt ¢ betrachtet:

gespannter

div (T grad h) = —S@ mit h = { h
z

} GWL (9.32)
ot R ungespannter

Nach der Uberfithrung des zeitlichen Differentialquotienten in den Differenzenquotienten
erhélt man:

he — hy_
div (T grad h), ~ —StTttAt (9.33)

Statt des Rundungszeichens wird meistens das Gleichheitszeichen verwendet, was eigent-
lich nicht exakt ist. Fithrt man auch auf der linken Seite wieder die Quantisierung durch
und setzt entsprechend der physikalischen FDM-Methode die (Orts-)Leitwerte ein, so ergibt
sich die Bilanzgleichung am Knoten n, m (siehe Abbildung 9.11). Dabei kann die Speicher-
wirkung (Aufnahme oder Abgabe) des Bodens als Volumenstrom definiert werden, der ein
bestimmtes Wasservolumen im Zeitraum At , das Speichervolumen erzeugt. Analog zu dem
Volumenstrémen der quantisierten Stromungsgleichung kann ein sog. Zeitleitwert G z¢it ¢ n.m
eingefiihrt werden, der durch die Materialeigenschaften und Geometrie des Bodenelementes
bestimmt wird.
Der Ausdruck

S Az, Ay, = Crm (9.34)

wird als hydraulische Speicherwirkung oder Kapazitit bezeichnet. Fiir den Quotienten aus
Kapazitit und Zeitschritt wird der so genannte Zeitleitwert

At At

eingefiihrt. Dieser reprisentiert im Zusammenhang mit der zeitlichen Potentialdifferenz den

=Gonm = (9.35)

Volumenstrom, der in folge der Speicherwirkung vom Grundwasserleiter innerhalb des Zeit-
schrittes At abgegeben bzw. aufgenommen wird.

VZeit nm — GZeit t,n,m (ht,n,m - hAt,n,m) (936)

[anl,n + Vn+1,n + mel,m + Verl,m + VZeit n,m . =0
[anl,n + Vn+1,n + mel,m + Vm+1,m:|t + GZeit t,n,m (ht,n,m - hAt,n,m) =0

[anl,n + Vn+1,n + mel,m + Verl,m]t + GZeit t,n,m ° ht,n,m = GZeit tn,m ° hAt,n,m

TV
bekannte Grofien

~
unbekannte Grofien

(9.37)
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n-1 n n+1

m+1

Abbildung 9.11: Beriicksichtigung der Zeitquantisierung

I_ hn—l,m(_Ga: n—l,m)+ -I
’ hn,mfl(_Gy n,mfl)—{— ’
’ hn,m(Gm n—1m + Gm n,m + Gy n,m—1 + Gy n,m)+ |

(9.38)
| hn,m+1(_Gy nm)"’ |

L hn+1,m(_G:v n,m) J |t
1
At
Fiihrt man den Zeitleitwert in das obere Gleichungssystem ein und ordnet innerhalb einer

Zeile die bekannten und unbekannten Variablen, so erhélt man folgendes System, bei dem
auf der rechten Seite nur noch bekannte Grof3en stehen:

= —S A.rnAym(hn,mt - hn,m t—At) '

[ hnfl,m(_Ga: nfl,m)—i_ —‘
| hn,m—1<_Gy n,m—1)+ |

| hn,m(Gx n—1,m + Gx n,m + Gy n,m—1 + Gy n,m + Gz n,m)+

(9.39)
| hn,m+1(_Gy n,m>+ ‘

L hn+17m(_G$ n,m) J |t
= hn,m t—At (Gz n,m)
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Damit ist das pentadiagonale Gleichungssystem erhalten geblieben. Auf der rechten Sei-
te ist eine aus dem vorhergehenden Zeitschritt bekannte Grof3e hinzugekommen. Auch die
Hauptdiagonale wurde um den Summanden G, ,, ,,, erweitert. Die so entstandene Matrizen-
gleichung ist auf Grund der Potentialabhéngigkeit der Leitwerte, insbesondere der Trans-
missibilitdten bei ungespannten Grundwasserleitern, nicht explizit 16sbar. Es miissen deshalb
Iterationen durchgefiihrt werden. Im ersten Schritt werden die Leitwerte G*) entsprechend
der Anfangswasserstinde (zr;_a;) berechnet. Fiir Grundwasserabsenkungsvorgénge bedeu-
tet dies, dass die Transmissibilitdten und damit auch die Leitwerte zu grofl angenommen

werden. Die Matrix lisst sich mit diesen Werten 16sen, und man erhilt Wasserstiande z R§1>,

die gegeniiber der realen Lage zu niedrig sind. Mit dieser ersten Ndherung zRgl) konnen
verbesserte Leitwerte G?) berechnet werden, welche zur zweiten Néherung der Wasserhohe
zR?) fiihren. Diese liegt iiber der wahren Losung, da die Leitwerte zu klein angenommen
wurden und damit zu wenig Abfluss realisiert wurde. Die Losungen nihern sich der wah-
ren Losung in Form einer geddmpften Schwingung. Dieser Iterationsprozess wird so lange
durchgefiihrt, bis die Anderungen zwischen zwei Iterationen eine Fehlerschranke nicht mehr
tiberschreiten. Dann erhélt man die Losung fiir den Zeitschritt At¢. Trotz der Iteration in-
nerhalb des Zeitschrittes bleibt ein Quantisierungsfehler, der proportional mit At wichst, da
anstatt der Tangente im Punkt ¢ die Sekante zwischen den Punkten ¢ und ¢ — At berechnet
wird.

Da sich die Grundwasserstromungsprozesse entsprechend einer abklingenden e-Funktion
asymptotisch dem stationdren Endzustand nédhern, ist der Zeitquantisierungsfehler nicht nur
von der Schrittweite At¢, sondern auch von der Dynamik des Prozesses abhéngig. In den Ab-
bildungen 9.12 und 9.13 sind fiir das Beispiel der eindimensionalen Grabenstromung fiir un-
terschiedliche Zeitschrittweiten die Ergebnisse zu definierten Zeiten dargestellt. Dabei wer-
den die Ergebnisse mit der Schrittweite % als exakt angenommen. Man erkennt deutlich die
starke Abhingigkeit des Zeitquantisierungsfehlers vom zeitlichen Gradienten. In Abbildung
9.14 ist das Konvergenzverhalten der Losung in Abhéngigkeit von der Zeitschrittweite zu
sehen. Gleichzeitig erkennt man die kleinen Quantisierungsfehler des Extrapolationsverhal-

tens.
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Absenkungsverlauf t24 - ---- LIEBMANN
Zp= ZR(x) Parameter: t At LIEBMANN
At s GRABER
Z
A i ZR
% mi t=1d A
100 t 50 s 50
t=10d
80 40 ‘w-_-,....ﬂ-rm.nﬂﬂ'-ﬂ-ﬂ——“‘- 40
t = 1Mon.
60 30 30
401 20 - 20
20 { 10 e 10
0 ———— 3
0 25 50 75 100 125 150 175 200 225 250 X[m]

Abbildung 9.12: Zeitquantisiert berechnete Grundwasserabsenkung einer Grabenanstro-
mung

Wiederanstieg At/24 - ---- LIEBMANN
Zp = Zp(x At LIEBMANN
(x)
Ze Parameter: t At v, GRABER 7
% m#4 R
100t 50 50
801 40 40
60 1 30 30
401 20 20
201 10 10
0 i > x[m]
25 50 {ks] 100 125 150 175 200 225 250

Abbildung 9.13: Zeitquantisiert berechneter Grundwasseranstieges einer Grabenstromung
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In=2 t=1 Mon. IZo =7 t=1a
B x=250m R “RE) x=250m
ZR[m] Atmax =20d ZR[m] ﬁtmax =11 Mon.
31 9
O
&
AF‘K
30 ¢ 8 L
&
&
%
29 71
28t 67

Extrapolationsverfahren

5 L
Extrapolationsverfahren
4 MIROLENKO - Verfahren
02 04 06 08 1,0 At 02 04 06 08 10 A

Abbildung 9.14: Abhingigkeit des Zeitquantisierungsfehlers von der Zeitschrittweite
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9.2.2 Gemischte Verfahren

Fiir die Zeitquantisierung wird oft vereinfachend, wie bereits beschrieben, die Riickwérts-
differenz angesetzt. Das bedeutet, dass die Parameter fiir den Zeitpunkt ¢ zu bestimmen sind.
Dies flihrt bei nichtlinearen Parametern, wie sie bei ungespannten Grundwasserverhéltnissen
auftreten, zu Schwierigkeiten, da sie iterativ nachgefiihrt werden miissen. Es gibt deshalb
eine Reihe von Versuchen, durch gewichtete Zuordnung sowohl der partiellen Ableitung
des Ortes als auch der Parameter zu quantisierten Zeitpunkten, eine Fehlerverringerung zu
erzielen. Allgemein kann man schreiben:

(1 —7) div (T grad h),_ A, +7 div (T grad h),

(ht - htht)
At

In Abhéngigkeit von der Wahl des Verfahrens (sieche Abbildung 9.10, Seite 271) erhdlt man
die folgenden vy-Werte:

(9.40)
= ((1 - ’Y) S|tht + 'VS\t)

0 explizites Verfahren

: CRANK-NICOLSON-Schema
’y —=

2 GALERKIN-Wichtung

1 implizites Verfahren

Neben den Einschrittverfahren (auch bei auftretenden Iterationszyklen), bei denen nur die
Zeitpunkte ¢t und ¢ — At eine Rolle spielen, werden fiir die Simulation héufig Mehrschritt-
verfahren zur Verringerung des Zeitquantisierungsfehlers benutzt. Bekannt ist das Predictor-
Corrector-Verfahren. Beim DOUGLAS-JONES-Verfahren, einem Zwei-Schritt-Verfahren, wird
nach dem impliziten Lésungsschema (v = 1) ein Halbschritt %, bei Ansatz aller Parameter
zur Zeit t— At, absolviert (Predictor-Schritt) und A;_ /2 ermittelt. Das CRANK-NICOLSON-
Schema (y = %) realisiert einen Gesamtschritt A¢ (Corrector-Schritt), wobei alle Parameter
zum Zeitpunkt ¢ — % angesetzt werden (siche auch Abschnitt 5.4.1 Numerische Integrati-
on, Seite 156). Sehr hohe Approximationsgenauigkeiten lassen sich auch dadurch erzielen,
dass nicht nur die Zeitableitungen am Ortsquantisierungspunkt P, ,,,, sondern auch an den
Nachbarknoten Beriicksichtigung finden. In einfachster Form setzt man entsprechend der
SiMPSONschen Regel (am Beispiel des eindimensionalen Falles):

dh 1 (dh dh dh
o~ = - - 9.41
dt 6 (dt In—1 i dt |n * dt n+1> ©-41)

Von STOYAN wird ein spezielles Schema vorgeschlagen, bei dem alle partiellen Ableitungen
einer gesteuerten Wichtung unterliegen. Damit wird eine sehr stabile und genaue numerische
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Losung erzielt, die in die analytische Losung fiir den Fall der reinen Konvektion iibergeht.
Der Nachteil dieser Verfahren besteht darin, dass dabei versucht wird, die Auswirkungen der
Zeitquantisierungsfehler durch die Beeinflussung des Restes der Differentialgleichung, meist
der Parameter des Ortlichen Konvektionsterms (die rechte Seite der Differentialgleichung),
zu verringern. Damit bleibt die Ursache des Fehlers unbertihrt. Dies fiihrt im Allgemeinen
zu keiner befriedigenden Losung des Problemes und kann unter Umstdnden zu numerischen
Instabilitéten fithren.
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9.2.3 Extrapolationsverfahren

Bei dem Extrapolationsverfahren nach GRABER wird eine sehr effektive Methode zur Ver-
ringerung des Zeitquantisierungsfehlers angegeben. Fiir die Ausgleichsprozesse, die bei der
horizontalebenen Grundwasserstromung entstehen, gilt, dass die Funktion A = h ;) zwischen
den Zeitpunkten t — At und ¢ stets stetig monoton steigend bzw. fallend ist. Daraus ergibt
sich, dass die Sekante der Riickwirtsdifferenz betragsméBig immer kleiner als die Tangente
am Punkt ¢ ist. Somit ergibt sich folgende Ungleichung:

ht - ht—At

At
Durch Einfithrung eines Korrekturfaktors kann diese Ungleichung in eine Gleichung iiber-
fithrt werden:

‘ dh
—| <
dt| —

dh B~ b

dt—  K-At
Damit verringert sich der Zeitquantisierungsfehler und kann durch geeignete Wahl von K
gegen Null konvergieren. Definitionsgemal ist A > 1. Ndherungsweise gilt die Annahme,
dass sich der Ortspunkt P, ,, durch folgendes Ersatzschaltbild (siche Abbildung 9.15) dar-
stellen ldsst. Dabei repriasentieren /1 das Ersatzpotential (Randbedingung 1. Art) und R einen
Ersatzwiderstand, der die hydraulischen Eigenschaften des Grundwasserleiters zwischen den
Nachbarknoten und den betrachteten Knoten zusammenfasst. Das kann z.B. das gesamte
Quantisierungsnetzwerk sein oder eine Randbedingung 1. Art. C} stellt die in diesem Zeit-
schritt wirksame Speicherwirkung des Grundwasserleiters dar. Fiir diese Ersatzschaltung er-

(9.42)

Abbildung 9.15: Ersatzschaltbild des Ortspunktes P, ,,,

héilt man die Losung (siche Abschnitte 5.2.1 Gewohnliche Differentialgleichungen erster
Ordnung, Seite 117 und 12.1 Ubertragungsverhalten mit Verzégerung erster Ordnung, Seite

344).
At
hn,mt = (H - hn,mt—At) (1 —e 7 > (943)

wobei 7 als Zeitkonstante 7 = R C' bezeichnet wird. An Stelle der Kapazitit C; kann jetzt
ein Ersatzwiderstand R, berechnet werden, der den gleichen Grundwasserfluss erzeugt wie
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die Kapazitit C; zum Zeitpunkt ¢ :

hnmt . y dhnmt
R, pme = — t: V=0—7— 9.44
mt v mi B (9.44)
At
T <1 —e 7 )
- At
On,mte_ T

Die Schwierigkeit besteht darin, die Zeitkonstante 7 zu bestimmen. Ein analytischer Aus-
druck lésst sich dafiir nicht finden. Bestimmt wird deshalb der Quotient % aus der Ver-
haltensweise des Systemes wahrend des Ausgleichvorgangs. Dazu simuliert man das Sy-
stem in einem ersten Schritt nach der Riickwirtsdifferenz, d.h. mit dem Zeitwiderstand
R, nmt = At/C, ¢ Die sich daraus ergebende Verdnderung zwischen den Potentialen
Ppm + und Ry, ¢ dient als Grundlage fiir die Berechnung der Zeitkonstante. Fiir den Fall

der Absenkung (A, ¢ > Rpmt—ae) ergibt sich:

At hn,m t—At
Cn,m t hn,m t

(9.45)

Rz nmt —

bzw.

Cn,m t hn,m t
At hn,m t—At

Gz nmt —

und fiir einen Grundwasseranstiegsprozess:

At (hmax - hn,mtht>
Cn,mt (hmax - hn,mt)

(9.46)

Rzn,mt =

bzw.

Cn,mt (hmax - hn,mt)
At (hmax - h’n,mt—At)

Hierbei entstehen flir den korrigierten Zeitwiderstand zwei relativ einfache Ausdriicke. Die-
se Losungen sind numerisch stabil und zeichnen sich durch ein gutes Konvergenzverhalten
und einen sehr kleinen Quantisierungsfehler aus. Dieser entspricht mindestens dem, der bei
Anwendung der Riickwértsdifferenz mit einem 24-fach kleineren Zeitschritt entstanden wire
(siehe Abbildung 9.14, Seite 276). Bei Verwendung groBerer Zeitschritte bedeutet das eine
wesentliche Rechenzeiteinsparung.

Gz nmt —

280



9.3 Aufgaben zur numerischen Berechnung

1. Berechnen Sie mittels einer eindimensionalen stationdren Grabenstromung die Lage
der freien Oberfliche in Abhéngigkeit von x, den Abfluss aus dem Oberwasser und
den Zufluss zum Unterwasser (siche Abbildung 1).

Verwenden Sie dabei fiinf Quantisierungselemente.

LUV [

o ° » ® 20 ° [) - e 00 ° [ L e 80
° * . o ° s " L ° . o e ° * e °
y 1 . . o ° - ° - ° ® C;q °
[rm6i0tmst |30 S0I0es S e e
. ° . - s ° . i A .
5 2 . . . . . . .

.

4
il

-1

>

3m
Tm

. 'F -
L om | 1l
||I g e

2m

500m

Geschichteter Grundwasserleiter mit stationdrem Stromungsregime

2. Berechnen Sie mittels einer eindimensionalen instationdren Grabenstromung die Lage
der freien Oberflache in Abhéngigkeit von = und ¢ (0 bis 2d), den Abfluss aus dem
Oberwasser und den Zufluss zum Unterwasser (siche Abbildung 2).

Verwenden Sie dabei flinf Ortsquantisierungselemente und fiinf Zeitschritte.
Waihlen sie die Zeitschrittgrofle entsprechend des zu erwartenden Gradienten.

V=17
.(‘—
bk

3m
Tm

e v . ® ° . ° e o - ° o s o
e WL Tes=1010m Y n = 0.2
‘| k=610 ms o 0 ; ,
- = -, . . ° . = T 3 .
. . . i ps . » . .

Gl notmst o Rt a- o

<.
| _3m ]“ﬂ
1 <

2m

500m

Geschichteter Grundwasserleiter mit instationdrem Stromungsregime

Peter-Wolfgang Griber Systemanalyse in der Wasserwirtschaft
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3. In einem Grundwasserleiter soll ein Tunnel (U-Bahn) parallel zu einem Fluss einge-
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baut werden (siche Abbildung 3).

Berechnen Sie, zu welchen Grundwasserstandsédnderungen es fiir den stationdren Fall
durch diesen Einbau kommt.

Wihlen Sie dazu ein geeignetes grobes Quantisierungsschema.

| 100m L 50m 1 50m |
Hangzufluss \_
? 20m
q=0.001Is' m?
S5m
v Yy

Einbau eines Tunnelbauwerkes in einem Grundwasserleiter

. In einer Flussniederung soll mittels eines Deichbauwerkes (siehe Abbildung 4) das

Poldergebiet vor Hochwasser geschiitzt werden (entsprechend vereinfachtem Sche-
ma).

Deich: k = 1072, ng = 0,15, Sy = 0,002m™*;

Dichtungsmaterial: £ = 107°2; ng = 0, 05; Sy = 0,001m "

a) Entwickeln Sie ein einfaches diskretisiertes Schema zur Abschitzung der Grund-
wasserstromungsprozesse.

b) Wieviel Wasser flie3t pro Meter Deichlidnge in das Poldergebiet?

55m
HW 5m

Dichtung Kerndichtung

1 m 10m 1.5m 10 m

Deichbauwerk mit Kerndichtung
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5. Fir ein Uferfiltratwasserwerk sollen die zu erwartenden Grundwasserstromungsver-
hiltnisse simuliert werden (siehe Abbildung 5).
Gegeben: V' = 0,001m3s™1, Sy = 0,0001m ™!, ng = 0,25,k = 0,001ms ™, zpi—o) =
10m,
hp; = 10m, M = 15m, b= 1m
a) Entwickeln Sie ein einfaches Quantisierungsschema mit drei Knotenpunkten
zur Abschitzung der Stromungsprozesse im Grundwasserleiter entsprechend der vor-
gegebenen Geometrie.
b) Stellen Sie die drei Knotengleichungen fiir eine instationdre Stromungsberech-
nung auf.
C) Berechnen Sie den Wasserstand zg(;) im GWBR fiir den Zeitpunkt ¢ = 1d.

v

idealer Fluss GWBR Brunnen Br
k hy, }
1 Zreo
Zpo
- = o o = 2 o s < } B= S
A I S = L A g

| 50m 50m | 25m

Grundwasserleiter mit Fluss und Brunnen
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6. Fiir ein Uferfiltratswasserwerk (siche Abbildung 6) mit parallelem Stromungsregime

284

ist ein numerisches Grundwasserstromungsmodell aufzubauen. Der Fluss soll dabei
als idealisierte Randbedingung beriicksichtigt werden.

k=10732; hp = 15m; zgo = 15m; S = 0,25; V = 50L; ¢ = 0,001-L5; b = 100m;
Ekoim =5 - 10*5%; Mot = 1m; B = 6,35Tm

Brunnen Br GWER P
hg
Hangzufluss
-—
Zgo q
- Al - < ~ S
- & = s ~ .

20m 50m 50m 50m 50m

Wirkung eines Flusses und eines Hangzuflusses auf den Grundwasserleiter

a) Waihlen Sie ein geeignetes vereinfachtes Quantisierungsschema mit maximal
fiinf Elementen, damit der Wasserstand am Pegel P fiir den stationdren Fall moglichst
genau berechnet wird.

b) Formulieren Sie die Bilanzgleichungen an den Mittelpunkten der Elemente und
stellen Sie diese in Matrixform dar.

c) Berechnen Sie die hydraulischen Leitwerte fiir den Stromungsanteil.

d) Wie verdndern sich das Gleichungssystem und das Ergebnis, wenn der Fluss
nicht idealisiert wird, sondern die Unvollkommenheit und eine Kolmation beriicksich-
tigt werden?

Skizzieren Sie den Losungsansatz und schétzen Sie das Ergebnis grob ab.
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KAPITEL 10. SIMULATIONSPROGRAMMSYSTEM ASM

Aufgaben

1. Simulieren Sie die Absenkung fiir die gegebenen Punkte im Abstand r und die Zeiten

t infolge einer Wasserforderung V' im Brunnen fiir folgenden Grundwasserleiter und

stellen Sie das Ergebnis grafisch dar:
E=1-10737; M = 10m; S = 0,001;a = & = 0,1-5; 19 = 0, 25m; V = 0,015™"

h, = 16m;
r = dm; 10m; 20m; 50m
t = 1man; 2main; bmin; 10min; 20min; 30min; 45min; 60min; 90min; 120min

2. Simulieren Sie fiir den o.g. Grundwasserleiter die Absenkung im Punkt (r = 10m)
aller 10min bis maximal 100min, wenn der Volumenstrom des Forderbrunnnens fol-
gender Zeitstaffelung unterliegt und stellen Sie das Ergebnis grafisch dar:

3

Volumenstrom [™-] || 0,005 | 0,010 | 0,015 | 0,020 | 0,025 | 0,030 | 0,000

Forderbeginn [min| | 0 10 20 30 40 50 60

3. In einem Grundwasserleiter in der Ndhe eines Flusses soll eine Baugrube abgesenkt
werden. Die Mitte der Baugrube ist 100m vom Fluss entfernt, die Entwasserungs-
brunnen 80m. Es sind drei Brunnen parallel zum Fluss angeordnet, die jeweils 25m
voneinander entfernt sind. Die Brunnen besitzen einen Durchmesser von ry = 0, 3m
und fordern mit jeweils V' = 0, 015’”73.

Der Fluss besitzt eine Breite von B = 20m und eine Kolmationsschicht von

k¢ =3-10792; M = 1m.

Der Grundwasserleiter hat folgende Eigenschaften:

k=5-10""2;ng = 0,20; hy, = 15m; M = 20m.

Wird nach zehn Tagen im Zentrum der Baugrube die Zielabsenkung von 2, 5m er-
reicht?

4. Uberpriifen Sie mittels des Simulationsprogramms ASM, ob der Mittelpunkt der Bau-

grube nach einer Zeit von 7 Tagen bei einer Forderleistung von V' = 0, OlmTS, rog =
0, 30m mit einer Sicherheit von 0, 5m entwissert ist (siche Abbildung 10.1).

5. Aus einem Brunnen, der an einem idealen Fluss liegt (B7(100m,500m)) Wird ein konstan-
ter Volumenstrom von 25é gefordert. Der Brunnen hat einen Radius von ry = 0, 35m.
Der Grundwasserleiter ist durch folgende Parameter gekennzeichnet:
hy, =15m, M =1Tm, k=1- 10_3%7 So = 0,0002, ng = 0, 25.

Simulieren Sie den stationdren Endzustand (Anteil der zeitlichen Funktionalitét soll
kleiner als 0, 001 sein) fiir den Punkt (P(600m,200m))- Ab wann ist mit ihm zu rechnen?
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Abbildung 10.1: Grundwasserleiter mit Brunnen und Baugrube

6. Simulieren Sie folgende eindimensionale Grundwasserstromungen:
a) Simulieren Sie mittels einer eindimensionalen stationdren Grabenstromung (sie-
he Abbildung 10.2) die Lage der freien Oberflache in Abhédngigkeit von x und ermit-
teln Sie den Abfluss aus dem Oberwasser und den Zufluss zum Unterwasser. Verwen-
den Sie dabei fiinf Quantisierungselemente.

LLLLLLL L] o

| k= 110ms R e

s _‘- e+ Y T anw ta v v )
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2 . 1 ® ® & ® oo ° ® oﬂ L] °°a ® =
v ‘ k,= 610" ms o e o . E|E
? - - L] - lo L] @ L) ° ‘o L ® - m l"-..
-
= .
- g
~

500m

<

Abbildung 10.2: Geschichteter Grundwasserleiter mit stationdrem Stromungsregime

b) Simulieren Sie mittels einer eindimensionalen instationdren Grabenstromung
(siche Abbildung 10.3) die Lage der freien Oberflache in Abhingigkeit von x und der
Zeit t.

7. In einem Grundwasserleiter soll ein Tunnel (U-Bahn) parallel zu einem Fluss einge-
baut werden (siehe Abbildung 10.4). Simulieren Sie, zu welchen Grundwasserstands-

287



KAPITEL 10. SIMULATIONSPROGRAMMSYSTEM ASM

- {So=l -.10'5‘111"..11 = ‘O,llsl‘ 2 <—V7: i

5] ke 110¢ ms? i e e eI
e e et v Zpeeg= ML st v

: L v
Fn . e e ae % s vae =1
u'- I ° - =" o:ﬂ;‘ — e o- — I." 70;0-‘.r ° ) ; ® ° ot L
42104 Ins—l ‘ ? . o i : 4 . s, ° . ° [SO.=1..10-51~£1-1‘| n= 0.‘25|‘7 E E
y . - - D' L] ° . ® " L] * f
- T ‘ k,= 110" ms’! r Rl T T -_ISO=1-10'5m", n= 0,15|- 1 &

500m

Abbildung 10.3: Geschichteter Grundwasserleiter mit instationdrem Stromungsregime

dnderungen es fiir den stationdren Fall durch diesen Einbau kommt. Wéhlen Sie dazu
ein geeignetes grobes Quantisierungsschema.

L 100m 1 50m 1 50m J
Hangzufluss X_
20m
q=0,001Is' m?
5m
v v

Abbildung 10.4: Einbau eines Tunnelbauwerkes in einem Grundwasserleiter

8. In einer Flussniederung soll mittels eines Deichbauwerkes entsprechend dem verein-
fachten Schema in Abbildung 10.5 das Poldergebiet vor Hochwasser geschiitzt wer-
den.

a) Ermitteln Sie die Zeit, nach welcher sich ein stationéres Stromungsregime ein-
gestellt hat, wenn das Hochwasser {liber lange Zeit 5m liber Normal steht.

b) Wieviel Wasser flie3t pro Meter Deichldnge in das Poldergebiet?

Deich: k = 10*4%, no = 0,15, Sgp = 0,002m1;

Dichtungsmaterial: £ = 107°2; ng = 0, 05; Sp = 0,001m "
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5.5m
HW S5m

Dichtung Kemdichtung

1m 10 m 1.5m 10 m

Abbildung 10.5: Deichbauwerk mit Kerndichtung

9. Modellieren Sie mittels des Programmsystems ASM folgenden horizontalen Grund-
wasserleiter, der rechts und links von zwei vollkommen ausgebauten Vorflutern mit
einer Wasserhdhe von 50m begrenzt wird. Der Grundwasserleiter besitzt eine Méch-
tigkeit von 20m, eine Transmissibilitdt von 7" = 0, OlmTQ, einen Speicherkoeffizient
von S = 0,001 und eine Porositédt von 0, 1. In der Mitte des Modellgebietes liegt ein
Brunnen mit einer Forderleistung von V' = 0, 05%3.

a) Simulieren Sie die Wasserstandsverteilung (Isohypsenplan) nach einer Forder-
zeit des Brunnens von einem Tag.

b) Stellen Sie grafisch die Wasserstandsganglinien am Brunnen und jeweils 200m
entfernt dar (parallel und senkrecht zum Vorfluter).
c) Berechnen Sie die Wasserbilanz fiir das Modellgebiet nach eintégiger Forde-

rung, sowie den Zufluss von dem linken Vorfluter

d) Untersuchen Sie zu dem hydraulischen System der Aufgabe c) den Einfluss der
Orts- und Zeitquantisierungsschrittweiten und den der Losungsverfahren. Stellen Sie
dazu vor allem die Hydroisohypsen nach einem Tag dar und vergleichen Sie diese.
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Die Systemtheorie stellt das theoretische Gerlist dar, mit dem die Steuerungs- und Rege-
lungstechnik wissenschaftlich untersucht werden kann. Die Anwendung dieser Theorie in
der Wasserwirtschaft ist insbesondere wichtig fiir die Prozessanalyse, d.h. fiir die Modellie-
rung, sowie fiir die Messwertgewinnung, -libertragung und -verarbeitung . Die Systemtheorie
liefert die Grundlage fiir die Benutzung der Begriffe Information und System. Nach Ein-
fiihrung des Informationsbegriffes fiir physikalische und/oder chemische Messwerte eroffnet
sich die Moglichkeit, verschiedene Methoden der Informatik, Kybernetik, Mathematik und
Elektrotechnik bei der Planung und Realisierung von wasserwirtschaftlichen Uberwachungs-
, Steuerungs- und Automatisierungssystemen anzuwenden.

11.1 Modellklassifizierung

Die Modellierung bzw. die Prozessanalyse kann auf theoretischem und/oder experimen-
tellem Wege erfolgen.

Bei der theoretischen Modellbildung/Prozessanalyse werden die physikalisch-chemischen
Naturprozesse analysiert und mit Hilfe der naturwissenschaftlichen Gesetze mathematisch
formuliert. Auf diese Weise sind die Modellstrukturen und, soweit moglich, die Modellpa-
rameter iiber den inneren Wirkungsmechanismus bestimmbar. Das Analysieren der Objekte
erfolgt von innen heraus. Die mathematischen Modelle sind somit naturwissenschaftlich be-
griindet.

Bei der experimentellen Modellbildung/Prozessanalyse werden die Eingangs- und Aus-
gangssignale der Objekte gemessen und ausgewertet. Dabei finden natiirliche oder kiinstliche
Testsignale Verwendung. Die Analyse der Objekte erfolgt von au3en her.

Die Nachteile der theoretischen Modellbildung/ Prozessanalyse sind in der Unzuverldssigkeit
bei ungeniigenden Prozesskenntnissen und dem hohen Aufwand bei komplexen Prozessen
zu sehen. Die Nachteile in der experimentellen Modellbildung/ Prozessanalyse liegen dage-
gen in der Notwendigkeit, im realen Prozess Experimente durchzufiihren, in der meist nur
punktuellen Modellgiiltigkeit und in der Schwierigkeit der naturwissenschaftlichen Interpre-
tation.

Oft ist es vorteilhaft, beide Methoden zu kombinieren, indem die Modellstruktur weitgehend
theoretisch und die Modellparameter experimentell bestimmt werden.

Fiir die Migrationsprozesse spielen die begriindbaren Modelle eine dominierende Rolle.
Die experimentelle Modellbildung gewinnt vor allem in letzter Zeit an Bedeutung. Die Er-
gebnisse der experimentellen Prozessanalyse, die Ubertragungsfunktionen, sind meist schwer
mit den realen Prozessen zu interpretieren oder physikalisch vorstellbar. Deshalb stof3t diese
Methode oft auf unbegriindete Skepsis.
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So wie von Modellen der Migrationsprozesse gesprochen wird, kann auch von Modellen der
Rechneranlagen, in ihrer Einheit von Hard- und Software, ausgegangen werden (siche Ab-
bildung 11.1). Ein wichtiges Problem, das bei der Bearbeitung von Migrationsproblemen auf
Rechneranlagen auftritt, ist die Kopplung von Migrationsmodellen an die Modelle der Rech-
neranlagen. In diesem Zusammenhang gelten die Rechneranlagen als Simulatoren fiir die
Migrationsprozesse. Die Kopplung ist jedoch nicht problemlos moglich, wenn die Modelle
der Simulatoren nicht identisch mit den Migrationsmodellen sind. Derartige Differenzen tre-
ten z.B. bei der Betrachtung der unabhéngigen Variablen (kontinuierlich, diskontinuierlich)
oder der Zuordnung der Parameter und Zustandsgréfen auf. In diesen Féllen muss eine Ap-
proximation zwischen den beiden Modellen durchgefiihrt werden.

=1
Migrations- Modell des '~§ Modell der Rechner-
prozess | | Migrations- £ Rechner- anlage
7| prozesses [€7] % anlage  [<>{ (Simulator)
Original é
< Original

Abbildung 11.1: Kopplung der Migrations- und Simulatormodelle

Die Modellbasis beinhaltet im vorliegenden Untersuchungsgebiet die verschiedenen mathe-
matischen Modelle dynamischer Vorginge, chemischer Prozesse und biologischer Erschei-
nungen, d.h. die unterirdischen Stromungsvorgdnge mit den angekoppelten Stoff-, Energie-
, Austausch-, und Umwandlungsprozessen sowie die Migrationsprozesse im Boden- und
Grundwasserbereich. Grundlage ist dabei der allgemeinste Fall der nichtlinearen, gekop-
pelten Mengen-Giite-Stromung. Fiir Sonderfille lassen sich vereinfachte, aggregierte Mo-
delle finden.

KRUG klassifiziert die mathematischen Modelle entsprechend des Hintergrundes der Mo-
dellentwicklung in die begriindbaren und beschreibbaren Modelle (siche Abbildung 11.2).
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| Mathematische Modelle |

/\

1 Begriindbare Modelle | |Beschrcibbare Modelle

/

Theoretische | |Halbempirische Empirische

Analytische Algorithmische
Modelle Modelle

Abbildung 11.2: Modellklassen/ -unterklassen nach KRUG

Die beschreibbaren Modelle werden z.B. bei Okosystemen und Populationsproblemen ver-
wendet. Fiir die Modellierung technischer Systeme ist die Klasse der begriindbaren Modelle
bedeutsam.

Diese lassen sich wiederum in

e linear - nichtlinear
e kontinuierlich - diskontinuierlich und

e dynamisch - statisch

klassifizieren.

Die Frage der Modellbildung ist im Zusammenhang mit der Prozesssteuerung duflerst wich-
tig. Die erreichbare Qualitit der Losung einer Steuerungs- bzw. Regelungsaufgabe héngt be-
sonders davon ab, ob geniligend Kenntnisse qualitativer und quantitativer Art {iber die Steuer-
strecke, hier der Boden und Grundwasserbereich, vorliegen. Der Begriff der Modellbildung
muss eng verbunden mit dem der Prozessanalyse betrachtet werden. TOPFER/BESCH schla-
gen fiir die Verwendung der Modelle im automatisierungstechnischen Betrachtungsgebiet
nachfolgende Klassifizierungsprinzipien vor.

296



11.1. MODELLKLASSIFIZIERUNG

Einteilung der Modelle nach:

Methoden der Modellgewinnung

Theoretische Modellgewinnung/Prozessanalyse (Naturgesetze)

Experimentelle Modellgewinnung/Prozessanalyse (Experimente)

Verwendungszweck der Modelle

Auslegungs-, Berechnungs-, Verhaltensmodelle

Hantierungs-, Funktionsmodelle

Darstellungsarten der Modelle

Mathematische Modelle in Gleichungsform/ parametrische Modelle (Gleichungen)

Mathematische Modelle in graphischer Form (Signalflussplan), nichtparametrische
Modelle (Kurven, Wertepaare)

Physikalische Modelle (Analogiemodell, gegensténdliche Modelle)

Aussagen der Modelle

Statische Modelle
Dynamische Modelle

Anpassbarkeit der Modelle

Vorhersagemodelle
Adaptive Modelle
Lernende Modelle

Verkniipfung der Variablen

Deterministische/ stochastische Modelle

Lineare/ nichtlineare Modelle

Giiltigkeit der Modelle

Typenmodelle (fiir Klassen von Objekten)
Spezielle Modelle (fiir konkretes Objekt)
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Der Modellbegriff wird meist nicht einheitlich gebraucht. Man kann ihn als eine Dreier-
relation zwischen dem Modell, dem Objekt und dem Subjekt verstehen. Das Modell wird
nicht nur dadurch charakterisiert, wovon es Modell ist, sondern auch, wofiir. Das Objekt
wird auch als Modelloriginal bezeichnet. Die Beziehung zwischen Modell und Original ist
stets eine Art Abbildrelation. Die Qualitéit eines Modells wird an der

e relativen Widerspruchsfreiheit in Hinblick auf das Subjekt
e Relationstreue der Abbildung und des Verhaltens

e Einfachheit der Verwendung

gemessen.

Die Stellung von Prozessanalyse, Modell und Simulation im Rahmen der Steuerung und Re-
gelung wird in den nachfolgenden Abbildungen 11.3 und 11.4 aufgezeigt. Dabei soll im Wei-
teren unter Prozessanalyse die Erarbeitung von Modellen der Boden- und Grundwasserpro-
zesse verstanden werden. Dies kann auch als der Vorgang der Modellierung bezeichnet wer-
den. Im Gegensatz dazu wird bei der Simulation der Ablauf des Originalprozesses nachgebil-
det. Dabei werden den Modellen die notwendigen Parameter und Zustandsgrof3en mitgeteilt
und der Prozessablauf gestartet.
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Modellbasis (1-, 2-, 3-dim.) . Aktionsbasis
GW- | Wirme- | Stoft- Animation |Simulation |Optimierung |[Experiment
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Abbildung 11.3: Gerite- und programmtechnische Realisierung
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Datenbasis Wissensbasis Modellbasis AKktionsbasis
istori Potentialfelder
H1st-or.1$che Daten Fakten . Afrmeilen
Statistische Daten Regel Konvektion Sirulati
Zustandsgrofen ceein Diffusion mu ?}UOD
(Systembeobachter) Schwingungen Optimierung
geschitzte Parameter Produktion Experimente
(Indir.Parameterbest.) Automation
Aktuelle Daten Wachstum
T Umwandlung
Prozessanalyse
theoretische ISSeratungs-/
experimentelle feuersystem
Prozess

Abbildung 11.4: Prozesscharakter der Modellbildung und Simulation
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11.2 Methoden der Prozessanalyse

Mittels der Methoden der Prozessanalyse soll eine mathematische Beschreibung des Ver-
haltens von Ubertragungsgliedern gewonnen werden. Dieser Prozess wird auch als Mo-
dellierung bezeichnet. Diese Modelle konnen dabei auf zwei verschiedenen Wegen gewon-
nen werden, zum einen mittels der theoretischen, zum anderen mittels der experimentellen
Prozessanalyse.Wihrend die theoretische Prozessanalyse die Modellstruktur liefert, miissen
die zugehorigen Parameter durch die experimentelle Analyse ermittelt oder verbessert wer-
den. Im Gegensatz zur theoretischen Vorgehensweise erfolgt bei der experimentellen Pro
zessananlyse eine Untersuchung der Ausgangssignale als Systemreaktion auf Eingangssi-
gnale. Beide Methoden bilden eine Einheit und ergédnzen sich, weil eine experimentelle Ana-
lyse ohne theoretische Vorinformation und eine theoretische Analyse ohne experimentelle
Stiitzung kaum durchfiihrbar ist.

11.2.1 Theoretische Prozessanalyse

Bei der theoretischen Prozessanalyse wird an Hand des inneren Aufbaus der Ubertra-
gungsglieder versucht, die mathematischen Beschreibungen (Modelle) zwischen Ein- und
AusgangsgroBen zu finden. Ubertragungsfunktionen, die auf der Basis der theoretischen Pro-
zessanalyse gebildet worden, sind stets durch Naturgesetze begriindet. Sie besitzen im Fall
der wasserwirtschaftlichen Anwendung immer physikalische und/oder chemische Grundla-
gen.

Die Besonderheiten der theoretischen Prozessanalyse bestehen darin, dass

die Modellbildung bereits vor der praktischen Realisierung erfolgen kann,

die Analysenergebnisse auf Anlagen mit gleichem Prozesstyp iibertragbar sind,

die Zusammenhinge zwischen technologischen und konstruktiven Daten erhalten blei-
ben,

die prozessbestimmenden Groflen im System erkannt und

wichtige Aussagen iiber die Modellstruktur gewonnen werden.

Die Schwierigkeiten dieser Methode bestehen darin, dass

e der Aufwand sehr hoch ist und die Modelle kompliziert werden,

e die notwendigen Prozessparameter oftmals sehr schwer und nur ungenau gewonnen
werden konnen,

Peter-Wolfgang Griber Systemanalyse in der Wasserwirtschaft
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e die Vorgehensweise schlecht algorithmierbar ist und

e der ablaufende physikalisch-chemische Prozess ausreichend bekannt sein muss.

Fiir das Aufstellen von mathematischen Modellen im Rahmen der theoretischen Prozessana-
lyse hat es sich bewéhrt, grole Systeme in Teilsysteme zu zerlegen, die dann durch einzel-
ne Bilanzgleichungen (Massen-, Energie- und Impulserhaltungsgesetz sowie die Quell- und
Senkenaktivitdten) analysierbar sind.

11.2.2 Experimentelle Prozessanalyse

Die experimentelle Prozessanalyse geht im Gegensatz zur theoretischen von der Untersu-
chung der Ein- und Ausgangssignale des Systems aus. Die Systeme werden dabei als Uber-
tragungsglieder betrachtet. Es werden kiinstliche Experimente am Originalsystem durchge-
fiihrt, wobei der Wahl des Eingangssignals grole Aufmerksamkeit gewidmet werden muss.
Ist die Durchfiihrung von Experimenten nicht moglich, konnen auch Naturereignisse (z.B.
Hochwasserwellen) als Datenbasis benutzt werden. Man spricht auch davon, dass die experi-
mentelle Prozessanalyse die Systeme von au3en her untersucht.

Die Methoden der experimentellen Prozessanalyse sind auch unter dem Begriff der Black-
Box-Methode aus der Kybernetik bekannt.

Beide Methoden, die experimentelle und die theoretische Prozessanalyse, bilden eine Einheit
und ergénzen sich sinnvoll, weil eine experimentelle Analyse ohne theoretische Vorinforma-
tion und eine theoretische Analyse ohne experimentelle Unterstiitzung kaum durchfiihrbar
ist.

In Tabelle 11.1 sind einige ausgewéhlte Eigenschaften der beiden Prozessanalysearten ge-
geniibergestellt.
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Tabelle 11.1: Gegeniiberstellung von theoretischer und experimenteller Prozessanalyse
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11.3 Signaldarstellung

Prozesse lassen sich mittels Signalen charakterisieren. Fiir den Fall wasserwirtschaftlicher
Prozesse bedeutet es, dass diese durch ihre Ein- und Ausgangsgréflen (z.B. Wasserstand,
Durchfluss, chemische Konzentrationen, Temperatur) beschrieben werden kdnnen.

Eine von einer physikalischen Grof3e getragene Funktion bezeichnet man als Signal, wenn
sie einen Parameter besitzt, der Bildfunktion einer verdnderlichen Grof3e des physikalisch-
technischen Raumes ist. Prinzipiell ldsst sich ein Signal durch eine vierdimensionale Funk-
tion z = f(z,vy, z,t) mathematisch darstellen. Bei der mathematischen Beschreibung von
Signalen beachte man die Doppelbedeutung des Formelzeichens ”z”. Es tritt als allgemeine
Signalbezeichnung und als Kennzeichen der Ortskoordinate auf. Oft ist es deshalb giinstiger,
als Signalkennzeichen das Kurzzeichen der jeweiligen physikalischen Grof3e zu nutzen. Der
Parameter des Signals wird Informationsparameter genannt, die physikalische Gréf3e, von
der das Signal getragen wird, Signaltriger. Beispiele sind in Tabelle 11.2 aufgefiihrt.

Tabelle 11.2: Zuordnung von Informationsparameter und Signaltrager

| Anwendung | Informationsparam. |  Signaltriiger |
Elektrizitat 220V elektrischer Strom
1A elektrischer Strom
Hydraulik 10m Flusswasserstand
1m?3 Wasserstrom
Thermik 273K Waérmepotential
1EW Wirmestrom

In der Nachrichtentechnik werden solche Signale z.B. in Form von Spannungszustinden,
Strom und Leistungsidnderungen benutzt. Entsprechend obiger Definition kann der Signal-
und Informationsbegriff auch auf andere technische Systeme, wie hier auf wassertechni-
sche Prozesse, angewendet werden. Als Beispiel dafiir konnen in Analogie zu Strom und
Spannung auch der Wasserstand, der Volumenstrom und die Temperatur als Signaltréger
in Erscheinung treten. Der Wasserstand wiirde demzufolge als dreidimensionales Signal
x = f(z,y,t) darstellbar sein. Aber auch chemische Stoffkonzentrationen sind als Signal
denkbar.

Fiir die einfachere Darstellung ist in den folgenden Betrachtungen meist nur die Zeit als
unabhéngige Variable angefiihrt. Dies soll keine Einschriankung der Allgemeinheit sein. Die
Ausfiihrungen gelten genauso auch bei Abhangigkeiten beziiglich der Ortskoordinaten.

Die Beschreibung von Signalen kann durch eine grafische Darstellung und durch mathemati-
sche Funktionen geschehen. Die Signale werden meist mit einer Anfangszeit t = 0 definiert.
Das bedeutet, dass es sich um Relativzeiten zu einem Ereignis handelt. Bei der mathema-
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tischen Beschreibung wird meist der Originalvorgang im sogenannten Zeitbereich von dem
transformierten Vorgang im Bildbereich unterschieden. Bekannte Transformationen fiir Si-
gnale sind die FOURIER- und die LAPLACE-Transformation.

Fiir die mathematische Beschreibung technischer Signale haben sich verschiedene Darstel-
lungen bewihrt. Grofle Bedeutung kommt dabei den Grundsignalen (sieche Abschnitt 11.3.1
GRundsignalformen, Seite 305) zu, da sie die Grundlage aller beliebigen Signalformen sind.
Mittels dieser Grundsignale konnen beliebige Signale generiert werden (siehe Abschnitt
11.3.3 Signalsynthese, Seite 311). Ebenso konnen beliebige Signalformen in diese Grundsi-
gnale zerlegt werden (siche Abschnitt 11.3.4 Signalanalyse, Seite 311).

11.3.1 Grundsignalformen

Die gebréauchlichsten Grundsignalformen (siehe Abbildung 11.5) sind die Gleichgrofe, die
Sinusfunktion, die Sprungfunktion (Einheitssprung ) und der DIRAC-Impuls.

Gleichgrofie Sinusformiges Signal

XA x=k x4 x=ksin (ot)

v
v

t \/ t

Sprungsignal Dirac-Impuls
x; t=0 .
XAX: :X°1 < o O. t¢0

v
~

Abbildung 11.5: Grundsignalformen
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Der Einheitssprung ist ein auf die Sprunghdhe normiertes Sprungsignal (Sprunghdhe = 1)
und wird durch 1(¢) dargestellt. Der DIRAC-Impuls wirkt nur zur Zeit ¢ = 0 und hat dort
eine unendliche Sprunghéhe. Einheitssprung und DIRAC-Impuls sind mathematisch tiber die
Integration bzw. Differentiation miteinander verbunden.

11.3.2 Anwendung ausgewahlter Testsignale

Fiir die Durchfiihrung der experimentellen Prozessanalyse lassen sich Testsignale (siche Ab-
bildung 11.6) erfolgreich anwenden. Mit diesen muss am realen Objekt ein spezielles Expe-
riment durchgefiihrt werden. Dabei kann es aus verschiedenen technischen bzw. technolo-
gischen Gegebenheiten moglich sein, dass nur spezielle Testsignale benutzt werden konnen.
Da unabhéngig von der Art des Testsignals die gleiche Systembeschreibung entsteht bzw. die
verschiedenen Beschreibungsmodelle ineinander iiberfiihrbar sind, entsteht keine Einschrin-
kung der Methode der experimentellen Prozessanalyse.

Neben der Verwendung dieser speziellen Testsignale kann auch die Reaktion der Systeme
auf natiirliche Ereignisse, d.h. auf natiirliche Signale, wie z.B. Hochwasserwellen, Nieder-
schlagsereignisse u.i., zur Bestimmung des Ubertragungsverhaltens herangezogen werden.
Dies wird dann durch die Verwendung der Faltungsoperation (siche Abschnitt 12.3 Beliebi-
ges Ubertragungsverhalten, Seite 365) realisiert.

Fiir die Testsignale gibt es nach TOPFER folgende spezielle Definitionen, wobei der Zusatz-

begriff “Einheits-" stets eine Normierung auf den Wert Eins beinhaltet.

11.3.2.1 Impulsfunktion

Die Impulsfunktion ist definiert zu:

0 for t<0

)= A fir o<t<nr b (11.1)
At

0 fur t> At

\ /

wobei At die Impulsbreite ist. Die Flache des Impulses betrégt:
At
A= /xe(t)dt (11.2)
0

Fiir einen Impuls mit konstanter Hohe und einer endlichen Impulsdauer ergibt sich die Flache
zu:

A=z, At (11.3)
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11.3. SIGNALDARSTELLUNG

Die Fliche des Impulses verkorpert eine entsprechende Wirkung in Form eines Masse- oder
Energieeintrags. Bei technischen Impulsen wird stets eine endliche Impulsbreite vorhanden
sein. Ist die Impulsbreite kleiner als ein Zehntel der kleinsten Zeitkonstanten (A7 < 0, 17)
(siehe Abschnitt 12.2 Ubertragungsverhalten zweiter ordnung, Seite 350), so kann auch von
einem gendherten idealen Impuls gesprochen werden.

Setzt man voraus, dass die Flache konstant bleibt, ergibt sich, dass fiir At — 0 die Im-
pulshohe gegen Unendlich gehen muss x. — oo (vgl. auch siehe Abschnitt 12.2.3 DIRAC-

Impuls als Eingangssignal, Seite 359),
lim z.-At=A (11.4)
At—0

Te—00

( 3\

0 fir ¢t<O
Ie(t>: oo fur t=0 )

0 fiur ¢t>0

\ /

wobei die Impulsfliche A einen endlichen Wert behilt:
+0

A= /xe(zﬁ)dt (11.5)

-0

Der so genannte DIRAC-Impuls , auch als Einheitsimpuls bezeichnet, entsteht, wenn die
Impulsfliche auf den Wert Eins normiert wird:

4 )
0 fir t<0
T (T
50y ="~ =
0 fir t>0
\ J
+oo
Ag(t) = /5(t)dt =1 (11.6)
11.3.2.2 Sprungfunktion
Die Sprungfunktion ist definiert zu:
0 fir t<O
z(t) =
Te, fir t>0
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Wird die Sprunghdhe normiert, so erhédlt man den Einheitssprung zu:

0 fir t<0
1) = ) _ P (11.7)

x@o .o
1 fir t>0

Man beachte, dass zum Zeitpunkt ¢ = 0 das Sprungsignal bereits der Wert z., annimmt.

11.3.2.3 Rampenfunktion

Die Rampenfunktion, auch als Anstiegsfunktion bezeichnet, ist definiert zu:

0 fur t<0
me(t) =
c-t fur t>0

Auch hier kann eine Einheitsfunktion durch Normierung erzeugt werden. Die Einheits-
rampenfunktion lautet:

0 fir t<0
a(t)erTwz s (11.8)

t fur t>0

Zwischen den verschiedenen vorgestellten Testsignalen, insbesondere den Einheitssignalen,
besteht der Zusammenhang, so dass sie durch Integration bzw. Differentiation ineinander
iiberfiihr bar sind ( siche Tabelle 11.3).
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11.3. SIGNALDARSTELLUNG

Tabelle 11.3: Zusammenhang zwischen verschiedenen Grundsignalen

_ w e ff = (1)
OISO wmr /= @0 [eusdisuddweasyroyqury
w o (M1
(Dop (W1 e =01 [eusisSunadssyyury
(3)¢
el _ WP — ()¢ EHQVQ spndw-DvaIQq
(Hop  (D)Tp (H1P sindunsyrayury
(o (V1 (1)
sindw-Oviarq
[eudisuddweasyRyuIy [eudisgunadssyyury spndursyroyuryg
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Aperiodisch

X
DIRAC
Tracer-Versuche
R 3(t) Saulendurchlaufversuche
Tt
XA
Einheitssprung
Pump-Versuche
Tracer-Versuche
1@ Saulendurchlaufversuche
Tt
XA
Rampenfunktion
/ O(,(t)

>

t

Periodisch

Periodische Impulsfolge

X
Sinusférmige Impulsfolge
/-\ . sin(ot) Wellenkanal
oV
X A

I Zsin(nogt)  Slug&Bail-Brunnentest

Stochastisch

X

‘ | Zufallszahlengenerator
7 7 t
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11.3. SIGNALDARSTELLUNG

11.3.3 Signalsynthese

Bei der Signalsynthese (Uberlagerung) werden an einer Mischstelle mehrere Eingangs-
signale x. additiv zu einem Ausgangssignal x, zusammengefiihrt. Das Ausgangssignal ldsst
sich auf der Basis der mathematischen Gleichung der Mischstelle

Ty = zn:xei (11.9)
i=1

durch eine vorzeichbehaftete Addition oder mittels grafischer Methoden (siehe Abbildung
11.7) ermitteln.

11.3.4 Signalanalyse

Die Signalanalyse beliebiger Signalformen kann durch eine Zerlegung in Grundsignalfor-
men erfolgen. Die bekannteste Methode ist dabei die FOURIERreihen-Zerlegung, bei der pe-
riodische Signalabldufe durch Sinusschwingungen verschiedener Frequenzen approximiert
werden. Eine praktisch gut handhabbare Methode bei aperiodischen, d.h. einmalig ablaufen-
den Signalen, ist die Approximation durch zeitlich versetzte Sprungsignale. Im Nachfolgen-
den soll die grafische Methode beschrieben werden, da sie gegeniiber der mathematischen
wesentlich einfacher handhabbar und anschaulicher ist.

Der erste Schritt bei der Signalanalyse mittels Sprungsignalen besteht darin, dass die beliebi-
ge Zeitfunktion durch eine treppenformige Signalform approximiert wird (siche Abbildung
11.8). Der Zeitpunkt der Treppenflanke und die Sprunghohe sollten so gewéhlt werden, dass
ein kleinster mittlerer Fehler entsteht. Dabei hat sich bewihrt, die Integrale der Originalkurve
und der Treppenfunktion anzunéhern. Das bedeutet, dass gleiche Flidcheninhalte durch beide
Kurven reprasentiert werden miissen (siehe Script zur Vorlesung Grundwassermesstechnik,
Abschnitt Fehlerrechnung).

Beliebige Signale kdnnen auch in eine Summe von Impulsen zerlegt werden, speziell in eine
unendliche Summe von DIRAC-Impulsen. Dies fiihrt auf die Methode des Faltungsintegrals
(siehe Abschnitt 12.3 Beliebiges Ubertragungsverhalten, Seite 365).
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el

v

Mischstelle: X, =X, - X, T X

==

/_ ) )
- \_/

@3

Abbildung 11.7: Signalsynthese
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Beispiel:

s @)

X, xy 4
bt Lt t bt bt .

x, 1 % )
t 't t tt L b t

A A

X, X, -X, X,

il SR AR e
| »> >
% t t t t, i & L

Abbildung 11.8: Approximation beliebiger Signale durch Sprungsignale
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An dieser Stelle soll nochmals darauf hingewiesen werden, dass die hier beispielhafte Si-
gnaldarstellung als Zeitfunktion auf alle unabhingigen Variablen anwendbar ist. Spezielle
die Ortsabhédngigkeit in x— und y—Richtung spielt bei Prozessen im Boden und Grundwas-
serbereich sowie bei der Altlastenbehandlung eine grof3e Rolle.

11.3.5 Quantisierung

Die Darstellungsform von Signalen lésst sich nach verschiedenen Gesichtspunkten klassi-
fizieren. In der Technik unterscheidet man dabei zwischen der Einteilung der Signale nach
Quantisierung des Informationsparameters und nach Quantisierung der unabhiéingigen
Variablen.

Bei der Einteilung nach der Quantisierung des Informationsparameters erhélt man die

e analogen Signale, deren Informationsparameter in einer metrischen Menge jeden be-
liebigen Zwischenwert
und die

o diskreten Signale, deren Informationsparameter nur bestimmte (endlich viele) Werte
innerhalb gewisser Grenzen

annehmen konnen.

Die beiden genannten Einteilungsprinzipien lassen sich auch miteinander kombinieren und
man erhilt die in der Abbildung 11.9 gezeigten Darstellungsformen.

Fiir die Klasse der Quantisierung der unabhéngigen Variablen kann folgende Untertei-
lung getroffen werden:

e kontinuierliche Signale, bei denen der Informationsparameter zu jedem beliebigen
Wert
sowie

o diskontinuierliche Signale, bei denen der Informationsparameter nur fiir endlich viele
Werte

der unabhingigen Variablen eindeutig angegeben werden kann.

Als Beispiele fiir das Auftreten der verschiedenen Signalformen sind in Tabelle 11.4 einige
Messgerite und -verfahren aufgefiihrt.
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Quantisierung der unabhéngigen Variablen

kontinuierlich diskontinuierlich

analog

v

Quantisierung des Informationsparameters
diskret

t

Abbildung 11.9: Darstellungsformen von Signalen

Es sei noch darauf hingewiesen, dass diese entsprechend den DIN-Vorschriften festgelegten
Begriffsverwendungen nicht immer exakt eingehalten werden kdnnen. Bedingt wird dies vor
allem durch die andersartige Verwendung einiger Begriffe in der fremdsprachigen Literatur.
So herrscht keine klare Trennung zwischen den Begriffen “diskret” und ”diskontinuierlich”.
Fiir ”Quantisierung der unabhéingigen Variablen” wird oft das Wort ’Diskretisierung” be-
nutzt. Auch der Begriff ”digital” (digitale Signale) wird oft fiir diskrete Messwerte benutzt,
wenn sie mittels Zifferntableaus angezeigt werden. Digitale Messwerte sind richtigerwei-
se Messwerte, die eine Quantisierung des Informationsparameters erfahren, wobei nur die
Quantisierungsstufen ”0” und 1" (oder ”0” und L") erlaubt sind.
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316

Tabelle 11.4: Messgerite und -verfahren und deren Signalformen

Signalform \ Elektrotechnik | Geohydraulik

analog-kontinuierlich X-Y-Schreiber Schreibpegel
Plotter

analog-diskontinuierlich | Punktschreiber Tiefenlot
Fallbiigelschreiber

diskret-kontinuierlich Digitalvoltmeter Widerstandsmesskette
(Stufenverschliisselung)

diskret-diskontinuierlich | Digitalvoltmeter Brunnenpfeife

(Zeitverschliisselung)




11.4 Ubertragungssysteme

Die folgenden Methoden dienen der Bestimmung des dynamischen Verhaltens von unge-
storten Systemen. Da dies technisch nur idealisiert moglich ist, muss gefordert werden, dass
die Eingangssignale gegeniiber den Storsignalen wesentlich dominieren.

Weitere wichtige Voraussetzungen fiir die Anwendung der Methoden sind:

Das System ist ungestort (Storung << Nutzsignal).

Das Systemverhalten ist linear.

Das Systemverhalten ist zeitinvariant.

Das System hat nur ein Eingangs- und ein Ausgangssignal.

Das Systemverhalten ist durch konzentrierte Parameter beschreibbar.

In der Systemtheorie, speziell im Zusammenhanhg mit der experimentellen Prozessanalyse,
kann jeder Prozess als so genannte ’black-box”, die nur durch die Relation ihrer Ein- und
AusgangsgroBBen charakterisiert wird, dargestellt werden. Diese “’black-box wird dann als
System bezeichnet. Ein System wird stets durch die Abgrenzung zu seiner Umgebung und
den daran gekoppelten Informationsaustausch gekennzeichnet (sieche Abbildung 11.10). In
der Systemtheorie unterscheidet man zwischen konkreten und mathematischen Systemen.
Ein konkretes System ist ein raumlich abgegrenzter Teil der Wirklichkeit. Dazu gehdren
noch einige ausgewdhlte Beziehungen in seiner inneren Struktur und zu seiner Umgebung.
Die mathematischen Systeme enthalten Variablen, Gleichungen oder Operatoren.

&0 . _ o0

= Eingang Ausgang g

= =]
L £
[} N 7

) System 2

& =
) )

Abbildung 11.10: System mit seiner Beziehung zur Umgebung

Peter-Wolfgang Griber Systemanalyse in der Wasserwirtschaft
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11.4.1 Mathematische Beschreibung

Bei der Beschreibung von Systemen haben sich verschiedene Methoden herausgebildet. Da-
bei ist im Zusammenhang mit technischen Systemen die Betrachtungsweise als Ubertra-
gungssysteme am weitesten verbreitet. Jedes System wird dabei durch eine Menge von Ein-
gangsgrofen, der eine Menge von Ausgangsgroflen zugeordnet ist, gekennzeichnet (siche
Abbildung 11.11). Dieser funktioneller Zusammenhang zwischen den Aus- und den Ein-
gangsgroBen wird als Ubertragungsverhalten bezeichnet. Im folgenden werden nur die
Relation von jeweils einer Eingangs- bzw. einer Ausgangsgrofie betrachtet.System mit meh-
reren Ein- und Ausgangsgréflen, sogenannte Multisignalsysteme, konnen mit den Methoden
gekoppelter Gleichungssysteme behandelt werden.

Ubertragungsverhalten

—1I /7 |—0

Abbildung 11.11: Ubertragungsglied

Die Beschreibung der Systeme durch die an ihnen wirkenden Ein- und Ausgangssignale kann
in verschiedensten Formen stattfinden. Die gebrduchlisten sind die mathematischen Glei-
chungen und die grafische Darstellung des Zeitverhaltens der Sprungantwortfunktion. Fiir
die Beschreibung des Ubertragungsverhaltens werden drei Arten von Definitionsgleichun-
gen benutzt. Entsprechend der Bezeichnung der Grundsignale, die an den Eingang angelegt
werden, erhilt man die Bezeichnungen Ubergangs-, Gewichts- und Ubertragungsfunktion:

e Die Ubergangsfunktion h(t)
erhilt man, wenn am Eingang ein Einheitssprungsignal angelegt wird. Dies wird auch
als Sprungantwortfunktion bezeichnet:

h(t) = x4

ze=1(t) (11.10)

e Die Gewichtsfunktion g(t)
ergibt sich, wenn am Eingang ein DIRAC-Impuls wirkt, auch als Impulsantwortfunkti-
on bezeichnet:

g(t) =z, ze=6(t) (11.11)

e Die Ubertragungsfunktion G(p)
ergibt sich aus der LAPLACE-transformierten Beschreibung des Ausgangssignals, wenn
das Eingangssignal ein DIRAC-Impuls ist:

G(p) = Xa |xo=L{st)} (11.12)
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Bei der Beschreibung des Ubertragungsverhaltens unterscheidet man zwischen dem Zeit-
(Original-)-Bereich und dem Bild-Bereich (siehe Abbildung 11.12), bei dem die Signale,
und damit auch die Ubertragungsfunktion, einer Transformation unterworfen werden. Die
bekanntesten Integraltransformationen sind die FOURIER- und die LAPLACE-Transformatio-
nen (siche Abschnitt 5.3.2 LAPLACE-Transformation, Seite 142). Der Vorteil der Anwen-
dung von Transformationen besteht darin, dass komplizierte Rechenoperationen bei der Ar-
beit mit Ubertragungsfunktionen im Bildbereich meist auf die vier Grundrechenarten redu-
ziert werden konnen. Der Nachteil besteht in der geringen Anschaulichkeit des Bildberei-
ches sowie in dem Aufwand, die Signale und mathematischen Modelle in den Bildbereich
und nach der Losung der Ubertragungsfunktion wieder zuriick (inverse Transformation) zu
transformieren. Wihrend fiir den Hinweg meist vorgefertigte Korrespondenzen existieren,
erweist sich die Riicktransformation oft als komplizierter.

Die Kennzeichnung von Signalen und Ubertragungsfunktionen erfolgt im Zeitbereich mit
Kleinbuchstaben, im Bildbereich dagegen mit Gro3buchstaben.

Bild- bzw. Frequenzbereich .

komplexes Eingangssignal Ubertragungsfunktion komplexes Ausgangssignal |
Xp) G(p) X.(p) = G(p) - X.(p)
IHintransformationl | Riicktransformation |

beliebiges Eingangssignal Gewichtsfunktion | | Ausgangssignal
X(t) g(t) X, (1) = g(t)xx(t)

Original- bzw. Zeitbereich

Abbildung 11.12: Zusammenhang zwischen Zeit- und Bildbereich

Die FOURIER-Transformation und ihre Riicktransformation wird definiert als:

FOURIER-Transformation X (jw) = F{z(t)} = /x(t)e_wdt (11.13)

— 00

1 |
Riicktransformation o(t) = FH{X(jw} = o /X(jw)ej‘”tdw; (11.14)
77

die LAPLACE-Transformation und ihre Riicktransformation als:

LAPLACE-Transformation X(p) =L{z(t)} = /x(t)eptdt (11.15)
0
] c+joo
Riicktransformation z(t) = L H{X(p} = 57 X (p)etdp (11.16)
T
c—joo
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Wihrend die FOURIER-Transformation vorteilhafterweise fiir periodische bzw. periodisier-
bare Signale eingesetzt wird, hat sich die LAPLACE-Transformation zur Anwendung bei
Sprungsignalen (z.B. Schaltvorgdnge) und Impulsen (DIRAC-Impuls) bewihrt. Insbesondere
wird die LAPLACE-Transformation auch zur Berechnung von Ubertragungsverhalten belie-
biger Eingangssignale (siche Abschnitt 12.3 Faltungsoperation, Seite 365) eingesetzt.

Diese drei Arten, Ubergangs-, Gewichts- und Ubertragungsfunktion, der mathematischen
Darstellung des Ubertragungsverhaltens sind dquivalent, da sie nur verschiedene mathe-
matische Berechnungsformen fiir die selben technischen Prozesse physikalischer und/oder
chemischer Art sind. Sie sind deshalb mittels mathemischer Beziehungen ineinander iiber-
fiihrbar (siehe Tabelle 11.5). Aus der Definition, dass zwischen Einheitssprungsignal und
DirRAC-Impuls ein integraler bzw. differentieller Zusammenhang besteht (sieche auch Tabelle
11.3, Seite 309), und den Rechenregeln zur LAPLACE-Transformation (sieche Abschnitt 5.3.2
LAPLACE-Transformation, Seite 142), ergeben sich auch die Zusammenhinge zwischen den
verschiedenen Beschreibungsarten.

Tabelle 11.5: Zusammenhang zwischen den verschiedenen Funktionen des Ubertragungs-
verhaltens

! \ h(t) \ g(t) \ G(p) \
t N 1
et o) = fotridr | 00 -2 {pcxp)}
g | gt =" o(t) = L {G(p))
G@p) | G)=pL{n(t)} | G(p)=L{g(t)}

Die im Folgenden vorgestellten Methoden der experimentellen Prozessanalyse gelten nur
unter bestimmten Bedingungen. Diese Bedingungen lassen sich bei der Untersuchung was-
serwirtschaftlicher Prozesse meist einhalten. Weitergehende Methoden miissen der Spezial-
literatur vorbehalten bleiben bzw. sind heute noch Gegenstand der Forschung.
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11.4.2 Grundiibertragungsverhalten

Die Grundformen der Ubertragungsverhalten technischer Systeme lassen sich in Form des
proportionalen, des integralen und des differentiellen sowie des Verzégerungs- und des
Laufzeitverhaltens beschreiben.

Die Kennzeichnung der Systeme beziiglich des Ubertragungsverhaltens geschieht durch den

grof} geschriebenen Anfangsbuchstaben des Verhaltens oder durch das Piktogramm der Systemantwort
auf ein Sprungsignal am Eingang, d.h. durch die Ubergangsfunktion. Beispiele fiir die ein-

zelnen Ubertragungsverhalten sind in Tabelle 11.6 zusammengefasst.

Tabelle 11.6: Ubertragungsverhalten

Ubertragungsverhalten | Bezeichnung Beispiel ‘
proportional P Hebelanordnungen
integral | Fiillung eines Behilters (V' = const)
differential D Druckstof3 in Rohrleitungen
Verzogerungsverhalten T lgllrlél;lugnelsnes Behilters (V= f(t))
1.0rdnung ! ESPIOZEsse

(Rohrleitung, Grundwasser)
Fiillung von Kaskadenbehélter

zfe(;igielﬂmgsverhalten Ty Transportprozesse
’ & (Rohrleitung, Grundwasser)
Laufzeitverhalten T, Forderband, Mischrohr

An Hand einiger Beispiele sollen diese Grundformen exemplarisch erldutert werden. Im Ab-
schnitt 12 Modellbestimmung, Seite 343, werden fiir die Verzogerungsglieder 1. und 2. Ord-
nung detailliertere Beschreibungen gegeben.
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11.4.2.1 Proportionales Verhalten —- P-Glied

Beispiel: Zweiseitiger Hebel
Laut Hebelgesetz gilt fiir den zweiseitigen Hebel:

la'Fa: _lb'Fb (1117)

[ Lange des Hebelarmes

F Kraft am Hebelarm

Setzt man eine der Kréfte als Eingangs- und die andere als Ausgangssignal an, so erhilt man
das proportionale Ubertragungsverhalten:

F,=——"F (11.18)
To =K -z, (11.19)

Der Ubertragungsfaktor K kann entweder auf dem Weg der theoretischen Prozessanalyse
aus den geometrischen Verhiltnissen der Hebelarme bestimmt werden

[

K= _l_b (11.20)
oder iiber ein Experiment, die experimentelle Prozessanalyse, mittels bekannter Eingangs-
signale, z.B. dem Testsignal Einheitssprung 1(¢), und gemessenem Ausgangssignal. In dem
Fall ist

K=" bzw (11.21)
Le
K =24 [o,=10) (11.22)

Die charakteristischen Ubertragungsverhalten werden durch Einsetzen der entsprechenden
Eingangssignale in die Gleichung 11.19 wie folgt bestimmt:

o Ubergangsfunktion h(t)
Laut Definition wird z, = 1(¢) gesetzt. Damit wird

h(t) = Tq ’xgzl(t)

ht) = K (11.23)
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e Gewichtsfunktion g(t)
In diesem Fall wird als Eingangssignal der DIRAC-Impuls z. = 0(¢) verwendet:

9(t) = 24 |z.=s0)

g(t) = K - §(t) (11.24)

¢ Ubertragungsfunktion G(p)
Bei der Ubertragungsfunktion muss die Ubertragungsgleichung des Zeitbereiches in

die Bildebene mittels der LAPLACE-Operation transformiert werden:

G(p) = Xa |x.=L{s(0)}
=L{K-0(t)}
— K- L{5(1))
Gp) =K (11.25)
Da laut Voraussetzung nur lieneare Systeme betrachtet werden, ist X' = const. Auf3er-

dem gilt L{5(¢)} = 1.

11.4.2.2 Integrales Verhalten — I-Glied

Beispiel: Fiillvorgang mit konstantem Volumenstrom
Die Fiillung eines Behilters mit einer Grundfiiche A durch einen konstanten Volumenstrom

V fiihrt zu einem Anstieg der Wasserhohe h in diesem Behiélter (siche Abbildung 11.13).

v

—]

h(t)

S,

Abbildung 11.13: Fiillvorgang eines Behélters mit konstantem Volumenstrom
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Untersucht man die Abhéngigkeit des Anstiegs der Wasserhohe i von dem einflieBenden

Volumenstrom V, so findet man folgenden Zusammenhang:
V=A-h (11.26)

v

t
/V dt (11.27)
0

Setz man diese beiden Volumina gleich und 16st die Gleichung nach der gesuchten Grofle H
auf, so erhilt man:

t
1 .
h=— dt 11.28
A (11.28)
0

Betrachtet man wieder das System als Ubertragungsglied mit x, und z,, so lautet die Glei-
chung:

t
T, = K/xe dt (11.29)
0

Diese Gleichung stellt ein integrales Ubertragungsverhalten mit einem Proportionalititsfak-
tor K dar. Dies kann auch zerlegt werden in eine Reihenschaltung (siehe Abschnitt 11.4.3
Kombiniertes Ubertragungsverhalten, Seite 336) eines reinen P-Gliedes und eines reinen I-
Anteils.

Fiir V = const. bzw. x. = const. ergibt sich:

1.
h=-=V-t 11.30
v (1130)
To=K- -z 1 (11.31)

Auch hier kann die Ubertragungskonstante K auf zwei Wegen, mittels der theoretischen oder
der experimentellen Prozessanalyse, ermittelt werden. Im ersten Fall, der Gleichung 11.28,
die auf der Basis physikalischer Gesetze abgeleitet wurde, ist eindeutig, dass

1

— 11.32

- (11.32)
ist.
Im zweitem Fall, der experimentellen Prozessanalyse auf Basis der Gleichung 11.29, ergibt
sich unter der Bedingung, dass z. = const. ist:

0y =K -7, t (11.33)
K.IEZM (11.34)
t — 1o
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Insbesondere wenn als z, der Einheitssprung z. = 1(¢) verwendet wird, kann K aus dem
Anstieg der Geraden z, = K - t

ze—=1(t) bestimmen werden:

Lal — Lqo
t1 — 1o

K —

ze=1(t) (11.35)
Fiir £y = 0 und x,9 = 0 ergibt sich:

K= Ya
1

ze=1(t) (11.36)

Die charakteristischen Ubertragungsverhalten werden durch Einsetzen der entsprechenden
Eingangssignale in die Gleichung 11.29 wie folgt bestimmt:

o Ubergangsfunktion h(t)
Laut Definition wird z, = 1(¢) gesetzt. Damit wird:

h(t) = 24 |ze=1(1)
t
_K / 1(t) dt
0

ht) =K -t (11.37)

Beachte den Unterschied zwischen h (Wasserhdhe) und h(t) (Ubergangsfunktion).

e Gewichtsfunktion g(t)
In diesem Fall wird als Eingangssignal der DIRAC-Impuls z, = 0(¢) verwendet:

9(t) = Ta |ze=s(t)

g(t) = K (11.38)

Da laut Definition gilt:

¢ Ubertragungsfunktion G(p)
Bei der Ubertragungsfunktion muss die Ubertragungsgleichung des Zeitbereiches in
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die Bildebene mittels der LAPLACE-Operation transformiert werden:

G(p) = Xa

Xe=L{5()}

~ LK / 5(t) dt)

zK-L{/é(t)dt}:K-L{l}

Da hier gilt:

{1} :%

11.4.2.3 Differentielles Verhalten =— D-Glied

Beispiel:
Ubertragungsglieder mit differentiellem Verhalten kommen u.a. in der Elektrotechnik vor
und dienen in der Steuerungspraxis dazu, Prozesse mit einem bestimmten Masse- bzw. Ener-
gieeintrag in eine bestimmte Zielrichtung zu beeinflussen. In der wasserwirtschaftlichen Pra-

(11.39)

(11.40)

(11.41)

Xis treten sie u.a. im Zusammenhang mit Schwingungserscheinungen wie Druckstoen in
Rohrleitungen auf. Differentielles Ubertragungsverhalten ist durch die folgende Gleichung
11.42 charakterisiert.

dz,

a:K
. dt

o Ubergangsfunktion h(t)
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Laut Definition wird z. = 1(¢) gesetzt. Damit wird:

h(t) = x4 |o.=10)
o d1(t)
T A

h(t) = K - (t)

(11.42)

(11.43)
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e Gewichtsfunktion g(t)
In diesem Fall wird als Eingangssignal der DIRAC-Impuls z. = 0(¢) verwendet:

g(t) = Tq Te=0(1)
o do()
— K. —
g(t) = n.d. (11.44)

¢ Ubertragungsfunktion G(p)
Bei der Ubertragungsfunktion muss die Ubertragungsgleichung des Zeitbereiches in
die Bildebene mittels der LAPLACE-Operation transformiert werden:

G(p) = Xa |xo=L{s5(t)}

= o™y ko (s} - o(0)

Gp)=K-p (11.45)

11.4.2.4 Verzogerung 1. Ordnung — PT;-Glied

Beispiel: Fiillvorgang mit variabler Fiillmenge

Wenn ein Behilter liber einen hydraulischen Widerstand R4, (z.B. Schieber, Rohrleitung)
mit einem Vorfluter verbunden sind, wird sich nach unendlich langer Zeit in dem Behéltern
der gleiche Wasserstand einstellen, wie im Vorfluter. Der Behilter soll die Grundflache A
haben, der Wasserstand im Vorfluter ist entsprechend /y; und im Behélter /. Gesucht ist
die Zeitabhéngigkeit des Wasserstandes h, wenn der Wasserstand hp; iiber den gesamten
Zeitraum den Wert hg; hat. h soll zum Zeitpunkt ¢ = 0 gleich Null gewesen sein (siche
Abbildung 11.14). Damit gelten folgende Gleichungen:
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/////////
,,,,,,,,

Abbildung 11.14: Fiillvorgang eines Behélters mit variablem Volumenstrom

V=Ah (11.46)
1 t
h = Z/V dt bzw. (11.47)
0
: dh
V=A — 11.48
i ( )
w_ (hm—h)
V=r7%--—-—+ 11.49
Rhydr ( )
dh _ (hp —h)
dt B Rhydr
dh h hg
A — + =
dt Rhydr Rhydr
dh
A- Rty +h =y (11.50)

Betrachtet man wieder das System als Ubertragungsglied mit x, und x,, so lautet die Glei-
chung unter Berticksichtigung, dass 7' = Ay - Rpyar:

dz,
dt

Diese DGL hat die Losung (siehe Abschnitt 5.2.1 Losung von DGL, Seite 117) fiir den Fall,
dass x. = const eine Konstante ist:

T .

+x, = Kz, (11.51)

2o = Kz, (1 - e*%) (11.52)

Methoden zur Bestimmung der Parameter /A und 7' sind im Abschnitt 12.1 Modellbestim-
mung, Seite 344, detailliert beschrieben.

Die charakteristischen Ubertragungsverhalten werden durch Einsetzen der entsprechenden
Eingangssignale in die Gleichung 11.51 wie folgt bestimmt:
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o Ubergangsfunktion h(t)
Laut Definition wird z. = 1(¢) gesetzt. Damit wird:

h(t) = Za |2.=10)
—(1=et) K10
h(t) = K (1 . e*%) (11.53)
Beachte den Unterschied zwischen h (Wasserhdhe) und h(t) (Ubergangsfunktion).

e Gewichtsfunktion g(t)
In diesem Fall wird als Eingangssignal der DIRAC-Impuls =, = §(t) verwendet. Die
Gewichtsfunktion 148t sich als Differential der Ubergangsfunktion darstellen:

e T (11.54)

¢ Ubertragungsfunktion G(p)
Bei der Ubertragungsfunktion muss die Ubertragungsgleichung des Zeitbereiches in
die Bildebene mittels der LAPLACE-Operation transformiert werden. Hier geht man
von der DGL des Ubertragungsverhaltens aus (siehe Gleichung 11.51):

G(p) = X,

Xe=L{5(t)}

dz,

T
dt

+x, = Kz, (11.55)

Die LAPLACE-transformierte Form lautet (siche Abschnitt 5.3.3 Losung von DGL mit-
tels LAPLACE-Transformation, Seite 148):

T-p-Xo— a0+ Xo = L{K - 5(t)} (11.56)

mit  L{()} =1 24 =0

K
G(p) = X, |Xe:L{5(t)}: TTP (11.57)
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11.4.2.5 Verzogerung 2. Ordnung — PT2-Glied

Beispiel: Fiillvorgang von zwei kaskadierten Behéltern mit variabler Fiillmenge

Zwei Behilter mit den Grundflichen A; und A, sowie den Wasserstdnden h; und hsy sind
kaskadenartig hintereinander geschaltet. Der erste ist wie beim vorhergehenden Beispiel
zum Verzogerungsverhalten 1. Ordnung angeordnet und iiber den hydraulischen Widerstand
Rpyar1 mit dem Vorfluter verbunden. Der zweite ist an den ersten Behilter {iber den Wi-
derstand Rj,,q-2 angekoppelt. Der Wasserstand im Vorfluter wird auf den konstanten Wert
h gehalten (siehe Abbildung 11.15) Der Wasserstand im ersten Behélter ergibt sich dann

.
Rhydrl VZuH

h,(1) h,(t)

Zul2
>

Rhy dr2

A, A,

7 R . P ] 2R . - A

P //’/ //// [t /// ,//// /// /,,/ // Py
//) - i« e & 4 - 4 / e /’I / // < // // // // / b e

3 PP A S A A

Abbildung 11.15: Gekoppelte Speicherkaskade

entsprechend der Herleitung nach Gleichung 11.50 zu:

Ay Rhydr.l% +hi=hg (11.58)
bzw. mit 7} = Ay - Rpygr1 zu:
T1%+h1 = hm (11.59)
Der Wasserstand im zweiten Behilter ergibt sich analog zu:
Ay - Rhydr.2% +hy =hy (11.60)
bzw. mit 75 = Ay - Rpyar.2 zu:
Tg%jthg =" (11.61)

Nach Einsetzen der Gleichung 11.61 in Gleichung 11.59 erhilt man:
d (To %2 + hy) dhs

T To—=+hy=h 11.62

1 i + 12 at + N2 Fl ( )
d?hy dH,

T T+ T5) —=+ha=h 11.63

2 + (11 + T3) o + 2 Fl ( )

Betrachtet man wieder das System als Ubertragungsglied mit x, und x,, so lautet die Glei-

chung:

d’z, dz,
TV To—— T, + T

+2x,= Kz, (11.64)
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Diese DGL hat die Losung (sieche Abschnitt 5.2.2.2 Lésung von DGL, Seite 131) fiir den
Fall, dass x. = const eine Konstante ist. Die Ermittlung der dabei auftretenden Parameter
K, T} und T5 sowie die Losungsschritte werden im Abschnitt 12.2 Ubertragungsverhalten
mit Verzogerung zweiter Ordnung detailliert beschrieben.

2o = K. (1 — e*T%) (1 _ e*%) (11.65)

Die charakteristischen Ubertragungsverhalten werden durch Einsetzen der entsprechenden
Eingangssignale in die Gleichung 11.64 wie folgt bestimmt:

e Ubergangsfunktion h(t)
Laut Definition wird z, = 1(¢) gesetzt. Damit wird

h(t) = 24 |oo=1(1)
=K1l (1-e %) (1-e)
hit) = K (1 - e*%) (1 - e*%) (11.66)

Beachte den Unterschied zwischen h (Wasserhdhe) und h(t) (Ubergangsfunktion).

e Gewichtsfunktion g(t)
In diesem Fall wird als Eingangssignal der DIRAC-Impuls . = () verwendet. Die
Gewichtsfunktion It sich als Differential der Ubergangsfunktion darstellen:

g(t) = Tq |ze=6(t)— %Eft)
d(K(1-e ) (1-%))
K
g(t) = K (e_TlT n e;,:) (11.67)

¢ Ubertragungsfunktion G(p)
Bei der Ubertragungsfunktion muss die Ubertragungsgleichung des Zeitbereiches in
die Bildebene mittels der LAPLACE-Operation transformiert werden. Hier geht man
von der DGL des Ubertragungsverhalten aus (siehe Gleichung 11.64).

G(p) = X,

Xe=L{5(t)}

d’z, dz,
TWl——— + (Th + T
RIS + (I + 1) i

+x,=K- 2 (11.68)
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Die LAPLACE-transformierte Form lautet (siche Abschnitt 5.3.3 Losung von DGL mit-
tels LAPLACE-Transformation, Seite 148):

TlTQ'pZ'Xa—p'I'ao—l’ao—i—(Tl +T2) 'p'Xa_xa0+Xa = L{K&(t)} (1169)

mit L{6(t)} =1 und x4, =0

Ny p* Xo+ (T +To) - p- Xa+ Xo = K |x.—rf5(0)) (11.70)
a = X,
T pP+ (T + Do) pr1 1 Xe=tton
K
Glp) = (11.71)

(1+Ty-p)-(1+Ts-p)

11.4.2.6 Laufzeitverhalten — PTy-Glied

Beispiel:

Das Laufzeitverhalten entsteht bei Transportprozessen, ohne dass eine Verédnderung an der
Bilanz entsteht, d.h. bei reinem Transport ohne Speichereffekt. Damit konnen diese Prozes-
se auch durch eine Koordinatentransformation beschrieben werden. Dieses Verhalten spielt
auch eine groBe Rolle, wenn Prozesse mit unterschiedlichen Startpunkten gemeinsam be-
trachtet werden sollen. In diesen Fallen konnen die unterschiedlichen Startpunkte als unter-
schiedliche Laufzeiten aufgefasst werden.

Die Gleichung fiir dieses Laufzeitverhalten lautet:
zq(t) = K - xe(t —T7) (11.72)

Die charakteristischen Ubertragungsverhalten werden durch Einsetzen der entsprechenden
Eingangssignale in die Gleichung 11.72 wie folgt bestimmt:

o Ubergangsfunktion h(t)
Laut Definition wird z. = 1(¢) gesetzt. Damit wird:

ze=1(t)
K 1(t—T)
h(t) = K - 1(t — T) (11.73)

e Gewichtsfunktion g(t)
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In diesem Fall wird als Eingangssignal der DIRAC-Impuls x, = 4(¢) verwendet:

g(t) = Ta |z.=6(t)
o) = K- 5(t—Ty) (11.74)

Da laut Definition gilt:

o Ubertragungsfunktion G(p)
Bei der Ubertragungsfunktion muss die Ubertragungsgleichung 11.72 des Zeitberei-
ches in die Bildebene mittels der LAPLACE-Operation transformiert werden:

G(p) = Xa

ze=L{5(t)}
= L{K - 6(t = Tw)}
= K- L{6(t = Tw)}
— K- TP L{5(t)}
G(p) = K -e TP (11.75)

Da laut Verschiebungssatz der LAPLACE-Transformation (sieche Abschnitt 5.3.2 LA-
PLACE-Transformation, Seite 142) gilt:

L{f(t —a)} = e L{f(t)} (11.76)
und L{6(t)} = 1 ist.

11.4.2.7 Ubersicht iiber Grundiibertragungsverhalten

In Abbildung 11.16 ist ein Uberblick iiber die Sprungantwortfunktionen der verschiedenen
Grundformen des Ubertragungsverhaltens zusammengefasst.

Die verschiedenen Arten der mathematischen Darstellung des Ubertragungsverhaltens, die
Ubergangs-, Gewichts- und Ubertragungsfunktion, sind fiir die Grundiibertragungsglieder in
Tabelle 11.7 dargestellt.
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Proportionales Verhalten

Xel

Integrales Verhalten

X e/

Difterentielles Verhalten

Xe"

t

Verzogerungsverhalten 1. Ordnung

Xe 4

t

Verzogerungsverhalten 2. Ordnung

x e .-.\.

Laufzeitverhalten

Xe.l\

t

Xq= k_}, Xe dt

k, Xe
t
_ dx
8" dte
xa’?
t
X a=k(l-e -tT) x,
o ! ;
aJ- k, Xe
().7‘
T 4

Xa(t) = xe (t - TI)
X g/
Xe
T, t

Abbildung 11.16: Grundformen des Ubertragungsverhaltens
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Tabelle 11.7: Grundiibertragungsverhalten mit mathematischer Beschreibung

a1-2 3 (1L —1e -1 (lL—9H1-¥ pwozyney  11d
erd + Ird + C !
(rd + DL+ 1) Lo L)y AN\P@ - ﬁv AH\F@ - ﬁv M | upIQ ‘T R30zIA  LILd
M m%\w H\%\w 7 7
LA+ 1 L A v
- I 90— L 2—T1) ‘UPIQ ‘[ TISQZIIA .4
M Y !
d- 51 (1)e- 31 [ENUIFHIP a
d
| M M [LAGRINI I
M
by (D¢ 51 M [euon.odoad d
1={(@®e}71 (7)o (1)1 (1)7%
sindwp-oviaIg sindur-Ooviig Sunuadssypyury ‘Saauy
Ev@nm&,q_ (d)’x = (d)o EQHB_ ?vsx = (9)8 SHHS,_ (1)’x = () UJIJ[CYIIA
uorunysgunse.).dq UOIPUNJSIYIIMIL) uonunys3uediaq)
unuydRzZIg
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11.4.3 Kombiniertes Ubertragungsverhalten
Die Zusammenschaltung von linearen Ubertragungsgliedern lsst sich auf drei Grundtypen,

e dic Reihenschaltung,
e dic Parallelschaltung und

e die Kreisschaltung (auch als Riickfiihrung oder Riickkopplung bezeichnet)

zuriickfiihren. Dafiir ergeben sich die in Abbildung 11.17 dargestellten Ubertragungsfunk-
tionen. Die mathematische Beschreibung ist in Tabelle 11.8 dargestellt.

3 G > Gup) —>  Reihenschaltung
G(p)
X Parallelschaltung
: Gy(p)
G,(p)
: Guy(p) :
Gy(p) G:(p)

b)

Abbildung 11.17: Zusammenschaltung linearer Ubertragungsglieder
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Tabelle 11.8: Zusammengesetzte Ubertragungsglieder

(€ Iy = e h = °x ayvia)'v = (2)°x vie
@t F (@)D= | WBF@W0=06|®) (O w(a)ya Smi Smm; (*) G| AL |
@ @)1 = (o | (B = ()16 = (1)5 oy ALY — s uw
7 uorunysgunge.y1aq ) 7 UOIPUNJSIYIIMIL) 7 SunydR[3eNUAIJIQ : yressun)eydsS
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Entsprechend dem Bildungsgesetz von in Reihe geschalteten Ubertragungsgliedern lisst
sich die Ubertragungsfunktion eines Verzogerungsgliedes 2.0rdnung als zwei in Reihe ge-
schaltete Verzogerungsglieder 1. Ordnung (siche Abbildung 11.18) berechnen:

— PT,, PT, [ »
X : : X

€ i i ]

v

Abbildung 11.18: Reihenschaltung zweier PT;-Glieder

Gi(p) = #p}n
G(p) = G1(p) - G2(p) (11.77)
KK
14+pTy 14 pTis
G(p) = K —  PT,-Glied (11.78)

(14 pTh1) (1 4 pTia)

Bei linearen Ubertragungsgliedern kann das kombinierte Ubertragungsverhalten parallelge-
schalteter Ubertragungsglieder aus der additiven Mischung des Grundiibertragungsverhal-
tens einzelner Ubertragungsglieder erzeugt werden. Dabei werden die Grundiibertragungs-
glieder mit dem gleichen Eingangssignal belegt und ihre Ausgéinge an einer Mischstelle
addiert, d.h. die Glieder sind parallel geschaltet (siche Abbildungen 11.19 und 11.20).

Fiir das PI-Glied gilt somit:

_ K
Ga(p) = Gi(p) = p
G(p) = Gi(p) + Ga(p) (11.79)
G(p) = Gpi(p) = K1 + % (11.80)
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X, Xat

e P
X, A ? % X
— PI —> 2

X Xa

) )
Xa1
X X,

t

Abbildung 11.19: Realisierung eines PI-Gliedes

Die Ubertragungsfunktion fiir das PID-Glied berechnet sich zu:

G(p) = Gi(p) + Ga(p) + Gs(p)

K.
G@:%m@:K+f+%m (11.81)

Die Kreisschaltung (Riickkopplungssysteme), wie sie bei geschlossenen Regelvorgéngen
auftritt, soll an Hand der Fiillstandsregelung erklédrt werden. Dieser Regelungsprozess (siche
Abbildung 11.21) ist bei GRABER “Grundwassermesstechnik™ erkldrt. Man erkennt, dass das
vorwirtsgerichtete Ubertragungsglied, die Fiillung des Behilters, integrales Ubertragungs-
verhalten hat, die Riickkopplung entsprechend der technischen Konstruktion, dem Schwim-
mer mit angeschlossenem Hebel und Schieber, ein proportionales Verhalten. Damit ergibt
sich fiir die Berechnung des Gesamtiibertragungsverhaltens entsprechend Abbildung 11.17
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Xay

Xe Xa X, X2
PID [—> @ S _,(

Xa3

Xal

t

xe ) Y‘V
| t _/ % 1 i

Abbildung 11.20: Realisierung eines PID-Gliedes

(Kreischaltung, Variante b) und Tabelle 11.8, Seite 337:
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Diese Ubertragungsfunktion entspricht einem Verhalten von Verzdgerungsgliedern 1. Ord-
nung.

In der Abbildung 11.21 ist dargestellt, wie man auf experimentellem Weg auch zu dem Uber-
tragungsverhalten gelangt, und es entspricht ebenfalls der Verzogerungscharakteristik.

4‘% Strecke : Fillvorgang
Einricht: Hebel und Schieber
X: Istwasserstand H
w. Sollwasserstand H,,,
) z Abfluss V,
\4 y: Zufluss V
P S e 2 )
; Xw: DifferenzH_, - H
V Hmw ’
A
—
4
Einrichtung Strecke
w vl p ¥ I =
\
Hmax
t t

Abbildung 11.21: Riickkopplungssystem zur Wasserstandsregelung

341



KAPITEL 11. GRUNDLAGEN

342



Kapitel 12

Modellbestimmung an Hand von
Kenngrof3en

Peter-Wolfgang Griber Systemanalyse in der Wasserwirtschaft



In den folgenden Abschnitten werden konkrete Modelle und die Bestimmung ihrer Kenn-
groflen, der Parameter, beschrieben. Dabei spielen fiir wasserwirtschaftliche Systeme Verzo-
gerungsglieder 1. und 2. Ordnung eine besondere Rolle. Dieses Verhalten findet man bei
Fiill- und Transportvorgéngen sowohl in der Geohydraulik, in Oberflaichengewéssern, als
auch in Rohrleitungen wieder.

In diesem Abschnitt werden anschauliche Verfahren beschrieben, die teilweise auch grafisch
gelost werden konnen. Rechentechnische Verfahren, die unter anderem auf den Methoden
der Anpassung von Messwerten an Regressionsfunktionen beruhen, werden im Abschnitt
IV Indirekte Parameteridentifikation, Seite 383 behandelt. Bei diesen werden Verfahren zur
Optimierung, wie z.B. die Methode der kleinsten Fehlerquadrate (MKQ), verwendet.

12.1 Ubertragungsverhalten mit Verzégerung
erster Ordnung

12.1.1 Mathematische Beschreibung

Das Verhalten von wasserwirtschaftlichen Systemen entsprechend einer Verzogerung 1. Ord-
nung ist bei allen Fiillvorgingen mit Speicherwirkung im Zusammenhang mit Strémungs-
widerstinden zu finden (sieche Abbildung 12.1). Fiir die Bestimmung der erforderlichen
hydraulischen Parameter werden z.B. so genannte Pumpversuche als Fiillversuche benutzt,
die mittels der im Folgenden beschriebenen Methoden ausgewertet werden konnen.

Xe P x

L
£ T

T

Abbildung 12.1: Ersatzschaltbild eines Ubertragungsgliedes mit Verzogerung 1. Ordnung

Im Abschnitt 5.2.1 Lésungsmethoden von gewdhnlichen Differentialgleichungen, Seite 117
wurde gezeigt, dass Systeme, die aus einem Stromungswiderstand und einer Speicherka-
pazitit (siche Abbildung 12.1) bestehen, durch folgende Differentialgleichung beschrieben

Systemanalyse in der Wasserwirtschaft Peter-Wolfgang Griber
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werden konnen:

Rod;“ Vg = Kao(t) (12.1)
dx, )
T + x, = Kz.(t) mit7T = RC

dt

Die Losung dieser Differentialgleichung mit der Randbedingung, dass das Eingangssignal
ein Sprungsignal (siche Abbildung 12.2) ist (x.;—g = Z¢, - 1(t)), ergibt sich zu (siche Ab-
schnitt 5.2.1 Gewohnliche Differentialgleichungen erster Ordnung, Seite 117):

Ta=K T (1 _ e—%) (12.2)

h(t) = z,

Te=1(t)= K- (1 — 6_%)

Unter Beachtung, dass die Impulsantwort ¢(t) gleich dem Differential der Sprungantwort ist,

erhilt man: ) K
t

)= —2 =

gt) =——~ =%

Die Differentialgleichung kann auch mittels der LAPLACE-Transformation (siche Abschnitt

5.3.2 LAPLACE-Transformation, Seite 5.3.2) geldst werden, und es folgt:

dr, 1 Kz,
oo ()
dﬂfa 1 Kxe
ot edan -0

pL{z,} — Tar—0 + %L {z,} = gL {z.} (12.4)

Sl

(12.3)

bzw. mit x,—9 =0

K L{z.}

T (p+7)

Aus dieser Gleichung lésst sich die Ubertragungsfunktion G/(p) bestimmen, indem man nach

Definition als Eingangssignal die LAPLACE-Transformierte des DIRAC-Impulses verwendet
und beachtet, dass L{d(t)} = 1 ist.

L{z,} =

K

G (p) =L {%} z=L{5(t)} = m

ce=L{5(t)}= Xa (12.5)

Diese Ergebnisse sind bereits in Tabelle 11.7, Seite 335 enthalten und konnten somit verifi-
ziert werden.

Wenn eine solche RC-Schaltung (siehe Abbildung 12.2) ein Verzégerungsverhalten 1. Ord-
nung zeigt, dann kann man eineindeutig umgekehrt schlussfolgern, dass das Verzogerungs-
verhalten 1. Ordnung eines beliebigen Systems ersatzweise durch ein solche RC-Schaltung
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Xe

Abbildung 12.2: Ubertragungsverhalten und Schaltung eines PT;-Gliedes

nachgebildet werden kann. Die Aufgabe der experimentellen Prozessanalyse besteht nun dar-
in, diese Ersatzparameter aus dem Ubertragungsverhalten zu bestimmen. Diese miissen nicht
unbedingt physikalisch interpretierbar sein. Es sind Parameter, die in dieser Ersatzschaltung
das gleiche Verhalten zeigen wie das Originalsystem. Die Ersatzschaltung ist ein Modell des
Originalvorganges.

Zur eindeutigen Beschreibung dieses Verhaltens ist die Bestimmung des Ubertragungsfak-
tors K und der Zeitkonstanten 7' notwendig. Der Ansatz der experimentellen Prozessanalyse
besagt, dass dieses an Hand einer Sprungantwortfunktion méglich ist, d.h., aus der Reaktion
des Originalsystems auf ein Sprungsignal ist die eindeutige Bestimmung dieser Konstanten
moglich.

Die Bestimmung des Ubertragungsfaktors K kann aus dem Verhalten des Ubertragungs-
gliedes mit Verzogerung 1. Ordnung fiir unendliche Zeiten bestimmt werden:

To=K - 2up- (1 - e—%) (12.6)
mit £ — oo erhilt man:
K = T (12.7)
Teco
Fiir die Sprungsignale gilt:
Tet=0 = Tet=co (12.8)

Damit kann man die Sprungantwort auch in folgender Form formulieren:

To = Taoo * (1 - e_%) (12.9)

Aus dem Vergleich zwischen der Eingangskurve und der Ausgangskurve (siche Abbildung
12.2) bzw. auch aus obiger Gleichung erkennt man, dass im Unendlichen ein proportionales
Verhalten vorliegt.
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Fiir die Bestimmung der Zeitkonstante 7" gibt es mehrere Wege:
e Ermittlung der Zeiten, bei denen ein ganzzahliges Vielfaches der Zeitkonstanten vor-
liegt

e Ermittlung des Anstieges im Nullpunkt
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KAPITEL 12. MODELLBESTIMMUNG AN HAND VON KENNGROSSEN

12.1.2 Zeitkonstante aus ganzzahligem Vielfachen

Fiir den Fall, dass die Zeit ein ganzzahliges Vielfaches der Zeitkonstante ist, erhdlt man:

t
Tat=nT = Taco (1 — e_”) mitn = 7= 0;1;2;3; ...... (12.10)
Fiir das Sprungsignal als Eingangsfunktion gilt definitionsgemil z., = z.-, und damit fol-
gende Tabelle:
t 0 1|12 | 2 3 1
n-—— )
T
Xa 0 0,632 | 0,699 | 0,865 | 0,950 | 0,982
X(lOO
Mit:

Tat=nT (1 —e) (12.11)

anO

Diese Tabelle kann so ausgewertet werden, dass man den Punkt auf der Ordinate sucht, bei
dem das Verhiltnis /7, einen bestimmten Wert besitzt. Zu diesem Punkt auf der Kurve
gehort entsprechend dieser Tabelle ein bestimmtes Verhéltnis der Zeit ¢ zur Zeitkonstanten

T (sieheAbbildung 12.3).

: e
w--
=
2 4
\{ -
b o
.m BN
: =
% 1
>
0 1 2 3 4 5 6 7
Verhiltnis t/T

Abbildung 12.3: Bestimmung der Zeitkonstanten aus ihren Vielfachen
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12.1.3 Zeitkonstante aus Anstieg

Die Zeitkonstante kann auch aus der Tangente an einem beliebigen Punkt ¢ berechnet wer-
den. Entsprechend Gleichung 12.9 gilt:

dx 1
= Txme*% fiir t = (12.12)
d$a| _ Taeo
da =T
o1 T T ) . R
B pa
MN
S
= <
E
3 3
N
<
= 1 t + t J
0 1 2 3 4 5 6 7

Verhiiltnis t/T

Abbildung 12.4: Tangentenschnittpunkt und Zeitkonstante

Beim Aufstellen der Geradengleichung fiir diese Tangente kann man einen Schnittpunkt mit
der Asymptote der Sprungantwortfunktion z,., sehen. Dieser Schnittpunkt hat gerade die
Entfernung tg.p,, = T

(429

TTang = T LSchn = Lo
tschn = T

Da die Messfehler am Anfang einer Messreihe, d.h. zum Zeitpunkt Null, meistens am groB-
ten sind, kann man die Tangente auch an einer beliebiger Stelle anlegen. Die Zeitdifferenz
zwischen Tangentenpunkt und Schnittpunkt mit der Asymptote der Sprungantwort ist dann
gleich der Zeitkonstanten, da die e-Funktion einen konstanten Anstieg besitzt (siche Abbil-

dung 12.4).
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12.2  Ubertragungsverhalten mit Verzégerung
zweiter Ordnung

12.2.1 Mathematische Beschreibung

Das Verhalten wasserwirtschaftlicher Systeme entsprechend einer Verzogerung 2. Ordnung
ist bei allen Transportvorgdngen mit Speicherwirkung im Zusammenhang mit Stromungswi-
derstidnden zu finden (sieche Abbildung 12.5). Fiir die Bestimmung der zugehdrigen hydrauli-
schen Transportparameter werden die so genannten Tracer-Versuche genutzt, die mittels der
im Folgenden beschriebenen Methoden ausgewertet werden konnen. Auch hier kann man
von der Losung einer entsprechenden Differentialgleichung ausgehen. Zum Ersatzschaltbild

Abbildung 12.5: Ersatzschaltbild eines Ubertragungsgliedes mit Verzégerung 2. Ordnung

(siche Abbildungl2.5) kann man folgende Differentialgleichung aufstellen:

RlCl% + 2 = KiZa1 (12.13)
RoCh dzf ¥ Tap = Kooy (12.14)
Mit den Koppelbedingungen
Tey = Ty (12.15)
Te = Tey
Ty = 'Iaz
und den Zeitkonstanten
Ty = R (Y (12.16)
Ty = RyCh

Systemanalyse in der Wasserwirtschaft Peter-Wolfgang Griber
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erhilt man:

dz,
T dtl +xa = Ky,
(B )
K2 — Yal
(T2d17ta+xu,) dzg
T1d dK2 + (TQT +$a) = Kz
dt K, c
d’z, dz, dz,
T,T T T oy
v g T g e = Mk
d’zx, dz,
Ly + (T + To) + 2o = K . (12.17)

Die Losung dieser Differentialgleichung erhélt man z.B. {iber die Ansatzmethode (siche Ab-
schnitt 5.2.2.2 DGL vom Typ b, Seite 131).

Die Charakteristikengleichung der homogenen DGL lautet:
aXN +bA\+c=0 (12.18)
wobei a = 1175,
b= T1 + TQ und

c=1 ist.

Mit den neuen Konstanten d = g und f = £ erhilt man:

N rd\+f=0 (12.19)

d [&
= 44/=—
Ma=—5 %4/ T—f

Bei der Losung dieser quadratischen Gleichung kann man drei Félle je nach Wert des Ra-
dianten unterscheiden. Fiir die hier betrachteten technischen Systeme spielt nur der Fall des
positiven, von Null verschiedenen Radianten eine Rolle. Dieser ergibt sich, wenn:

d2
Z>f’ bzw > >2-c-a

(Ty 4+ Tp)* > 2 (Ty - Ty)
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Damit erhilt man:

d 2
Ry
A1 9 4 !

T+ (DT L
2T T 2Ty - Ty T, - Ty
T+ T,y 1

- + T +T)? —2-T,- T
2. Ty - T, 2-T1-T2\/(1+2) 12

— ﬁ (— (T +Ty) £/ (Th — T2)2>

1
= (- - T+ (T, - T
oo i)

Dies ergibt die Losung der DGL:
o = z.(1) (Kle*ﬁ + Kye ™ ) (12.20)

Die Konstanten K; und K5 konnen an Hand der konkreten Anfangs- bzw. Randbedingungen
bestimmt werden.
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12.2.2 Einheitssprung als Eingangssignal
(Ubergangsfunktion h(t))

Fiir obiges Ubertragungsglied kénnen die Modellparameter wie bei den Verzogerungsgliedern
1. Ordnung aus dem Verhalten bei Anregung durch einen Sprung, die Sprungantwort, be-
stimmt werden (sieche Abbildung 12.6). Das Verhalten kann entsprechend dieser Herleitung

Xe A XaA

a

—+ v
v

—t+

Abbildung 12.6: Sprungantwortfunktion und Ersatzschaltung eines P71577 -Gliedes

und unter Beachtung der Anregung durch ein Sprungsignal wie folgt beschrieben werden.
Verzogerungsglieder 2. Ordnung, wie z.B. Transportprozesse, sind durch ihren konvektiven
Anteil an Laufzeiteigenschaften gebunden. Deshalb sollte im Allgemeinen noch eine Lauf-
zeit T, d.h. eine Zeitverschiebung, beriicksichtigt werden.

Ausgehend von der allgemeinen Losung der DGL (siehe Gleichung 12.20, Seite 352) erhélt
man unter der speziellen Bedingung eines Sprungsignals z.(t) = xo - 1(t):

_t=Tp _t=Tp
o = (1) <Kle L Kae T ) (12.21)
_t=Tp _t=Tp
xa:K~xeo~(1—e Tl)(l—e Tz> (12.22)

Hier miissen auf Grund der komplizierteren Struktur mehrere Parameter, der proportionale
Ubertragungsfaktor K, die beiden Zeitkonstanten T} und T, sowie die Laufzeit 77, bestimmt
werden. Dazu werden wieder ausgewéhlte Werte der Sprungantwortfunktion benutzt.Die
Ubertragungsfunktion G(p) kann fiir die Verzdgerungsglieder 2. Ordnung (PT,T},) folgende
Gestalten annehmen:

Ke_ pTL
G = fir 7} # T so genanntes Modell 1 12.23
Ke PTL
G(p) = 6—2 fur Th =T, so genanntes Modell IT ~ (12.24)
(1+pT)
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Die Unterscheidung, um welchen Modelltyp es sich bei dem durch die entsprechende Messrei-
he gekennzeichneten Ubertragungsglied handelt, erfolgt nach STREJC gemiB Tabelle 12.1.

Tabelle 12.1: Einteilung der Modelltypen nach STREJC

Modelltyp Taw Tu
Xq.. X

I < 0,264 | <0104

I > 0264 | > 0104

Die Ubertragungskonstante K ergibt sich wieder aus dem Verhalten im Unendlichen:

Tat—oo = K - Tep, dae > =0
K — anO
Te0
und damit:
_t=Tp _t=Tg
Ty = Taoco (1 —e T ) (1 —e T ) (12.25)

Die Laufzeit 77, kann direkt aus dem Diagramm der Sprungantwort (siche Abbildung 12.7)
abgelesen werden. Beim Auftreten einer Laufzeit muss diese als Verschiebung auf der Zeitach-
se beriicksichtigt werden. Die entsprechenden GroBen (4, , Zq.., Tu> Ta.,) kOnnen aus der
Abbildung 12.7 entnommen werden.
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xa
A
Ty,
Xaw —
I t
tu
T, | T,

Abbildung 12.7: KenngréBen der Sprungantwort
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12.2.2.1 Modelltyp I

Bei diesem Modelltyp, dem allgemeinen Fall der unterschiedlichen Zeitkonstanten 7 # T5,
miissen nun Bestimmungsgleichungen fiir diese beiden Zeitkonstanten gefunden werden.
Aus der Literatur [STREJC] ist bekannt, dass der Wert 2,07 = 0,7 24, nahezu unabhingig
vom Verhiltnis der beiden Zeitkonstanten, aber stark von der Summe der beiden Zeitkon-
stanten abhéngig ist. Mit einem Fehler von kleiner 1, 7% kann man ansetzen:

Z(:077xaoo = 17 2 (T]. _|_ T2)

t077xaoo

Ty = — 0T (12.26)
12(1+2)

X 10,74 mengll

L 4

Abbildung 12.8: Bestimmung der Kenngrof3en 7 und 75

Andererseits kann man davon ausgehen, dass der Funktionswert x,07/4 = Za((0,70a00)/4)
entsprechend Abbildung 12.8 nur vom Verhéltnis 75 /7 abhéngt. Das Verhiltnis von 15 /T}
wird aus der Tabelle 12.2 bestimmt.

Damit stehen zwei Gleichungen zur Bestimmung der Zeitkonstanten zur Verfligung und die
Aufgabe ist eindeutig losbar.

Es ist noch zu beachten, dass sich diese Ubertragungsglieder fiir groBe Zeiten (¢ >> Tyy) ni-

herungsweise wie Ubertragungsglieder 1. Ordnung verhalten. Besonders bei sehr unterschiedlichen

Zeitkonstanten wird der spatere Verlauf dominierend durch die Prozesse mit der Zeitkonstante
T, bestimmt, da die Prozesse mit der Zeitkonstanten 77 bereits abgeklungen sind.
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Tabelle 12.2: Verhiltnis der Zeitkonstanten in Abhangigkeit von der Sprungantwort

X4 0,7/4 T,
Xaoo Tl
0,260 0,00
0,200 0,10
0,174 | 0,20
0,150 | 0,33
0,135 | 0,40
0,131 | 0,50
0,126 0,60
0,125 0,70
0,124 0,80
0,123 | 0,90
0,123 | 1,00
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12.2.2.2 Modelltyp II

Liegt entsprechend der Tabelle 12.1 der Modelltyp Il ( 77 = T5, d.h. nur eine Zeitkonstante)
vor, so kann man die erforderlichen Parameter durch Tabelle 12.3 bestimmen. In diesem
Fall kann die Ubertragungsfunktion sogar auf den beliebigen ganzzahligen Exponenten n
erweitert werden:

K epTL

BT

fir Modelltyp IT (T} = T5) (12.27)

Die Bestimmung von K und 77, ist unabhingig vom Modelltyp und erfolgt wie beim Mo-
delltyp I beschrieben (siche Seite 354).

Tabelle 12.3: Kenngrossenbestimmung fiir Modelltyp I1

T Tw [ T, | T,
"o | e T | T
1] 0 0 0 0 1
20,104 0,264 | 1 |0,282 2,718
30,218 0,323 | 2 0,805 3,695
40,319 0,352 | 3 |1,425] 4,463
510,410 | 0,371 | 4 |2,100] 5,119
60,493 | 0,384 | 5 |2,811]5,699
710,570 | 0,394 | 6 | 3,549 6,226
80,642 0,401 | 7 | 4,307 6,711

An Hand dieser Tabelle 12.3 hat man die Mdglichkeit, die Zeitkonstante 7" auf verschiedenen
Wegen zu bestimmen. Durch Mittelung dieser Werte kann man einen Wert erhalten, der
einen geringeren Fehler aufweist. Dies ist wichtig, da in die Bestimmung der Parameter die
Messfehler aus dem Experiment vollstdndig mit eingehen.
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12.2.3 DIRAC-Impuls als Eingangssignal
(Gewichtsfunktion g(t))

Neben der im vorangegangenen Abschnitt behandelten Mdglichkeit zur Bestimmung der
Ubertragungsparameter wird hier ein weiterer Weg beschrieben. Die Parameter, d.h. die
Zeitkonstanten, der Ubertragungsfaktor usw., von Systemen sollten invariant gegeniiber dem
Eingangssignal sein, da hier lineare Systeme betrachtet werden. Dieser Umstand gestattet es,
zur Beschreibung der Systeme unterschiedliche Testsignale zu benutzen, die aber immer zu
der gleichen Ubertragungsfunktion fiihren. In der versuchstechnischen Praxis werden oft die
einen oder anderen Eingangssignale besser realisierbar sein. Unter dem DIRAC-Impuls ist
dabei das Aufprédgen eines sehr groBen Impulses (Energie- oder Masseeintrag) in einem sehr
kurzem Zeitintervall AT << T (im Verhéltnis zur kleinsten auftretenden Zeitkonstanten)
zu sehen. Das hier vorzustellende Verfahren liefert bis zu einer Impulsbreite von AT < 0, 1
T brauchbare Werte. Damit liegen die in Abbildung 12.9 dargestellten Verhéltnisse vor. Im

A

X X

a

1=

Abbildung 12.9: Ubertragungsglied 2. Ordnung (PT577,)

Gegensatz zum vorhergehenden Abschnitt werden hier nur Ubertragungsglieder mit glei-
cher Zeitkonstante betrachtet (siche Gleichung 12.28). Dies wurde im Abschnitt 12.2.2.2 als
Modelltyp II bezeichnet.

Ke 7L

“O =

(12.28)

Aus dem Verhiltnis der beiden Ausgangswerte z,(7,,)/xq(T},/2) (siche Abbildung 12.10)
werden an Hand der Tabelle 12.4 die Parameter n (Anzahl der gekoppelten RC-Glieder =
Exponent des Nennerpolynoms) und 7' (Zeitkonstante) bestimmt. Der Zeitpunkt 7, ist da-
bei der Punkt, bei dem die Impulsantwortfunktion, die Gewichtsfunktion g(t), das Maximum
erreicht (siehe siche Abbildung 12.10). Auf eine eventuell auftretende Laufzeit ist hier eben-
falls zu achten. T,,,/2 bezeichnet den halben Zeitwert bis zum Maximum. 7,,, und 7T, /2
beziehen sich auf die um 77}, verschobene Zeitachse.
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aTm/2

It >
t'=t-T,

Abbildung 12.10: Impulsantwortfunktion g(¢) fiir ein Verzogerungsglied 2. Ordnung

Tabelle 12.4: Kennwerte der Impulsantwortfunktion fiir Verzogerung 2. Ordnung

x,(T,,) T, | (T z.(T))

(T /2) || T | (AK)
1213 |2 1 0.363
1471 | 3| 2 0.271
1785 |4 3 0,224
2.165 |5 4 0.196
2623 16| 5 0.175
3,185 | 7] 6 0,159

Mittels der vierten Spalte in Tabelle 12.4 kann die Ubertragungskonstante K bestimmt wer-
den. An Hand der Variablen A, durch die die Fliache des Impulses (A = z. - At) beriicksich-
tigt wird, konnen auch technisch realisierbare Impulse mit realem A7 < 0,1 7" ausgewertet
werden.
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12.2.4 Aufgaben zur experimentellen Prozessanalyse

1. Berechnen Sie die Absenkungskurve fiir eine Forderleistung von V= 0, 005””‘73 mittels

der Methode der Ubertragungsglieder bei einem Volumenstrom von V' = 0, 015’"73,
wenn ein Pumpversuch folgende Werte lieferte (siehe Tabelle). Stellen Sie das Ergeb-
nis grafisch dar.

Zeit [s] | Absenkung [m] Zeit [s] | Absenkung [m]
320 0,63 2185 0,92
426 0,69 2850 0,96
564 0,73 3715 0,99
743 0,77 4839 1,03
976 0,81 6302 1,06
1279 0,85 8202 1,10
1673 0,88 10.000 1,14

2. Bestimmen Sie fiir folgende Messreihe, die durch Einspeisung einer Funktion entstan-
den ist, die Ubertragungsfunktion einschlieBlich deren Parameter:

t[min] || 0|1 2 4 8 15

V[m—] 0l0,1/0,1 |0,1 |0,1 |0,1

sim] [0]0,1]0,08|0,13]0,19 | 0,25

3. Bei einem Pumpversuch ist filir einen Grundwasserstandort folgende Abhéngigkeit

zwischen Forderstrom V' und Grundwasserabsenkung s gefunden worden:

V[m—] 0 10,05]0,05|005|005]|005|0,05]0,05]0,05

slem| || 0 0 3 8 20 30 35 37 38

timin] || =110 |1 |2 |4 |10 |20 |40 | 100
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362

Berechnen Sie den Verlauf der Absenkung bei einer Forderrate von V= 0, 15’”?3. Ver-
wenden Sie dazu die Methode der Ubertragungsfunktionen. Stellen Sie die Messwerte
und die Berechnungsergebnisse grafisch dar.

. Bei einem Giitepumpversuch wurden fiir zwei unterschiedliche Standorte P1 und P2,

die sich in einer Entfernung vom Infiltrationsbrunnen von r; = 350m und r, = 1000m
befinden, nachfolgende Konzentrationswerte C' des eingebrachten Tracers gemessen.
In den Infiltrationsbrunnen wird eine dauerhafte Konzentration von C'g ;) = 10% bei-
gegeben.

t[107s] |[0,5]1,0 1,5 |20 |25 3,0 |35 |40 |45 |50 |55

Co [ 5] | 2,4]2,7]3,05]3,55]4,80|6,50 | 7,95 8,70 | 9,10 | 9,20 | 9,25

Cro 5] || 2,4 2,7 (3,04 3,32 3,57 3,81 | 4,01 | 4,20 | 4,37 | 4,53 | 4,67

m3

Berechnen Sie die Ubertragungsfunktionen fiir diese Systeme.

. Bei einem Tracerversuch wird an dem Brunnen 1 eine Stoffkonzentration von 50kg

konzentrierte NaCl-Ldsung 5min lang in den Boden infiltriert.

Berechnen Sie den Verlauf einer moglichen Schadstoffausbreitung, wenn durch eine
Havarie 1000kg Losung in den Boden gelangt wéren. Stellen Sie die Messwerte und
die prognostizierten Werte grafisch dar.

t[min] |[24 30 |35 |40 |42 [50 |60 |[70 |80 |90 | 100 | 120

Cc[®¢ |0 |20]70/97|98|75(50]35|15]0,5|0,3]|0

. Bei einem Saulen-Durchlaufversuch wurde folgende Impulsantwortfunktion auf einen

Konzentrationsstof} eines Schadstoffes von 30mg/l gemessen (siche Abbildung 12.11).

a) Bestimmen Sie zu diesen Messwerten die Gewichtsfunktion und die Ubertra-
gungsfunktion.
b) Prognostizieren Sie die Konzentration nach 160min, wenn die Eingangskon-

zentration folgenden zeitlichen Verlauf hat:

t [min] 0120 |40 |60 | 80 |100 | 120 | 140

C[%¢] |[30 |50 |80 |60|100| 50| 10| O

. In einem Grundwasserbeobachtungsrohr wurden nachfolgende Konzentrationen infol-

ge eines Tracerversuches gemessen. Bei dem Tracerversuch wurden 50k g konzentrier-
te NaCl-Losung innerhalb von 5 Stunden infiltriert.
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Abbildung 12.11: Impulsantwort eines Sdulen-Durchlaufversuches
a) Berechnen Sie den Verlauf des Gesamtsalztransportes im Pegelrohr, wenn fol-

gende Einzelmesswerte gewonnen wurden.
b) Stellen Sie die Messkurve und die berechnete Funktion grafisch dar.

t [d] ol1|2(4]5 |7]9

Crnoct 2] |O]O0]1[2[1,5|1/0

c) Berechnen Sie mittels der Methode der Ubertragungsfunktion die zu erwarten-
de Durchbruchskurve und stellen Sie sie grafisch dar, wenn mit einer Infiltration von
100kg innerhalb von 2, 5 Stunden gearbeitet wurde.

. Bei einem Pumpversuch wurden folgende Grundwasserstinde gemessen (siche Abbil-
dung 12.12)

a) Berechnen Sie das Wasserdefizit (Volumen) des Absenkungstrichters, wenn der
Grundwasserleiter folgende Kennwerte besitzt:

h, = 16m, M = 10m, k = 0,001m - s, Sy = 0,0001m !, ng = 0, 20

b) Berechnen Sie mittels der Methode der Ubertragungsglieder und dem unter a)
gefundenen Wert fiir den Volumenstrom V' die Absenkungskurve fiir eine Forderlei-
stung von 0, 005m3 - s~ 1.

Stellen Sie fiir dieses Modell die ersten vier Gleichungen des Faltungsintegrals bis
zum Beobachtungszeitpunkt von ¢ = 1d auf.
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Abbildung 12.12: Grundwasserstand in Abhingigkeit vom Radius
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12.3 Beliebiges Ubertragungsverhalten und
beliebige Eingangssignale

12.3.1 Vorbemerkung

Die meisten Naturprozesse laufen einmalig ab und sind nicht reproduzierbar. Es ist auch
in den seltensten Féllen moglich auf naturnahe 6kologische Prozesse beliebige Testsigna-
le aufzuprigen, um den Typ und die Prameter des Ubertragungsverhaltens mittels der ex-
perimentellen Prozessanalyse zu bestimmen. Es besteht vielmehr sehr hdufig die Aufga-
be, aus einmalig ablaufenden Naturprozessen, wie z.B. Hochwasserwellen, Niederschlag-
Abflussereignisse, Grundwasserneubildungsraten oder Schadstoffausbreitungen, mittels ei-
nes mathematischen Verfahrens Beziehungen zwischen dem Eingangs- und dem Ausgangs-
verhalten entsprechend der experimentellen Prozessanalyse abzuleiten, d.h. das Ubertra-
gungsverhalten zu bestimmen. Aus diesem Grund mussten andere Methoden entwickelt
werden. Eine davon ist die Anwendung des Faltungsintegrals / DUHAMEL-Integrals. Der
Grundgedanke dieser Methode ist die Zerlegung der beliebigen Eingangssignals in eine Sum-
me von Impulsen, die dann jeweils ein spezielles Ubertragungsverhalten besitzen. Dabei
wird das Faltungsintegral insbesondere fiir einmalige aperiodische Ereignisse verwendet.
AnschlieBend werden die Anteile der jeweils libertragenen Impulse wieder iiberlagert. Auf
Grund des Superpositionsgesetzes lisst sich diese Methode nur auf lineare bzw. auf stiick-
weise linearisierte Systeme anwenden. Bei periodischen Funktionen bietet sich die Anwen-
dung der FOURIER-Reihenanalyse bzw. -synthese an.

Als Literatur kdnnen zu diesem Abschnitt die Biicher von:

Dyck, S: Grundlagen der Hydrologie

LUCKNER, L.; SCHESTAKOV, W. A.: Migrationsprozesse

WERNSTEDT, J.: Experimentelle Prozessanalyse

herangezogen werden. Weiterhin konnen alle Biicher empfohlen werden, in denen die An-
wendung des Faltungsintegrals auf technische Prozesse beschrieben wird.

Bei einem vergleichenden Literaturstudium muss auf die unterschiedliche Schreibweise bzw.
auf die unterschiedlich verwendeten Symbole und Abkiirzungen geachtet werden. Im Folgen-
den sollen nachstehende Abkiirzungen entsprechend dem internationalen Standard in der
Systemtechnik (siehe Tabelle 12.5) verwendet werden.

Peter-Wolfgang Griber Systemanalyse in der Wasserwirtschaft
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Tabelle 12.5: Vergleich verwendeter Abkiirzungen

Bezeichnung Abkiirzung bei Abkiirzung bei Abkiirzung bei
intern. Standard Dyck LUCKNER

DIRAC-Impuls o(t) pn(t)
Impulsantwort =
Gewichtsfunktion 9(t) ht) ht)
Sprungantwort =
Ubergangsfunktion h(t) 5() S)
Eingangsfunktion ze(t) p(t) R(T)
Ausgangsfunktion xa(t) q(t) P(to)
Verzogerungszeit T At T
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12.3.2 Zerlegung beliebiger Eingangsfunktionen
(Signalanalyse)

Wihrend in den vorangegangenen Abschnitten von definierten Eingangssignalen (z.B. Sprung-
funktion, DIRAC-Impuls) gesprochen wurde, sollen hier beliebige Eingangssignale betrach-
tet werden. Dies ist fiir viele Aufgaben der Wasserwirtschaft, Hydrologie und Geohydraulik
sehr notwendig. Immer dann, wenn kiinstliche Testsignale nicht angewendet werden kon-
nen, sondern natiirliche Ereignisse zur experimentellen Systemanalyse ausgenutzt werden
miissen, kann nur mit der im Folgenden beschriebenen Methode des Faltungsintegrals ge-
arbeitet werden. Als unabhédngige Variable soll dabei die Zeit in Betracht gezogen werden.
Eine Anwendung des Faltungsintegrals auf eine der Ortsvariablen ist auch denkbar.

Der Grundgedanke der Signalanalyse besteht darin, dass sich jeder beliebige Zeitverlauf ei-
ner Funktion als eine unendliche Summe definierter Einzelsignale darstellen ldsst (siche Ab-
schnitt 11.3.4 Signalanalyse, Seite 311). Prinzipiell lassen sich dabei die unterschiedlichsten
Signale verwenden. Besondere Bedeutung haben die sinusformigen Signale erlangt, welche
in der bekannten FOURIER-Reihenanalyse Anwendung finden. Die Sprungsignale und die
Impulse flihren auf die LAPLACE-Transformation. Deshalb werden periodische und periodi-
zierbare Funktionen mittels der FOURIER-Analyse und einmalige, aperiodische Vorgénge
mittels der LAPLACE-Transformation analysiert.

Bei der Anwendung des Faltungsintegrals wird das beliebige Eingangssignal in eine Summe
zeitverschobener Impulse zerlegt (siche Abbildung 12.13)

A
X

e

71N

Xe (D) ——

|
— t

At

v

Abbildung 12.13: Approximation einer Funktion durch Impulse

Die Wirkung eines Signals auf ein System wird meist durch den Energie- oder Massefluss ge-
kennzeichnet. Er ist u.a. durch die jeweilige Signalgrofle und die Wirkungsdauer, d.h. durch
das Integral der Funktion liber der Zeit, definiert. Mit der Approximation des Eingangssi-
gnals durch eine Summe einzelner Rechteckimpulse ldsst sich das Integral ndherungsweise
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durch eine Summe der Produkte aus Impulshéhe z.;(7;) und -breite At beschreiben:

le

n=t
/ e (t)dt = Y xei (1) At (12.29)
=1

0

Die einzelnen Impulse der Zeitpunkte 7;, die als Eingangssignal des Ubertragungssystems
wirken, erzeugen am Systemausgang einzelne Impulsantwortfunktionen (siche Abbildung
12.14), die Gewichtsfunktionen g;(t — 7;). Diese werden superpositioniert und ergeben somit
die Antwort des Systems auf das Eingangssignal z.(t). Auch hier sei darauf hingewiesen,
dass die Superposition nur fiir lineare Systeme anwendbar ist.

Fiir Impulsbreiten At = 0 gehen der technische Impuls in den DIRAC-Impuls und die end-
liche Summe in die Integraldarstellung {iber, wobei eine unendliche Anzahl von Impulsen zu
— —

beriicksichtigen ist.
|

A A

Xe X g

Abbildung 12.14: Impulsanwortfunktion g(t) fiir ein Verzogerungsglied 2. Ordnung
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12.3.3 Zusammensetzung der Ausgangsfunktion
(Signalsynthese)

Wie bereits ausgefiihrt, ergibt sich das Ausgangssignal durch die Uberlagerung als Summe
der einzelnen Impulsantwortfunktionen, den Gewichtsfunktionen g;(t — 7;) zum Zeitpunkt .
Zu deren Berechnung muss man beachten, dass alle vorhergehenden Impulse im Zeitintervall
0 bis ¢ einen Beitrag dazu liefern, da deren Gewichtsfunktionen zum Zeitpunkt ¢ noch nicht
auf Null abgeklungen sind.

Wie aus Abbildung 12.15 zu erkennen ist, setzt sich das Ausgangssignal z,(t) zum Zeitpunkt
to aus den Anteilen der zeitverschobenen Gewichtsfunktionen fiir den Zeitpunkt ¢, zusam-
men:

Talto) Y Tailto) = Y, (weilmi) - glto — 7)) (12.30)
=1 =1
Dabei ist A7 der Abstand der DIRAC-Impulse, die so genannte Abtastzeit. Fiihrt man jetzt

den Grenziibergang zur infinitesimalen Abtastzeit durch, geht die Summe in die Integralform
iiber, welche auch als Faltungsintegral oderDUHAMEL-Integral bezeichnet wird:

t

Tot) = /xe(f) gt — 7)dr

0
= g(t) * z(t) (12.31)
In diesem Fall wird die *-Operation als Faltungsoperation bezeichnet.

Das Faltungsintegral kann man auch so interpretieren, dass zum Wert des Ausgangssignals
zum Zeitpunkt ¢ alle Impulse des Eingangssignals x.(¢) im Intervall 0 < 7 < ¢ beitragen,
die entsprechend ihres zeitlichen Abstandes (¢t — 7) jeweils mit dem Faktor g (t — 7) dr
gewichtet werden.
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Abbildung 12.15: Uberlagerung der einzelnenen Sprungantwortfunktionen
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Unter Beachtung des Zusammenhangs zwischen Gewichts- und Ubergangsfunktion kann
man auch folgende identischen Umformungen vornehmen:

dh(t —T)
dt

d
= (1) 5 (1) (1232)

Bei Verwendung der LAPLACE-Transformation geht die Faltungsoperation in eine Multi-
plikation iiber (siche Abschnitt 5.3.2 LAPLACE-Transformation, Seite 142):

L{za(t)} = L{g(t) * zc(t)}

t

1 /g(t — Pa(r)dr

0

= G(p) - X.(p) (12.33)

Bei der in der Praxis iiblichen numerischen Durchfiihrung der Faltungsoperation muss wie
in ihrer Herleitung eine Zeitquantisierung durchgefiihrt werden. Fiir einen Prozess, der zum
Zeitpunkt t = 0 beginnt, ldsst sich das Ausgangssignal in der oben aufgezeigten Summen-
form wie folgt beschreiben:

xq(t1) = Atg(m1)we(T1)
Tq(te) = ATg(Te)we(T1) + ATG(T1)Ze(T2)

xq(t3) = ATg(13)we (1) + ATG(T2) e (72) + ATg(T1) e (T3)

k
Ta(ty) = AT g(7)Te(Tizis1) (12.34)
=1
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Dieses Gleichungssystem kann man auch als Matrizengleichung formulieren:

xa(tl)
Tq(t2)

Ia(tg)

xa(tk)

= AT

g(m1) 0 0
g(m2)  g(m) 0
9(m3)  g(72) g(1)

9(1%) 9(Th-1) 9(Th—2)

0

g(m1)

Te(T1)
xe(TQ)

(73)

xe(Tk)

(12.35)

Mit den vereinfachenden Schreibweisen ¢, = k und 73, = ¢ und der Einfithrung der Abtastzeit
T = At erhilt man:

Tq(1)
zq(2)

2q(3)

zq(k)

Diese Matrixgleichung lésst sich verkiirzt schreiben:

g(1) 0 0
9(2)  g(1) 0
9(3)  9(2) g9(1)
g(i) g(i—1) g(i—2)

X, =T-G-X,
bzw.
X =T"G"!

- X,

Dabei wird G~ als inverse Matrix von G bezeichnet.
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12.3.4 Bestimmung der Gewichtsfunktionen g(t)
fiir den allgemeinen Fall

Die Gewichtsfunktion g () wird wie folgt bestimmt:

g(t) ::Ba(t) e (t)=5(t) (12.39)

Die experimentelle Bestimmung von g(¢) wurde in den vorhergehenden Abschnitten behan-
delt. Die Bestimmung der Gewichtsfunktion kann iiber einen Testversuch mit einem Impuls
als Eingangsfunktion (siehe Abschnitt 12.3.2 Signalanalyse, Seite 367) erfolgen. Wird eine
Sprungfunktion als Eingangsfunktion benutzt, so muss iiber eine entsprechende Differentia-
tion die Gewichtsfunktion gewonnen werden (sieche Abschnitt 11.4 Ubertragungungssyste-
me, Tabelle 11.5, Seite 320).

Nicht immer lassen sich am realen Objekt Experimente zur Bestimmung der Gewichts-
funktion durchfiihren. Ist dies der Fall, konnen die realen Eingangs- und Ausgangssignale
zur Berechnung von ¢(t) herangezogen werden. Die Matrizengleichung zur Berechnung des
Ausgangssignals (siche Abschnitt 12.3.3 Signalsynthese, Seite 369)

- zq(1) - - g(1) 0 0 0 |1 ze(1) -
Ta(2) 9(2)  g(1) 0 0 ze(2)
za(3) | =T | 93 92 g(1) 0 || z(3) (12.40)
0
| (k) | | 9(0) g(i—=1) g(i=2) - g(1) | | @) |

lasst sich fiir die Bestimmung von g(¢) bzw. der Matrix G verwenden. Wenn fiir einen
Beobachtungszeitraum sowohl die Eingangs- als auch die Ausgangsfunktion bekannt sind,
kann aus dem obigen Gleichungssystem vorteilhafterweise folgende Matrizengleichung ent-
wickelt werden:

_xa(l)_ _xe(l) 0 0 e 0 _ _g(l)_

7a(2) ze(2) (1) 0 - 0 9(2)

7a(3) | =T | 2(3)  w(2)  wm(l) - 0 || g@) | (124D
0

| a(k) | | we() we(i=1) we(i=2) - w(l) || g(i)
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Die entsprechende Matrixgleichung lautet:

X,=T-X,-G (12.42)
bzw.
G=T"'"X,-X! (12.43)

Damit lasst sich die Gewichtsfunktion g(¢) durch eine Wertefolge beschreiben.

In der messtechnischen Praxis sieht die Bestimmung meist etwas anders aus. Bei obiger
Herleitung wurde vorausgesetzt, dass der Prozess zu Zeiten ¢ < 0 nicht existiert und erst
mit dem ersten Eingangsimpuls gestartet wird. Reale Prozesse laufen unabhéngig von deren
Beobachtung ab. Daher muss man an einem beliebigen Zeitpunkt mit der Beobachtung der
Ein- und Ausgangssignale beginnen. Die Genauigkeit der Bestimmung der Gewichtsfunktion
g(t) muss vom Bearbeiter festgelegt werden. Dabei sind die Fragen des Messaufwandes und
der Dynamik des Prozesses die Hauptkriterien fiir die Festlegung der Abtastbreite 7" und
der Anzahl der Abtastwerte n. Dies ist die gleiche Problematik wie bei der Behandlung
von diskontinuierlichen Messsignalen und deren Fehlerbeschreibung (siehe auch GRABER:
Lehrbrief Automatisierungstechnik).

Legt man fest, dass stets m Werte fiir die Bestimmungsgleichungen zu beriicksichtigen sind,
so sind 2 - m Gleichungen aufzustellen, um die m Stiitzstellen der Gewichtsfunktion g() zu
ermitteln. Daraus folgt, dass man den Prozess bereits vor einer expliziten Prognostizierung
iber die Dauer von 2-m Abtastintervalle T, d.h. iiber einen Zeitraum von 2-m-1’, beobachten
muss (siche Abbildung 12.16). Entsprechend diesem Schema kann folgendes Gleichungssy-
stem aufgestellt werden:

Ta(ts) = T (g (1a) e (t1) + g (73) e (t2) + g (72) e (t3) + g (T1) T (t4)) (12.44)
Ta(ts) = T (g (1a) e (t2) + g (73) e (t3) + g (72) e (ta) + g (T1) 2 (T5))
Ta(te) = T (g (7a) e (t3) + g (73) e (ta) + g (72) e (t5) + g (T1) 2 (T6))

To(ty) = T (g (1a) e (ta) + g (73) e (t5) + g (72) e (t6) + g (T1) T (t7))

Damit hat man vier Gleichungen mit vier unbekannten Gewichtsfunktionsanteilen, wodurch
das Gleichungssystem eindeutig losbar wird. Da sowohl die Beobachtungswerte, allgemein
die Messwerte, des Eingangssignals als auch die des Ausgangssignals fehlerbehaftet sind,
werden in der Praxis mehr Gleichungen aufgestellt, was zu einem iiberbestimmten Glei-
chungssystem fiihrt. Sie werden mittels spezieller iterativer Verfahren, z.B. dem HOUSE-
HOLDER-Verfahren gelost. Die Losung ist dann der Werteumfang der Gewichtsfunktions-
anteile, die mit der kleinsten Summe der quadratischen Abweichung das Gleichungssystem
erfiillen.
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Abbildung 12.16: Bildung des diskontinuierlichen Antwortsignals aus den Messwerten
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12.3.5 Prognosemodelle

Die Verwendung der Modelle zur Prognose von wasserwirtschaftlichen Ereignissen stellt
auch ein Hauptanwendungsgebiet der Faltungsoperation dar. Die Vorgehensweise bei der
Prognose ldsst sich wie folgt algorithmieren. Voraussetzung der Anwendung des Faltungsin-
tegrals zur Prognose ist, dass der Prozess bereits in einer Vorbereitungszeit beobachtet wurde,
d.h,. bevor eine Prognose durchgefiihrt werden kann, miissen mittels geeigneter Messtechnik
die Ein- und Ausgangssignale des betrachten Systems erfasst werden. Man spricht auch von
einer Lernphase des Modells in dieser Zeit. Diese Messwerte dienen zur Bestimmung der
Gewichtsfunktion g(t), exakterweise g(i) bzw. G. Wieviel Zeit als Lernphase beriicksichtigt
wird, hdngt u.a. von der historischen Datenlage, den Genauigkeitsanforderungen und dem
gewiinschten numerischen Aufwand ab.

An folgendem Beispiel soll die Handhabung demonstriert werden (siehe auch Abbildung
12.16, Seite 375). In diesem Fall existieren Messwerte des Eingangssignals fiir einen Be-
reich von sieben Abtastintervallen vor dem Prognosehorizont. Das Ausgangssignal wurde
seit vier Intervallen gemessen. Aus dieser Wertemenge lassen sich folgende vier Gleichun-
gen mit den Unbekannten g; bis g4 formulieren. Es wird in diesem Beispiel folglich nur mit
vier Stiitzstellen der Gewichtsfunktion gearbeitet. Fiir reale praktische Aufgaben ist dies im
Allgemeinen zu grob quantisiert:

Taa =T - (ga%er + g3Te2 + G2e3 + G1Tca) (12.45)
Tas =T - (gae2 + G3Te3 + G2es + G1%e5)
Tap =T - (ga%es + G3Tea + G2es + G1%c6)

Tar =T - (ga%es + G3Tes + GoTes + G1Ter)

Mittels geeigneter Verfahren zur Losung von Gleichungssystemen erhélt man die Gewichts-
funktionsanteile g; bis g4. Diese werden in eine Bestimmungsgleichung fiir den ersten Pro-
gnosezeitschritt (x,5) eingesetzt. Damit kann der Prognosewert explizit berechnet werden:

Ta8Prog = T - (94'7:65 + g3Te6 + GgoTer + glxeS) (1246)

Parallel zur Prognose sollte der Prozess weiterhin messtechnisch iiberwacht werden. In die-
sem Fall erhilt man zum Zeitpunkt 8 ein neues Wertepaar T.gprog Und Zgggem. Dieses kann
zur Berechnung neuer Gewichtsfunktionsanteile benutzt werden. Bei Beibehaltung der An-
zahl der Gewichtsfunktionsanteile geht das Eingangssignal x.; nicht mehr in die Berechnung
ein. Die erste Gleichung mit dem Eingangssignal x.; kann aber auch in der Berechnung
bleiben, und es stehen dann fiinf Gleichungen fiir die Bestimmung der vier Gewichtsfunk-
tionsanteile zur Verfiigung. Dieses iiberbestimmte Gleichungssystem wird dann iterativ mit
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einem entsprechendem Verfahren, z.B. dem HOUSEHOLDER- Verfahren, gelost. Die gefun-
denen Werte reprisentieren die Ubertragungscharakteristik des untersuchten Systems besser
als dies mit dem bestimmten System moglich ist. Dieser Vergleich zwischen Prognose und
realem Prozess wird auch als stidndig lernendes System bezeichnet.
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12.3.6 Aufgaben zur Anwendung des Faltungsintegrales:

1. Bei einem Pumpversuch wurden folgende Grundwasserstinde gemessen (sieche Abbil-

378

dung 12.17)

a) Berechnen Sie das Wasserdefizit (Volumen) des Absenkungstrichters, wenn der
Grundwasserleiter folgende Kennwerte besitzt.

h, = 16m, M = 10m, k = 0,001m - s, Sy = 0,0001m 1, ng = 0, 20

b) Berechnen Sie mittels der Methode der Ubertragungsglieder und dem unter a)

gefundenen Wert fiir den Volumenstrom V die Absenkungskurve fiir eine Forderlei-
stung von 0, 005m3 - s~ L,
Stellen Sie fiir dieses Modell die ersten vier Gleichungen des Faltungsintegrals bis

zum Beobachtungszeitpunkt von ¢ = 1d auf.

Wasserstand in m
14,00 14,20 14.40 14,60 14,80 15,00 15,20 15,40

*

0 2 4 6 8 10 12 14 16 13
Radius r in m

Abbildung 12.17: Grundwasserstand in Abhingigkeit vom Radius
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2. Bei einem Pumpversuch wurden folgende Grundwasserstinde gemessen:
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Der Grundwasserleiter hat folgende Parameter:

hy, = 16m, M = 10m, k = 0,0017, So = 0,0001, ny = 0,20

Stellen Sie fiir dieses Modell die ersten vier Gleichungen des Faltungsintegrals bis
zum Beobachtungszeitpunkt von ¢ = 135min auf.
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3. Prognostizieren Sie den Temperaturverlauf in einer Uferfiltratsfassung unter Verwen-
dung des Faltungsintegrals, wenn folgende Messwerte bekannt sind:
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Berechnen Sie den Temperaturverlauf ab dem sechsten Zeitschritt unter Verwendung
von jeweils drei Gleichungen des Faltungsintegrals.

Vergleichen Sie die berechneten Temperaturen in der Fassung mit den gemessenen und
korrigieren Sie die Gewichtsfunktionsanteile unter Beriicksichtigung der gemessenen
Werte.
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Die indirekte Parameteridentifikation soll hier als Methode zur Parameterbestimmung be-
handelt werden. Sie steht im Gegensatz zu den bei GRABER “Grundwassermesstechnik” be-
schriebenen physikalischen und chemischen Verfahren zur direkten Parameterbestimmung
(im Englischen als ”parameter estimation” bezeichnet). Die Methoden zur indirekten Para-
meteridentifikation sind mathematische, die entsprechend der experimentellen Prozessana-
lyse die Parameter zu einem Ubertragungssystem bestimmen. Das Ubertragungsverhalten
kann dabei mittels experimenteller oder theoretischer Prozessanalyse gefunden werden. Ent-
sprechend werden die identifizierten Parameter mehr oder weniger physikalisch/chemisch
interpretierbar sein. Auf alle Félle werden Parameter gefunden, die das Verhalten des Sy-
stems im Geltungsbereich des Experimentes gut widerspiegeln.
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KAPITEL 13. SCHATZVERFAHREN

In der wasserwirtschaftlichen Praxis wird die experimentelle Prozessanalyse vorrangig zur
Parameterbestimmung benutzt. Dabei wird durch eine theoretische Prozessanalyse die Mo-
dellstruktur festgelegt. Diese Modellstruktur versucht man in mathematisch einfache Darstel-
lungen zu tiberfithren. Durch die Losung von Bestimmungsgleichungen oder durch Losung
eines Parameterapproximationsproblems konnen dann die Parameter ermittelt werden. Es
besteht somit die Aufgabe, auf Grund von Strukturkenntnissen oder -annahmen, ein solches
Modell zu bestimmen, das

e die Eigenschaften des Systems so genau als notwendig widerspiegelt und

e die liberlagerten Storeinfliisse und Fehler weitgehend elimiert.

Zur Befriedigung dieser Forderungen dient der Vergleich der Ausgangsgroflen des Origi-
nals als Funktion der Eingangsgrofen oder einer unabhdngigen Variablen (Zeit oder Ort) mit
denen des Modells. Im Ergebnis dessen ist eine Verdnderung der Parameter des Modells vor-
zunehmen oder das Modell selbst solange zu verdndern, bis die Abweichung ein Minimum
erreicht hat. Die Verdnderungen konnen nach einer bestimmten Strategie (iiber Suchalgo-
rithmen, Optimierungsprogramme), statistisch (Zufallsgenerator) oder empirisch erfolgen.
Auch der visuelle Vergleich zwischen den beiden grafischen Darstellungen (Original- und
Modellausgangssignal) ist moglich.

Diese Aufgabe wird auch als Parameterschitzung bezeichnet. Insbesondere die im Folgen-
denden vorzustellenden Vorgehensweisen werden als iterative Schitzverfahren klassifi-
ziert.

Bei der algorithmierten oder iterativen Modellanpassung (sieche Abbildung 13.1) wird ver-
sucht, den gleichen Eingangsvektor, den Stellvektor y, sowohl auf den Prozess als auch auf
das Modell wirken zu lassen. Mit einem ersten Parametersatz, den Startparametern, ldsst
sich der Ausgangsvektor des Modells z}, als erste Niherung berechnen. Die Abweichung
dieses Vektors von dem Ausgangsvektor des Prozesses wird als Giite der Anpassung des
Modells bezeichnet. Bei den wasserwirtschaftlichen Anwendungen hat sich die quadratische
Bewertung durchgesetzt. Das Ziel der Parameterédnderung muss nun die Minimierung dieses
Wertes () sein.
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14.1 Pumpversuchsauswertung

14.1.1 Grundlagen

Die Auswertung von Pumpversuchen, bei denen z.B. aus einem Brunnen Wasser gefordert
und die Absenkung in Abhédngigkeit von Ort und Zeit diskontinuierlich registriert wird, ist
eine sehr aussagekréftige und reprisentative Methode zur Ermittlung geohydraulischer Pa-
rameter. Sie hat gegeniiber den Laborverfahren die Vorteile, dass sie

e an ungestorten Grundwasserleitern durchgefiihrt wird und

e in der Regel integrale Aussagen liber den Grundwasserleiter in dem betrachteten Stro-
mungsfeldabschnitt trifft.

Die Parameterbestimmung von Grundwasserleitern geschieht bei den direkten Laborversu-
chen an Bodenproben, die mittels Stechzylinder oder aus dem Bohrgut gewonnen werden.
Die Nachteile bestehen bei diesen Verfahren zum einem darin, dass nur eine punktuelle Para-
meterbestimmung in dem normalerweise sehr inhomogenen Grundwasserleiter erfolgt. Zum
anderen wird durch die Probenahme das Korngeriist des Bodens zerstort und damit ein ande-
res Medium labormifBig ausgewertet. Ein dritter Unterschied besteht darin, dass im Labor der
gesamte Wassergehalt bestimmt wird, wéhrend in der Natur und damit auch beim Pumpver-
such nur das entwésserbare Porenvolumen zur Wirkung kommt. Auf Grund des integralen
Charakters der Pumpversuche erhoht sich die Reprdsentanz der mittels dieses Verfahrens
bestimmten Parameter (siche Tabelle 14.1).

Tabelle 14.1: Unterschiede zwischen Pumpversuchsauswertung und Labormethoden

| Charaktereigenschaft |  Labormethode | Pumpversuchsauswertung |
Ortliche Ausdehnung || punktuell integral
Reprisentanz klein grof3
Korngeriist zerstort ungestort
Speicherkapazitit Gesamtwasservolumen | entwisserbares Volumen
Aufwand relativ gering sehr hoch

Anderseits sind die Pumpversuche wesentlich aufwendiger und teuerer als Laboruntersu-
chungen. Deshalb muss der Versuchsplanung, Durchfiihrung und Auswertung besonderer
Wert beigemessen werden. Meist sind auch nur einmalige Versuchsdurchfiihrungen moglich.

Fiir die Auswertung solcher Pumpversuche werden in der Praxis besonders zwei Verfahren,
angewendet:
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e die grafischen Verfahren; in der wasserwirtschaftlichen Praxis meist als straight-line-
Verfahren und als Verfahren der typischen Kurven bezeichnet und

e die Suchverfahren bzw. die Optimierungsverfahren.

Bei den Pumpversuchen wird als Modell die Brunnenanstromung benutzt. Wie im Abschnitt
8.1 THEISsche Brunnengleichung, Seite 204 hergeleitet, eignet sich fiir die Berechnung von
Absenkungsverldufen infolge von Wasserentnahme aus Brunnen die Losung der partiellen
Differentialgleichung nach THEIS. Dieses Modell kann natiirlich nur ndherungsweise fiir die
praktischen Stromungsverhéltnisse angenommen werden. Die Verwendung eines Modells
mit besserer Widerspiegelung des Originals verbietet sich auf Grund der zu gro3en Anzahl
freier Parameter, die es dann anzupassen gelte. Die wesentlichste Einschrankung der analyti-
schen Modelle besteht in der Beriicksichtigung nur eines Grundwasserleiters. Die Konstanz
der Parameter Transmissibilitdt 7" und Speicherkoeffizient S sowie die horizontale Sohllage
konnen bei der geringen rdumlichen Ausdehnung der Pumpversuche als gegeben voraus-
gesetzt werden. Natiirlich muss auch beachtet werden, dass die Transmissibilitdtsdnderung
wihrend des Absenkungsvorganges vernachldssigbar klein bleibt (Linearisierung um den
Arbeitspunkt).

Die Giitefunktion GF wird in dem Fall der Pumpversuchsauswertung als Summe der qua-
dratischen Abweichung der Messwerte am Originalprozess und Modellergebnissen an den
verschiedenen Orts- und Zeitpunkten definiert (siche Abbildung 14.1):

V(1) Grundwasserstémung | S(t.T,)
Parameter S, T, B. 1

Y

Gutefunktion GF
GF =TT W(s -8\ ,.)

Brunnenfunktion
geschiitzte Parameter

S, T.B.T Sultir,)

Suchstrategie
Spiralverfahren JONES

Abbildung 14.1: Iterative Modellanpassung bei einem Pumpversuch
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GF = ZZWM ~(si,5 = Snri,j)° (14.1)
i=1 j=1
mit
Wi ; Wichtungsfaktor
s Absenkungswerte des Originals
SM Absenkungswerte des Modells
m maximale Anzahl der Zeitschritte
n maximale Anzahl der ortlichen Beobachtungspunkte

14.1.2 Praktische Realisierung

Zur Anpassung der Parameter an die Messwerte wird die Methode der kleinsten Fehler-
quadrate (MKQ) benutzt. Das Ziel dabei ist es, die Giitefunktion GF' zu minimieren. Im
Abschnitt 4.3 Methode der kleinsten Fehlerquadrate, Seite 102 wurden allgemein entspre-
chende effektive Verfahren aufgezeigt. Es hat sich gezeigt, dass die Suchstrategie auf der
Basis der nichtlinearen Regression unter Ausnutzung des Gradienten fiir den Einsatz bei der
Pumpversuchsauswertung am besten geeignet ist. Durch den Einsatz des Spiralverfahrens
nach JONES (DAMMERT) konnte die Anzahl der Suchschritte bei der Pumpversuchsauswer-
tung drastisch (Faktor 10) gegeniiber dem ROSENBROCKschen Suchalgorithmus reduziert
werden. Dieses Verfahren setzt voraus, dass die Giitefunktion stetig und differenzierbar ist.
Beides ist bei der analytischen Losung der Brunnenfunktion nach THEIS gegeben.

Zur praktischen Realisierung wurde von BEIMS/GRABER das Programmsystem PSU (Pump-
versuchsauswertung) entwickelt. Dieses Programmsystem (sieche Abbildung 14.2) hat einen
modularen Aufbau, der es erlaubt, beliebige Module zur Bildung der Giitefunktion und des
Suchalgorithmus mit entsprechenden Hauptprogrammen zu koppeln.
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Dateneingabe Giitefunktion Hilfsprogramm
Steuerung
PSU 2 GF 2 THEI
PSU 5 ) Suchalgorithmus GF 5 HAN
[ JONES [ ["
BESS
PSU 8 GF 8 BEIO

Abbildung 14.2: Programmsystem zur Pumpversuchsauswertung nach BEIMS/GRABER

Mit den nachfolgend aufgefiihrten Versionen PSU2, PSUS und PSUS (siche Tabelle 14.2)
konnen die wesentlichsten aller praktischen Pumpversuche ausgewertet werden.

Tabelle 14.2: Realisierte Programmversionen mit geohydraulischem Schema

| Programm | Geohydraulisches Schema | Ergebnisse |
PSU2 Unendlich ausgedehntef Grundwasserleiter TS
ohne Speisung
PSUS Unendlich ausgedehntc?r Grundwasserleiter 7.5 B
mit Speisung
PSUS Einseitig begrenzter Qrundwasserleﬂer TS M\
ohne Speisung

In der Tabelle 14.2 bedeuten:

T [m?} Transmissibilitét, Profildurchlédssigkeit
S [—] Speicherkoeffizient

B [m)] Speisungsfaktor

A* [m] wirksame Randbedingungsentfernung

Die Programme PSUX sind in Form von Hauptprogrammen geschrieben und realisieren
die Datenein- und -ausgabe sowie die Steuerung des Suchalgorithmus. Als Ausgabe kon-
nen durch Setzen entsprechender Steuervariablen die angepassten Werte jedes Suchschrittes
oder nur die Parameter dienen, die die Anpassung entsprechend der vorgegebenen Fehler-
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schranke ergeben. Weiterhin ist ein grafischer Vergleich der Messwerte des Pumpversuches
und der angepassten Absenkungskurve moglich. Das Suchprogramm wurde nach dem Jo-
NESschen Spiralverfahren realisiert. Es ermittelt auf der Basis der nichtlinearen Regressi-
on unter Ausnutzung des Differentials das Minimum der Giitefunktion (siehe Abbildungen
14.3 und 14.4). Die Giitefunktion ist entsprechend der geohydraulischen Gegebenheiten aus-
zuwihlen. Sie ist definiert als die Summe der quadratischen Abweichungen zwischen den
Messwerten und der theoretischen Absenkungskurve. Im Modul der Hilfsprogramme sind
wichtige Unterprogramme zur Losung der Brunnenstromungsgleichung zusammengefasst,
so z.B. die Brunnenfunktionen W (o) nach THEIS und W (o, B) nach HANTUSCH sowie die
BESSEL-Funktionen Ky (z) und Ip(x).

Ein besonderes Problem besteht in der Suche der Parameter B (Speisungsfaktor) und \*
(wirksame Randbedingungsentfernung), da sie von 7" und S nicht unabhéngig sind. Der
Suchalgorithmus ist aber nur dann fiir mehrere Parameter einzusetzen, wenn diese vonein-
ander unabhéngig sind. Es wird in diesen Féllen der Trick gemacht, in der Absenkungs-
kurve Gebiete auszugrenzen, die von den verschiedenen Parametern dominant abhingen.
So kann physikalisch begriindet werden, dass die Absenkung in der Anfangsphase eines
Pumpversuches im Wesentlichen von der Transmissibilitit 7" und dem Speicherkoeffizienten
S des brunnennahen Raumes abhéngen. In der quasistationdren Phase kommen als weitere
WirkgroBen der Speisungsfaktor B und/oder die Randbedingung ( wirksame Randbeding-
ungsentfernung \*) zur Wirkung. Aufbauend auf diese Einteilung der Absenkungskurve in
verschiedene Phasen wird eine so genannte Stufensuche durchgefiihrt. In der Phase 1 werden
die Parameter 7" und S gesucht. Die Messwerte der Phase 2 dienen zur Ermittlung des Spei-
sungsfaktors und/oder der wirksamen Randbedingungsentfernung. Die Parameter 7" und S
werden wihrend dieser Phase als bekannt (aus Phase 1 ermittelt) angesetzt und damit nicht
in den Suchprozess einbezogen. Die Messwerte aus dem Wiederanstiegsprozess werden in
einer Phase 3 zusammengefasst. Mit ihnen lésst sich nochmals eine Verbesserung der ange-
passten Werte erreichen. In dieser Phase werden die Parameter der Phase 2 als bekannt, d.h.
als nicht anpassbar, betrachtet und wiederum nur eine Suche nach den beiden Werten 7" und
S durchgefiihrt.

Die Pumpversuchsauswertung mit den Programmen PSUX kann natiirlich nur so gut sein wie
die Messwerte, die Absenkungswerte aus dem Pumpversuch, sind und wie gut das Modell
der Brunnenanstromgleichung die Naturprozesse widerspiegelt. Fiir geohydraulisch kom-
plizierte Bedingungen muss auf andere, z.B. dem Pumpversuchssimulator, zuriickgegriffen
werden.

Die Aussagekraft von Pumpversuchen bzw. allgemein von Verfahren der experimentellen
Prozessanalyse hdngt auch von dem verwendeten Testsignal ab. Beim klassischen Pump-

versuch ist dies eine Sprungfunktion mit der Sprunghdhe V, der geférderten Wassermenge.
Die besten Ergebnisse konnten bei der Verwendung eines DIRAC-Impulses (theoretischer
Impuls mit einer H6he von unendlich und einer Zeitdauer, die gegen Null geht) erzielt wer-
den. Dieser ist technisch nicht realisierbar. Als Kompromiss haben sich die Impulsfunktion,
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die Sprungfunktion, periodische Signale und stochastische Signalfolgen durchgesetzt. Fiir
die Bestimmung des stationidren Endzustandes, das so genannte statische Verhalten, ist die
Sprungfunktion zu bevorzugen. Eine Kombination verschiedener Testsignale in den Varian-

ten

e Sprungfunktion - Impulsfunktion,
e Sprungfunktion - periodische Signale oder

e Sprungfunktion - stochastische Signalfolgen

fiihren zu effektiven Ermittlungen des dynamischen Ubergangs- und des statischen Endzu-
standes.
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Abbildung 14.3: Giitegebirge bei einer Pumpversuchsauswertung mit dem Suchverlauf von
unterschiedlichen Startpunkten
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Abbildung 14.4: Iterationsverhalten bei der Pumpversuchsauswertung
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14.2  Pumpversuchssimulator

Das oben dargestellte Programmpaket PSUX zur Auswertung von Pumpversuchen mit den
dazugehdrigen analytischen Losungen auf der Basis der Brunnenfunktion von THEIS bzw.
HANTUSCH weist erhebliche Einschrinkungen auf. So konnen bei diesem System nicht alle
Eigenschaften des Grundwasserleiters wie Anisotropie, Schichtung, Heterogenitét oder Ka-
pillarraum und nicht alle moglichen Eigenschaften des Brunnenausbaues wie Unvollkom-
menheit, Brunnendurchmesser, Zufluss durch die Brunnensohle, Filterverluste und anderes
beriicksichtigt werden. Sowohl bei der Verwendung von natiirlichen Signalen zur Parame-
teridentifikation, als auch bei kiinstlich erzeugten Testsignalen, wie bei den Pumpversuchen,
muss davon ausgegangen werden, dass es sich in der Regel um einmalige Vorgénge, die
u.a. auf Grund der Kosten nicht wiederholbar bzw. verdnderbar sind, handelt. Deshalb ist es
notwendig, sich intensiv mit der Versuchsplanung derartiger Feldtests zu beschéftigen.

Von MUCHA/PAULIKOVA wurde ein numerisches Modell beschrieben, mit dem Pumpver-
suche simuliert und interaktiv ausgewertet werden konnen. Dieses Modell basiert auf ei-
nem vertikalebenen rotationssymetrischen quantisierten Stromungsmodell, welches prak-
tisch keine vereinfachende Annahmen berticksichtigt. Von BEIMS/GRABER ist dies in ein
Programmsystem WELL, den so genannten Pumpversuchsimulator, umgesetzt wurden. An
diesem konnen ausgehend von hypothetischen Annahmen tiber das zu untersuchende Gebiet
die Wirkung eines Pumpversuches demonstriert und optimiert werden. Mit diesem Modell
lassen sich neben der Inhomogenitit die Existenz mehrerer Grundwasserleiter und auch Ge-
staltungselemente des brunnennahen Raumes berticksichtigen. Die Transmissibilitét kann in
ithrer horizontalen und vertikalen Inhomogenitit beriicksichtigt werden. Weiterhin kann der
spezifische elastische sowie der gravimetrische Speicherkoeffizient verarbeitet werden. Das
Modell erfasst freie Grundwasserstromungsverhéltnisse als ein kompressibles System und
die freie Oberflache als eine bewegliche Grenze. Dabei wird die Transmissibilitdt entspre-
chend der konkreten Lage der freien Oberfliche berechnet. Am letzten Radiuspunkt r,, wird
das System als undurchlissig angesehen, d.h. die Diskretisierung muss so gewéhlt werden,
dass dort praktisch keine Absenkung auftritt (siche Abbildung 14.5, Seite 402).

An Hand einer grafischen Ausgabe kann die Wirkung der verschiedenen Eingangssignale
demonstriert und gleichzeitig die optimalen Messzeitpunkte in Abhéngigketi der Entfernung
und des Absenkungsgradienten fiir den realen Pumpversuch ermittelt werden. Die Ortliche
Lage der Pegelbeobachtungsrohre ist meist auf Grund technologischer Bedingungen vorge-
geben.

Der Pumpversuchssimulator WELL wird fiir folgende Aufgabengebiete eingesetzt:

e Analyse von Vereinfachungen und Annahmen, die den verschiedenen analytischen L6-
sungen zu Grunde liegen.

e Ermittlung der Stromungs- und Geschwindigkeitsverhéltnisse in der Ndhe des Brun-
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nens.

e Berechnung von typischen Kurven fiir spezielle Brunnen- und Grundwasserleiterver-
héltnisse.

e Interaktive Pumpversuchsauswertung.

Die Arbeit mit dem Pumpversuchssimulator WELL stellt somit eine wesentliche Ergdnzung
der Pumpversuchsauswertung und -interpretation dar. Der Einsatz als Modell bei der indi-
rekten Parameteridentifikation ist nur mittels groBem speziellen Aufwand moglich.

Der Pumpversuchssimulator ist ein vertikales Finite-Differenzen-Modell, dessen Quanti-
sierung in vertikaler Richtung entsprechend der geologischen Schichtung und der Brun-
nengeometrie erfolgt. In horizontaler Richtung wird die Quantisierung logarithmisch durch-
gefiihrt (r; = 7, - 10%%5). Die Knotenpunkte liegen im Schwerpunkt des Gitternetzes, d.h.
sie sind gegentiber der geometrischen Mitte um den Betrag Ar; nach aulen verschoben:

Ar, = et ZTi) (142)
6(ris1+ 1)
Die Durchléssigkeitswerte sind als hydraulische Leitwerte zwischen den Knoten definiert.
Fiir den Leitwert in horizontaler Richtung, beispielsweise zwischen den Knoten 5/4 und
6/4, ist unter Annahme der DUPUIT-THIEM-Gleichung fiir die Grundwasserstromung zu
einem Brunnen:

21k, 4b
TFy)y —= —ndd (14.3)
In (T—6)
5
mit:
k4 horizontaler Durchléssigkeitskoeffizient der 4. diskretisierten Schicht
b4 Maichtigkeit der 4. Schicht

r5,T6 Radien der Knoten 5 und 6

Der Leitwert in vertikaler Richtung, beispielsweise zwischen den Knoten 6/2 und 6/3 ergibt

sich zu:
TFg 1= m(rp — re2) ((2];;22) + (2];;33)) (14.4)
TFys 1= 27 (ry2 — r6z)bilZ:2b3 + ky 3b2) (14.5)
mit:
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kvo, Ky s vertikaler Durchlissigkeitskoeffizient der 2. bzw. 3. Schicht
bo, b3 Michtigkeit der 2. bzw. 3. Schicht
T6, 17 Radien der Elementenutzgrenzen 6 und 7

Aus den Leitwerten ergibt sich dann als flieBende Wassermenge beispielsweise zwischen den
Knoten 5/4 und 6/4:
Vsa6ua, = TFu — (Hsa — Hea) (14.6)

wobei Hy/, und Hg,, die Piezometerhdhen in den Knoten 5/4 und 6/4 sind. Der Speicher-
koeffizient S bezeichnet das Verhiltnis des Volumens an Wasser einer Einheit, die bei einer
Standrohrspiegelhhenidnderung um 1m frei wird, zum Gesamtvolumen dieser Einheit. So
ist der Speicherfaktor im Knoten 6/5 z.B.:

SFes = Ss,5b57T(T$ - ré) (14.7)
Ss.5 spezifischer elastischer Speicherkoeffizient der 5. Schicht
bs Michtigkeit der 5. Schicht
r6, 7 Radien des dazugehorigen Elementes

Der Speicherfaktor fiir die freie Wasseroberflache z.B. am Knoten 5/1 ist:

SFy, = S,m(rg —r3) (14.8)

Sy Gravitationsspeicherkoeffizient
Das freiwerdende Wasservolumen ergibt sich somit fiir den Knoten 5/1 zu:
Vs1=SF51 (Hs 1 — Hs 1) (14.9)

Hj14und Hs 14— sind die Potentiale am Knoten 5/1 zu den Zeitpunkten ¢ und t—At, wobei
At das Zeitintervall ist. Der Speicherfaktor fiir den Brunnen ergibt sich fiir den Knoten 1/1
zu:

1, wirksamer Brunnenradius der j-ten Schicht

Die linearen Brunnenverluste sind im Koeffizient ¢ enthalten:

Brunnenverluste = v
N 47TTSO
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Die Stromung aus der 4. Schicht in den Brunnen ergibt sich durch den Faktor:
27k 4 - bac/a
In <:—f) + £

wobei ¢/a die relative Position des Knotenpunktes 1/4 zwischen dem Wasserstand im Brun-

TFEy s =

nen und dem Wasserstand im Knoten 2/1 ist. Die Stromung in den Brunnen kann durch den
Filter oder die Brunnensohle erfolgen.

Die Zeitdiskretisierung beginnt mit einer kleinen Schrittweite At und wird automatisch nach
der Vorschrift
At = At; - 10%! (14.10)

vergrofBert.

Wenn die Fordermenge nicht konstant ist, erfolgt die Eingabe der Zeitschritte und der For-
dermenge von Hand nach jeder Berechnungszeit.

Die entstehende Bandmatrix mit den flinf Diagonalelementen wird nach einer direkten Me-
thode (GAUSS-Verfahren) gelost.
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Abbildung 14.5: Strukuturschema des Pumpversuchssimulators (BEIMS/MUCHA/GRABER)
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Ein anderes Gebiet der Anwendung der Methoden zur Parameteridentifikation des Systems
Boden ist im LabormaBstab bei der Ermittlung der Saugspannungs-Sattigungs-Verteilung
(SSV) im ungesittigten Bereich vorhanden. Das Messverfahen fiir dieses Verhalten des Bo-
dens ist bei GRABER ”Grundwassermesstechnik” néher beschrieben und das mathematische
Modell hierzu im Abschnitt 6 Differentialgleichungen, Seite 183 der Grundwasserprozesse
abgeleitet.

Typisch fiir das Saugspannungs-Sattigungs-Verhalten ist der hystereseédhnliche Zusammen-
hang zwischen der Saugspannung p;, und der Sattigung n;. Als mathematisches Modell die-
ser SSV-Kurven wurde von LUCKNER/SCHESTAKOV eine Gleichung angegeben, wobei A,
B, C, und D vier Konstanten sind, die aus der versuchstechnisch gewonnenen oberen (Ent-
wisserung) und der unteren (Bewisserung) Grenzkurve der Hystereseéste getrennt bestimmt
werden miissen:

0= (15.1)

o-A [ 1 1WYP
n—A—B 1+Cp

Das Bestimmen dieser Parameter fillt in das Aufgabenspektrum der indirekten Parameteri-
dentifikation, wobei es sich in diesem Fall um die Approximation einer statischen Kennlinie
handelt. Aus diesem Grund miissen keine Aussagen liber die Art der Testsignale getroffen
werden. Das dynamische Verhalten entsprechend der partiellen Differentialgleichung fiir die-
sen Prozess wird derzeit noch nicht ausgewertet.

Die Ermittlung der vier Parameter kann dabei nach dem empirischen grafischen Verfah-
ren (Verfahren der typischen Kurven) oder dem mathematischen Suchalgorithmus erfolgen.
Das erste Verfahren wird benutzt, um in der Phase der Versuchsplanung, die Startwerte fiir
die Suchstrategie zu erhalten und zum anderen optimale Versuchsbedingungen (Messpunkt-
wahl) zu erreichen. Der mathematische Suchalgorithmus wird dann zur moglichst genauen
Approximation des mathematischen Modells an die gefundenen Messwertepaare (py, 1)
benutzt. Auch hier erfolgt die Anpassung iliber das quadratische Giitekriterium, das hier die
Abweichungen zwischen ny und n,, bei allen eingestellten Arbeitspunkten (Druckstufen)
reprisentiert. Zur Minimumsuche wurde das Grabenverfahren nach FIBONACCI eingesetzt.
Dieses hat den Vorteil, dass es relativ ’robust” ist, aber bereits bei einer sehr groben Nihe-
rung stagniert. Dieses Verhalten héngt u.a. auch von dem relativ flachen Giitegebirge ab. Es
wird deshalb vorgeschlagen, das Verfahren nach POWELL einzusetzen. Dieses zeigt gutes
Konvergenzverhalten. Da das Giitegebirge, bedingt durch seine abstrakte Formulierung, so
ausgebildet ist, dass auch Minima in Bereichen existieren, die physikalisch keine sinnvol-
le Interpretation zulassen (z.B. negative Sittigung), wurden spezielle Gewichtsfunktionen
eingefiihrt. Sobald physikalisch bedingte Grenzen fiir die Sattigung erreicht werden (Rest-
sattigung der Luft bzw. des Wassers), erhilt die Giitefunktion entsprechende Maximalwerte.
Das Gradientenverfahren der nichtlinearen Regression, wie es bei der Pumpversuchsauswer-
tung vorteilhaft eingesetzt wird, versagt hier, da das Giitegebirge sehr flach verlduft und an
den physikalisch bedingten Rander Knickstellen aufweist, die der geforderten Differenzier-
barkeit widersprechen.
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