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Kapitel 1

Mathematische Grundlagen

Peter-Wolfgang Grdber Systemanalyse in der Wasserwirtschaft - Aufgaben und Lésungen



1.1 Algebraische Grundlagen

1.1.1 Aufgaben

1. Vereinfachen Sie folgende Ausdriicke (Losung s. S. 3):

(18a2m)4 (15ax2)4

a. = - 5
(27az?)”  (20a3z)
o 0.004-10%.0,2°
©T0,2-10-3 - 16
. V- Va2 Yz

5

3

d. 2log;,x® — 3log,y?

e. (Inu+4lnv)

2. Stellen Sie folgende Formeln nach ¢ um (Losung s. S. 4):

a. I=1 (exp (—%))

b. I=1Ip(1+9log9%)

C. I:Io(e“t—l)

3. Bestimmen Sie die Variable 7" im halblogarithmischen MaBstab aus dem Anstieg der Regressionsgeraden

_ Vv 2,25-4.T
~ 4.7 T r2.S

(Losung s. S. 5)

s -In (V ist gegeben)

4. Bestimmen Sie den Speicherkoeffizient S fiir den Fall s = 0 bei ¢, und gegebenem !
(Losung s. S. 5)

Systemanalyse in der Wasserwirtschaft - Aufgaben und Lésungen Peter-Wolfgang Griber



1.1. ALGEBRAISCHE GRUNDLAGEN

1.1.2  Losungen

e zu Aufgabe 1 (s. S. 2)

a.
(18(12:10)4 (15@:102)4 _ 18%8a* - 15%ata®
(27a22)°  (20a3z)?  27°aPx'0 - 2024822
38.24_34.54.0112_%12 52
T 7315 .94.52. g1l 412 33
b.
0,004-10?-0,2° _ 2?-107°-10%-2%-107%
0,2-10-3-16  2-10-1-10-3.2¢
c. as
VT Va2 Vo 2% -pipi 230 %
5 = =—=z
d.
2log;, z* -3 logy v’ = logyo ® — logy y°
6
()=o)
Y Y
oder
210g10x3 — 3log y? =6lgz —6lgy
—6lg <x>
Y
e.

(Inu+4Inv) = Inu + Inv*

In (u . v4)



KAPITEL 1. MATHEMATISCHE GRUNDLAGEN

e zu Aufgabe 2 (s. S. 2)
a.

t
1= Iexp(~ £)
I t ‘
- eXP(—T) =e T
Lt
"L
I
t=-T ln—
nIO
b.
1= IO <1+910ga T)
I t
1 1
To +9 ogaT
I t
— —1=09]1
Io 8o
(£-1) ¢
9 :10g9 T

I I()(e“t—l)
1
nt
et = —IO +1



1.1. ALGEBRAISCHE GRUNDLAGEN

e zu Aufgabe 3 (s. S. 2)

v 2,25.¢-T
TiaT 2.8

v Vo 2.25.T
— 0,183~ -1gt + 0,183 — - 1g =
S ) T gt +0, T gr2~s
v
s — 81 =0, 183? -(lgta —1gtq)
- A(lgt
T =0,183V (Ai ) . Anstieg

e zu Aufgabe 4 (s. S. 2)

1% 2250t
= - In
47T r2. S

s=0=In(1)=0

2,2t T _
r2.8

2,25ty - T
g2 0



1.2 Matrizen

1.2.1 Aufgaben

1. Bilden Sie mit: A= B = C=

folgende Ausdriicke: (Losung s. S. 7ff)

a. 2A+3B b. A—2B-3C c. A-B
d (A-B)T e. B-A f. (A-B)-C
g. (B-A)-C h. BTAT i. AT +BT

2. Bilden Sie fiir die folgenden Matrizen C = A - B (Losung s. S. 11ff)

a. A{2311} B{Q —113}
1 0
1 3
b. A= B=|92 _3
-2 1
3 -8

r 1 1 -1
3 5
a. A= b. A= 1 -1 1
2 7
- -1 1 1
2 2 3
c. A=| 4 2 3
4 3 2

Systemanalyse in der Wasserwirtschaft - Aufgaben und Lésungen Peter-Wolfgang Griber



1.2. MATRIZEN

1.2.2

Losungen

e zu Aufgabe 1 (s. S. 6)

a.

b. Berechnen Sie A — 2B — 3C :

C.

Berechnen Sie 2A + 3B :

2A+3B =2

2A +3B =

A-2B-3C=

A-2B-3C=

Berechnen Sie A - B :

1

6

-2

-8

13

14

(=) +1-2)

(=1)+3-2)

242-3 1-2-12

4—-44+6 3+8+3

1
—4
(2-141-(—4))

4-14+3-(—4)



KAPITEL 1. MATHEMATISCHE GRUNDLAGEN

d. Berechnen Sie (A -B)” :

A.-B= siche Losung zu Aufgabe 1c

Entsprechend der Vorschrift zur Bildung der Transponierten einer Matrix

AT = [aj]" = [axy]

erhélt man
0 2
(A-B)" =
-2 -8
e. BerechnenSie B- A :
-1 1 2 1
B-A=
2 —4 4 3
((-1)-2+1-4) ((-1)-141-3)
(2-24+(—4)-4) (2-14+(-4)-3)
2 2 0 -2
B-A= #A-B=
—-12 -10 2 -8
f. Berechnen Sie (A -B)-C:
0 -2
A.-B= siche Losung zu Aufgabe lc
2 -8
0 -2 1 4
(A-B)-C=
2 -8 -2 -1
0-1+(=2)-(-2) 0-4+(=2)-(-1)
2-14(-8)-(-2) 2-44(-8)-(-1)
4 2
(A-B)-C=
18 16




1.2. MATRIZEN

g. Berechnen Sie (B- A)-C:

2 2
B-A= sieche Losung zu Aufgabe le
—-12 —-10
2 2 1 4
(B-A)-C= .
—12 —-10 -2 -1
(2-14+2-(-2)) (2-442-(-1))
(=12) - 14 (-=10) - (-2) ((-12)-4+ (-10)-(-1))
-2 6
(B-A)-C=
8 —-38
h. Berechnen Sie BT-AT :
2 1
A =
4 3
-1 1
B =
2 —4

Entsprechend der Vorschrift zur Bildung der Transponierten einer Matrix

AT = [a;]" = [ax]

erhilt man



KAPITEL 1. MATHEMATISCHE GRUNDLAGEN

-1 2 2 4
B” = ;o AT =
1 —4 1 3
- -1 2 2 4
B A" =
1 —4 1 3
(-1)-2+2-1) ((-1)-442-3)
(1-24(-4)-1) (1-44+(-4)-3)
BT.AT _ 0 2
-2 -8
i. Berechnen Sie AT + BT
2 1 -1 1
A= ; B =
4 3 2 —4

Entsprechend der Vorschrift zur Bildung der Transponierten einer Matrix

AT = [a]" = [an)]

erhilt man

2 4 -1 2
AT = ; BT =
13 1 —4
2 4 -1 2
AT+ BT = +
1 3 1 —4

AT +B" =

10



1.2. MATRIZEN

e zu Aufgabe 2 (s. S. 6)
a. Berechnen Sie C = A - BT:

A{2311]; B[Q —113]
Entsprechend der Vorschrift zur Bildung der Transponierten einer Matrix
A" = [ap]" = [ary]

erhilt man

-
BT |
|
3
-
A~BT—|:2 31 1}. - —(2-243-(“1)41-141-3)
|
3
A-BT =5

b. Berechnen Sie C = A - BT

1 0
1 3

A= ; B=|92 _3
-2 1

3 -8

Entsprechend der Vorschrift zur Bildung der Transponierten einer Matrix

AT = [a;]" = [ax]

erhilt man

11



KAPITEL 1. MATHEMATISCHE GRUNDLAGEN

BT—_l 2 3
0 -3 -8
N nT _ 1-143-0 1-243-(=3) 1-3+3-(=8)
—2.141-0 —2-2+1-(=3) —2-3+1-(-8)
BT _ 1 -7 -21
I PO

12



1.2. MATRIZEN

e zu Aufgabe 3 (s. S. 6)
Die inverse Matrix A~! kann genau dann gebildet werden, wenn die Determinante D der Matrix A
ungleich Null (D # 0) ist. Die inverse Matrix A ! wird gebildet, indem die Unterdeterminante U;; zum
Element a;; durch die Determinante der Matrix D = det(A) dividiert wird. Mit der Unterdeterminante

Uji, zum Element a;; gehdrend, ergibt sich:

@ij = (1) D

Die Berechnung der Determinante von A erfolgt nach dem Entwicklungssatz von LAPLACE oder nach
der Regel von SARRUS (siehe auch Losung von Gleichungssystemen S. 2?).
Daran anschliefend miissen die Unterdeterminanten Uj; berechnet werden, damit die Elemente a;; der

inverse Matrix A ~! berechnet werden kann.

a. Berechnen Sie A~ :

detA=3-7—-2.-5=11

75

Al | 1111
2 3

11 11

. 1 7 =5
11

b. Berechnen Sie A~! :

1 1 -1
A= 1 -1 1
1 1 1

detA=1-((-1)-1-1-1)=1(1-1—(=1)-1)+(=1)-(1-1—=(=1)-(=1))

=—4

Daran anschlielend miissen die neun Unterdeterminanten berechnet werden, damit die inverse Matrix

A ! berechnet werden kann.

13



KAPITEL 1. MATHEMATISCHE GRUNDLAGEN

Die Unterdeterminanten ergeben sich entsprechend der Rechenregeln fiir Determinanten zu

Un: ((<1)-1)—(1-1) = -2
Uip: (1-1)—((=1)-1) = 2
Uis: (1-1)—((=1)-(-1)) = 0
Upi: (1-1)—((-1)-1) = 2
Upp: (1-1)—((-1)-(=1)) = 0
Ug: (1-1)=(1-(=1)) = 2
Usi: (I-)—=((-1)-(=1)) = 0
Up: (1-1)=((=1)-1) = 2
Us: (1-(<1)—(1-1) = -2

Entsprechend der Regeln zur Bildung der inversen Matrix, die in der Aufgabenstellung wiederholt ist,

ergibt sich die Inverse zu

L,

2 2
Al = 1 0 }
2 2
1 1
03 3

c. Berechnen Sie A~1:

2 2 3
A=| _4 -2 3
4 3 2

det A =—-8+24—-36+24—-18+16

=2

Daran anschlielend miissen die neun Unterdeterminanten berechnet werden, damit die inverse Matrix
A~ berechnet werden kann.

Die Unterdeterminanten ergeben sich entsprechend der Rechenregeln fiir Determinanten zu

14



1.2. MATRIZEN

(2-2)~(3-3)
(2-2) - (4-3)
(2-3)—(4-2)
(2:3)—(-2-3)

—13

—20

12

18

Entsprechend den Regeln zur Bildung der inversen Matrix, die in der Aufgabenstellung wiederholt ist,

ergibt sich die Inverse zu

15



1.3 Lineare Gleichungssysteme

1.3.1 Aufgaben

Bestimmen Sie von den folgenden Gleichungssystemen (A - X = R) den Losungsvektor X auf fiinf Arten:

a. mittels des GAUSSschen Eliminationsverfahrens,
b. mit Hilfe der CRAMERschen Regel,

c. durch Bestimmung von A~! - R (s.auch S. 13ff),
d. unter Verwendung der LU-Zerlegung und

e. mittels des CHOLESKY-Verfahrens

x—2_y+2:x—2y 3x+y—z2=2
8 a:f)y 3y2+2 xiZ(yfl) 2 2r—y+4z=0
6 4 3
r+5y—2z=1
Losungs. S. 17 Losungs. S. 24
2 0 -1 T 1 z+y+z= 3
3. 2 4 -1 |- |yl|=1|1 4. 2z + 4y + 82 = 13
-1 8 3 z 2 3z 49y + 272 =34
Losung s. S. 29 Losung s. S. 33

22 — 4y + 9w =25
20 +y—2z= 1
3z — 3y — 3z + 11w =27
5. 6. r+y+z= 6
4o + 6y — 152 + dw = =5
—2x+y—2z=-3
3r+y—4z+ 12w = 32

Losungs. S. 37 Losungs. S. 54

Systemanalyse in der Wasserwirtschaft - Aufgaben und Lésungen Peter-Wolfgang Griber



1.3. LINEARE GLEICHUNGSSYSTEME

1.3.2 Losungen

e zu Aufgabe 1 (s. S. 16)

Zuerst werden die beiden Gleichungen vereinfacht

Gleichung 1:

3 2 5
1 2 1 1 2
303 gyl gy
5 3 5 4 5
BT 0T 0Y T3
2 1 5
B0V T3
4z — 3y = 50

Gleichung 2:

6 4 3
1 " 3 n 1 1 2 n 2
Zr— = 2 = p—Z z
6" 6/ 1Y 273" 3V T3
1151
6" 12" "6
—4z 430y =4
Damit erhilt man das vereinfachte Gleichungssystem:
4z — 3y =50
—4x + 30y =4
bzw. in Matrixschreibweise
4 =3 x 50
-4 30 Y 4

17



KAPITEL 1. MATHEMATISCHE GRUNDLAGEN

A-X=R
4 =3 x 50
-4 30 Y 4
a. GAusssches Eliminationsverfahren
Vereinfachte Ausgangsgleichungen:
4z — 3y = 50
—4x + 30y =4

Zur Elimination miissen nur die beiden Gleichungen addiert werden. Dann erhélt man:

Probe:

4-14-3-2=50

—4-14430-2=4

b. CRAMERsche Regel

Vereinfachte Ausgangsgleichungen:

dz — 3y = 50

—4x + 30y =4

18



1.3. LINEARE GLEICHUNGSSYSTEME

Es gilt:

wobei D die Determinante und D,; die entsprechende CRAMERsche Determinante ist.

4 -3
D = det A = det =430 - (=4-(=3)) = 120 — 12
—4 30
D =108
50 —3
D, = det = 1500 — (—12) = 1512
430
D, 1512
=D T 108
4 50
D, = det = 16 — (—200) = 216
4 4

Probe:

4-14-3-2=50

—4-14+30-2=4

19



KAPITEL 1. MATHEMATISCHE GRUNDLAGEN

c. Verwendung der Inversen A~! - R =X

Vereinfachte Ausgangsgleichungen:

4z — 3y = 50
-4z 430y =4
4 -3 T
A= ; X = ; R=
-4 30 Y
Berechnung:
4 -3
D = det =108
—4 30
w03 ) [5 1
A-1_—| 108 108 | — [ 18 36
44 11
108 108 27 27
5 1 .
51 50 5-50
X=A'.R=| 18 36 |. — 18
1 1 4 50
27 27 27
252
— 14
X — 18
54
27

Daraus folgt die Losung des Gleichungssystems:

Probe:

4-14-3-2=50

—4-14+30-2=4

d. LU-Zerlegung

20

50

4

36
4

27



1.3. LINEARE GLEICHUNGSSYSTEME

Vereinfachte Ausgangsgleichungen:

4x — 3y = 50
—4x+ 30y =4
4 =3 x 50
A_ = ) X = ) R =
-4 30 y 4
Berechnung:
A-X=R

Grundgedanke der LU-Zerlegung ist die Bildung der beiden Dreiecksmatrizen L (Lower) und U (Up-
per).

Dabei werden aus Griinden der Eindeutigkeit und der Vereinfachung die Elemente der Hauptdiagonalen

der unteren Dreiecksmatrix L zu Eins gesetzt.
1 0 Ul U2 ai;  az 4 -3
121 1 0 U22 a1 Q22 —4 30
Nach Ausmultiplizieren des Matrizenproduktes L - U und anschlieBendem Elementevergleich mit der
A -Matrix erhilt man folgende Gleichungen.
l-u114+0-0=a11=4=>u;;1 =4
T-ui2 +0-uge =aj2 = -3 =>uj2 =-3
lo1-ui1+1-0=a9; = —4=>1y =—1

lo1 - U2 + 1 - uUog = agg = 30 => ugy = 27

Damit lauten die beiden Dreiecksmatrizen

21



KAPITEL 1. MATHEMATISCHE GRUNDLAGEN

Uber die Zwischenlésung Y lésst sich der Losungsvektor X berechnen:

Allgemein gilt:

A-X=R
A=L-U
L-U-X=R
~——
Y
L-Y=R

Nach der Multiplikation der Matrizen L und Y und dem Elementevergleich mit der rechten Seite R

erhilt man:
1 0 Y1 50
-1 1 Yo 4
1-y14+0-y3 =50
y1 =50
Yo = 54
Laut Definition gilt:
U.-X=Y

Nach der Multiplikation der Matrizen U und X und dem Elementevergleich mit der rechten Seite Y

erhilt man:

4.z —3-y=50

0-2+27-y=>54

22



1.3. LINEARE GLEICHUNGSSYSTEME

Daraus folgt die Losung:

Probe:

4-14-3-2=150

—4-14+30-2=4

e. CHOLESKY-Verfahren

Vereinfachte Ausgangsgleichungen:

4x — 3y =50
—4x + 30y =4
4 -3 x 50
A= ; X = ; R =
-4 30 Y 4

Die Voraussetzung fiir die Anwendung des CHOLESKY-Verfahrens ist eine symmetrische Koeffizienten-
matrix A.Dies ist hier nicht gegeben.

Damit ist das CHOLESKY-Verfahrens nicht anwendbar.
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KAPITEL 1. MATHEMATISCHE GRUNDLAGEN

e zu Aufgabe 2 (s. S. 16)

a. GAusssches Eliminationsverfahren

Ausgangsgleichungen:

I
1 5 -2 1
0 —-11 8 -2
0 —-14 5 -1
I
1 5 =2 1
0 —154 112 —28
0 —154 55 —11
I
1 5 2 1
0 —154 112 —28
0 0 —57 17
I
3. Zeile
2. Zeile
1. Zeile

24

3x+y—2=2

20 —y+42=0

r+by—2z=1

| —2- 1. Zeile

| =3 1. Zeile

| —1-2. Zeile

0z +0y — 572 =17

. 17
Z2=——
57
0z — 154y + 112 (— 10y = _o8
r — (=) = —
4 57
— ——3
Y="57
2 17
145 (—=)—2.(—ty=1
r+5-( 57) ( 57)
B
57



1.3. LINEARE GLEICHUNGSSYSTEME

Probe:
3 2 17
s 57 57 57
33 2 17
2- —+—=-—-4- ==
57 * 57 57 0
33 2 17
— =5 —=+4+2-—=1
57 b 57 * 57
b. CRAMERsche Regel
Ausgangsgleichungen:
3cr+y—z2=2
20 —y+42=0
r+95y—2z=1
3 1 -1 x 2
2 -1 4 y | =10
1 5 —2 1 1
A-X=R

Als Nebenrechnung werden die Determinanten getrennt berechnet. Dabei kann bei dreireihigen Deter-
minanten auf die Methode der Unterdeterminanten verzichtet werden und iiber die fiktive Wiederholung
der beiden ersten Spalten das Produkt der "Hauptdiagonalen” um das Produkt der ”Unterdeterminanten”

subtrahiert werden (Regel von SARRUS).

D=detA=det| 9 1 4|2 -1 =64+4-10—-1-60+4

Dy=det| g -1 4|0 -1 =4+4+0-1-40-0

D, =-33

25



KAPITEL 1. MATHEMATISCHE GRUNDLAGEN

Dy=det| 9 o 4|2 0 =0+8-2-0-12+8

D, =2
3 1 2|3 1

D,=det| 9 1 0|2 -1 =-3+04+20+2-0-2
1 5 1|1 5

D, =17

Daraus ergeben sich die Unbekannten des Gleichungssystems:

D, —33 33
D

AT
_b, 2 2
Y=D T 57T Tt
D, 17 17
z=—

D —57 57

c. Verwendung der Inversen A~! - R =X

Ausgangsgleichungen:

3x+y—2=2

2 —y+42=0

r+5y—2z=1

Die Berechnung der Determinante von A erfolgt wie bei II) (s. S. 24) beschrieben und liefert

det A = —57

Daran anschlieBend miissen die neun Unterdeterminanten berechnet werden, damit anschlieend die inverse
Matrix A ! berechnet werden kann.

Die Unterdeterminanten ergeben sich entsprechend der Rechenregeln fiir Determinanten zu
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1.3. LINEARE GLEICHUNGSSYSTEME

Entsprechend den Regeln zur Bildung der inversen Matrix (s.auch S. 13ff) ergibt sich die Inverse zu

83
57 57
Al 2% 2
57 57
—11 %
57 57
und die Losung des Gleichungssystems lautet
83
57 57
X=AlR=|8 35
57 57
—-11 &
57 57
36 _ 32
57 57
—16 14
X=| - 2| =
57 O+ 57
2o+
57 57
bzw., aufgelost in die einzelnen Unbekannten,
o3 __2
T YT T

d. LU-Zerlegung

-3
57
14
57
5
57

57
—2
57
—17

o7

27



KAPITEL 1. MATHEMATISCHE GRUNDLAGEN

e. CHOLESKY-Verfahren

Ausgangsgleichungen:

r+y—z2=2
2 —y+42=0

r+by—2z=1

3 1 -1 x 2
2 -1 4 y | =10
1 5 —2 z 1

Die Voraussetzung fiir die Anwendung des CHOLESKY-Verfahrens ist eine symmetrische Koeffizientenmatrix

A Dies ist hier nicht gegeben.
Damit ist das CHOLESKY-Verfahrens nicht anwendbar.
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1.3. LINEARE GLEICHUNGSSYSTEME

e zu Aufgabe 3 (s. S. 16)

a. GAusssches Eliminationsverfahren
Ausgangsgleichungen:
2 0 -1 x 1
24 -1 (" |Jy|~|1
-1 8 3 z 2
20 —z=1
2e+4dy—2z=1 = y=0

—z+ 8y + 3z =2

1 -8 -3 -2
2 4 -1 1 | —2- 1. Zeile
2 0 -1 1 | —2- 1. Zeile
I
1 -8 -3 -2
0 20 5 5
0 16 5 5
3. Zeile == Oy+52=5
—z=1
1. Zeile == T—3=-2
— =1
b. CRAMERsche Regel
Ausgangsgleichungen:
2 0 -1 x 1
2 4 -1 y | =1
-1 8 3 z 2

Als Nebenrechnung werden die Determinanten getrennt berechnet. Dabei kann bei dreireihigen Deter-
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KAPITEL 1. MATHEMATISCHE GRUNDLAGEN

minanten auf die Methode der Unterdeterminanten verzichtet werden und iiber die fiktive Wiederholung
der beiden ersten Spalten das Produkt der "Hauptdiagonalen” um das Produkt der ”Unterdeterminanten”

subtrahiert werden (Regel von SARRUS).

2 0 -1 2 0
detA=D=| 2 4 —1 2 4

-1 8 3| -1 8

D=2-4-340-(-1)-(=1)+(=1)-0-8—(=1)-4-(~=1)+2-(=1)-84+0-2-3

D =20

D, =0
2 0 1 2 0
D.=] 2 41 2 4
-1 8 2| -1 8
D, =20

Daraus ergeben sich die Unbekannten des Gleichungssystems:
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1.3. LINEARE GLEICHUNGSSYSTEME

D, _%n_,
"TD T 20
D, 0
Y= 5"
D._20_,
=D T2
c. Verwendung der Inversen A~! - R = X
Ausgangsgleichungen:
2 0 -1 x 1
2 4 -1 y | = |1
-1 8 3 z 2
A-X=R

Die Berechnung der Determinante von A erfolgt wie bei b) (s.S. ??) beschrieben und liefert det A = 20

Daran anschlieBBend miissen die neun Unterdeterminanten berechnet werden, damit anschlie3end die in-

verse Matrix A ~! berechnet werden kann.

Die Unterdeterminanten ergeben sich entsprechend der Rechenregeln fiir Determinanten zu

(4

B-6-(-1) = 2
I)-((=1)-(-1)) = 5
8)—((—-1)-4) = 20
3)—(8-(=1)) = 8
H-((=H-(-1) = 5
8)—((-1)-0) = 16
(1) -(4-(=1) = 4
(-1))-(2-(=1) = 0
4)—(2-0) = 8
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KAPITEL 1. MATHEMATISCHE GRUNDLAGEN

Entsprechend der Regeln zur Bildung der inversen Matrix (s.auch S. 13ff) ergibt sich die Inverse zu

20 -8 4
1
Al=_— | _
20 —-16 8
und die Losung des Gleichungssystems
X=A"1R
_ - o
1 —= = 1
5 5
=1 -2 1 o]
4 4
4 2
1 —- = 2
L 5 5 L
2 2
1——-+4+- 1
5 * 5
1 1
X=| _2,.= =
1 + 1 +0 0
4 . 4 )
L 5 5 L

d. LU-Zerlegung

e. CHOLESKY-Verfahren

Ausgangsgleichungen:

2 0 -1 T 1
2 4 -1 y | =1
-1 8 3 z 2

A-X=R

Die Voraussetzung fiir die Anwendung des CHOLESKY-Verfahrens ist eine symmetrische Koeffizienten-
matrix A. Dies ist hier nicht gegeben.

Damit ist das CHOLESKY-Verfahrens nicht anwendbar
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1.3. LINEARE GLEICHUNGSSYSTEME

e zu Aufgabe 4 (s. S. 16)

a. GAusssches Eliminationsverfahren

Ausgangsgleichungen:

r+y+z=3
2z +4y + 82 =13

3r+9y+ 272z =34

In einer Matrix dhnlichen Form kann man schreiben:

11 1 3
2 4 8 13 | —2- 1. Zeile
3 9 27 34 | —3-1. Zeile
I
11 1 3
0 2 6 7
0 6 24 25 | —3-2. Zeile
I
111 3
0 2 6 7
0 0 6 4
3. Zeile 62:4,:>z:%
2. Zeile 2y+6-§:7,:>y:%
1. Zeile x+%+§:3,=>x:%
b. CRAMERSsche Regel
Ausgangsgleichungen:
T+y+z=3

2¢ +4y+ 82 =13

3z 49y + 27z = 34
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KAPITEL 1. MATHEMATISCHE GRUNDLAGEN

11 1 x 3
2 4 8 y | =113
3.9 27 z 34

Als Losungsweg wird die Entwicklung nach der 1. Zeile (= Unterdeterminanten) gewdahlt:

3.9 27
D=detA=1-(4-27—-9-8)—1-(2-27—3-8)+1-(2-9—3-4)

D =12

34 9 27
D,=3-4-27-3-8-9-1-13-27+1-8-34—-1-4-34+1-13-9

D, =10

3 34 27
D, =18
11 3

D, =28

Daraus ergeben sich die Unbekannten des Gleichungssystems mit
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1.3. LINEARE GLEICHUNGSSYSTEME

gD _10_5
D 12 ¢
D, 18 2
YYD 12”3
D, 8 2
1= = — = —
D 12 3
c. Verwendung der Inversen A~! - R = X
Ausgangsgleichungen:
1 1 1 3
A=124 8|; D=1 R=|13
3 9 27 34
Upp: (27-4)—(8-9) = 36
Uip: (2:27)—(3-8) = 30
U13: (29)—(34) == 6
Uyp: (1-27)—(1-3) = 24
Uas (1-9)-(1-3) = 6
Up: (1-8)—(1-4) = 4
Usz (1-8)—(1-2) = 6
Uss (1-4)-(1-2) = 2
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KAPITEL 1. MATHEMATISCHE GRUNDLAGEN

3 1
36 —18 4 3 —3 3
1
1= = 5 1
A | 30 24 —6 R
1 1 1
6 -6 2 3 T3 6
3 1 39 | 34 5
3 -3 3 3 9-5 +3 6
“1.R= 5 1 = 15 =1 3
A7 R -3 2 -1 13 —1 42617 3
1 1 1 3 _ 13, 34 2
3 T2 3§ 34 3-3 % 3
d. LU-Zerlegung
e. CHOLESKY-Verfahren
Ausgangsgleichungen:
r+y+z=3
20 + 4y + 82 =13
3z + 9y + 272 =34
1 1 1 T 3
2 4 8 y | = | 13
3 9 27 z 34

Die Voraussetzung fiir die Anwendung des CHOLESKY-Verfahrens ist eine symmetrische Koeffizienten-
matrix A. Dies ist hier nicht gegeben.

Damit ist das CHOLESKY-Verfahrens nicht anwendbar
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e zu Aufgabe 5 (s. S. 16)

a. GAusssches Eliminationsverfahren

Ausgangsgleichungen:

2z — 4y + 9w =25

3z — 3y — 3z + 11w = 27

4o + 6y — 152 +dbw = -5

3z +y—4z+ 12w = 32

In einer Matrix dhnlichen Form kann man schreiben:

—-11 21 0 -50

25

27

32

27

25

96

27

25

—140

96

vertauschen

vertauschen

— 5-1. Zeile

—4-1. Zeile

4+ 5,5-2. Zeile

+1,52. Zeile
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KAPITEL 1. MATHEMATISCHE GRUNDLAGEN

3 -3 -3 11 27

0 9 0 55 255 | + 9-3. Zeile

0 0 0 1 3 =  w=3
3
—y—0,5-3 = -25 = y=1
20—4+427 = 25 = z=1
3-3-32433 = 271 =  z=2

b. CRAMERsche Regel

Ausgangsgleichungen:

2z — 4y + 9w = 25

3z — 3y — 3z + 11w =27

4x 4+ 6y — 152 4+ 5w = =5

3z +y—4z+ 12w = 32

_ 2 -4 0 9 _ _ 25 _ _
3 -3 -3 11 27
A= R = X =
4 6 -—-15 5 -5
31 -4 12 32
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1.3. LINEARE GLEICHUNGSSYSTEME

T, = o)
2 —4 0 9
3 -3 -3 11
D =det A = det
4 6 —15 5
3 1 —4 12
-3 -3 11 -3 -3 11 -3 -3 11

=2 (540 — 15 — 264 + 165 — 60 + 216) + 4 - (—540 — 45 — 176 + 495 + 60 + 144) —
— 9. (=72+ 135 — 12+ 54 4 45 — 48)

D=-2

-3 -3 1 2t -3 11 2t -3 -3

D,=2-16¢ -15 5 |t4| -5 —15 5 |-9| -5 6 —15

1 -4 12 32 -4 12 32 1 -4
D, = —2
D, _—2_,
r==— = = =
D -2
21 =3 11 3 =3 1 3 27T -3

Dy=2-| 5 —15 5 |=25-|4 —15 5 |94 -5 —15

32 —4 12 3 -4 12 3 32 -4
D, = -2

D, -2

:7:7:1
Y=p T
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KAPITEL 1. MATHEMATISCHE GRUNDLAGEN

-3 27 11 3 27 11
D.=2-16 -5 5 |T4 |4 -5 5
1 32 12 3 32 12
D,=-4
D, -4
:7:7:2
TD T2
-3 -3 27 3 -3
Dy=2-1"6 —15 -5 |+t4-14 —15
1 -4 32 3 —4
D, =—6
D, —6
v=pT=?
c. Verwendung der Inversen A~' - R =X
Ausgangsgleichungen:

40

3r — 3y — 3z + 11w = 27

4x 4+ 6y — 15z + 5w = =5

3z +y—4z+ 12w = 32

-4 0

-3 -3
6 —15
1 -4

20 — 4y + 9w = 25

3
+25-| 4
3
27
-5 |+25-
32

25

27

32

-3 11

6 5

112

3 -3 -3

4 6 —15

3 1 —4
X:




1.3. LINEARE GLEICHUNGSSYSTEME

Uis

Uss

Uss

det

det

det

det

det

det

D = det
-3 =3 1
6 —15 5
1 -4 12
3 -3 11
4 6 5
3 1 12
-4 0 9
6 —-15 5
1 -4 12
2 -4 9
4 6 5
3 1 12
-4 0 9
-3 -3 11
1 -4 12
2 -4 9
3 -3 11
3 1 12

2 -4 0
3 -3 -3
4 6 —15
3 1 -4
= 582 Uiz
= 146 Uig
= 559 Uso
=140 Uay
=103 Uss
=26 Usy

11

det

det

det

det

det

det

3 =3 11

4 =15 5

3 -4 12
-3 -3

6 —15

1 -4

2 0 9
4 —-15 5

3 —4 12
-4 0

6 —15

3 1 -4
2 0 9
3 =3 11
3 —4 12
2 -4 0

3 -3 -3

3 1 -4

— —62

=102

— 59

=98

=11

=18
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KAPITEL 1. MATHEMATISCHE GRUNDLAGEN

-4 0 9 2 0
Un det| _—3 _—3 11 |=-33 Uso det| 3 _3
6 —-15 5 4 -15
2 -4 9 2 —4
Uass det| 3 _3 11 |=-8 Usa det| 3 _3
4 6 5 4 6
_ 582 =559 103 33 _
AT 1 62 =59 11 3 ;
2 146 —-140 26 8
—-102 98 18 —6
X=A"1R
_ 582 =559 103 33 | 25 |
1 62 =59 11 3 27
B 146 —-140 26 8 -5
—-102 98 —-18 -6 32
_ 25-582 —559-27—-5-103+432-33 _
1 25-62—-59-27—-5-11432-3
2 25-146 —140-27—-5-26+32-8
—25-1024+98-27+5-18—-32-6
- 1 -
1
X = ;
2
3

42




1.3. LINEARE GLEICHUNGSSYSTEME

Daraus folgt die Losung des Gleichungssystems:

d. LU-Zerlegung

Ausgangsgleichungen:
22 — 4y + 9w =25
3z — 3y — 3z + 11w = 27
4z + 6y — 152+ 5w = =5
3z +y—4z+4+ 12w =32
2 -4 0 9 x 25
3 -3 -3 11 Y 27
A= ; X = ; R=
4 6 -1 5 z =5
3 1 -4 12 w 32
A -X=R;

Grundgedanke der LU-Zerlegung ist die Bildung der beiden Dreiecksmatrizen L (Lower) und U (Upper).

L-U=A;

Dabei wird aus Griinden der Eindeutigkeit und der Vereinfachung die Elemente der Hauptdiagonale der

unteren Dreiecksmatrix L zu Eins gesetzt.
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KAPITEL 1. MATHEMATISCHE GRUNDLAGEN

1 0 0 U1l U2 U3 U4
L. Uz la 1 0 0 upz u23 U4
I31 Iz 1 0 0 us3 Uss
lan lao las ] 0 0 0 u ]
_ ain G2 Q13 Q14 _ 2 -4 0 9
| @21 22 Gz aa | 3 -3 -3 11
R as] a3z Qs QAs3q B 4 6 —15 5
41 Q42 Q43 Q44 3 1 -4 12

Nach Ausmultiplizieren des Matrizenproduktes L - U und anschlieBendem Elementevergleich mit der

A-Matrix erhilt man folgende Gleichungen.
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1-4114+0-04+40-040-0=a11 =2=>u1; =2;
1-u124+0-u304+0-04+0-0=a12 =—4=>ujp =—4;

1-uiz+0-u3+0-u334+0:-0=a;3=0=>u3=0;

1-uig +0 1y +0-u3s +0-ugg =a14 =9 =>uy =9;

3
l21'u11+1‘0+0-0+0-0:a21:3:>121:5;
lo1-u1a+1-u2+0-0+0-0=uqa9 =—3=>uzp =3;
lo1-u1z +1-u23 +0-u33+0-0=ass=—3=>ug3 = —3;

5

121-u14+1-u24+0~u34+0-u44:a24:11:>u24:—5;
131'U11+132‘0+1'0+0'01031:4:>131:2;

I31 w2 +1l32 U2 +1-04+0-0=a3y =6 =>l3p = —;

I31 - u13 + 132 -uog +1-u33+0-0=az3 = —15=> uzz = —1;

4
131-u14+l32-u24+1~u34+0-u44:a34:5:>u34:—g;
3
141‘U11+l42'0+l43'0+1'0:a41:3:>l41:5;
7
l41'U12+l42'U22+l43'0+1'0:a42:1:>l42:g;

lar - w13 +lag - uo3 +luz - uzz +1-0 = ag3 = —4 => ly3 = —3;

1
l41-u14+l42~u24+l43~u34+1-u44:a44:12:>l43:g;

Damit lauten die beiden Dreiecksmatrizen

1 0 0 0 2 -4 0 9
51 0 0 0 3 -3 -3
L=|° U- ?
14 4

2 ¥ o100 0 0 -1 -3
_g -3 L] (00 0 : |

Uber die Zwischenldsung Y lisst sich der Losungsvektor X berechnen:

Allgemein gilt:
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A-X=R
A=L-U
L-U-X=R
~——
Y
L-Y=R

Nach der Multiplikation der Matrizen L und Y und dem Elementevergleich mit der rechten Seite R

erhélt man:
1 0 0 O 9 25
% 1 0 O Y2 27
2 41 0 Ys -5
3 I 31 Ya 32
1oy1+0-52+0-y3+0-y, =25
3
§-y1+1-y2+0-y3+0-y4=27
14
2yt 52ty + 00y =5
3 7
st gy2—3-ys+1-ys=32
2 3
y1:25
21
Y2 = B
ys = —6
ys =1
Laut Definition gilt:

Nach der Multiplikation der Matrizen U und X und dem Elementevergleich mit der rechten Seite Y

erhilt man:
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1.3. LINEARE GLEICHUNGSSYSTEME

Daraus folgt die Losung:

0 9 T

-3 -5 y
2 X —

-1 —% z

0 % w

2. z2—-4-y+9-w=25

0-24+3-y—3 o 21
- . — = - = ——
y 2 2

4
0-x+0~y—1-z—§w:—6

1
O~m+0'y+0.z+§w:1

T 1

Y 1
X_: =

z 2

w 3

2z — 4y + 9w = 25

3z — 3y — 3z + 11w =27

4x 4+ 6y — 152 4+ 5w = =5

3z +y—4z+ 12w = 32

9 T T
11 Y T2
; X = =
5 z T3
12 w Ty

25

27

32
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KAPITEL 1. MATHEMATISCHE GRUNDLAGEN

Bei der LU - Zerlegung wird versucht, die quadratische Koeffizientenmatrix A in zwei Dreiecksmatri-

zen, die L- (lower) und die U- (upper) -Matrix zu zerlegen:

a11 a2 @13 Q14 2 -4 0 9

Q21 Q22 G23 G24 3 -3 =3 11
A= _

az1 azz a3z 434 4 6 —-15 5

as1 Q42 A43 Q44 3 1 —4 12

wird zerlegt in: L-U

_ 10 0 0 - - Uiy U2 U3 U4 —
loy 1 0 O 0 uap u23z Uy
L= U=
l31 Ilzz 1 0 0 0  usz us4
lag lap luz 1 0 0 0 ‘usm
A=L-U
_ 2 —4 0 9 _ _ 1 0 0 O 11 U] Uiz U3 U4 _
3 -3 -3 11 lop 1 0 0 0 w2 U2z Uy
4 6 —15 5 R Il37 I3z 1 0 0 0 uszs us4
3 1 -4 12 lyg Iy Iy 1 0 0 0  ugq
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1.3. LINEARE GLEICHUNGSSYSTEME

Laut Definition gilt: 1;; =1

I3z =1
lyg =1

Berechnung der iibrigen Koeffizienten:

lin-un + bz - w1 + 113 - ugn + g - uan = an
1-u114+0-04+0-04+0-0=2 = w3 =2
li1 - w12 + li2 - w2 + 113 - uge + l1g - ug2 = ai2
1 -ui2+0-u22+0-040-0=—4 = wupa=-—4
li1 - w1z + li2 - uos + 13 - ugs + lia - uaz = ass
1-u3+0-(=3)+0-u33+0-0=0 = wu3=0
li1 - u1a + li2 - ugs + 113 - ugs + 11 - vgg = a1g

1-u44+0-us+0-usa+0-ugy =9 = wuy=9

l21 - w11 + lo2 - w21 + l23 - ug1 + lag - ug1 = an
lo1-24+1-040-0+0-0=3 = y=3
l21 - w12 + lo2 - w22 + l23 - uzz + lag - ug2 = ago
%~(74)+1-u22+0-0+0-0:—3 = Uz =3
lo1 - w13 + l22 - ugs + lo3 - uzs + lag - uaz = az3
3.0+1 up+0-uss+0-0=-3 = Uz = -3
l21 - w14 + lo2 - ugq + 13 - uzs + log - ugg = azy

3941 up+0-ug+0-uy =11 = U =—3
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I31 - u11 + l32 - 21 + 133 - ug1 + I34 - ug1 = az1
I31-24132-0+1-04+0-0=4 gy =2
I31 - u12 + l32 - ug2 + l33 - us2 + l34 - 42 = a3z
2.(—4)+13-3+1-0+0-0=6 = lp =1
l31 - w1z + 32 - u23 + 33 - ugs + l3a - uag = ass

2:0+% - (=3)+1-ug+0-0=-15 = uzg=-1

31 - U14 + 32 - Ugq + 33 - Ugq + 34 - Usa = a34

2:9+ 8 (-3 +1-usa+0-uy=5 = uzs=—3
lan - win +lag w21 + laz - ugn + lag - uar = an

lg1 -2+ 142-0+143-0+144-0=3 = =3
lan - uig +lag - ug2 + la3 - ugz + lag - us2 = aso

S (—4) 4l 3+l 0+14g-0=1 — lp=1
la1 - w13 + la2 - uas + laz - ugs + laa - uag = au3

3042 (=3)+lz-(—1)+ly-0=—4 — ly3=-3

la1 - wig + Lo - Ugs + lag - U3s + lag - Uga = Quy

Nl

9+

Wi~

DN D=1 = w=)

Damit lauten die Dreiecksmatrizen:

1 0 0 0 2 -4 0 9
21 0 0 0 3 -3 -3
L= > U= 2
4
2 21 0 0 0 -1 -3

3 7
37 -3 1 o 0o o0 &

Uber die Zwischenldsung Y lisst sich der Losungsvektor X berechnen:
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1.3. LINEARE GLEICHUNGSSYSTEME

mit Y=U.

ergibt sich L-Y=R

(1 0 0 o] -yl- -
51 0 0 Y2

2 41 0 Ys )
25 3] [w] |

lii-yr=m

1.y =25

o1 -y1 +la2-y2 =12
3.2541-yy =27
ls1-y1+1ls2-y2+ 13- ys=rs

2-25+ 4 (=2) +1.y3=-5

lar -y1 +la21 - y2 +la3 - ys +laa - ya =14

25+ 2 (=2) =3 (—6)+1-y, =32

[S][eV

25

27

32

y1 =25
yzz—%l
ys = —6
ya=1
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52

U-X=Y
_2 -4 0 9_ _xl_ —25_
0 3 -3 -2 T2 -2
0 0 -1 -3 3 B —6

o 0 o0 % 4 1

Uqq - T4 = Y4

1
5‘1'4:1 :>934:3
U33 - T3 T U34 T4 = Y3

4
—1-$3+<—3)-3=—6 = x3 =2

U2 * To + U23 - T3 + U4 * Ty = Y2

5
3.$2+(_3).2+<_2).3:_2 = 1o =1

U1l 1+ U2 - T2 + U3 - T3+ U4 - T4 = Y1

2-214+(-4)-140-24+9-3=25 —x =1

Damit hat man die gleiche Losung erhalten wie bei den anderen Verfahren:

T T 1

T2 y 1
X = = =

I3 z 2

Ty w 3

e. CHOLESKY-Verfahren

Ausgangsgleichungen:



1.3. LINEARE GLEICHUNGSSYSTEME

2z — 4y + 9w =25

3z — 3y — 3z + 11w = 27

4o + 6y — 152 +dw = -5

3z +y—4z+ 12w = 32

2 -4 0 9 25 T

3 -3 -3 11 27 Y
A= ; R= ; X =

4 6 -—-15 5 -5 z

3 1 —4 12 32 w

Die Voraussetzung fiir die Anwendung des CHOLESKY-Verfahrens ist eine symmetrische Koeffizienten-
matrix A. Dies ist hier nicht gegeben.

Damit ist das CHOLESKY-Verfahrens nicht anwendbar.
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e zu Aufgabe 6 (s. S.16)

a. GAusssches Eliminationsverfahren

Ausgangsgleichungen:

2r+y—2z=1

T+y+2=06

—2r+4+y—2z=-3

2 1 -2 z 1
1 1 1 y|=1 6
-2 1 -2 z -3

2 1 -2 1
1 1 1 6
-2 1 =2 -3
I
1 1 1 6
2 1 =2 1 | —2 - 1.Zeile
-2 1 =2 -3 | 2 1. Zeile
U
1 1 1 6
0 -1 —4 -11
0 3 0 9
3. Zeile 3-y=9=9y=3
2. Zeile —-ly—4.-z=-1l;,=—=2=2
1. Zeile r+y+z=6—=2x=1

Probe
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b. CRAMERsche Regel
Ausgangsgleichungen:
A =

2-1+41-3-2-2=1

1-1+1-3+1-2=6

—2.1+1:-3-2.2=-3

204y —2z2=1

T+y+z2=06

—2r+y—2z=-3

—2 1 x

1|5 R=]96 | X=|y

—2 -3 z
‘"D
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2 1 =2
D=detA=det| 1 1 1 |=—4-2—-2—-4-2+42=-12
-2 1 -2
D=-12
1 1 -2
Dy=det| ¢ 1 1 |=—2-3-12-6-14+12=-12
-3 1 =2
D, —12 1
p=% _ % _
D —12 '
2 1 =2
D,=det| 1 ¢ 1 |=—24-24+6-2446+2=-36
-2 -3 -2
D, 36
V=D T’
2 1 1
D,=det| 1 1 ¢ |=—6—-12414+2-124+3=-24
-2 1 -3
D, _'—24__2
TDh T2
c. Verwendung der Inversen A~' - R =X
Ausgangsgleichungen:

2r+y—2z=1

r+y+2=6

—2x+y—2z2=-3
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2 1 -2 1 T
A=11 1 1 | R=1| ¢ |; X=1y
-2 1 -2 -3 z
2 1 =2
D=det| 1 1 1 |=-1%
-2 1 -2
Up =1-(-2)—1-1 = -3
U =1-(-2)—1-(-2) = 0
Us =1-1-1-(-2) = 3
Un =1-(-2)-1-(-2) = 0
Up =2-(-2)-(-2)-(-2) = -8
Uy =2-1-1-(-2) = 4
U =1-1-1-(-2) = 3
Uy =2-1-1-(-2) = 4
Uz =2-1-1-1 = 1
-3 0 3
*177%~ 0 -8 —4 |3
3 -4 1
-3 0 3 1 -3+0-9
X:A‘l-Rz—l%- 0 -8 —4 || 6 :_%. 0—48+12 |
3 -4 1 -3 3—-24-3
1
X=13];
2
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KAPITEL 1. MATHEMATISCHE GRUNDLAGEN

Daraus folgt die Losung des Gleichungssystems:

d. LU-Zerlegung

Ausgangsgleichungen:

2c4+y—2z=1

r+y+2=6

—2x+y—2z2=-3
2 1 =2 1 x
A= 1 1 1 | R=]| 6 [; X=1y
-2 1 =2 -3 z

A-X=R

Grundgedanke der LU-Zerlegung ist die Bildung der beiden Dreiecksmatrizen L (Lower) und U (Upper).

L-U=A

Dabei wird aus Griinden der Eindeutigkeit und der Vereinfachung die Elemente der Hauptdiagonale der

unteren Dreiecksmatrix L zu Eins gesetzt.

1 0 O U] U2 U3 a1 a2 a3
L-U=|1, 1 0]- 0 w2 weg | = | a1 a2z a3
l31 32 1 0 0 |uss as1 a2 ass

2 1 =2

= 11 1

-2 1 =2

Nach Ausmultiplizieren des Matrizenproduktes L - U und anschlieBendem Elementevergleich mit der
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A -Matrix erhilt man folgende Gleichungen.

1-4114+0-04+40-0=a11=2=>u1j; =2

l-ua94+0-up+0-0=a=1=>u;x=1
T-uiz+0-ugs +0-ugs =a13 =—2=>uj3 = —2

1

l21'U11+1'0+0'O=a21:1:>121=§

1

121'u12+1'uz2+0'0=a22=1=>u22=§

lo1 -u1z +1-u23 +0-us3 =ag =1=>ug3 =2
l31'U11+132‘0+1‘0:a31:72:>131:71

131"UJ12+Z32'U22+1'O:0J32:1:>132:4

31 -u13 +l32 - us3 +1-usz = aze = 1 => uzz = —12

Damit lauten die beiden Dreiecksmatrizen

1 00 2 1 -2
L 110 U=lo0 L 2
-1 4 1 0 0 -12

Uber die Zwischenldsung Y lisst sich der Losungsvektor X berechnen:

Allgemein gilt:

A-X=R
A=L-U
L-U-X=R
——
Y
L-Y=R

Nach der Multiplikation der Matrizen L und Y und dem Elementevergleich mit der rechten Seite R

erhélt man:
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1 00 Y1 1
L= 1 10 Y=y R=1 ¢
-1 4 1 Y3 -3

Ly14+0-y2+0-y3 =1
1
g tlypt0-y;=6

—lyi+4-y2+1-y3=-3

=1
11
Y2 = B}
ys = —24
Laut Definition gilt:
U.X=Y

Nach der Multiplikation der Matrizen U und X und dem Elementevergleich mit der rechten Seite Y

erhéilt man:

2 1 =2 T 1
= 1 = =
0 0 —-12 z —24

2.241-y—2-2=1
0 —l—l +2 11
- —_ . = —

2 Y 2

0-2+0-y—12-2=-24

Daraus folgt die Losung:
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1.3. LINEARE GLEICHUNGSSYSTEME

T 1
X=|y41=]3
z 2

e. CHOLESKY-Verfahren

Ausgangsgleichungen:
20 +y—22z=1
r+y+z2=6
—2x+y—2z2=-3
2 1 =2 1 T
A= 11 1|5 R=] 6]; X=]y
-2 1 -2 -3 z

Die Voraussetzung fiir die Anwendung des CHOLESKY-Verfahrens ist eine symmetrische Koeffizienten-

matrix A.

B-BT=A;
by 0 0 bir b1 bs;1 aix a2 413
B-B'=1| by by 0 || 0 by by | = | asn am ass
bs1 b2 b33 0 0 bss asy a2 ass
2 1 -2
= 1 1 1 ;
-2 1 =2

Nach Ausmultiplizieren des Matrizenproduktes B - B” und anschliefendem Elementevergleich mit der

A -Matrix erhélt man folgende Gleichungen.
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bii by +0-040-0=a;; =2=>b; =Vv2

S

b11~b21+0-b22+0~0:a12:1:>b21:7

bii by +0-bso +0-bgg = a3 = —2=> by = —/2
V2

b§1+b§2+0~0:a22:1:>b22:7

ba1 - b3y + bag - byg + 0 - bgz = agg = 1 => bgy = 2V/2;

b?’)l + b‘§2 + bgg =a3zz3 = —2=> b33 =2vV-3

Damit lauten die beiden Dreiecksmatrizen:

V200 V2 2 -2
= v T_ V2
B=| ¢ ¢ 0 B= 0 ¢ 22
-2 2v2 2v=3 0 0 2v-3

Uber die Zwischenldsung Y lisst sich der Losungsvektor X berechnen:
Allgemein gilt:

A-X=R
A=B.-B7
B-BT.-X=R
N——
Y
B-Y=R

Nach der Multiplikation der Matrizen B und Y und dem Elementevergleich mit der rechten Seite R

erhéilt man:

V2 0 0 (7 1
B = g g 0 ; Y = Yo ; R = 6
—V2 2v2 2y=3 n -3
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V2 y1+0-y2+0-y3 =1

V2 V2
7~y1+7~y2+0-y3:6

—V2 1 +2vV2- 4y +2V=3 ys = -3

V2
y1:7
_ 11
yg_ﬁ
_ 12
y3——7\/_73

Laut Definition gilt:

B . X=Y

Nach der Multiplikation der Matrizen U und X und dem Elementevergleich mit der rechten Seite Y

erhilt man:

V2 2 2 T
T_ _ _
0 0 2v-3 z

2 2
V2 11
0 24— y+2V2 2= —;
2 Y V2
0-z+4+0- +2\/*3~Z**£'
y m’

Daraus folgt die Losung:

T 1
z 2
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1.4 Vektoralgebra und Analysis

1.4.1 Aufgaben

1. Die Vektoren @, ?, ¢ sind durch ihre Koordinaten gegeben:
az=5 bp,=3 c¢,=-6
ay =17 by=—-4 ¢, =-9
a,=8 b,=6 c¢,=-5
Bestimmen Sie die Lange des Vektors d = a + b + ¢ (Losungs. S. 66).

2. Gegeben sind die Vektoren @’ = 27 — 37 + 5? und ? = 37 — w7 + 2?.

Berechnen Sie w so, dass die Vektoren senkrecht zueinander stehen (Losung s. S. 67).
. — — — -
3. Berechnen Sie fiir p = zy + yz + zzund A = 2%y i +y?2z 5 + 2%z k : (Losung s.S.67)

(@) 4 -V
(b) ¢V - A und
© (Vo) x 4
4. Ein Partikel bewegt sich entlang einer Raumkurve mit den Koordinaten = = 3 + 2t,
y = —3e~ 2, z = 2sin 5t.

Berechnen Sie die Geschwindigkeit und die Beschleunigung des Partikels fiir eine beliebige Zeit ¢.
Geben Sie ihren Betrag sowie auch den zuriickgelegten Abstand fiir £ = 0 und ¢ = 1 an. (L6sung s.S.69)

5. Gegeben ist das skalare Potentialfeld in einem Filter h = zy + yz + xz. (Losung s. S. 71)

(a) Bestimmen Sie die Filtergeschwindigkeit (Vektor und Betrag)
(b) Gibt es Quellen- und Senkenaktivitét im Filter?
(c) Ist die Stromung im Filter wirbelfrei?

Gegeben sind k = 10~*ms~! und grad(—k) = 0.

6. Eine Schadstofffahne hat sich im Untergrund ausgebreitet. Die Verteilung des Schadstoffes entspricht im
Wertebereich x ::= 0 bis 10 und y ::= 0 bis 10 folgender geometrischen Figur: (Losung s. S. 73)

C(z,y) =50 — ((ac - 5)2 + (y— 5)2)

(a) Skizzieren Sie die Aquipotentiallinien fiir die Konzentrationswerte im Bereich von C(z, y) = Omyg

bis 50mg mit einer Schrittweite AC(z,y) = 10.

(b) Berechnen Sie den Gradienten am Punkt P(3,4) und bestimmen Sie den Betrag und den Rich-

tungswinkel.

7. Eine Schadstofffahne hat sich im Untergrund ausgebreitet. Die Verteilung des Schadstoffes entspricht im
Wertebereich « ::= 0 bis 10 und y ::= 0 bis 10 folgender geometrischen Figur: (Losung s. S. 74)

C(z,y) = 125 — ((235 —10)2 4+ (y — 5)2)
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1.4. VEKTORALGEBRA UND ANALYSIS

(a) Skizzieren Sie die Aquipotentiallinien fiir die Konzentrationswerte im Bereich von C(z, y) = Omyg

bis 125mg mit einer Schrittweite AC(z,y) = 25.
(b) Berechnen Sie den Gradienten am Punkt P(5,10) und bestimmen Sie den Betrag und den Rich-

tungswinkel.

8. Der Grundwasserstand eines einseitig durch eine Barriere begrenzten Grundwasserleiters und eines Brun-

nens soll durch folgende geometrische Figur beschrieben werden: (Losung s. S. 76)

(y — 10)?

1
ZR = —
R 3 T

(a) Skizzieren Sie die Hydroisohypsen im Bereich von zg = 1m bis zg = 5m mit einer Schrittweite
Azpr = 1m fiir die Koordinaten 0 < z < 10

(b) Berechnen Sie die Filtergeschwindigkeit mit & = 0,0001ms~! am Punkt P(5, 5); bestimmen Sie

den Betrag und den Richtungswinkel a.

(c) Ist dieses Feld quell- und senkenfrei?
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1.4.2 Losungen

e zu Aufgabe 1 (s. S. 64)

Es sind zwei Schreibweisen moglich:

Koordinatenschreibweise:

7+?+?:(am+bx+cm)7+(ay+by+cy)7+(az+bz+cz)f
—(54+3-6) 1 +(T—-4-9)] +(8+6-5 K
— — — —
d=217—-617 +9k
Matrizenschreibweise:
5 3 —6
Trb+e=|7 |7+ 4 |T+| 9 |F
8 6 -5
-
7
=|543-6 7-4-9 8+6-5 7
) —
k

= <l
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e zu Aufgabe 2 (s. S. 64)

Wenn zwei Vektoren senkrecht aufeinander stehen, ist ihr Skalarprodukt gleich Null.

—

7~b£0 Wenn(E}J_ﬁ)

Das Skalarprodukt zweier Vektoren errechnet sich aus:

b= azby + ayby 4+ ab,

-
_
a-b

0

Da das Skalarprodukt eine skalare GroBe ist, wird aus der Vektorgleichung eine skalare Groflengleichung.

Mit den beiden Vektoren erhilt man:

=l
Il
N.l
<.
]

=l
Il
w
@.l
<l

23+ (-3-—w)+5-2=0

6+3w+10=0
16
w=——
3

—
Damit erhilt der Vektor b folgende Gestalt
16
B =37 + 37 s

e zu Aufgabe 3 (s. S. 64)
a. Berechnung des Skalarprodukts der Vektoren A und Ve

0(zy +yz + 2x) — 0(zy +yz + zx) — 0(zy +yz+ zx)—
(zy +y )7+(yy )?Jr(yy )%

Ve = ox y 0z

:(y+z)7+(:U%-z)?—k(ac—&-y)z>

A Vo= (%) (y+2)+ (¥%2) - (@+2) + (%) - ( +)

b. Berechnung des Produkts der Skalarfelder VA und 0]
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— —
Dazu wird zuerst der Gradient VA = div A gebildet:

9 (z%y) N d (y*=2) N 0 (%z)

va = ox oy 0z

N
VA =2xy+2yz+ 2zx

und dann die skalare Multiplikation ausgefiihrt:

<,0~VZ> = (xy 4+ yz + zz) - 2zy + 2yz + 2zx)

—

p-VA=2- (m2y2 + 2z 2 + 222 + 22 4 2wy + 2Py + x222)

¢. Berechnung des Kreuzproduktes der Vektoren Vi und A
Das Kreuzprodukt ist definiert zu:

Nach den Regeln der Determinantenberechnung wird eine dreireihige Determinante zerlegt in die Summe

der Elemente der ersten Zeile, multipliziert mit den dazugehorigen Unterdeterminaten.
(x+ 2) (ZQx) —(y+ ) (y2z)

—((y+2) (¢%z) - (y +2) (2°y))

(y+2) (yzz) —(x+2) (ny)

<
AS)
X
'S
I
=]
=
=|
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e zu Aufgabe 4 (s. S. 64)

Die Geschwindigkeit ¥ ist die Ortsinderung pro Zeiteinheit:

_)_85)_ 0 3 s ot . -
V=5 _a((t +2t) i —3e * j + 2sin (5t) k)

-

i
72 3 —2t : -
U= g t°+2t —3e 2sin (5t) || 4

—

k

&‘l

v = [ 3242 6e72t 10cos (5t) ] :

S

Daraus ergibt sich der Betrag der Geschwindigkeit zu:

|| = \/(3152 +2)® + (6e=2t) + (10 cos (5t))°

Die Beschleunigung @ ist die Anderungs der Geschwindigkeit pro Zeiteinheit

N v 0 2 - ot -
azﬁza((iﬁt +2)2+6e j+1OCOS(5t)k)

w‘l

7=2 3242 6e2t 10cos(5t) |-
ot

~
=l

sl

= { 6t —12e~2t —50sin (5t) } :

S

Daraus ergibt sich der Betrag der Beschleunigung zu:

@] = \/(68) + (—12¢21)? 4 (—=50sin (5t))”

Fiir die Punkte ¢ = 0 und ¢ = 1 ergeben sich folgende Werte:

— — — —
t v M a |

— — - —
0 27 +65 +10k 11,8322 —127 12

— — — — — —
1|57 +0,8127 +2,837k | 580567 | 61 — 1,624 +47,95% | 48,35
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Der zuriickgelegte Weg s ergibt sich aus dem Integral der Geschwindigkeit iiber den entsprechenden

Zeitraum

|| dt

VE®) + G0) + (1) a

1
= |
t=0

1
= |
t=0

1

s = / \/(3t2 +2)% + (6e=2t)* + (10 cos (5t)) dt
t=0
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1.4. VEKTORALGEBRA UND ANALYSIS
e zu Aufgabe 5 (s. S. 64)

a. Laut Aufgabenstellung ist:
h=zy+yz+xz
und
grad(—k) =0
T = grad(k - h)
=V (k-h)
=(Vk)-h+k-(Vh)
Da gilt:
Vk=0
folgt:
v =k-(Vh)
U =k-V(zy+yz+x2)
Mit
0 — — -
V=—i+—j+k
ox Y z
erhilt man:

Vh 6(xy+yz+xz)7+8(xy+yz+xz)—.>

+3(zy+yz+zz)?
oz dy 0z
—
i
v=Rly+z 2+2 y+2x j
*

T =k g+ 27+ @+ + (g +2)°

b. Ein skalares Feld besitzt dann keine Quellen und Senken, wenn die Divergenz gleich Null ist. Die
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KAPITEL 1. MATHEMATISCHE GRUNDLAGEN

72

Bilanzgleichung am reprisentativen Einheitsvolumen sagt in diesem Fall aus, dass die Summe der Volu-

menstrome hinein- und herausflieBend gleich grof ist.

?
dive =v-7 =0

Daraus folgt, dass das Feld keine Quellen und Senken besitzt.

c. Ein Vektorfeld besitzt dann keine Wirbel, wenn die Rotation gleich null ist.

?7 =

rotv =V x v =0
— — —
i j k
- 0 0 0
rotv = | — - il
ox Jy 0z
y+z T+z yYy+x
0 0
afy(y+x)—%(9:+z)
177 7] (Rera-Lue
voJ gz WY 9, YA
0 0
_afx@*‘z)—afy(lﬂrz) ]
1-1
=[7 3 E’} 1-1 | =0
1—-1

Daraus folgt, dass das vorgegebene Potentialfeld auch keine Wirbel besitzt.



1.4. VEKTORALGEBRA UND ANALYSIS

e zu Aufgabe 6 (s. S. 64)
a. Zur Aufstellung des Hydroisohypsenplanes wird die Ausgangsfunktion als Funktion von y = f(z)
dargestellt. Die Konzentration C(x, y) ist dabei als Parameter zu behandeln
(siche Abbildung 1.1).

Cla,y) =50 (& =5 + (y - 5)°)

y:\/50—C—(m—5)2+5

——Cizy)=0

—a—Cizy)=10
- C(zy)=20
& C(zy)=30
—&— Cizy)=35
——Cixzy)=40
W Cizy)=45

— Clzz)=50

Abbildung 1.1: Darstellung der Konzentrationsverteilung als Aquipotentiallinien

b. Mit
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ergibt sich:

oC (z, y) 80(3: y)— . oC (z,y) —
R gy 7 92

o= (o)
o0 (a5 -97)

VC(z,y) =

VO(z,y) = —2(z — 5)7 —2(y—5)7

Fiir den Punkt P(3, 4) ergibt sich ein Konzentrationsgradient von:
VC(3,4) = -2(3-5)7 —2(4—5)j

VO(3,4) =47 +27

Damit ergeben sich folgende Werte fiir den Betrag und den Richtungswinkel (siche auch Abbildung 1.1):
— —
IVO(3,4)] = ‘4 i +27 ’
16 +4
[VC(3,4)| = 4,47
2
«a = arctan — = arctan 5

4
a=0,46364 £ 26, 58°
e zu Aufgabe 7 (s. S. 64)
a. Zur Aufstellung des Hydroisohypsenplanes wird die Ausgangsfunktion als Funktion von y = f(z)

dargestellt. Die Konzentration C'(x, y) ist dabei als Parameter zu behandeln (siche Abbildung 1.2).

C(z,y) = 125 — ((Qx —10)2 + (y — 5)2)

y:\/125—0—(2x—10)2—|—5

b. Mit

74



1.4. VEKTORALGEBRA UND ANALYSIS

——Cizy)=0
—=—Clzy)=10
—— Cizy)=20
& Clzy)=H
—— C{zy)=6l
——C(zy)=30
—— Cixzy)=100
—Cizy)=125

Abbildung 1.2: Darstellung der Aquipoteniallinien der Konzentrationsverteilung

ergibt sich:

IC(z,y)—  0C(z,y)—  I9C(z,y)—>
ar + oy J 0z k

(125 - ( (22 —10)> + (y — 5)2) -

VC(.Z‘, y) =

( (233—10 +(y —5)?

( (23:—10 +(y —5)?

Fiir den Punkt P (5, 10) ergibt sich ein Konzentrationsgradient von:

VC(5,10) = —4(2-5—10)7 —2(10—5)

VC(5,10) = —10
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Damit ergeben sich folgende Werte fiir den Betrag und den Richtungswinkel (siche Abbildung 1.2):
—
VO, y)| = |-107

IVC(x,y)| = 1022
m

a = arctan L’y)y = arctan —
VC(z,y)x 0
™ 3 A
= —— = —7 = 270°
« 5 27r

e zu Aufgabe 8 (s. S. 64)

a. Zur Aufstellung des Hydroisohypsenplanes wird die Ausgangsfunktion als Funktion von y = f(x)
dargestellt. Die Wasserhohe zg(z, y) ist dabei als Parameter zu behandeln (sieche Abbildung 1.3).

1 (y —10)?
ZR:i(y : )
y=+v2-x-2zp+10

Wertetabelle fiir Abbildung 1.3:

X zr=1 | zg=2 | zp=3 | zp=4 | Zr=5

10 || 14,47 | 16,32 | 17,75 | 18,94 | 20,00

5| 13,16 | 14,47 | 15,48 | 16,32 | 17,07

0 || 10,00 | 10,00 | 10,00 | 10,00 | 10,00

5 6,84 | 553 | 452 | 3,68 | 293

10 553 | 3,68 | 2,25 | 1,06 | 0,00

b. Die Filtergeschwindigkeit berechnet sich nach dem DARCY-Gesetz zu:

U = —k - grad(zg)
Laut Aufgabenstellung ist:
C1(y—10)?
R 2 T
Mit 5 5
— —
d= — — i +=—k
gra 8mz+8y‘7+82
ergibt sich:
T g (Lm0 Oy
ox dy 0
1 (y — 10)° ~ 10
= y-10"2  -10)-
2 22
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—t—7R=] ——7R=2 —g=—=7R=3 —=¢=7R=4 —=¢=zR=5

20 -+

15 o -
1 A

0 o lk grad(z,)| = 1,12%10* m/s
IR = ,
1 ] o =63,43°

] \z\ i 4 < . . R

S Hdecmmmmmmaaaaall D ; ------------------- Y
] P(,57T

O T T T T T T T T T E T T T T T T T T =
0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10

Abbildung 1.3: Darstellung der Hydroisohypsen

Fiir den angegebenen Punkt P(5, 5) ergibt sich die Filtgergeschwindigkeit zu:
. ( 1(5-10)%— (5—10)—.>>

Ty 5 YT

Der Geschwindigkeitsvektor liegt im 1. Quadrant (siche Abbildung 1.3). Der Betrag der Filtergeschwin-

digkeit betrdgt:

— 11— =
vp(s,ss):—’f'(—QZ —13)
m 1\?
= 1= _z —1)?
0,000 5 ( 2) +(-1)

m m
|V ps,5)| = 0,0001§ 1,12 =0, 000112;

Der Betrag des Richtungsvektor o betrigt:

-1
|'@| = arctan % — arctan —
Vg —5

= arctan (2)

|o’| = 1,107 £ 63,43°
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c. Die Quell- / Senkenfreiheit wird an Hand der Divergenz gepriift.

divv = div (—k - grad(zg)) =V - (=k - Vzg) 20

Entsprechend der Losung zu Aufgabe 9D ist:

Da hier laut Aufgabenstellung nur gepriift werden soll, ob Divergenz vorliegt oder nicht, kann formal

durch k dividiert werden (k = const.) und damit ergibt sich:

—k-V-Vzp 20
V.-Vzp =0
) B 1y—10°—  (y—10)—
div (grad(zr)) =V ( 5 42 i+ 7
_ 0 [ 1w=1097) 0 ((y-10)
- Oz 2 a2 Oy T
. —-10* 1
div (grad(zg)) = % + p

~10° 1
lim <(y3>+> =0
rT=>00 xT x

Da dieser Ausdruck nur fiir £ = oo verschwindet, besitzt das Feld Quell- bzw. Senkenaktivititen.
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1.5.1 Aufgaben

1.5 Interpolationsverfahren

—z2/2
1. Firr die Funktion der Normalverteilung y (z) = ¢ , die auszugsweise tabelliert ist:
V2w
x || 1,00 1,20 1,40 1,60 1,80 2,00
y || 0,2420 | 0,1942 | 0,1497 | 0,1109 | 0,0790 | 0,0540

wird der Wert y (x) fiir z = 1, 5 gesucht.

(Losung s.S. 80)

2. Interpolieren Sie die Funktion y=/x fiir die Werte x = 1,03 und = 1, 26 an Hand der Tabelle.

x 1,00

1,05

1,10

1,15 1,20 1,25 1,30

y =7 || 1,00000

1,02470

1,04881

1,07238 | 1,09544 | 1,11803 | 1, 14017

(Losung s.S. 90)

3. Durch die drei Stiitzpunkte (1, —2); (2, 3); (3, 1) ist eine ganze rationale Funktion moglichst niedrigen

Grades zu legen.

Wie dndert sich diese Interpolationsfunktion, wenn man auch noch den Stiitzpunkt (4, 4) dazunimmt?
(Losung s.S. 101)

Interpolieren Sie oben stehende Aufgaben mittels der Verfahren:

a analytische Potenzfunktion

b. LAGRANGEsche Interpolationsformel
c. NEWTONsche Interpolationsformel

d. Spline-Funktion

Peter-Wolfgang Griber

Systemanalyse in der Wasserwirtschaft - Aufgaben und Lésungen



KAPITEL 1. MATHEMATISCHE GRUNDLAGEN

1.5.2 Losungen

e zu Aufgabe 1 (s. S. 79)

a. analytische Potenzfunktion
Der Wert y1, 50 liegt zwischen x = 1,4und z = 1,6

x | 1,40 1,60 1,80

y | 0,1497 | 0,1109 | 0,0790

P(1,4) = y(1,4) = 0,1497 = ag + a1 - 1,4 +ay - 1,42
P(1,6) =~ y(1,6) = 0,1109 = ag + a1 - 1,6 +ag - 1,62

P(1,8) =~ y(1,8) = 0,0790 = ag + a1 - 1,8+ ay - 1,82

X -A=R
1 1,4 1,9 ao 0,1497
X=11 1,6 2,56 |; A= q | R="1 0,1109
1 1,8 3,24 as 0,0790
1,6 2,56 1,4 1,96 1,4 1,96
detX=D=1- _1. 1.
1,8 3,24 1,8 3,24 1,6 2,56

= 0,576 — 1,008 + 0, 448

=0,016
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1.5. INTERPOLATIONSVERFAHREN

0,1497 1,4 1,96
det Ao = Do =1 0,1109 1,6 2,56

0,0790 1,8 3,24

=0,1497-1,6-3,24 + 1,4-2,56 - 0,079 4+ +0,1109 - 1,8 - 1,96
—0,079-1,6-1,96 — 1,8 -2,56-0,1497 — 1,4 -0,1109 - 3, 24

= 0,009832

10,1497 1,96

detAy = Di=|1 0,1109 2,56

10,0790 3,24

0,1109 2,56 0,1497 1,96 0,1497 1,96
= - +

0,0790 3,24 0,0790 3,24 0,1109 2,56

=0,157076 — 0, 330188 + 0, 165868

= —0,007244

1 1,4 0,1497

det Ao = D>=1|1 1,6 0,1109

1 1,8 0,0790

1,6 0,1109 1,4 0,1497 1,4 0,1497
= - +

1,8 0,0790 1,8 0,0790 1,6 0,1109

—0,07322 + 0, 15886 — 0, 08426

=0,00138
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Dy 0,009832
0= 0.016 00
D, 0,007244
= 2 452
“=p 0,016 0,45275
Dy  0,00138
_ e — 0,08625
2= T 0006

P(z) = 0,6145 — 0,45275 - 2 + 0, 08625 - 2

P(1,50) = 0,6145 — 0,45275 - 1,5 + 0,08625 - 1, 57

=0,1294375
Probe:
671,52 /2
1,5) = =0,1295175
y(1,5) N
b. LAGRANGESsche Interpolationsformel
Lineare Interpolation
1
P(z) = 5" (Yo + y1);

1‘0:1,4 1’1:1,6

Yo = 0,1497 | y1 = 0,1109

1
P(1,5) = 3 (0,1497 + 0,1109) = 0,1303;
Quadratische Interpolation
3 3 1
P = —. —. e
(2) 3 Yo+ 4 g Y2

20=1,40 |z =160 | zy=1,80

Yo = 0,1497 | y1 = 0,1109 | yo = 0,0790

3 3 1
P(1,5) = ¢ 0,1497 + 70,1109 — = 0,079 = 0,1294375;
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Kubische Interpolation

(:C)—_i +g _|_g o .
T T T T
rx_1=1,2 o =1,4 r1=1,6 o =1,8

y_1=0,1942 | yo =0,1497 | y; = 0,1109 | yo = 0,0790

1 9 9 1
P(1,5) = —— -0,1942 + — - 0,1497 + — - 0,1109 — — - = 0,1295125;
(1,5) = =5+ 0,1942 + 22+ 0,1497 + - - 0,1109 — = - 0,0790 = 0,1295125;

c. NEWTONsche Interpolationsformel

z0=1,2 yo=0,1942

Ayo = —0,0445
z1=1,4 y =0,1497 A?yo = 0,0057
Ay; = —0,0388 A3y = 0,0012
Ty =1,6 yo=0,1109 A2y, = 0,0069 Atyg = —0,0012
Ayg = —0, 0319 A3y1 =0
z3=1,8 y3=0,0790 A2y, = 0,0069
Ays = —0,025

Ty = 2,0 Yg = 0,0540

Der Wert « = 1, 50 liegt zwischen x; und xo, h; = x;41 —x; = 0,2

Lineare Interpolation

A 0,0388
Pl(ac):y1+%-(x—x1):0,1497— ry

(1,5—1,4) = 0,1303;

Quadratische Interpolation

A 2
Poa) =y + =2 (@ —21) + o - (o —@1) - (@ = 2a);
Py(1,5) =0,1497 — 0’03288 (1,5 —1,4) + 0 %O?)i (1,5-1,4)-(1,5—-1,6) = 0,1294375;

Kubische Interpolation
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d. Spline-Funktion

a; = Yi

00105:0

i 0 1 2 3 4 5
x; || 1,0 1,2 1,3 1,4 1,5 1,6
y; || 0,242 | 0,1942 | 0,1497 | 0,1109 | 0,0790 | 0, 0540
hi = Ti4+1 — T4 10,2
hi+ hit1=0,4

Pi(x) :=a; +b; - (x — ;) +¢; - (x—2)* +d; - (x — x;)3

84

2~(h0+

0,8 0,2

0,2 0,8

C1
C2

C3

C4

A-C=R;
hy) hy 0
2-(h1 + h2) ha
ho 2 (ha + h3)
0 hs
0 0 _
0,2 0
0,8 0,2
0,2 0,8
_ . 2
2
R=
T3
T4

hs

2 (hg + hy)
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3
Ty = E (@iy1 —ai) —

ry =15-(0,1497 — 20,1942 + 0, 242) = 0, 0495

hi—1

re = 15-(0,1109 — 2 - 0,1497 + 0,1942) = 0, 0855

ry =15- (0,079 — 20,1109 + 0, 1497) = 0,1035

ry =15-(0,054 — 2-0,079 + 0,1109) = 0, 1035

det A= D=0,8-

= 0,8 (0,512 — 0,032 — 0,032) — 0,2 - (0,128 — 0, 009)

= 0,3344

0,8 0,2
0,2 0,8

0 0,2

0, 0495
0, 0855
0,1035

0,1035

0
0,2

0,8

—0,2-

0,2
0,2

0

(@i —ai—1) =15+ (a1 — 2+ a; + a;—1)

0 0
0,8 0,2

0,2 0,8
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0,0495 0,2 0 0

0,085 0,8 0,2 O
detA1 = Dl =

0,1035 0,2 0,8 0,2

0,1035 0 0,2 0,8

0,8 0,2 0 0,0855 0,2 0

=0,0495-1 0,2 0,8 0,2 |—0,2-]10,1035 0,8 0,2

0 0,2 0,8 0,1035 0,2 0,8

=0,022176 — 0,007776

=0,0144

0,8 0,095 0 0
0,2 0,085 0,2 0
det A2 = D2 =
0 0,1035 0,8 0,2

0 0,1035 0,2 0,8

0,0855 0,2 0 0,2 0,2 0
=0,8-10,1035 0,8 0,2 |—0,0495-1 ¢ 0,8 0,2

0,1035 0,2 0,8 0 0,2 0,8

=0,8-0,03888 — 0,0495- 0,12

=0,025164
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0,8 0,2 0,0495 0
0,2 0,8 0,0855 0
detA3= D3:
0 0,2 0,1035 0,2

0 0 0,1035 0,8

0,8 0,0855 0 0,2 0,0495 0
=0,8-10,2 0,1035 0,2 |—0.2-1 0,2 0,1035 0,2

0 0,1035 0,8 0 0,1035 0,8

=0,8-0,036 —0,2-0,045

=0,0279

0,8 0,2 0 0,0495

0,2 0,8 0,2 0,0855
detA4: D4=

0 0,2 0,8 0,1035

0 0 0,2 0,1035
0,8 0,2 0,0855 0,2 0 0,0495
=0,8-10,2 0,8 0,1035 |—0,2-1 0,2 0,8 0,1035

0 0,2 0,1035 0 0,2 0,1035

=0,8-0,04896 — 0,2 - 0,01242

= 0,036684

Dy 0,0144
Cl = — =

D 0,3344

=0, 0430622

o = 0,0752511

c3 = 0,083433;

¢4 = 0,1097009
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1 h;
bi = E(ai+1 —a;) — g(ciJrl —2-¢)
1 0,2
bo = 50,1942 — 0,242) — ~2=(0,0430622 — 2 0) = 0, 2418708
1 0,2
b = 02 (0,1497 — 0,1942) — 3 (0,0752511 — 2 - 0,0430622) = —0, 2217751
1 0,2
by = 55(0,1109 — 0,1497) — ==(0,083433 — 2 0, 0752511) = —0, 1895287
1
by = 5=5(00790 — 0,1109) — ==(0, 1097009 — 2. 0, 083433) = ~0, 1556889
1 0,2
by = 5-5(0,0540 — 0,0790) — =2=(0 — 2-0,1097009) = ~0, 1103752
1
di = 3. hi (Ci+1 — Ci)
1
do = ﬁ(o, 0430622 — 0) = 0,0717703
1
dy = ﬁ(0’0752511 —0,0430622) = 0,0536481
1
do = 0.6 (0,083433 — 0,0752511) = 0,0136365
1
ds = 0.6 (0,1097009 — 0,083433) = 0, 0422848
1
dy = 0.6 (0 —0,1097009) = —0, 1828349
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Py(x) = 0,242 — 0,2418708 - (z — 1) + 0,0717703 - (x — 1)*
1,0<x<1,2;

Py(z) = 0,1942 — 0,2217751 - (x — 1,2) + 0,0430622 - (z — 1,2)? + 0,0536481 - (z — 1,2)?
1,2<2x<1,4

Py(x) = 0,1497 — 0,1895287 - (z — 1,4) +0,0752511 - (z — 1,4)* 4 0,0136365 - (x — 1,4)3
1,4<z<1,6

Ps(x) = 0,1109 — 0, 1556889 - (x — 1,6) + 0,083433 - (z — 1,6)% 4 0, 0422848 - (x — 1,6)>
1,6 <2 <1,8

Py(x) = 0,0790 — 0,1103732 - (z — 1,8) +0,1097009 - (z — 1,8)% — 0,1828349 - (z — 1,8)3

1,8 <z <2,0

89



KAPITEL 1. MATHEMATISCHE GRUNDLAGEN

e zu Aufgabe 2 (s.S. 79)

a. analytische Potenzfunktion
L.) Interpolation von /1,03
Der Wert 1,03 liegt zwischen z = 1,0 und = = 1,05

x | 1,00 | 1,05 | 1,10

y | 1,00 | 1,0247 | 1,04881

P(x):a0+a1~x+a2~x2

P(1,00) = y(1,00) = 1,00 = ag + ay - 1,00 + a - 1,00?
P(1,05) = y(1,05) = 1,0247 = ag + a1 - 1,05 + ay - 1,052

P(1,10) = 5(1,06) = 1,04881 = ag + a; - 1,10 + ay - 1, 10>

X -A=R
11 1 ao 1,00
X=11 1,05 1,1025 | A= g |; R=1 1 0247
1 1,1 1,21 as 1,04881
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1.5. INTERPOLATIONSVERFAHREN

det X = D = 0,00025

1,00 1 1
det Xo = Do =| 1,0247 1,05 1,1025

1,04881 1,1 1,21

) 9

= 0,0000955

1 1,00 1
det Xy =Dy =|1 1,0247 1,1025

1 1,04881 1,21

7

= 0,000183975

1 1 1,00
det Xo=Do=|1 1,056 1,0247

1 1,1 1,04881

= —0, 0000295
D
ap = 30 = 0,382
D
ay = Dl =0, 7356
D
ap = 32 =-0,118

P(z) = 0,382 +0,7356 - 2 — 0,118 - 2*
x=1,03

P(1,03) = 1,0144818

Probe:
v 1,03 =1,0148892

ap+ a1+ a2 =0,9996 =~ 1;
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II) Interpolation von,/T,26
Der Wert 1, 26 liegt zwischen x = 1,25 und = = 1, 30.

92

x | 1,20 1,25 1,30

y | 1,09544 | 1,11803 | 1,14017

P(1,20) =~ y(1,20) = 1,09544 = ag + a1 - 1,20 + as - 1, 202

P(1,25) =~ y(1,25) = 1,11803 = ag + a1 - 1,25 + ay - 1,252

P(1,30) =~ y(1,30) = 1,14017 = ap + a1 - 1,30 + as - 1, 302

X -A=R
1 1,2 1,44 ao 1,09544
1 1,25 1,5625 | A= | g |; R="1 1,11803
1 1,3 1,69 as 1,14017

det X = D = 0,00025;
det Xo = Dy = 0,00010457
det X; = Dy = 0,000168075

det Xy = Dy = —0,0000225

D
ap = 30 =0,4184
D
a = 31 =0,6724
D
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P(z) =0,4184 +0,6724 - 2 — 0,09 - 2°
z=1,26

P(1,26) = 1,12274

Probe:
v/ 1,26 =1,1224972
ag + a1 +as = 1,0008z 1
b. LAGRANGEsche Interpolationsformel

I.) Interpolation von,/T,03

l‘():l,oo .13121,05 .1‘2:1,10

yo=1,00 | y1 = 1,0247 | yo = 1,04881

I _ (x—-1,05)-(z—1,1) (x—1,05)-(z—1,1)
@) = T 05 A-11) 0,005

Li(x) = (x—1)-(x—1,1) :_(x—l)-(ac—l,l)
! (1,05 —1)- (1,05 —1,1) 0,0025
L()_(x—1)~(:n—1,05)

2@ = 0,005

P(x) = Lo(z) - yo + L1(x) - y1 + La(x) - 42

n 0,005 0,0025

(x—1)-(x —1,05)
0,005

Pla) = (x—1,05) - (x—1,1) n (x—1)-(x—1,1) 11,0247+

-1,04881

P(1,03) = 1,0148908

/1,03 = 1,0148892

IT) Interpolation von,/T,26

330:].,20 1‘1:1,25 LE2:1,30

yo =1,09544 | y; = 1,11803 | yo = 1,14017
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C.

L.

Lo(x) = (r—1,25)-(x—1,3)  (z—1,25)-(x—1,3)
=2 1,25 (1,2 1,3) 0,005
(x—1,2) - (x—1,3) (x—1,2) - (x—1,3)
Ll(l‘) = = —
(1,25 —-1,2) - (1,25 - 1,3) 0,0025
(x—1,2) (x—1,25) (x—1,2) - (x—1,25)
(1,3—1,2) - (1,3 —1,25) 0,005
(x —1,25)- (x — 1,3) (x—1,2) - (z—1,3)
P(x) = -1 44 — -1,11803
(@) 0,005 » 095 0,0025 +
(x—1,2) - (z—1,25)
-1,1401
0,005 ’ 7
P(1,26) = 1,122494
V1,26 =1,1224972;
NEWTONsche Interpolationsformel
l‘():l,OO yozl,OO
Ay = 0,0247
xy =1,05 g =1,0247 A%y, = —0,00059
Ay, = 0,02411 A3yy = 0,00005
o =1,10 1y, = 1,04881 A2y, = —0,00054
Ay, = 0, 02357 A3y, = 0,00003
z3=1,15 y3=1,07238 A?yp = —0,00051
Ays = 0,02306 A3y, = 0,00004
x4 =1,20 4 = 1,09544 A%ys = —0,00047
Ays = 0,02259 A3ys = 0,00002
5 =1,25 ys=1,11803 A2y, = —0,00045
Ays = 0, 02214
e =1,30 1y =1,14017
Interpolation von./T,03

Der Wert x = 1, 03 liegtzwischen zo und x4, h; = ;41 — x; = 0,05

Lineare Interpolation
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1.5. INTERPOLATIONSVERFAHREN

Quadratische Interpolation

A A2
Po(w) =0+ 5+ (@ = o)+ gy (0 = m0) - (@ =)
0,00059
Py(1,03) = Py(1,03) = === - (1,03 = 1) - (1,03 — 1,05)
=1,01482T71,;

Kubische Interpolation

Adyg
Pg(.’E) = PQ(IIJ) + 3173 : ($ — IIJ()) : (I’ — 1171) . (I’ — 1132);
0,00005
P3(1,03) = Py(1,03) + ==z - (1,03 = 1) (1,03 — 1,05) - (1,03 — 1,1)
=1,01482738;

Probe:

/1,03 = 1,0148892;

II) Interpolation von,/T, 26

Der Wert © = 1, 26 liegt zwischen x3, x4, x5 und .

Lineare Interpolation

Fiir lineare Interpolation benutzen wir die Punkte x5 und x¢.

A
Pi(e) = ys + =7 - (@ - v5);

0,02214

Py(1,26) = 1,11803
1(1,26) = 1, + 0,05

(1,26 — 1,25)

=1,122458;

Quadratische Interpolation

A A2
Pz(x):y4+%'(x7x4)+2!.z42 (=) - (z— 25);
0, 02259 0.00045
Py(1,26) = 1,09544 4 - (1.26—1.92) — 2
2( ’ ) ) + 0705 ( ) 5 ) 07005

= 1,122494;

(1,26 — 1,2) - (1,26 — 1,25)
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Kubische Interpolation

A A?y:
Pg(flj):y3+%'($—$3)+ﬁ'($—$3)'(1’—$4)+
Adys
+3!.h3-(xfz3)~(a:fz4)~(scfz5);
0, 02306 0,00047
P3(1,26) = 1,07238 4 =022 - (1,26 = 1,15) — = -oon - (1,26 = 1,15) - (1,26 — 1,2) +
0,00002
(1,26 — 1,15) - (1,26 — 1,2) - (1,26 — 1,2
6'07053 (7 6 75) (76 ’) (’ 6 75)
—1,1224934;

Probe:

V1,26 = 1,1224972;

d. Spline-Funktion

y(z) =V
illo 1 2 3 4
x; || 1,00 | 1,05 | 1,10 1,15 1,20

vi || 1,00 | 1,0247 | 1,04881 | 1,07238 | 1,09544

hi = xi41 — 23 =0, 05; hi + hiv1 =0,1;
a; = Yi; co = cq = 0;

Piz)=a;+b;-(x—2) e (z—2)* +di - (. — x;)°
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2 (ho + hn) I 0
A= hy 2 (h1 + hy) ha
0 ho 2 (hy + h3)
_ 0,2 0,05 0

=005 0,2 005

0 005 02
1 1
C= Co ) R = o
c3 T3
3 3
ri = (aip1 —a;) — (a; —aj—1) =60 (ait1 —2-a; +a;—1)
h; hi—1

ry =60 (1,04881 — 21,0247 + 1) = —0, 0354
ro =60 - (1,07238 — 2 - 1,04881 + 1,0247) = —0, 0324

rs =60 - (1,09544 — 2 - 1,07238 + 1,04881) = —0, 0306

—0,0354
R=1 —0,0324
—0,0306
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0,2 0,05 0

detA=D=] 0,05 0,2 0,05 |=0,008—0,0005-0,0005= 0,007

0 0,05 0,2

—0,0354 0,05 0
det Ay =D1=1| —0,0324 0,2 0,05

—0,0306 0,05 0,2

0,2 0,05 ~0,0324 0,05
= —0,0354 - ~0,05-
0,05 0,2 —0,0306 0,2

= —0,00108

0,2 —0,0354 0

det Ao =Dy =1 0,05 —0,0324 0,05 | = —0,000636

0 -0,0306 0,2

0,2 0,05 —0,0354

det A3 = D3 =10,05 0,2 —0,0324 | = —0,000912

0 0,06 -0,0306

D
¢ = 31 — 0,1542857

co = —0,0908571

c3 = —0,1302857
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%

3 (Ci+1 -2 Ci)

1
b; = le‘ (aiv1 — a;)
0,05

1
by = ——(1,0247 — 1)

—0,1542857 — 2 -
005 (—0, 1542857 — 2 - 0)

= 0,4965714

1 0,05
by = (1,04881 — 1,0247) — == (0, 0008571 — 2~ (~0, 1542857))

0,05

= 0,4785714

(—0, 1302857 — 2 - (—0,0908571))

1 0,05
by = ——(1,07238 — 1,04881) — —
2 0’05( ,07238 — 1,04881) 3

= 0,4705428

0,05
(1,09544 — 1,07238) — ’T(O +2-0,1302857)

b =
70,05

= 0,4568571

R
“h,
1

di = (cit1 —ci)

w

dop =

(—0, 1542857 — 0) = —1,0285713

o

=
ot

)

dy = (—0,0908571 + 0, 1542857) = 0, 4228573

e
t

1
1

dy = (-0, 1302857 + 0,0908571) = —0, 2628573

e
t

1
1
dy =

(0+0,1302857) = 0,8685713

=]

1

t

99



KAPITEL 1. MATHEMATISCHE GRUNDLAGEN

Py(z) =14 0,4965714 - (z — 1) — 1,0285713 - (z — 1)3;
1,0 < x < 1,05
Py(x) = 1.0247 +0,4785714 - (z — 1,05) — 0, 1542857 - (z — 1,05)>+
+0,4228573 - (z — 1,05)3;
1,05 <z <1,1;
Py(x) = 1,04881 + 0,4705428 - (z — 1,1) — 0,0908571 - (z — 1,1)%—
—0,2628573 - (z — 1,1)®
1,1 <z <1,15;
Py(z) = 1,07238 4+ 0,4568571 - (x — 1,15) — 0,1302857 - (z — 1,15)%+
+0,86857134 - (z — 1,15)3

1,15 <z < 1,20;
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e zu Aufgabe 3(s.S. 79)
Gegeben sind die Stiitzpunkte:

(E(]Zl 1‘1:2 £C2:3 .’b5:4

y0:72 y1:3 y2:1 y3:4

Fiir drei Punkte: zq, 1, x2.gilt:

P(x) = Lo(z) - yo + L1(x) - y1 + La(x) - y2;

Lo(z) = (a(f; - 2; : Eio—z;i) (z — 2)5@ ~3)

L) = i = (e ) (e 3)

Lo(x) = (i;”: - ; : Eiz—_w;i) BCENRCED

Pr)=—2 (-2 (t-3) -3 (-1 -(z—3)+ - (z—1)-(z—2);
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Fiir vier Punkte: ¢, 1, x2, x3.gilt:

P(z) = Lo(w) - yo + Li(x) - y1 + La(x) - y2 + La(z) - y3

—_

_ (@-wm) @—z)(w—23) _ L ooy
Lo@) = G =20 (wo—w2) - (@o—mg) ~ 6 D @=3)-@=D

B (x — ) - (x — z2) - (x — x3) _1. e—1) (2 —3) (& —
Ll(x)_(xl_xo).(xl_m)_(xl_xg)—2 (z=1)-(x=3)-(z—4)

_ (@-mz)-(z—z) (x—x3) 1 1)z —2) - (—
L2($)_(szl‘o)'(szl‘l)'(SCz*x:})_ 5 (@—1)-(x-2)-(z-4)

Ls(x) = (x—xg) - (x —x1) - (. — x2) :%~(ajfl)~(x72)‘(aj73)

(x3 — o) - (w3 — 1) - (T3 — T2)
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1.6 Gewohnliche Differentialgleichungen

1.6.1 Aufstellen von Gleichungen

1.6.1.1 Aufgaben

1. Der Grundwasserwiederanstieg und damit das Auffiillen der Restldcher in den ehemaligen Braunkohlen-
tagebauen dauert unter natlirlichen Bedingungen zu lange. Deshalb wird versucht durch Fremdeinspei-
sung den Auffiillvorgang zu beschleunigen.

Stellen Sie fiir den Auffiillvorgang h; 2)(t), ohne Beriicksichtigung des Grundwasserleiters und even-
tuellen Grundwasserneubildungsraten, die Differentialgleichung auf. In allen Fillen soll die Anfangsbe-

dingung (h;—o(1,2) = 0) gelten. (Losung s. S. 106)

(a) konstanter Volumenstrom (siche Abbildung 1.31)
(b) variabler Volumenstrom (sieche Abbildung 1.5)
(c) gekoppelte Speicherkaskade (siche Abbildung 1.6)

(d) Vi + Vo = const

v

—]

h(t)

S,

Abbildung 1.4: Fiillvorgang eines Restloches mit konstantem Volumenstrom

2. Stellen Sie fiir folgendes hydraulische Schema (siehe Abbildung 1.7) mit zugehorigem Blockmodell die
Differentialgleichung auf.
Gehen Sie dabei von linearisierten Verhédltnissen und einem homogenen, isotropen Grundwasserleiter

mit folgenden Parametern &k = 5 - 10_4%; ng = 0,2; Zrmaitter = 20m; [ = 50m aus: (Losung s. S. 110)

3. Fiir die Wasserstandsregelung eines Bewdsserungsgrabens wird eine Schwimmerregelung eingesetzt
(siehe Abbildung 1.8).

Peter-Wolfgang Griber Systemanalyse in der Wasserwirtschaft - Aufgaben und Lésungen
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hydr

h(t)

Abbildung 1.5: Fiillvorgang eines Restloches mit variablem Volumenstrom

hy(t) h,(t)

ul2

A th dr2 A

L

Abbildung 1.6: Gekoppelte Speicherkaskade
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Zg
hFl 7
1
i\
\'/
hy, 7 Eei
R == C

Abbildung 1.7: Schematische Darstellung des Grundwasserspiegels mit Blockschaltbild

/>

max

!

Abbildung 1.8: Wasserstandsregelung eines Bewisserungsgrabens

Stellen Sie die Differentialgleichungen auf, mit denen der Wasserstand H berechnet werden kann. Die
Flache des Behilters betrigt A. Der Volumenstrom V st abhingig vom Wasserstand H (Losung s. S.
111).

V =K Ve (Huaw — H)
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1.6.1.2 Losungen

e zu Aufgabe 1 (s. S. 103)

a. Konstanter Volumenstrom

Das Wasservolumen im Restloch (siche Abbildung 1.9) berechnet sich zu:

WLl

Abbildung 1.9: Fiillvorgang eines Restloches mit konstantem Volumenstrom

V=A-h

Die Anderung des Volumens pro Zeiteinheit ergibt sich zu:

AV d(A-h)
dt ~—  dt

Stellt man jetzt die Bilanzgleichung auf, dass die Anderung des Volumens im Restloch dem Zustrom gleich

sein muss, so erhélt man:

AVResti
dt
d(A-h)
dt

dA

dh
=h— +A—
dt * dt

VZustv" =

Fiir den hier vorliegenden Fall, dass die Fiillfliche konstant ist A = const. ergibt sich:

dh :
A— =V ustr
dt Zust

Bei der Losung dieser Differentialgleichung miissen die Zeitabhéngigkeit des Zustrom beachtet und entspre-

chende Anfangsbedingungen eingefiihrt werden.
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b. Variabler Volumenstrom

An Hand des Schemas (siche Abbildung 1.10) kdnnen folgende Bilanz- und Energiegleichungen aufgestellt

werden.

<

Abbildung 1.10: Fiillvorgang eines Restloches mit variablem Volumenstrom

AV he - (1)
dt N Rhyd'r

V=A-h(t)
dv dh(t)
dt dt

Diese beiden Gleichungen werden im Sinn der Bilanzierung gleichgesetzt.

hp — h(t) 4. dh(t)
Rhydr B dt
dh(t
Rpyar - A - % + h(t) = hp

c. Gekoppelte Speicherkaskade

An Hand des Schemas (siche Abbildung 1.11) kdnnen folgende Bilanz- und Energiegleichungen aufgestellt

werden.

dVzur  hrr— ha(2)

dt Rhydrl
V1 = A1 . hl (t)

av; dhy (t)
dt Vde
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KAPITEL 1.
Rhydrl VZull
h,(t) h,(1)
o Zul2
Al Rhyer A
e / i PPy
//////// //// // / Pt P e
Abbildung 1.11: Gekoppelte Speicherkaskade
Diese beiden Gleichungen werden im Sinn der Bilanzierung gleichgesetzt
hri — h(t) 4 dhq(t)
7 = A —Z
Rhydr dt
dh
Rigars - Ar- P 1) = (11)

Die Flachen sollen hier als konstant angenommen werden. Fiir den Fall der zeitlich variablen Flachen muss die

Differentiation entsprechend Losung 1a durchgefiihrt werden. Fiir das Restloch 2 gilt entsprechend

dVzuiz _ hi(t) — ha(t)
dt Rhyer
~ Ay ha(l)
Vi dhs(1)
a2 _ oy
2Tt

dt

Diese beiden Gleichungen werden im Sinn der Bilanzierung gleichgesetzt
hi(t) — ho(t) A dhs(t)
2 = Ay
Rhyer dt
dho(t
Rhydr2 < Ag - th( ) + ho (t) = hl(t) (12)

Damit hat man zwei gekoppelte Differentialgleichungen erster Ordnung (Gleichungen 1.1 und 1.2) erhalten
Setzt man Gleichung 1.2 in Gleichung 1.1 ein, so erhélt man eine Differentialgleichung zweiter Ordnung (siche

Gleichung 1.3). Dabei soll
Rhydrn : An =T,

dh1(t
Rpyar - Ax - ;t( ) +hi(t) = hr

d (T - 42 4 py(4)
T, - ( 2" - 2 )+(T2 dh;()+h2( )> = hp
2
Tl'T2'%22(t)+(T1+T2) dh;()+h2() hri (1.3)

gesetzt werden:
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d Vi+Vo=const=V

dh
hl_hQ:Rhyd'rn'AA'dit2
Vi=A:-hy Vo =A5-ho
V — Ashs
[ ——
1 1
Vv Ao dho
S 2y hy = Rpyarn - A2
A, A 2T dt
Ay

dh
Rhydrn . 14272 + h2 (1 + I
1

dt

_V
-
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e zu Aufgabe 2 (s. S. 103)

Nach den Grundgesetzen der Dynamik und des Massenerhaltungsgesetzes (Bilanzgleichung) konnen folgende
Gleichungen (siehe auch Gesetze der Rohr- und Gerinnehydraulik) fiir das angegebene Blockschaltbild (siche
Abbildung 1.12) formuliert werden.

L 4

Abbildung 1.12: Schema der GrundwasserflieBverhiltnisse

In Anlehnung an das DARCY-Gesetz erhélt man:

Az R
r = k .
v Az
he —
V=A-v=Fk-b-D- %ZR
b senkrechte Breite des Grundwasserleiters
l Lange zwischen Fluss und Grundwasserbeobachtungsrohr (GWBR)
D Durchstromte Méchtigkeit des Stromungsfeldes
Unter Definition eines Stromungswiderstandes
B l o
k-zg-b T-b

erhilt man:
hFl = V . R + ZR
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Die Bilanzgleichung gibt die gespeicherte oder freigegebene Wassermenge pro Zeiteinheit wieder:

: dZR
V=S5 - A—
S dt

So gespannter GWL

no ungespannter GWL

'_ dZR
V=C il

Damit erhdlt man folgende DGL

dz
hFl:R‘CTf+ZR

Fiihrt man die Zeitkonstante 7%, nicht zu Verwechseln mit der Transmissibilitét T, ein, so lautet die Differenti-
algleichung:
Th=R-C

dz
Tlanz +2z2r = hpy

e zu Aufgabe 3 (s. S. 103)

An Hand des Schemas (siche Abbildung 1.13) konnen folgende Bilanz- und Energiegleichungen aufgestellt

werden. Das Wasservolumen im Behiélter berechnet sich zu:

VBeh =A-H

Die Anderung des Volumens pro Zeiteinheit ergibt sich zu:

dVgen,  d(A-H)

dt dt

Stellt man jetzt die Bilanzgleichung auf, dass die Anderung des Volumens im Behilter der Differenz zwischen

Zustrom und Abfluss gleich sein muss, so erhélt man:

dVB eh
dt

VZustr - VA =

Fiir den hier vorliegenden Fall, dass die Fiillflache konstant ist A = const. ergibt sich:
dH

Aizv usr_V
dt Zust A
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Bei der Losung dieser Differentialgleichung miissen die Zeitabhédngigkeit des Zustroms beachtet und entspre-
chende Anfangsbedingungen eingefiihrt werden.

Laut Aufgabenstellung ist:
VZustr =K- Vmax . (Hmax - H)

Damit erhdlt man folgende Differentialgleichung:

:K'Vmax' (Hrnax_H) _VA
dt
A% +K'Vmax -H = K‘Vmax 'Hmax *VA

/>

max

!

Abbildung 1.13: Wasserstandsregelung eines Bewédsserungsgrabens
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1.6.2 Analytische Methoden - DGL erster Ordnung

1.6.2.1 Aufgaben

1. Geben Sie die allgemeine Losung folgender DGL an: (Losung s. S. ??)

/

a. y =(y—3)cosz
b. ¢ =Y

c. y'sinz=ylny
d 2oy +% =0

e. yY+y+e*=0

f. ¥+ % =sinzx

d

g. d—f+t2~x:2t2

h. ¢ = —ay? mit y(0) =2
d

i £+t2x=0 mit  z(0) =3
dx

j- ta—xzﬂcost mit x(m/2) =7
Fiir die Aufgabe g. ist ein ausfiihrlicher Losungsweg beschrieben
2. Fiir ein System mit einfacher Speicherwirkung gilt die DGL Tz, + 2, = Kz,
(zo AusgangsgroBe, . EingangsgroBe, T’ Zeitkonstante, K proportionaler Ubertragungsfaktor).

Wie dndert sich die Ausgangsgrofie x,, in Abhdngigkeit von der Zeit ¢,wenn gilt v, = ¢t (¢ = const.)?
3. Bestimmen Sie jeweils die allgemeine und die durch Anfangsbedingungen festgelegte spezielle Losung:

a. Yy =zy+2x mit y(0)=2
b. ¢y +2ly=2? mit  y(2)=1

4. Fiir das hydraulische Schema (sieche Abbildung 1.14) mit zugehorigem Blockschaltbild gilt die Differen-
tialgleichung:
hpr=R-C dzi + zr
dt
Dabei ist von linearisierten Verhédltnissen und einem homogenen, isotropen Grundwasserleiter mit fol-
genden Parametern k =5 - 10’4%; ng = 0, 2; 2Zrmittet = 20m; I = 50m ausgegangen worden.
Berechnen Sie die Anderung des Wasserstandes, wenn sich der Flusswasserespiegel in erster Niherung

wie folgt dndert:

(a) sprunghaft (hp; = hpyp - 1(¢)) und
(b) sinusformig (hp; = hppm sin(w - t) + hpro, mitw = 27 /7 und 7 = 7 Tage)

(Losung s. S. 129)

5. Fiir die Konzentrations C' durch Sorption von Schadstoffen an der Bodenmatrix soll folgende DGL gel-
ten:
nC+C=K
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Zg
hFl 7
1
i\
\'/
hy, 7 A
R == C

Abbildung 1.14: Schematische Darstellung des Grundwasserspiegels

wobei 17 eine Zeitkonstante und K eine Konstante sein sollen. 77 = 1d, K = 100

Die Konzentrationsénderung zum Zeitpunkt ¢ = 0 soll C(0) = 0 sein.

(a) Losen Sie die DGL mittels der analytischen Methoden und berechnen Sie die Konzentrationsdnde-
rung fiir den Zeitpunkt ¢ = 1d.
(b) Skizzieren Sie den prinzipiellen Zeitverlauf der Konzentrationsdnderung.

(Losung s. S. 137)

6. Der Grundwasserwiederanstieg und damit die Auffiillung der Restlocher in den ehemaligen Braunkoh-
lentagebauen dauert unter natiirlichen Bedingungen zu lange. Deshalb wird mit einer konstanten Fremd

einspeisung der Auffiillvorgang (h;—o = 0) beschleunigt. (sieche Abbildung 1.15)

dh :
AE = VZustr

Losen Sie diese Differentialgleichung mittels analytischer Methoden (Losung s. S. 138).
\Y

—]

h(t)

Abbildung 1.15: Fiillvorgang eines Restloches

114



1.6. GEWOHNLICHE DIFFERENTIALGLEICHUNGEN

7. Es ist folgende Differentialgleichung gegeben:

dh .
a+k-h:g mit hi—g =0

g=0,015m s 'und k = 0,01s!
Losen Sie die Differentialgleichung mittels analytischer Methoden (Ldsung s. S. 139).
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1.6.2.2 Losungen

e zu Aufgabe 1 (s. S. 113)
a. Ausgangsgleichung: y' = (y — 3) cosz

d 1
ﬁ:(y*3)cosx:>ﬁzcosxdm
1 .
73dy: coszdz = In |y—3| —InC = sinz
y_
-3 )
ln%zsinx:c.ebmx:y_g
y:C.esinz+3
Probe:
y/:(y*3)cosx; y:C’.eSinm+3
y/ =C - -coszx- esinz
C’-cosx~eSin’”;(y_3)cosx

(y _3) COSIT = ((C esinw _|_3) _3) cosz =C - cosz - esinw

!

y' = (y—3)cosx

b. Ausgangsgleichung: i/ = e* 1Y

W _ oo

1, =¢ e
d, ,

/%:/ezdxﬁ/e_ydy:ex—C
e

—eV=e"-C=¢eY=C-¢"
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1.6. GEWOHNLICHE DIFFERENTIALGLEICHUNGEN

Probe:

1
! Tty _
y=e"  y=ho—r7
xT
e
!
vy = w
C—e
ety — gz tin o _ P =
1 e’
:ea: . =

c. Ausgangsgleichung: ¢/ sinx =y - Iny

dy dx x x
/ / :ln’tan§‘+ln0—ln(0~‘tani’)

ylny  J sinz

dlny x x
/ Iy —ln(C~‘tan§‘):>ln \lny\—ln(C-‘tan§‘)

X
1 :C-‘t f‘
ny an2

C-|tan%‘

y=e

Probe:

y/ zsinx.ylny; y:eC-tan<%>
Cuan(3) . __32
! ‘tan( Z D)
Yy = C-e 5) .
cos? (g)
y-Iny = e’ tan($) 1y eCtan(3) — ¢ tan (g) . oCtan(3)
y -sinx = C BC tan(%) sinx
2cos? (£)
_ . Ctan(z) 2INFCOST o cang
2cos? § 9

y sinz < ylny
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d. Ausgangsgleichung: 2xy’ + y; =0

2xy’ = _¥
T
dy y? dy /da:
- =—-== —=— | —=+C
dz x? 2 222 *
1 1 1 1
——=—|-= C=—+C
Y 2 ( 1:) + 2x *
_ 2z
Y 1+2Cx
Probe:
2
Y 2z
2zy + & = 0; =
7Y+ x ’ Y 14+ 2Cz
,__2(1+20x)—m~20__ 2
(1+2Cz)* (1+2Cz)°
9 42
Yy = ——"3
(1+2Cx)
2 2.2 422
9zy + L = — T 4 i =0

x (142Cz)*  =(1+2Cx)

e. Ausgangsgleichung: ¢’ +y +e* =0

y+y=—e

d d
y’+y:0:>—y:7y:>7:7dm
dz
/dfy*mc:/dwﬁlng:f:c:>y:C~ef"”
Yy C
y=C-e"-C-e"=C-e"-C-e"+C - e"=—-¢"

1

C'=—e* = dC = f/e%d:wcl = C = 76% +Cy
1

Yy = <—2 ce? —|—C’1) e’

Probe:
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1.6. GEWOHNLICHE DIFFERENTIALGLEICHUNGEN

f.  Ausgangsgleichung: ¢’ + £ = sinz

dy_ v
dz x
d dx
—y:f/—+lnC
Y x
C
Inly| =In—
||
C C(x) , Cx—-C
Yy=— =9y = :}sz
Cx—-C . . .
——— t+ 5 =sinz = — =sinz = —— =uwsinz
x x T dx
C’z/xsinxdm—&—Cl =sinx —xcosz +C4
sin x 1
Yy = —cosx + —
x x
Probe:
, Y . sin x
Y + = =sinz, Yy = —COST + —
x x
, Tcosr—sinx C
Yy =——>—"—+tsnzr— —
x x
, Yy xcosx—sinz C sinxz cosz C
y+=—=—F5—"—++snr— — — —
x x? x? x? x x?

=sinz

: fa dz 2 __ 942
g.  Gegeben ist die inhomogene DGL 7 +¢° -z = 2t
Variante 1

Zuerst wird die Losung der homogenen DGL gesucht:

Mittels der Methode der Trennung der Variablen erhdlt man:

d.’Eh 2
_— —t .
dt “h
d
Th_ 2 g
Th
1
—dzxp, :/—t2 - dt
Th
Inzp, = —=t2+InC
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KAPITEL 1. MATHEMATISCHE GRUNDLAGEN

Die partikuldre Losung wird mittels der Variation der Konstanten erzielt:

143

Tp(t) = Ut) "€ 3

dzy _ du
dt — dt

Wird dieser Ausdruck in die inhomogene DGL eingesetzt, so erhédlt man eine DGL beziiglich der vari-

ierten Konstanten u(t), die mittels der Methode der Trennung der Variablen geldst wird.

du 13 2 —143 2
.e” 3 w-(—t%) -e 3" =92t
7 +u- (=t%)
du 143
22— 92 . g3t
dt N

du =2t - e3t dt
/du = /2t2 . e%tSdt

Hier kann der Produktansatz (Variante 1.1) oder die Substitutionsmethode fiir die Integration (Variante
1.2) genutzt werden.

Variante 1.1

Der Produktansatz (partielle Integration) lautet in allgemeiner Form:
dv dw
/w-adt—w-v—/v-adt
Vergleicht man die beiden Integralgleichungen

/du:/Qtz-e%tSdt

so kann Folgendes gesetzt werden:

w=1
@_tQ 1,43
dt
43
— v =e3

Damit, und unter Beachtung von
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ergibt sich:
/duz?/(t2~egt3> -1dt
=2 (1 et — / (e -0) dt>
Mit
/(v')-wdt:w-v—/(v w')dt
folgt:
u(t) = 2¢3t"

Variante 1.2
Das Integral

/duz/?tz-e%tadt

kann auch mittels Substitution zur Vereinfachung des Integrals gelost werden:

1,3
z = 63t
dz 143
hiad :t2€§t

dt

dz
du=2 | —dt
/“ /dt
/duzQ/dz

u=2z+Cl,
u= 26%t3 +C,
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Auch hier wird die Losung in den partikuldren Ansatz eingefiigt, und man erhalt:

Varianten 1.1 und 1.2

Somit ergibt sich bei beiden Varianten die Gesamtlosung als Addition der homogenen und der partikul-

ren Losung zu:

T (t) = Tpe) +The =2+C - et (1.4)

(fiir die Variante 1.2 wird C' aus C' = C, + C',, gebildet.)

Die Konstante C' wird wieder aus der Anfangsbedingung z(;—g) = o bestimmt.

C:.’E0—2

r (t) =2+ (xo - 2) : eiéts =2 (1 — eiéts) + 9 - e*%t'3

Variante 2
Die gegebene DGL
de 9
— 4+t x =2t
i + T
wird umgeformt zu:
dx

42 (z—2)=0
T (x—2)

Damit ist die formal inhomogene DGL eigentlich eine homogene, die entsprechend, z. B. nach der Me-

thode der Trennung der Variablen, geldst werden kann.

dz 9
209
g =t 2-1)

dz 9
= [ t°dt
/2—32 /

Das Ergebnis dieser Integrale ist, unter Beachtung, dass e** = z gilt:

1
fln(2f:r):§t3+lnC

z(t)=2+C- e=3t°
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1.6. GEWOHNLICHE DIFFERENTIALGLEICHUNGEN

Probe:

d.’L’_ 1 _ 143 9

143

O 2 e 3 12 2. O e =92

Damit wird das gleiche Ergebnis wie in Variante 1 (siche Gleichung 1.4) auf wesentlich kiirzerem Weg

erzielt. Die Bestimmung der Konstante C' erfolgt wie bei Variante 1.

h. Ausgangsgleichung:y’ = —xy? mity (0) =2

d
—gz—mdx
Y
d
%z—/xdw—i—c
Y
11, 2 1
y o 2t T YT o 2
2
L
Probe:
2
/o 2, —_
y=—wyh o Y= 5y
J = -2-2r 4z
(22 +1)° (z2 +1)°
9 4 4z
Ty == 7=~ 2
(2% +1) (2% +1)
y/;_zy2
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. . d .
i. Ausgangsgleichung: d—f +t22=0 mit z(0) = 3

— = —qt?
dt

/d£+1n0:f/t2dt
X

1. .
InClz| = —gt‘j = 3InClz| =13

1 3 43 1
n——s=t'=¢ =——>3
clz x
(c]z) C? |l
x*l\/3e*t3:>t*0'0*1
- C T3
z(t) = 3Ve t

Probe:
d 1
£+t2 =0; x(t):3367t3:3(67t3)3
d 1 -3
e R T
= 3250 = g2 . 5t
t2x = 3t* (e_t ) =312 . ¢3!
7 = 2
. . dx 9 -
j- Ausgangsgleichung: ta —x =1t"cost mit z(5) =7
dx de dt
dt x t

¢:Ct+C:>t<C’t+C> — Ot = 2 cost
~ 42 2 dc .
Cte =t CostﬂazcostﬂC:smt—i—Cl
x(t) =t (sint + C1)
_r

™. 1 7«
7T—201+581n§:§(01+1), 01:1

x(t) =t(sint+1)
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d
td—f—x:tzcost; x(t) =t(sint+1)

~ _sint+ 141 cost

— =sin Ve

dt

dx ; 2 : 2

t— =t -sint+t+t“cost =t (sint 4+ 1) + ¢t* cost
dx . 2 .
ta—x:t(s1nt+1)+t cost —t(sint + 1)

= ¢ cost
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e zu Aufgabe 2 (s. S. 113)

Ausgangsgleichung: Tz, + 2, = K - x,; mit x, = C - t; ¢ = const

Tro+2a=K-C-t

dx, dx, dz,

q a0 dt Yo = o
In|z,| —InCy = _t
a 1= T

_t
z,=Cie T

. . 1
Ty = Cle_% + 4 <—Te_;)

TCie T —Che T +Cy-e T =K-C-t
dC, K-C-t .
—_— = eT
dt T
K-C . .C
=~ | t.eTdt=—2
Cl T / e T

Probe:
Ty + g = K - 20 r,=C-1t
., () =K -C({t-T)
r,=K-C
Tto+2,=T-C-K+K-C(t—T)
=K -C-t; mitC-t=zx,

—k-z,
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e zu Aufgabe 3 (s. S. 113)
a. Ausgangsgleichung: ¢/ = zy + 2z mit y (0) = 2

dy

I — 2): 7 —ad
y =y + )’:>y—|-2 xdx

d

/ (y+2)—1n0:/a:dx

y+2

2 1
lnlyg |:§:c2:>y:C~e%x2—2

fiir x=0 gilt: 2=0-2=0C=4

Probe:

zy + 2z = 2x (2e%w2 — 1) 12z = dzed®

y’émerQ:c

b. Ausgangsgleichung: i/ + 2%y = 22 mity (2) =1

2
29 _ 1—
7 =7 (1=
dy :achaczd(y_l)——de
1—y y—1
—1
/d(yi)—lnC:—/xQda:
y—1
-1 1
lnlyc ‘:—§x3=>0~e_%m3+1:y

fiir x=2 gilt: Cebtl=2=C=e>
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Probe:

@\
+
8
N
<
Il
8
N
9]
ol
—~
=
8
M
S~—
+
8
N
9]
wl
™
8
_|_
S
M)
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e zu Aufgabe 4 (s. S. 113)

Diese inhomogene DGL wird gel6st, indem zuerst die homogene Losung bestimmt wird, dann eine partikuldre

und anschlieSend diese beiden Losungen iiberlagert werden.

dz
hFl:R'CTf+ZR

Homogene DGL

dZRh

R-C 7

+zrn =0

dzrh _ _ ZRh
dt RC

Fiir R - C soll die Abkiirzung T} eingefiihrt werden: R - C = T}

Ty tragt die Bezeichnung der Zeitkonstanten und ist nicht mit der Transmissibilitdt 7' zu verwechseln. Diese
Bezeichnung wird in automatisierungs- und elektrotechnischer Literatur so verwendet und ist entsprechend
genormt. In dlteren Literaturquellen wird auch oft die Bezeichnung 7 verwendet. Die hier eingefiihrte Zeit-
konstante 77 ist eng mit der geohydraulischen Zeitkonstanten a = % (Speicherkoeffizient/Transmissibilitit)
verwandt und ldsst sich in diese liberfithren (siche GRABER, Lehrscript Systemanalyse, Abschnitt THEISsche
Brunnengleichung).

Nach der Methode der Trennung der Variablen ldsst sich diese DGL l6sen.

d 1
/ LR S
ZRh Ty

t
Inzgry = T +1In K3
1

__t
Zpn = Kqi-e T

Partikuldre Losung
Nach der Methode der Variation der Konstanten und der Anwendung der Differentiation auf Produkte (Produk-
tenregel) ergibt sich:

ZRp = Kl(t) . 67%1

dZRp o dKl 7% 1
dt a ¢t
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Dies wird in die urspriingliche DGL eingesetzt und man erhélt:
dz
hFl = R . 07: + ZR

dK ¢ 1 _t _t

dt Ty
— -t dlil

hpp =Ty e ™1 - —=

Fi 1€ dt

S
dt T

Nach der Methode der Trennung der Variablen erhélt man:

Bei der Losung dieses Integrals miissen jetzt die unterschiedlichen Funktionen des als Randbedingung wirken-
den Flusswasserstandes berticksichtigt werden.
Allgemein ldsst sich aber die Gesamtlosung der DGL wie folgt entwickeln, wenn beachtet wird, dass sich die

allgemeine Losung aus der Addition der partikuldren und der homogenen Losung ergibt:

_t
Zrp = Ki-e T

1 ¢ _t
ZRp = [/th'ﬂ~e+T1dt] ce 71

ZR(t) = ZRp(t) + 2rn(t)

Damit lautet die Losung der DGL:

1 t ot e
ZR(t) = |:T1/hpl-e+T1dt] e T4+ Ky-e 71

a. Sprunghafte Anderung des Wasserstandes:

0 furt <0
hr =

hFl flir ¢ Z 0
Daraus folgt:
h t ot _t
ZR = [Fl/eTfldt} e T + Ki-e 75
_t __t __t
=hp;-eTt e Tt + K1-e T
=hp + Ky - e
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Wenn man sich den ersten Summanden dieser Gleichung anschaut, welcher der partikuldren Lésung entspricht,
so erkennt man, dass der Wert zg, = hp; dem Wasserstand entspricht, der sich im stationdren Fall ¢ = oo
einstellt. Man spricht auch davon, dass dies der so genannte eingeschwungene Zustand ist.

Die Konstante K; kann wieder aus der Anfangsbedingung ermittelt werden.
ZRt=0 =0
—_t
ZRt=0 = hp + Ki-e T
Ky =—hp

ZR = hFl . (1 — eiTil)

Die grafische Darstellung des Grundwasserstandes fiir verschiedene geohydraulische und geometrische Ver-
héltnisse ist in Abbildung 1.16 dargestellt. Dies ist die gleiche Formel, die bei der Methode der experimentel-
len Prozessanalyse als so genanntes Ubertragungsverhalten mit Verzégerung 1. Ordnung bezeichnet wurde. Zu
diesem gleichen Ergebnis kommt man mit wesentlich geringerem Aufwand, wenn die Methode der LAPLACE-
Transformation angewendet wird (siche Abschnitt LAPLACE-Transformation, Seite 172ff).

Beachtet man, dass die Zeitkonstante 77 proportional zur Speicherwirkung des betrachteten Gebietes und um-
gekehrt proportional zur hydraulischen Leitfahigkeit des Grundwasserleiters wachst, so wird die Abhangigkeit
der Grundwasserdynamik von den Bodenparametern deutlich. Besonders hervorgehoben werden soll noch die
quadratische Abhéngigkeit der Zeitkonstanten 77 von der Entfernung zum Fluss. Der Quotient a = S wird

auch als geohydraulische Zeitkonstante bezeichnet und ist {iber 2 mit der Zeitkonstanten T} verkniipft:

h=R-C
= l (S-1-b)
- k-D-b
2.9
T =
"""k D
Ty=a-I?
l Abstand des Berechnungspunktes vom Fluss
D Durchstromte Méchtigkeit des Grundwasserleiters
S Speichervermdgen des durchstromten Grundwasserleiters
k Durchléssigkeitskoeffizient des betrachteten Grundwasserleiters

b. Sinusférmige Anderung des Wasserstandes
Man kann auch hier von der allgemeinen Losung der DGL ausgehen und setzt entsprechend der Aufgabenstel-

lung die Funktion h gy, ein:

1 4t _t _t
Zr = ?/hFL-e Tidt| -e Tt + Ki-e T1
1

131



KAPITEL 1. MATHEMATISCHE GRUNDLAGEN

Eine sinusformige Anderung des Flusswasserstandes ergibt sich in erster Niherung bei der Betrachtung des
Jahresganges. Auch Hochwasserwellen verlaufen in erster Ndherung nach einer Sinusfunktion, wobei meist
nur die erste Halbwelle (Intervall von 0 < ¢ < 7) von Interesse ist. Betrachtet man bei dem Jahresgang nur die

Anderung des Flusswasserstandes gegeniiber einem Mittelwert (hrro = 0), so kann man schreiben:

hFL = hFLm Sin(w . t)

wobei w die so genannte Kreisfrequenz ist. In unserem Beispiel, bei einer angenommenen Periodizitét von 365
Tagen (Jahresgang), wird bei der Untersuchung von Hochwasserwellen die Dauer der Hochwasser(Halb)welle,
bezogen auf den halben Kreisbogen (), angesetzt. Laut Aufgabenstellung wére dann w = % mit T = 7d
(siche Abbildung 1.17).

1 4t _t .t
ZR= | = hpp-e Tidt| e Tt + Ky-e T1
T

1 S —
zR:{T/hFLm-sin(w-t)'e+T1dt}-e T+ Kire T
1

Laut Integrationstabelle (z. B. BRONSTEIN, Seite 327) gilt:

ea:v

/e‘” sin (bz) dx = m((a) sin (bz) — bcos (bx))

und damit erhdlt man:

h m Til 1 s -7 -7
2R = I;L 62 (sm(w't)wcos(wi))f i+ Kp-e n
)

1
Auch hier kann K aus der Anfangsbedingung bestimmt werden.

h 7 1 s s
R0 = - —sin(w-0) —wcos(w-0) | -e 7 +K;-e 4
’ T 1\, ) \ T
0 w
hrim 1
ZRA=0 = FL (—w) + K1 =0
) 111 1 2 )
(ﬁ) +w
hrrm 1
K, = L
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Damit ergibt sich die Gesamtlosung der DGL zu:

t

hFLm T 1 —2 | rom 1 —7
2p = —LL ¢! ( sm(wt)—wcos(wt)) R (w)-e ™
Ty ((1)2+w2) 1 Ty ((1>2+w2>
T o

_t
hrrm -eT .t hppm - Th - w —t

o= gy () = Thweos(we0) e 4 S

z hrim - et ((s'n (w-t)—T) - weos(w-t))+ (11 - w) 6_%>
[ — 1 . — . . . . 1

R (1+T120J2) 1 1

_ hrim

1
A T2 <<\/(1+wa2)

sin (wt) — e cos (wt)) + (W) '6131>

V(1 + Tiw?) V(14 TEw?)

Die Umformung in der letzten Zeile erfolgt in Vorbereitung der Anwendung bekannter trigonometrischer Re-
lationen.

Setzt man hier 7} - w = tan ¢, so kann man folgende trigonometrischen Beziehungen verwenden:

1

V1+tan? o

tan ¢

V1+tan? o

= Ccos

=sinyp

Dies oben eingesetzt fiihrt zu:

hrrm ( . ) . ot
ZR = ———— | (cosy - -sin(w-t) —siny - -cos(w-t)) +siny e T)
R T (cos @ - sin (w - ) @ - cos (w-t)) @

Dies kann man entsprechend den trigonometrischen Bezichungen (z. B. BRONSTEIN, Seite 155ff) entsprechend

umformen:
cosa -sin 3 = % (sin (o — ) +sin (a + B))
sin (—a) = —sin («)

cosa-sin 8 —sina - cos f = sin (8 — «)

Damit erhilt man

hrom ( . . _t
ZpR= ——=——|sin(w-t— +siny-e T)
R T e St e) Fsing
mit © = arctan (w - t)

Aus diesem Ergebnis kann Folgendes abgelesen werden:
Die sinusformige Anderung des Flusswasserspiegels setzt sich im Grundwasser fort, wobei man wieder einen

instationdren und einen quasistationdren Zustand unterscheiden kann.
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Quasistationéirer Zustand (eingeschwungener Zustand) (t = o0 )

Unter dieser Bedingung verschwindet der zweite Summand. Das Grundwasser folgt der Sinusschwingung mit
hFLm

einer kleineren Amplitude. Man spricht davon, dass die Welle um den Faktor ——————
(14 T?w?)

gedampft wird

und dass die Welle eine Phasenverschiebung von ¢ = arctan (w - t) aufweist.

Instationirer Zustand (Ubergangsverhalten)

Hier ist insbesondere der zweite Summand in der Losungsgleichung dominant, d.h. es wird zur quasistatio-
ndren Losung ein Teil addiert, der zwischen maximal 1 (bei ¢ = 0) und 0 (bei ¢ = oo ) in Abhéngigkeit von
= arctan (w - t) liegt.

Das Produkt (w - t) stellt die Relation der Periodizitdt (hier: Schnelligkeit) der Wasserstandsédnderung und der
Zeitkonstanten (hier: Tragheit) des Grundwasserleiters dar. Beachtet man, dass die Zeitkonstante 7} proportio-
nal zur Speicherwirkung des betrachteten Gebietes und umgekehrt proportional zur hydraulischen Leitfahigkeit
des Grundwasserleiters wichst, so wird die Abhéngigkeit der Grundwasserdynamik von den Bodenparametern
deutlich. Besonders hervorgehoben werden soll noch die quadratische Abhéngigkeit der Zeitkonstanten 77 von

der Entfernung zum Fluss:

Th=R-C
1
- (S-1-b
k-D-b ( )
2.8
T, =
'""kD
l Abstand des Berechnungspunktes vom Fluss
D Durchstromte Méchtigkeit des Grundwasserleiters
S Speichervermdgen des durchstromten Grundwasserleiters
k Durchléssigkeitskoeffizient des betrachteten Grundwasserleiters
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Abbildung 1.16: Abhingigkeit des Grundwasserstandes von geohydraulischen Verhéltnissen
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Abbildung 1.17: Grundwasserstandsédnderung bei sinusformiger Hochwasserwelle des Flusses
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Konzentration Cin %

L

3 4 5 6
Zeittind

Abbildung 1.18: Prinzipieller Zeitverlauf der Konzentrationsénderung

e zu Aufgabe 5 (s. S. 113)

a. Ausgangsgleichung: TlC' +C=K mitC(0)=0

dc dc dt
" —K-C— -_=
Yt ¢ C-K T
lC-Kl_ ¢t
Cl - T1

C=Ci-e T +K, t=0, C=0
clz—K:>C:K(1—e—T%)

Ty=1; t=1;, K =100

Probe:
T,-C+C=K
o) =K - (1 _e—%)
C=K (—1{1)~(—e7£1):£e;1
T CHC=Ti e T"1+K(1_e Tl)
=K
b. Skizze

137



KAPITEL 1. MATHEMATISCHE GRUNDLAGEN

e zu Aufgabe 6 (s. S. 113)

Ausgangsgleichung: A% = VZummit h(0) = 0; V = const

Probe:

138

dh =

h(t)

dt:>h:%+0; C=0

NESRPNESE

dh
A

dt

dh

dt

dh
A dt
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e zu Aufgabe 7 (s. S. 113)

dh
Ausgangsgleichung: — + k-h = gmit hy—g=0; g =0,015m -5~ und k= 0,01s"!

dt
dh
S kh=0
dh In|
LY T PR I L R A
h "o

h=C.e M —sh=C.c®_C.k.c "

C-e kt:gﬁdng/%ﬁCz%-ekt—FC&
h=24Cr-e
. . __9
fiirt = 0; h =0 gilt: Cl—‘%
h=2(1-e™) = h=15(1-c"")
Probe:
dh 9 —kt
- h = o -2 (1=
dt+k h=g; h(t) k:( )
dh _ g —kt —kt
g (=K =
dt k( ) ( ) g-e€
dh
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1.6.3 Analytische Methoden - DGL héherer Ordnung

1.6.3.1 Aufgaben

Die folgenden DGL sind zu losen:

3. Y +4y +agy=0 firag = 3;4; 5

1.6.3.2 Ldsungen

e zu Aufgabe 1:

p 9 dz 1 dz dy
Yy -2z =z _ - = —
zdy vy z y
d
chly:ﬁzcl =>—y:01d:r
dx
ln%:Clx
y=Cq-e®

Probe:

y-y' =y? y=Cy- e
Y =01 Co- ey =CF Oy eN?
y - y// =Cy- C1e 012 Oy - eC1e — (Cl - Cy - eClz)Q

2 !
y/2 _ (Cl - Cy - eclm) Y- y// = y/2
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e zu Aufgabe 2

Probe:

2 —z=e"=2=U(x) V()
LU VUV
U-v+U-V -U-V=¢

U-V4+UWV =V)=¢" daU(V' =V) =0

dv
— =V =V =¢%
dx
dU
—ef=e"=U=2-C;
dx
z=¢"(x+ Ch)

dy _ z(z+Ch)
dz c

yz/x~exdx+/01~exd:c+02

y=(zx—1)e" +Cre" 4+ Cy

y' —y =" y=(x—1)e" + Cre” + Cy
y ="+ (z—1)e" + Cre”
y'=e"+e" + (x—1)e" + Cre”

y'—y =2e"+(x—1)e” +Cre” —€e® — (x — 1) e* — Cre”
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e zu Aufgabe 3

y' +4y +agy=0 fiir ag = 3;4;5

fiirag =3 : K +4k+3=0

—4+/16-12 —4+2
2 o2

k12 =
k1 =-3; kg =-1
y=Cr-e ¥ +Cy-e”
firag=4: K +4k+4=0= (k+2)* =0= ko = —2
y=Cr-e?+Cya-e ™
y=e " (Cr+xz-Cy)

firag =5: K +4k+5=0

—4+16-20 —4+2i
2 2

kio=
ki=-2—14, ko=—-2+1

y=e 2 (Cycosx + Cysinz)

Probe:

x

firag=3: Y= Cre " + Che™
y' = —3C1e3" — Che™®
y" =9C1e 3 + Che™®

Y 4y 4 3y = 9C1e737 + Coe™™ — 12C 737 — 4Che " + 3C e 37 4+ 3C2e ™™

=0
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firag=4: Y= e 2+ (C 4 2Cy)
y = —2e"2(Cy +2C5) + e 2" - Cy
Y’ =4e72(C) + 2Cs) — 272 . Cy — 2Ce™ "
Y+ 4y + Ay = 4e*7(Cy + 2Co) — 4Ce 2 — 8727 (0 + xCs)
+ 4672 Cy + 472 (Cy + 2Cy)

=0

firag=5: Y= 672””(01 cosz + Oy sin x)

y = —2e72*(Cy cosx + Cysinz) + e 27 (Cy cosz — Cy sin )
y" =4e7*"(Cy cosz + Cysinz) — 22 (Cy cos & — C4 sin )
+ (—2¢7%) (Cacosz — Cysinz) + e~ > (—Casina — C) cos z)
y" + 4y + 5y = 3¢ **(Cysinz + C cosz) — 4e 2*(Cy cosx — C sin )
— 8¢ 27(C cosx + Cysinx) + 4e~2*(Cy cosz — Cy sinx)

+ 5e72%(Cy cos x4 Cy sin )

=0
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1.6.4 LAPLACE-Transformation

1.6.4.1 Aufgaben

1. Losen Sie folgende DGL mittels der LAPLACE-Transformation:
(Losung s. S. 149)

a. y(z)+y=0 mit
f(0) = 1; — Anfangsbedingung
, y(0)=1
b. y'(t)—3y(t)+2y(t) =4 mit
y' (0)=0
" _ : y(0)= 3
c. y'(t)+ 16y (t) =32t mit Y (0) = —2
7 / _ @2t . y(0)=3
d. ¢ (t)+4y (t) + 4y (t) = 6e mit y (0) = 8
y (0)=1
e. yY't)+y(t)=t+1 mit y (0)=1
y"(0)=1

2. Losen Sie folgende Gleichungssysteme mittels der LAPLACE-Transformation:
(Losung s. S. 165)

X y () +x(t)=0 it z(0)=0
2 () +y(t) =1 vo=0
20(t) —y(t) —y' () =4(1—e™") . z(0)=0

22" (t) +y (t) =2 (14 3e~2)

3. Fiir folgendes hydraulisches Schema (sieche Abbildung 1.19) und zugehdriges Blockmodell gilt die Dif-
ferentialgleichung

dz
hFl:R'CTf+ZR

Dabei ist von linearisierten Verhéltnissen und einem homogenen, isotropen Grundwasserleiter mit fol-
genden Parametern auszugehen:

k=5- 10_4%; ng = 0,2; Zrmitter = 20m; 1 = 50m

Es soll hier also nur die Anderung gegeniiber dem stationiren Zustand berechnet werden.

Berechnen Sie mit Hilfe der LAPLACE-Tranformation die Anderung des Wasserstandes, wenn sich der

Flusswasserspiegel in erster Ndherung wie folgt &dndert:

(a) sprunghaft (hs; = hyio - 1(2))
(b) sinusformig (hy; = hyq sin(w - t), mit w = 27 /7 und 7 = 7 Tage).
(Losung s. S. 172)

4. Fir die Konzentration C' durch Sorption von Schadstoffen an der Bodenmatrix soll folgende DGL gelten:
T,C+C=K
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Zr
\'/
h, E o
R == C

Abbildung 1.19: Schematische Darstellung des Grundwasserspiegels

wobei T} eine Zeitkonstante und K eine Konstante sein sollen. 73 = 1d~!, K = 100

Die Konzentrationsdnderung zum Zeitpunkt ¢ = 0 soll C'(0) = 0 sein.

(a) Losen Sie die DGL mittels der Methode der LAPLACE-Transformation und berechnen Sie die Kon-

zentrationsidnderung fiir den Zeitpunkt ¢ = 1d.

(b) Skizzieren Sie den prinzipiellen Zeitverlauf der Konzentrationsdnderung.
(Losung s. S. 2?)

. Der Grundwasserwiederanstieg und damit die Auffiillung der Restlocher in den ehemaligen Braunkoh-
lentagebauen dauert unter natiirlichen Bedingungen zu lange. Deshalb wird der Auffiillvorgang (hi—g = 0)
mit einer konstanten Fremdeinspeisung beschleunigt (siche Abbildung 1.20). Die dazugehorende Diffe-

rentialgleichung lautet:

dh :
A— =V ustr
dt Zust

Uberfiihren Sie diese Differentialgleichung mittels LAPLACE-Transformation in die Bildebene und 16sen

Sie diese Gleichung nach der gesuchten Grof3e auf (Losung s. S. 186).
v

—]

h(t)

Ll

Abbildung 1.20: Fiillvorgang eines Restloches
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6. Es ist folgende Differentialgleichung gegeben:

dh .
a—l—k-h:g mit hi—g =0

g=0,015m-s"'und k =0,01s"!
Losen Sie die Differentialgleichung mittels der LAPLACE-Transformation (Losung s. S. 138).
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1.6.4.2 Losungen

Die Gesetze der LAPLACE-Transformation fiir die Differentiation lauten:

L{f(t)} = pF(p) — f(0)
L{f"(t)} = p*F(p) — f(0)p — f'(0)
L{f*(t)} =p"F(p) — f(O)p" " = f/(0)p" > —

..... — =2 0)p — F™=Y(0)

Tabelle 1.1: Korrespondenztafel

| Nr. | F(p) =L{f(t)} \ f(t) =L ' {F(p)}
1] 0 \ 0
1
2 ]; 1
1 et
. P (n—1)!
1 t'n—l N
* (p— )" (n— 1)!6 t
5 1 B _ ool
(p—a)(p—B) B—a
D Pt — et
6 )5 i —
6%
7 m sin ot
8 39%§$§§3§ sin(at + 3)
9 Zﬁ cosat
10 pcoi)g;—j;inﬂ cos(at + f3)

(1.5)
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Tabelle 1.2: Korrespondenztafel - Fortsetzung

1
|Nt.|  F(p)=L{f(t)} | ft)=L {F(p)}
xa
11 m sinh ot
12 ]ﬁ cosh at
2 2 2
13 p 2+ o 5 cos? at
p(p* + 4a?)
2 2
14 % sin® ot
p(p* + 4a?)
T 5.2
15 p-—2a sinh? ot
p(p? — 4a?)
)
16 42i f 1 sin at sinh ot
P o
7 P
17 a(ﬁ _:_420; ) sin ot cosh art
P «
2
18 % tsinat
(p* + a?)
7 P
p -« .
19 7 T a2 tcos at
20 @22%2)2 tsinh ot
21 1 1
\/Z3 Vvt
22 ! :
/P Ve
1
23 St Jo (at) (BESSEL-Funktion der Ordnung 0)
P+ «
1
24 ﬁ Iy (at) (modifizierte BESSEL-Funktion der Ordnung 0)
P2 —
25 arctan a sin (at)
p t
2
26 arctan ———2 2 sin (at) - cos (Bt)
2 — a2+ 32 ;
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e zu Aufgabe 1 (s. S. 144)

a. Ausgangsgleichung:

y'(x)+y=0 mit

Es gilt:

Anwendung der LAPLACE-Transformation:

Die formale Anwendung der LAPLACE-Transformation fiihrt zu:

L{jz —i—y} = L {0}

Entsprechend den Rechenregeln, Additions- und Differentiationssatz, bei der LAPLACE-Transformation

erhilt man:
L{f'(z)} =pF (p) - f(0)
L{f(z)}=F(p)

Daraus folgt:
pF(p) = f(0)+F(p)=0

Es ist zu erkennen, dass die Differentialgleichung in eine algebraische Gleichung mit p als unabhingige
Variable tibergegangen ist.

Losung der algebraischen Gleichung nach F (p):

pF (p) + F (p) = £ (0)
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150

Dabei wird f(0) als Konstante betrachtet, da der Anfangswert f(0) zeitunabhéngig ist.

Die Riicktransformation kann mittels der Korrespondenz- oder der Residuummethode erfolgen.
Korrespondenz-Methode

Entsprechend Nr. 4 der Korrespondenztabelle (siehe Seite 147) gilt:

L {<p—1 a)"} - (;n__;)!

n=1
a=—1
t—x

Damit ergibt sich die LAPLACE-Riicktransformierte zu:

Man sieht, dass dies das gleiche Ergebnis ist, welches man auch fiir die direkte Losung dieser DGL
erhdlt. Der Faktor f(0) hat hier die gleiche Bedeutung wie die Integrationskonstante C, die sonst iiber
die Anfangsbedingung zu bestimmen ist.

Residuum-Methode

Die Residuum-Methode geht davon aus, dass die allgemein gebrochene rationale Funktion von p in eine

Summe von Partialbriichen der Form
K(p)n

(p —Po)n

zerlegt wird. Fiir diese Grundform kann die Riicktransformierte mit
n—1
Ll{ L n} ! - ePo?
(p — po) (n—1)!

angegeben werden. Durch Gleichsetzung der gebrochenen rationalen Funktion F'(p) mit der Summe der

Partialbriiche und anschlieBenden Koeffizientenvergleich werden die Funtionen K (p),, berechnet.
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Dabei sind die Polstellen der Partialbriiche die Nullstellen des Nennerpolynomes.

In der vorliegenden Aufgabenstellung besteht die Funktion F'(p) bereits aus nur einem Partialbruch, da

nur ein Nenner vorhanden ist. Damit kann dieser direkt iiber die Korrespondenztabelle, wie bereits oben

gezeigt, gelost werden.

Probe:

y(0)=C

y(@)=C e

j—i: "(2)=-C-e "
d
Y oy=—C.em4C e
dx

=0

b. Ausgangsgleichung:

Anwendung der LAPLACE-Transformation:

Die formale LAPLACE-Transformation lautet:

L{y" (t) = 3y' (t) + 2y ()} = L{4}

Es gilt:

Y =F(p)

Unter Beachtung der Korrespondenztabelle (siche Seite 147, Nr. 2), mit

L{l}:%

und des Differentiationssatzes erhélt man:

4
PQY—y(O)p—y/(O)—3pY+3y(0)+2Y:5

Nach Einfiihrung der Anfangsbedingungen ergibt sich:

4
p?Y —p—3pY +34+2Y = —
p
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Losung der algebraischen Gleichung nach F'(p):

4
Y(pZ—3p+2)—p+3=5
) 4
Y(p'—3p+2) = _+p-3
4
v — 5"‘}?—3

(p? —3p+2)

o pP-3p+4

p(p? —3p+2)

Riicktransformation und Bestimmung von y(¢):

Zur Riicktransformation wird die Residuum-Methode angewendet. Dabei muss diese gebrochene rationa-
le Funktion mittels der Methode der Partialbruchzerlegung in eine Summe von gebrochenen Polynomen

der Nennernullstellen zerlegt werden. Die Nennernullstellen sind:

p1=0
2 _
p°—=3p+2=0
2
3
P23 B <2>
p2 =2
p3=1

Damit lautet die Summe der Partialbriiche:

y_ A, B C
p p—2 p-1
y_A@=2-p-D+B-p-(p-H+C-p-(p-2)
p(p? —3p+2)
Y:Ap2—3Ap+2A+Bp2—Bp+Cp2—2Cp
p(p? —3p+2)

Variante 1
Fiihrt man jetzt den Vergleich der Zdhlerpolynome durch:

p2—3p+4:Ap2—3Ap—|—2A—|—Bp2—Bp—|—Cp2—2C’p

und setzt die Koeffizienten der jeweiligen Polynomglieder, geordnet nach Potenzen von p, gleich, so
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erhélt man:

p? 1=A+B+C
p! —-3=-34A—-B-2C
P’ 4=2A

A=2

B=1

C=-2

Damit lautet die Partialbruchsumme

2 1 -2
Y="4+— +
p p—2 p-1

Die Riicktransformation kann iiber die Korrespondenztabelle (siche Seite 147 Nr. 2 und 4) erfolgen:

1
1,1{}:1
p
Ll{ 1 }eat
p—a

Mit a; = 2 und as = 1 erhélt die riicktransformierte Losung die Form:

y(t) =2+ e* — 2¢!

Variante 2
Dieses Ergebnis kann man auch erzielen, wenn man die komplizierteren Korrespondenzen (siche Seite

147, Nr. 5 und 6) benutzt. In diesen Féllen kann man folgende teilweise Partialbruchzerlegung durchfiih-

ren:
A Bp C
Yy ==+ +
p (@-2)(p-1) @-2)(@-1)
y_ AW =3p+2)+Bp*+Cp

p(p? —3p+2)

Der Vergleich der Zéahlerpolynome liefert:

p? —3p+4=Ap* —34Ap+2A+ Bp* +Cp
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Die Koeffizienten der jeweiligen Polynomglieder, geordnet nach Potenzen von p, lauten:

p? 1=A+B
pt ~-3=-34+C
p° 4=2A
A=2
B=-1
C=3
Damit lautet die Partialbruchsumme:
2 P 3
Y =--— +
p (@-2)(p-1) ®-2)(p-1)

Die Riicktransformation kann iiber die Korrespondenztabelle (siche Seite 147, Nr.2, 5 und 6) erfolgen:

o {g)-

1 eﬁt _ eat

(pﬁ)} B-a

Lq{@a>

Mit
a=1
B=2
ergibt sich:
LA{uwwﬂp—m}:ej:f
R e e R
et — et
Ll{urﬁﬁp—m}_Qz—l
R e e LIy
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Damit ergibt sich die Losung zu
y(t) =2—-2(e* —e") +3(* —¢')
y(t) =2+e* — ¢
Probe:
Die Losung und deren Ableitungen
y(t) = 24 * — 2¢!
Yy (t) = 2" — 2¢!

Y (t) = 4€*t — 2¢!

erfiillen die Randbedingungen und die Ausgangsdifferentialgleichung:
y(0) =2+ €20 —2.¢°
y(0)=2+1-2=1
y'(0) = 2e*0 — 2¢°

y(0)=2-1-2-1=0

y" () =3y (t) + 2y (t) =4
462t — 2¢t — 62t 4 et + 4 + 202 — et = 4

(4 —6+2)+e(—2+6—4)+4=4

c. Ausgangsgleichung:

Y’ (t) + 16y (t) = 32t mit

Anwendung der LAPLACE-Transformation:

L{y" (t) + 16y (t)} = L {32t}

mit den Anfangsbedingungen

155



KAPITEL 1. MATHEMATISCHE GRUNDLAGEN

Die Benutzung der Korrespondenztabelle (sieche Seite 147, Nr. 3) zur Transformation fiihrt auf

)

t2_1
pQY—y(O)p—y’(O)+16Y:32~L{ }

32
p’Y —y(0)p—y (0) +16Y = e

Nach Einfiihrung der Anfangsbedingungen folgt:

PY —3p+2+16Y = =
p

Losung der algebraischen Gleichung nach F'(p):

32
Y(p2+16):?+3p72

- 32 + 3p—2
- pP(pP+16)  (p? +16)
3p> — 2p% 4 32
p? - (p? + 16)

Riicktransformation und Bestimmung von y(¢):

Zur Riicktransformation wird die Residuum-Methode angewendet. Dabei muss diese gebrochene rationa-
le Funktion mittels der Methode der Partialbruchzerlegung in eine Summe von gebrochenen Polynomen
der Nennernullstellen zerlegt werden.

Variante 1

Die Nullstellen des Nennerploynoms sind:

p12=0

p3a = £V—16

Die Zerlegung der gebrochenen Funktion in die Reihe der Partialbriiche ergibt:

Y:é+§+ © + b
p P (p+Vv-16) (p—V-16)
p* (A4 C+ D)+ p* (B - Cv-16 4+ D/-16) + p'16A + p°16B
p* - (p* +16)

Fiihrt man jetzt den Vergleich der Zéhlerpolynome durch:
3p® —2p* +32=p*(A+C + D) +p* (B - CV—16+ DV-16) + p'16 A + p"16B
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und setzt die Koeffizienten der jeweiligen Polynomglieder, geordnet nach Potenzen von p, gleich, so

erhélt man die Faktoren der Potenzreihe von p:

P 3=(A+C+D)

P’ —2=B-CvV=16+ DvV—16
p! 0=164; — A=0

p° 32=16B; = B =2

Daraus folgt mit Einfithrung der komplexen Zahl v/—1 = j:
—2=2-4Cj+4Dj = —-4=4Cj+4Dj = Cj—-Dj=1

Cj—Dj=1 Cj—Dj=1
= + = 2Cj=3j+1
C+ D=3 Cj+ Dj = 3j
_ 3j+1
= C 32—]
D=3-C — D=23_ 3itl — D 6i=3j-1
2j 2j
3j—1
D:—sz

Damit erhdlt man die Losung Y™ in der Bildebene zu:

0 9 3j+1 3j—1
Y=-4 5+ 2 v
P (p+4j) (p—4j)

Fiir die Riicktransformation werden folgende Korrespondenzen (siche Seite. 147, Nr. 3 und 4) verwendet:

L {pl} - <ntn—1>!
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Damit erhdlt man die Losung in der Zeitebene:

B +1 e 31

t) = 2t
y(t) + o 5

34 _4; 1, . by
y(t):2t+§(e4jt+e 4Jt) _27j(€4jt_e 4]t)

Mit der EULER-Formel werden die e-Funktionen mit den komplexen Argumenten in trigonometrische

Funktionen umgeformt in:

et — e~ .
T =sina
e¥ 4 e~
—y = cos a

y(t) = 2t + 3 cos (4t) — sin (4¢)

Variante 2
Die Berechnung kann man sich auch etwas erleichtern, indem man nicht die vollstindige Partialbruchzer-
legung durchfiihrt, sondern in der Korrespondenztabelle nach komplizierteren Transformationen sucht.

So kann man folgende Riicktransformationskorrespondenzen (siche Seite 147, Nr. 7 und 9) finden.

L_l {2_?_62} = sinat
P (0%

Ll{ 2_€ 2}:cosozt
P2 +a

Vergleicht man diese Ausdriicke mit der Gleichung 1.6, so erhdlt man folgende Zerlegung:

~ 3p® —2p? + 32
—p?-(p?+16)
3p—2 32

Jr
(p? +16)  p*-(p*+16)

Dafiir kann man folgende Zerlegung ansetzen:

A Bp C

Y = — 1.7
P (p? +16) " (p? + 16) (D
Y_A-(p2+16)+Bp3+Cp2
PP+ 10)

Der Vergleich der Zéhlerpolynome ergibt:
3p° —2p? +32=A- (p*> +16) + Bp® + Cp?
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Daraus folgt der Vergleich der Potenzreihenglieder:

A=2
B=3
C=-4
Daraus folgt bei Einsatz in Gleichung 1.7:
3p 4

9
y =2+ —
p*  (p*+16) (p*+16)

Hierauf kénnen die Korrespondenzen (siehe Seite 147, Nr. 3, 7 und 9) angewendet werden:

e e

Mit

ergibt sich:

y(t) = 2t + 3 cos (4t) — sin (4t)

Die ist das gleiche Ergebnis, wie es iiber die vollstindige Partialbruchzerlegung (Gleichung ??) erzielt
wurde.
Probe:
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y (t) = 2t 4+ 3cos (4t) — sin (4t)
y' =2+ 3(—sin(4t)) -4 — 4cos 4t
y"” = —12cos (4t) - 4 + 16 sin (4t)

!
— 48 cos (4t) + 16 sin (4t) + 32t + 48 cos (4¢) — 16sin (4¢) = 32t

d. Ausgangsgleichung:

Anwendung der LAPLACE-Transformation:

Aus der formalen Anwendung der LAPLACE-Transformation und der Differentiationsregel folgt:

L{y" () +4y' (t) + 4y (1)} = L {6~}

P2 —y(0)p—y (0)+4pY —4-y(0) +4Y = L {6e2}

Die Benutzung der Korrespondenztabelle (siche Seite 147, Nr. 4) zur Transformation ergibt:

a=—2
n=1
tlfl o - 1
L{u—l)!e 2}‘<p+2>1
—2t _ 1
=y

Nach Einfiihrung der Anfangsbedingungen folgt:

6
(p+2)

p?Y —3p—8+4pY —4.34+4Y =
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Losung der algebraischen Gleichung nach F'(p):

3p? + 26p + 46
p+2
~ 3p® +26p + 46
 (p+2)?
A B C
= + 7+ 3
P+2 (p+2)° (p+2)
A(p+2°+B(p+2)+C
(p+2)°
_ Ap*+p(4A+B)+4A+2B+C

Y (p*+4p+4) =

Y

(»+2)°

2 3=A

pl: 26=4A+ B

0 46=4A+2B+C
B=14

C=46—-12—-28=6

_ 3 . u . 6
p+2  (p+2° (p+2)°

Riichtransformation und Bestimmung von y(¢):

Die Riicktransformation kann sofort aus den Korrespondenzen (siche Seite 147, Nr.4) abgelesen werden:

161



KAPITEL 1. MATHEMATISCHE GRUNDLAGEN

y(t) =3e 2 + 14t - e 4 32 . %
y(t) = e " (3t* + 14t + 3)

Probe
Die Losung und ihre Ableitungen:

y(t) = e " (3t* + 14t + 3)
Y (t) = —2e7% (3t> + 14t + 3) + e " (6t + 14)

y" (t) = 4e™?" (3t> 4+ 14t + 3) — 2% (6t + 14) — 2~ (6t + 14) + 6~

in die Differentialgleichung eingesetzt, ergibt sich:

y" (8) + 4y’ (1) + 4y (t) < 67
y' () + 4y (t) + 4y (t) = e >[4 (3¢> + 14t + 3) — 2 (6t + 14) — 2 (6t + 14) + 6
— 8 (3% + 14t + 3) + 4 (6t + 14) + 4 (3t* + 14t + 3)]

— 6672t

— ! —
Ge 2t: th

e. Ausgangsgleichung:

y (0)=1
y 1

Anwendung der LAPLACE-Transformation:

L{y" () +y ()} = L{t+ 1}

Die Benutzung der Differentiationsregeln und der Korrespondenztabelle (siche Seite 147, Nr. 2 und 3)

zur Transformation fiihrt auf:
L{y" )} =p°Y =y (0)p* ¢ (0)p — 4" (0)
L{y' (&)} =pY —y(0)
P’Y =y (0)p* — 3 (0)p—y" (0) +pY —y(0) = L{t} + L{1}
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1
Li}=—
! 1
{<n—1>!}:pn
n=2
t2_1
N CE

Nach Einfiihrung der Anfangsbedingungen:

11
pPY —p'—p—1+pY —1=— +-
P p

Losung der algebraischen Gleichung nach F'(p):

4 3 2 4 3 2
pr+p’+2p°+p+1 pr+p’+2p°+p+1
Yp(p®+1) = =Y =
P04 E CirEsy
(p2+1)2+p(p2+1) pP?P+1 1
Y= 3 (2 =37 T3
p*(p? +1) p p
111
p PP

Riicktransformation und Bestimmung von y(#):

n=1=1
n=2—=1t
42
3= —
" 2
12
y(t) =5 +t+1
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Probe:

2

t

,1
y =2+ l=t+1

O4+t+1=t+1

164



1.6. GEWOHNLICHE DIFFERENTIALGLEICHUNGEN

zu Aufgabe 2 (s. S. 144)
a. Ausgangsgleichung:
Y (t)+z(t)=0 _ £(0) =0
mit

' () +yt) =1

Anwendung der LAPLACE-Transformation

Die jeweilige Transformation der beiden Gleichungen ergibt:
vy (@t)+z(t)=0
L{y () +x(t)} = L{0}
pY —y(0)+X =0 mit Anfangsbed. y (0) = 0

pY + X =0

() +yt)=1
L{z'(t) +y (1)} = L{1}
pX —z(0)+Y = mit Anfangsbed. z (0) = 0

pX +Y =

"= Q=

Losung der algebraischen Gleichung nach F'(p):

Damit hat man zwei Gleichungen mit zwei Unbekannten X und Y

pY +X =0
1
pX +Y = —
b
X =—-pY
2 —
—pY+Y =—
und erhélt die Losung in der Bildebene
-1
Y —
p(p*—1)
1
X =
P*-1)
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Riicktransformation und Bestimmung von y(¢):
Die Riicktransformation soll mittels der Partialbruchzerlegung erfolgen.

-1
Y:pwlfU
v 1
Cp-(p—1-(p+1)
A B C
Y=y -0 "t
Y:A@”4)+Hﬁ+m+0@1m)

p(p?—1)

Aus dem Koeffizientenvergleich der Potenzen von p der Zahlerpolynome erhélt man:

p? 0=A+B+C
pt 0=B-C
p° -1=-A
Daraus folgt:
1 1
A=1 B=—; C=_
’ 2’ 2
1 1 1
Y =-—- -

p 2-(p—-1) 2-(p+1)

Unter Ausnutzung der Riicktransformationskorrespondenzen (sieche Seite 147, Nr.7) erhélt man

o
Lt { } = sinh ot
P2 — a2

a=1
x(t) = sinht

y(t) = 1 — cosht

Probe:
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y' = —sinht
x’ = cosht
y/ + x = —sinh¢ + sinh ¢ 0

2/ +y=cosht+1—cosht =1

b. Ausgangsgleichung:

20 (t) —y(t)—y (t)=4(1—e7?) . 2(0) =0

22’ (£) +y (t) = 2 (1 + 3e~2")

Anwendung der LAPLACE-Transformation

Die Transformation der ersten Gleichung ergibt

L2zt)—yt)—y' ()} =L{4(1-e")}

IX —Y —p¥ +y(0) = L{4(1—e )}

Aus der Korrespondenztabelle (siehe Seite 147, Nr. 5) erhdlt man

L{ec:t—_:ll)t} = =57

1
L= =07

Nach Einfiihrung der Anfangsbedingungen ergibt sich:

4

X -V —pY = ——
p-(p+1)

Die Transformation der zweiten Gleichung und die Einfithrung der Anfangsbedingungen ergibt:
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L{22' (t)+y(t)} =L{2(1+3e?)}
2pX —22(0)+Y =L{2(1+3e %)}

20X +Y =L{2} + L{6e*}

Aus der Korrespondenztabelle (siche Seite 147, Nr. 2 und 5) erhilt man:

L{l}:%
tn—l ot _ 1
L{<n—1>!e }‘<p—a>"
n=1
o= —2
tlfl oy B 1
L{a—me 2}p—<—2>
—2t\ __ 1
L{e }—m

6

2
2 X +Y =—4+ ——
P p p+2

Losung der algebraischen Gleichung nach F(p):

Damit sind die zwei Gleichungen mit den beiden Unbekannten X und Y zu l6sen.

4
1 2X - Y —pY = —— :
o NSy I»
2 6
2 WX +Y == ——
(2) 72 o oie
4
1 2Xp—pY —p?¥V = — —
(1) p—pY —p ]
U
2 4 6
2) — (1 Y+pY +pY == — —— + ——
(2) - (1) pY +p PR S

2(p+1)(p+2) —4p(p+2)+6p(p+1)

V(t+p+r?) = SIS

168



1.6. GEWOHNLICHE DIFFERENTIALGLEICHUNGEN

2(p+1)(p+2)—4p(p+2)+6p(p+1)

Y:
plp+1)(p+2) (P> +p+1)
_ 2p*+6p+4—4p* —8p+6p> +6p 4p® +4p + 4
plp+1)(p+2)(P*+p+1) plp+1)(p+2)(P*+p+1)

4 A B C
TP D0+ p ptl pr2
Ap+1)(p+2)+Bplp+2)+Cp(p+1)
p(p+1)(p+2)
_ Ap? +3Ap+2A+ Bp*+2Bp+Cp*+Cp  p*(A+B+C)+p(BA+2B+C)+24
B plp+1)(p+2) B pp+1)(p+2)

Daraus erfolgt der Vergleich der Potenzreihenglieder :

p? A+B+C=0

pt  3A+2B+C=0

p° 24=14
A=2

B+C=-2

2B+C =—6

B=-4

C=2

In die Gleichung eingesetzt, ergibt sich:

Riicktransformation und Bestimmung von y(t):
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yt)=2(e " —2e7" +1)
Bestimmung von x(t)
2 4 2 6
2Xp+ -4 ———— =S
P +2 p+1 p p+2
4 4
WX = — 4
p+2 p+1
xo_ 2 2
pp+2) pp+1)
-1 { 1 } _ et — et
P—a)(p-0) B-a
a=0
B=—2
L—l{ 1 }:e_2t 1
p(p+2) —2
Ll{ 1 }26’5—1_1_6215
plp+1) —2
r(t)=1—e242-2¢7"
=3¢ 2 — 27"

Probe:
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2 —y—y =6—2e 2 —det -2 4 4e7t —2—4et + 4%
=4 —4e? :4(1767t)
20" +y=4de 2 4 4e7t + 272 —4et 42

=6e > +2=2(1+3e%)
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e zu Aufgabe 3 (s. S. 144)
Ausgangsgleichung:

d _ k:5-10*4%;n0:0,2
hp :R-C’%—FZR, mit

ZRmittel = 20m; 1 = 50m

Dabei ist von linearisierten Verhiltnissen und einem homogenen, isotropen Grundwasserleiter mit folgenden
Parametern auszugehen:

Variante 1: Aufstellen der Differentialgleichung

Entsprechend der Methoden zur theoretischen Prozessanalyse kann fiir das hydraulische Schema die Differen-
tialgleichung aufgestellt werden. Der Weg zur Aufstellung dieser Differentialgleichung ist bei den Aufgaben

zur theoretischen Prozessanalyse beschrieben (siche Seite 110).

dz
hri = Rpyar - c=k

a + 2R

bzw. umgeformt:

dzr 2 __ hm
dt Rhydr -C B Rhydr -C

Fiir Rp,yqr - C soll die Abkiirzung 77 eingefiihrt werden.

T trigt die Bezeichnung der Zeitkonstanten (siehe Abschnitt 5.1 Ubertragungsfunktionen, Seite 310ff) und
ist nicht mit der Transmissibilitit 7" zu verwechseln. Diese Bezeichnung wird in automatisierungs- und elek-
trotechnischer Literatur so verwendet und ist entsprechend genormt. In dlteren Literaturquellen wird auch oft
die Bezeichnung 7 verwendet. Die hier eingefiihrte Zeitkonstante 71, ist eng mit der geohydraulischen Zeit-
konstanten a = % (Speicherkoeffizient/Transmissibilitdt) verwandt und l&sst sich in diese liberfithren (siche
GRABER, Lehrscript Systemanalyse, Abschnitt 8.1 THEISsche Brunnengleichung)

l S

. _ . o . :i.2
Rugar-C = g - S 1b= -1

dzr  2r _ hm

d T T

Anwendung der LAPLACE-Transformation:
Diese Differentialgleichung gilt es, mit den Methoden der LAPLACE-Transformation zu 16sen. Wendet man die

Rechenregeln entsprechend an, erhélt man:
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Mit dem Gesetz zur Differentiation,
L{f" ()} =pF(p) - f(0)

der Variablenzuordnung

und den Anfangsbedingung soll gelten:
f(0) = zri=0o
Damit erhilt man:
1 1
pL{zr} — 2ri—0 + —L{2r} = —L{hr}
Ty T

Losung der algebraischen Gleichung nach F'(p) = L{zr}:

1 1
ﬁL {hmi}+ zri=0 = L{zRr} - (p + T1>

P+

Beriicksichtigt man, dass nur die Anderungen gegeniiber dem stationdren Ausgangszustand berechnet werden

sollen, kann man zr;—g = 0 setzen, und man erhilt:

L ey = B4R (1.8)
(v #)
 Lihpd
L{zr} = Tt D)

Variante 2:Nutzung der Spannungsteilerregel

Die Gleichung 1.8 kann man auch einfacher erhalten, wenn die aus der Rohrhydraulik oder Elektrotechnik be-
kannten Regeln wie Maschen- und Knotenpunktsatz sowie Potential- (Spannungs-) Teilerregel benutzt werden.
Auch hier geht man davon aus, dass nur die Anderung gegeniiber dem stationéiren Zustand untersucht wird.

Dazu ist es notwendig, neben dem hydraulischen Widerstand

! I
Bryar = 53 = T
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und der hydraulischen Kapazitit (Speicher)
C=5-4

einen komplexen kapazitiven Widerstand R nach folgenden Gleichungen zu definieren:

1
Go=—
c R
SoM  gespannter GWL
=p b
no ungespannter GWL
Gc =Dp- C

bzw.
1

Re=—
c oC
Dabei wird p als komplexe Frequenz p = o + jw bezeichnet. Dies ist dieselbe unabhéngige Variable, die als

Basis der LAPLACE-Transformation dient.

Iy
hy,
l
I-(—)
v,
7R
R
Re
hy,

Abbildung 1.21: Schema der Grundwasserverhéltnisse

Anwendung der LAPLACE-Transformation:

Nach der Spannungsteilerregel, die besagt, dass sich der Spannungsabfall (Potential- oder Druckabfall) wie die
zugehorigen Widerstidnde verhilt, erhédlt man nachfolgende Gleichungen. Dabei fillt {iber der Kapazitit C' die
Spannung L{zr} ab. Der Flusswasserstand wirkt sowohl iiber den hydraulischen Widerstand Rpyar als auch

tiber den kapazitiven Widerstand R¢ (Reihenschaltung von Widerstdnden) (siche Abbildung 1.21):

L{ZR} _ RC
L{hpi}  Rnyar + Rc
Lizr} _ 30

L{hgi}  Rnyar + 1%
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Losung der algebraischen Gleichung nach F'(p)= L{zr}:

el ~ Lihm}

L =L{h =
{ZR} { Fl} Rhydr + p% pRhydrC +1

Mit Rpyqr - C = Tierhdlt man:
_ L{hpi}

Lizr} = Ty + 1

(1.9)

Dies ist somit die selbe Gleichung, die man mit der Bilanzmethode iiber die Differentialgleichung (siehe Glei-
chung 1.8) erhalten hat.
Variante 1 und 2

Riicktransformation und Bestimmung der y(t) = zg(t):

Bei der Riicktransformation, d.h. der Suche der Funktion zy(t), muss man die speziellen Randbedingungen,

d.h. die Zeitfunktion des Flusswasserspiegels, beriicksichtigen.
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a. Sprungformige Anregung (hp; = hpyo - 1(t))

Laut Korrespondenztabelle (siche Seite 147, Nr. 2) ist die LAPLACE-Transformierte des Sprungsignals:

L{hpi} = L{hpio - (D)} = hrro - 11?

Dabei wurde berticksichtigt, dass die Sprungfunktion in den Grenzen des LAPLACE-Integrals (0 bis co) den
konstanten Wert 1(¢) = 1 hat:

L{1®)} = L{r (1)} =%

Dies wird in die Gleichung 1.9 eingesetzt und man erhilt:

L{hm
L{ZR} - plil + i
L{zr} = hruwo - S —
p(pT1 +1)
hrio 1

L{izr} =

o)

Riicktransformation und Bestimmung der y(t) = zg(t):

Die Riicktransformation kann man hier mittels der Korrespondenztabelle oder der Partialbruchzerlegung durch-
fithren.

Variante Korrespondenztabelle

Aus der Korrespondenztabelle (siche Seite 147, Nr. 5) erhélt man:

-1 { 1 } _ et — eat
(p—a)(p—5) B-a
Aus dem Vergleich der zu transformierenden Funktion und der Korrespondenztabelle sieht man, dass
1 1

p(prg) @ O@D

gesetzt werden kann und man erhélt:

LY {L{zp}}=L""

B
1 1 ef%lt — el
L7 =
1
P (p + T%) T

ZR = h,;loL*l 1
! p(p+ T%)
_Tr
ZR:hFlO (1—6 ) (110)
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Variante Residuummethode
Ziel der Partialbruchzerlegung ist, die gebrochene rationale Funktion in eine Summe von Briichen der Nen-

nernullstellen, die Partialbriiche, zu zerlegen. Zuerst werden die Nullstellen des Nenners der Gleichung 1.9

gesucht:
h 1
top(prd)
p1=0
1
—
p2 + T
€
p2 = T

pP—pP1 P—DP2
L{zR}—}?llo~<A+ B ) (1.11)

L{ZR}Zh;fo'( A + B )

PPt

Die Koeffizienten A und B werden durch Vergleich der gebrochenen Funktion und der Summe der Partialbriiche

bestimmt:
1 A B
71 :i_i_il
1 (erT%)'A+pB
plp+d)  r(p+a)

Daraus ergibt sich bei Vergleich der Koeffizienten der Polynomglieder (Potenzen von p):

Pt 0=A+B
A
0
1=
p T,
A=T
B=-T

Wird dies in die LAPLACE-transformierte Gleichung 1.11 eingesetzt, so ergibt sich:

h T T
L{zR}:;llO'(l— 1 )

P optor
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und die LAPLACE-Riicktransformierte:

- 1) hro [Ty T
LY L{zp}y =L 2. | —= -
) {Tl (P p+%1>}
1 1
Y e £ ) (i
p (p“rﬁ)

Aus der Korrespondenztabelle (siche Seite 147, Nr. 3) ergibt sich die Riicktransformation:

{3}

e ) =

a=1

n =

1 i

L' —— Y =e"

(p+T%)

Damit erzielt man die Losung:

2R = hpio - (1—6_T1) (1.12)

Das ist die gleiche Losung, die man auch iiber den Weg sofortigen Anwendung der Korrespondenztabelle (sie-
he Gleichung 1.10) erhalten hat.

Varianten Korrespondenztabelle und Residuummethode

Abbildung 1.22 zeigt die zeitliche Anderung des Grundwasserspiegels bei sprunghafter Anderung des Flusswas-
serspiegels um hrjg = 20m in Abhéngigkeit vom Stromungswiderstand Rj,q, als Funktion der Linge [ und
der Transmissibilitdt 7', sowie von der Kapazitdt C' als Funktion der Lange [ und des Speicherkoeffizienten
S. Die Ergebnisse sind die gleichen, die man bei der direkten analytischen Losung der Differnetialglweichung
erhalten hat (siche Losung Seite 129).
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7000

—8#—7R_ kil wgesp., 13
==7R, k1. ungesp.. 11
—8—R, ki, mgesp., 2

—t—7R, k1, gesp., 13
—y—7R, k1, gesp., 11
7R, k1, gesp.. 12

—p— Fluss

5000

Wasserstandsiinderung
in min

Zeit

i
3000

2000

1000

251
20

w o) w <
— —

W Ul PUB)SIISSBAN

Abbildung 1.22: Anderung des Grundwasserstandes bei sprunghafter Anderung des Flusswasserstandes
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) 2
b. Sinusformige Anregung (hp; = hpjpsin(wt), mit w = T und t= 7d)
T
Laut Korrespondenztabelle (siche Seite 147, Nr. 7) ist die LAPLACE-Transformierte der Sinusschwingung:
@
L {si )} =——
fsin ()} =

. w
L{hFl} = L{hpl() Sin (wt)} = hFlOW

Dies wird in die Gleichung 1.11, Seite 177, eingesetzt, und man erhélt:
L{hp}
pT +1

hplw
[(p? +w?) (pT + 1)]

L{zp}=

L{zp}=

Riicktransformation und Bestimmung von y(t) = zg(t)

Als Riicktransformation sollen hier die Residuummethode mit der Partialbruchzerlegung benutzt werden. Die-
se sind einfach zu handhaben, wenn es sich, wie in diesem Falle, um eine rationale Funktion handelt.

Partialbruchmethode

hplw
[(p? +w?) (pT" + 1)]

1 — 71 i
L™ {L{zg}} =1L {[(p2+w2)l(pT+1)]}

L{zr} =

[ hrw 1
zr=1 { T [(p+jw)(p—jw)(p—191)]}

Mit )
e
und
(a*> —b%) =(a+b)-(a—1)
V(=02) = V(=1) b= jb
(a® +0%) = (o = (=07))
- (a + (—b2)) (a - (—b2))
(a® +b%) = (a+ jb) (a — jb)
erhilt man:

w

_7-1 Ty
S L ST )
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1.6. GEWOHNLICHE DIFFERENTIALGLEICHUNGEN

Als Partialbruchsumme geschrieben:

Ay Ay Az
p+iw)  —go) [y
P+ p—J (p+ﬁ)

2R = hFlL_l

Die Koeffizienten A, As und A3 erhélt man durch Multiplikation dieser Summanden mit dem Hauptnenner

und anschlieBendem Koeffizientenvergleich gleichwertiger Potenzen von p:

. 1 ) 1 . . w
p: A (p—jw) <p+ T> + Az (p + jw) (p+ T) +A3(p+3w)(p—Jw)=f
1 1 1

p2: Al + AQ =+ Ag =0
! A jw + ! +  Ap | Hjw+ ! + 0 0
: —JW + = W+ = =

p 1 J T, 2 J T,

P (L A, (22 A =

p: 1( T1> + 2(+T1 + 3w T,

Damit hat man drei Gleichungen fiir die drei Unbekannten A, A5 und Ajs. Die erste Gleichung kann nach Aj

aufgelost werden und in die dritte eingesetzt werden. Dann erhélt man zwei Gleichungen mit zwei Unbekann-

ten:

1 1
A [ —7 — A j — | =
1( ]w—l—Tl) + 2<+jw+Tl) 0

Wird die erste Zeile mit jw multipliziert, so erhilt man:

1 1
Ay | —J — A ' — =0 -J
1( jw—i—Tl)—l- 2(+jw—|—T1> | -jw

A (e +29) 4 a5 (—2+29) =0
1 (w + T, + Az | —w” + T
Diese Gleichung kann mit der oben dargestellten zweiten Gleichung addiert werden:
i (1 22) 4ay (e ) -
1 (w + T + Ao w” + T

ST D T R GRS A W
1(60 +T1 + A2 UJ+T1 T

und man erhalt:
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KAPITEL 1. MATHEMATISCHE GRUNDLAGEN

Dies in die obere Gleichung eingesetzt ergibt:

2 JW Jwiy _
A1<(JJ +T1>+A2( w +T1> 0

jw w
A -
! ( T1> 2T,

A= -
e )
Damit wird Az zu:
A +A+A3=0
As=—A; — Ay
A — w 1 W 1
3 2T (w2+ %W) T (—w2+]7%‘“)
1 1 1
20T (1+wh) ( 1+wT1)
1 2 w 1
A3:2wT1 1 \2 :i(w2+ 1)
—(rn) —1 7

Diese drei Faktoren Ay, A und Aj in die Partialbruchgleichung eingesetzt, ergibt:

1
PRI
e )
1
A, = 2
2T ( w2 + g‘,g;)
1
A= =
T (w2 + ,111)
R:hFlLil Al AQ AB

— + — +
(p+ijw)  (p—jw) (p+ T%)
Daraus ergibt sich unter Einbeziehung der EULERschen Formel:

hrio - wo ewo 1

2
Rhydr ( (R 1 C) + wg
hydr

wo
z
RO ~ RhydTC

CcOSs (wot — arctan

O[\J

RpyarC

Man erkennt (siche Abbildung 1.23), dass die Grundwasserhohe zr gegeniiber der Flusswasserspiegelhdhe h g

kleiner (geddmpft) sowie phasenverschoben (zeitverschoben) ist.
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1.6. GEWOHNLICHE DIFFERENTIALGLEICHUNGEN

1
Dampfung: =
1
(Rh,ydrc) +w(2)
Phasenverschiebung t o
\Y ung: arctan ————
Rhydrc
Allgemein

Dieses Beispiel soll geniigen, um zu zeigen, dass die LAPLACE-Transformation fiir lineare instationére Proble-

me sehr gut anwendbar ist. Bei komplizierteren Systemen, bei denen die Anzahl der Polstellen grof3 wird oder

die Erregerfunktion nicht mehr rational ist, ergeben sich rechentechnische Schwierigkeiten. Die LAPLACE-

Transformation ist nicht anwendbar, wenn kein geschlossener analytischer Ausdruck fiir die Erregerfunktion

aufgestellt werden kann, z. B. wenn nur einzelne Stichprobenwerte (Abtastwerte) existieren oder wenn die

Systemparameter oder die Erregerfunktion nichtlinearen Charakter besitzen.

Wasserstandsdnderung

=7k kL, mgsp. 11

e 55

5

4

k)

a:
IA

]

[Pl

==k kI, mgsp.

Abbildung 1.23:

() =, [Py =

01

AL CET DAY O ADS S AN

Grundwasserhohe zg gegeniiber der Flusswasserspiegelhdhe A gy

Teitin Stunden
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KAPITEL 1. MATHEMATISCHE GRUNDLAGEN

e zu Aufgabe 4 (s. S. 144)
a. Ausgangsgleichung:

: B . T, =1d7 ' K = 100
TC+C=K mit £=0:;C(0) =0

L{TlC’+C} = L{K}

L {c} = pY — C(0);

fir C (0) = C gilt: L{C} =Y
K
L{K} ="
{K} »
K
TipY +Y = —; Y(p‘f'l)zg
_ o y__ K A B _Ap+A+Bp
fur 7y =1 gilt plp+1) p p+1 p(p+1)
A=K; B=-K
y_ K K
P p+1
n—1
L71 {K} :K, Ll{ 1 } . t eat
p (p—a)" (n—1)!
a=—1; n=1
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1.6. GEWOHNLICHE DIFFERENTIALGLEICHUNGEN

80 A

63.2
60

40 1

20 1

Konzentration C in %

Abbildung 1.24: Prinzipieller Zeitverlauf der Konzentrationsénderung

b. Skizze (sieche Abbildung 1.24)

Zeittind

v
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KAPITEL 1. MATHEMATISCHE GRUNDLAGEN

e zu Aufgabe 5 (s. S. 144)

Ausgangsgleichung:

A:%:VZustr mit hy—o = 0; V:COTLSt
A L{h L{V}

v
h=—t
A
e zu Aufgabe 6 (s. S. 144)
Ausgangsgleichung:
dh hi—g =0; ¢g=0,015m 51!
—+k-h=g mit
dt
k=0,01s""t

L{h+kzh} = L{g}
L{h}+L{kh}:L{g}
L{h} — pY + h(0)
L{n} =Y

L{g}:g
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1.6. GEWOHNLICHE DIFFERENTIALGLEICHUNGEN

g g A B
pY +kY =2 —=Y=—"—="— 4 ——
P pp+k) p ptk
Ap+ Ak +Bp  p(A+ B)+ Ak
p(p+Fk) p(p+Fk)
g g
g — X .
g g
Y=< - <
k-p k-(p+k)

o= fy)-

L {uo—1 2)"} e 1)!

1
. . _ -1 _ =kt
firn =2gilt: 2=—k=1L {p+k}_e

ht) =2 (1- ™)
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1.7 Numerische Verfahren

1.7.1 Integrationsverfahren

1.7.1.1 Aufgaben

1
. d .
. Berechnen Sie unter Verwendung der Rechteck- und Trapezregel das Integral I = / % mit den
O 1.
Schrittweiten h = 0,1 und 0, 01 (Losung s. S. 190)

. Berechnen Sie folgende Integrale.

Verwenden Sie dabei mindestens zwei numerische Verfahren und zwei unterschiedliche Schrittweiten
und vergleichen Sie die Ergebnisse:

(Losung s. S. 192)

1
(a)/ e~z ynd
“1

2 x
o) [ “de
1 xr

. Berechnen Sie das Integral || 11’3 \/xdx mittels der Rechteck-, Trapezregel und den drei NEWTONschen

Formeln und vergleichen Sie die Ergebnisse. (Losung s. S. 197)

. Berechnen Sie das Integral I = / 10;d$ ndherungsweise.

Wihlen Sie dazu h = 1. '

Verwenden Sie fiir das Intervall [1, 9] die SIMPSONsche Regel und fiir das Intervall [9, 10] die Trapezre-
gel. (Losung s. S. 200)

. Eine Messreihe der Spezifischen Wiarme ¢ des AloO3 in Abhéngigkeit von der Temperatur T liefert die

in der Tabelle aufgefiihrten Werte.
1000

Ermitteln Sie die Warmemenge @Q = ¢(T) - dT, die man einem Gramm AlsO3 zufithren muss,
—200
um es von —200°C auf 1000°C' zu erwédrmen.

(Losung s. S. 203)

Die Integration ist numerisch nach

(a) der Trapezregel

(b) der SiMPSONschen Regel mit der Schrittweite h = 200°C durchzufiihren.

Systemanalyse in der Wasserwirtschaft - Aufgaben und Lésungen Peter-Wolfgang Griber



1.7. NUMERISCHE VERFAHREN

T [°C] | c[c/(g- K)
—260 0
—200 0,04
~100 0,012

0 0,18
100 0,22
200 0,24
300 0,25
400 0,26
600 0,27
800 0,275

1000 0,28

6. Bei einem Pumpversuch wurden folgende Grundwasserstinde gemessen (siche Abbildung 1.25)
Berechnen Sie das Wasserdefizit (Volumen) des Absenkungstrichters, wenn der Grundwasserleiter fol-
gende Kennwerte besitzt:
hy = 16m, M = 10m, k = 0,001m - s~ 1, Sy = 0,0001m !, ng = 0, 20

Benutzen Sie dazu die Methode der numerischen Integration! (Losung s. S. 204)

15,4

15,2
15,0
14,8

14,6

Wasserstand in m

14,4

2

14,2

>

0 2 4 6 8 10 12 14 16 18

Radius in m

Abbildung 1.25: Grundwasserstand in Abhéngigkeit vom Radius

189



KAPITEL 1. MATHEMATISCHE GRUNDLAGEN

1.7.1.2  Losung

e zu Aufgabe 1 (s. S. 188)

Die numerische Berechnung von Integralen erfolgt bei der Rechteckregel mittels der Formel:

b m

Flinks = / y(@)de ~ > (|2n — Tn-1]) - n (fiir m Teilintervalle)

a n=0

Bei der Verwendung der Trapezregel wird das Integral wie folgt berechnet:

b

F= /y (z) dz ~ Z (|zn — Tnt1]) - (yn+2yn+1> (fiir m Teilintervalle)
a n=0

Die analytische Losung des Integrals ist:

1

1 1
/1+xd$ =[In(1+2)],
0

=In2—-Inl1=1n2

=0,6931
Schritte | Funktion: Rechteckregel Trapezregel

X f (ﬁ) Teilfliche | Summe | Teilfliche | Summe
0,00 1,00 0,1000 0,1000 | 0,09545 0,0955
0,10 0,91 0,0909 0,1909 | 0,08712 0,1826
0,20 0,83 0,0833 0,2742 | 0,08013 0,2627
0,30 0,77 0,0769 0,3512 | 0,07418 0, 3369
0,40 0,71 0,0714 0,4226 | 0,06905 0,4059
0,50 0,67 0,0667 0,4893 | 0,06458 0,4705
0,60 0,63 0,0625 0,5518 | 0,06066 0,5312
0,70 0,59 0,0588 0,6106 | 0,05719 0, 5884
0,80 0,56 0,0556 0,6661 | 0,05409 0,6425
0,90 0,53 0,0526 0,7188 | 0,05132 0,6938
1,00 0,50

Ergebnisszusammenfassung:
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1.7. NUMERISCHE VERFAHREN

Rechteck- Trapez- analytische
Schrittweite rel. Fehler rel Fehler
regel regel Losung
0,1 0,7188 0,03697 0,6938 0, 0009
0,01 0,6957 0,00362 0,6932 0, 000009
0,6931

In Abbildung 1.26 ist die Bildung des Integrales fiir verschiedene Schrittweiten und fir die Rechteck- und die
Trapezregel dargestellt. Man erkennt, dass der Fehler abhingig von der verwendeten Methode und von der
Schrittweite ist. Die Trapezregel liefert schon bei einer Schrittweite von h = 0, 1(a — b) sehr brauchbare Werte

mit einem Fehler von < 0, 1%.

Num. Integration

1.0 4
09
08 +
07 +

086 e

05

Wert

—=— Rechteckregel
Schrittw eite = 0,1

041 ¥
Ly —a&— Trapezregel
3 e Schrittw eite = 0,1
03+ / - :
3 —— Funktion:
/ LR f(1/(1+x))
02+ )

; —»— Rechteckregel
P Schrittw eite = 0,01
01 —*— Trapezregel
Schrittw eite = 0,01
00 } . f f T T } |
0,0 0,1 0,2 0,3 0.4 0,5 0,6 0,7 0.8 09 1.0
Intervall

Abbildung 1.26: Numerische Integration mit verschiedenen Verfahren und Schrittweiten
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e zu Aufgabe 2 (s. S. 188)

a. Die numerische Berechnung von Integralen erfolgt bei der Rechteckregel mittels der Formel:

b m
Flinks = /y(z)dm = Z (Jxn — Tn-1]) " Yn (fiir m Teilintervalle)

Bei der Verwendung der Trapezregel wird das Integral wie folgt berechnet:

b m
F= /y (SU) dz ~ Z (|3€n — wn+1|) . (:WW> (fiir m Teilintervalle)

Die analytische Losung des Integrals ist:

1 1
4 6
(—2)*g %2/1 2.2 L T )y
/e X +z+2+30 X
-1 0

1 1 1t
-9 - .3 —~ .5 T
[”“L?,x 10" "o’ ]0

= 2,871
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Schritte | Funktion: Rechteckregel Trapezregel
x| £(e") | Teilfiche | Summe | Teilfliche | Summe
—1,00 2,72 0,2718 0,2718 0, 2483 0,2483
-0,90 2,25 0,2248 0, 4966 0,2072 0,4555
-0,80 1,90 0, 1896 0,6863 0,1764 0,6320
-0,70 1,63 0,1632 0,8495 0,1533 0,7853
-0,60 1,43 0,1433 0,9928 0,1359 0,9211
-0,50 1,28 0,1284 1,1212 0,1229 1,0440
—0,40 1,17 0,1174 | 1,2386 | 0,1134 | 1,1574
-0,30 1,09 0,1094 1, 3480 0,1067 1,2641
-0,20 1,04 0,1041 1,4521 0,1025 1, 3667
-0,10 1,01 0,1010 1,5531 0,1005 1,4672
0,00 1,00 0, 1000 1,6531 0, 1005 1,5677
0,10 1,01 0,1010 1,7541 0,1025 1,6702
0,20 1,04 0,1041 1,8582 0,1067 1,7770
0,30 1,09 0,1094 1,9676 0,1134 1,8904
0,40 1,17 0,1174 2,0849 0,1229 2,0132
0,50 1,28 0,1284 2,2133 0,1359 2,1491
0,60 1,43 0,1433 2,3567 0,1533 2,3024
0,70 1,63 0,1632 2,5199 0,1764 2,4788
0,80 1,90 0, 1896 2,7096 0,2072 2,6860
0,90 2,25 0,2248 2,9343 0, 2483 2,9343
1,00 2,72
Ergebniszusammenfassung:
Schrittweite || Rechteck | Fehler | Trapez | Fehler
0,1 2,9343 0,06 2,9343 | 0,06
0,01 2,8985 0,03 2,8987 | 0,03
analytisch 2,871
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In Abbildung 1.27 ist die Bildung des Integrales fiir verschiedene Schrittweiten und fiir die Rechtack-
und die Trapezregel dargestellt. Man erkennt, dass der Fehler abhéngig von der verwendeten Methode,
von der Schrittweite und von den Ordinatenwert ist. Die Trapezregel liefert schon bei einer Schrittweite

von h = 0, 1(a — b) sehr brauchbare Werte mit einen Fehler von < 0, 1%.

—e—f(exp(-x2) —— Rechteck, h=0,1 —a— Trapez h=0,1

Abbildung 1.27: Numerische Integration mit verschiedenen Verfahren und Schrittweiten

b. Die numerische Berechnung von Integralen erfolgt bei der Rechteckregel mittels der Formel:

b m
Flinks = /y(x)dm = Z (|Jn — Tn-1]) " Yn (fir m Teilintervalle)

b m
F= /y () dz ~ Z (lzn — znga]) - (W) (fir m Teilintervalle)
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Die analytische Losung des Integrals ist:

2

/emd N U U il
x 1.1 2.2 3.3! n-nll,

1
met 2ty 210,
o oy 2205 10,
174718 96

mi+ieiy Ly
PETITIT IR T 06

~ 2,9882861

Schritte | Funktion: Rechteckregel Trapezregel
X f (i:) Teilfliche | Summe | Teilfliiche | Summe

1,00 2,72 0,2718 0,2718 0,3036 0, 3036

1,10 3,35 0,3353 0,6072 0,3787 0,6823

1,20 4,22 0,4221 1,0292 0, 4820 1,1643

1,30 5,42 0,5419 1,5712 0,6259 1,7902

1,40 7,10 0,7099 2,2811 0,8294 2,6196

1,50 9,49 0,9488 3,2299 1,1212 3,7408

1,60 12,94 1,2936 4,5235 1,5465 5,2872

1,70 17,99 1,7993 6, 3228 2,1764 7,4636

1,80 25,53 2,5534 8, 8762 3,1250 | 10,5886

1,90 36,97 3,6966 | 12,5728 | 4,5782 | 15,1668

2,00 54,60

Ergebniszusammenfassung:
Rechteck- Trapez- analytische
Schrittweite rel. Fehler rel Fehler
regel regel Losung
0,1 3,0100 0,021 3,0582 0,062
0,01 3,0273 0,042 3,0322 0,041
2,9882861

In Abbildung 1.28 ist die Bildung des Integrals fiir verschiedene Schrittweiten und fiir die Rechteck-
und die Trapezregel dargestellt. Man erkennt, dass der Fehler abhéngig von der verwendeten Methode,
von der Schrittweite und vom Ordinatenwert ist. Die Trapezregel liefert schon bei einer Schrittweite von

h =0,1-(a — b) sehr brauchbare Werte mit einen Fehler von < 0, 1%.
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Teilflichen

196

16,0000 -

—m— Rechteckregel, h=0,1
14,0000 - —a— Trapezregel, h=0.1

—e— Funktion y=exp(x)/x 1
12,0000

10,0000

83,0000

6,0000 -

4,0000 -

0,0mo T T T T T T T T T

y 5500

50,00
45,00
40,00

35,00

r 30,00
T 25,00

20,00

r 15,00

10,00

r 5,00
= 0,00

100 1,10 120 130 140 1,50 160 170 180 19 200

x-Wert

Abbildung 1.28: Numerische Integration mit verschiedenen Verfahren und Schrittweiten

Funktionswert
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e zu Aufgabe 3 (s. S. 188)

Die numerische Berechnung von Integralen erfolgt bei der Rechteckregel mittels der Formel:

Flinks = /y(m)dm ~ Z (|zn — Tn-1]) - Yn (fiir m Teilintervalle)

F= /y (z) da ~ Z (|2 — 2pga]) - (yn+2yn+1> (fiir m Teilintervalle)

Die analytische Losung des Integrals ist:
1,3
1,3
/\/de = [2 . Vz3]
1
1

—2- (V2,197 - V1)

=0,3215
Schritte | Funktion: Rechteckregel Trapezregel

x f(y/(x)) | Teilfiiiche | Summe | Teilfliche | Summe
1,00 1,00 0,0300 0,0300 0,0302 0,0302
1,03 1,01 0,0304 0, 0604 0,0307 0,0609
1,06 1,03 0,0309 0,0913 0,0311 0,0920
1,09 1,04 0,0313 0,1227 0,0315 0,1235
1,12 1,06 0,0317 0,1544 0,0320 0,1555
1,15 1,07 0,0322 0, 1866 0,0324 0,1879
1,18 1,09 0,0326 0,2192 0,0328 0,2207
1,21 1,10 0,0330 0,2522 0,0332 0,2539
1,24 1,11 0,0334 0, 2856 0,0336 0,2875
1,27 1,13 0,0338 0,3194 0,0340 0,3215
1,30 1,14

Ergebniszusammenfassung der Rechteck- und Trapezregel:
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Rechteck- Trapez- analytische
Schrittweite rel. Fehler rel Fehler
regel regel Losung
0,03 0,3194 0, 0066 0,3215 0,000014
0, 3215
In Abbildung 1.29 ist die Bildung des Integrals fiir verschiedene Schrittweiten und fiir die Rechteck- und die

Trapezregel dargestellt. Man erkennt, dass der Fehler abhéingig von der verwendeten Methode ist.

—m— Rechteckregel > 114
0.30 - —a— Trapezregel

—e— Funktion y=Wurzel(x) == 1,12

- 1,08

+ 106

Teilflichen
Funktionswert

+ 1,02

x-Wert

Abbildung 1.29: Entwicklung des Integrals im Intervall 1 bis 1,3 mittels der Rechteck- und Trapezformel

Bei der NEWTONschen Formel wird die NEWTONsche Interpolationsfunktion mit folgenden Ergebnissen inte-

griert:

() da = -1 Yo + Y1 2 Stiitzstellen lineare Interpolation

To 2

x1 h o . .

f(z)dr = =2 Yo + 4y1 + Yo 3 Stiitzstellen quadratische Interpolation

o 3

@ h . :

L (x)dr = 3hs Yo + 3y1 + 3y2 + ys 4 Stiitzstellen kubische Interpolation
o 8
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Je nach verwendeter NEWTONscher Formel wird das Integrationsintervall in unterschiedliche Schrittweiten h,,

eingeteilt. Man erhélt damit folgende Ergebnisse:

NEWTONsche Formel - 2 Stiitzstellen:

h=0,3| f=+xz F
a=1 1 0,321026314
b=1,3 | 1,140175425
NEWTONsche Formel - 3 Stiitzstellen:
h=0,15 | f=x F
a=1 1 0,321484877
x1=1,15 | 1,072380529
b=1,3 1,140175425
NEWTONsche Formel - 4 Stiitzstellen:
h=0,1 | f=V=x F
a=1 1 0,321485149
1 =1,1 | 1,048808848
1 =1,2 | 1,095445115
b=1,3 1,140175425
Ergebniszusammenfassung:
Schrittweite | Integral | rel. Fehler
NEWTONsche Formel - 2 Stiitzstellen 0,30 0,3210 | 0,0014280
NEWTONsche Formel - 3 Stiitzstellen 0,15 0,3215 | 0,0000015
NEWTONsche Formel - 4 Stiitzstellen 0,10 0,3215 | 0,0000007
Rechteckformel 0,03 0,3194 | 0,0065550
Trapezformel 0,03 0,3215 | 0,0000140
analytische Losung 0, 3215

In dieser Tabelle ist zu erkennen, dass die Genauigkeit der NEWTONschen Formel mit 4 Stiitzstellen am hoch-

sten ist. Dabei libertrifft die Genauigkeit dieses Verfahrens die Trapezregel um zwei Zehnerpotenzen mit einem

Rechenaufwand, der nur ein Drittel betragt.
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e zu Aufgabe 4 (s. S. 188)

Das Integral

10
1
F:/ —dx
1 x
9

1 109
:/ fdx—i—/ —dx
1z 9 T

soll im Intervall = = [1, 9] mittels SIMPSONscher Regel und im Interavall = [9, 10] mittels der Trapezregel

berechnet werden.

a. Berechnung des Integrals von « = [1, 9] mittels SIMPSONscher Regel:
Die SimMPsONsche Regel lautet:

T2k h
Foimps = / f(x)de = 3 (yo +4y1 + 2y2 + 4y + ... + 2yor—2 + 4yak—1 + Yoi)
zo

Zu beachten ist:

- Die Stiitzstellen miissen dquidistant (konstante Schrittweite £ ) sein.

- Die Anzahl der Stiitzstellen x,, muss ungerade sein (n = 0....2k) .

Laut Aufgabenstellung soll die Schrittweite Az = 1 sein. Damit ergeben sich einschlieBlich der Integrations-

grenzen 9 Stiitzstellen. Das Integral wird demzufolge angenéhert durch:

1 4 2 4 2 4
jon _ Az ;0+(x0+A$)+(m0+2-Aaj)+(x0+3-Ax)+(a:0+4-Ax)+(m0+5~Ax)+
ST 2 4 1

T @16 080 " @17 80 @18 A0

» 1 1+4+2+4+2+4+2+4+1
smpsTT3 o\l 2 3 4 5 6 7 8 9

Fsimps - 2, 21005291

Die analytische Losung liefert:

71
Fanalyt :/1 Edz
9
= [In(z)];

Fonatyt = 2,197224577

Damit ergibt sich bei der SIMPSON-Regel mit 9 Stiitzstellen ein Fehler von:

e — Fsimps - Fanalyt

Fanalyt

e = 0,00584
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b. Berechnung des Integrals von x = [9, 10] mittels Trapezregel:

(f(a) + £(b))

Die Trapezregel lautet:
Ftrap =Azx- B)

Mit den laut Aufgabenstellung vorgegebenen Werten erhélt man:
41
F; trap — 1. 9 10

Ol

Fiyap = 0,105555556

Fanalyt = / —dx
9 T

Die analytische Losung berechnet sich zu:

= [In(z)]y”

Fonaly: = 0,105360516

Damit ergibt sich bei der Trapezregel mit 2 Stiitzstellen ein Fehler von:
’ Ftrap - Fanalyt

Fanalyt

€ =0,001851167

Die Summe der beiden Integrale liefert:
F = Fsimps + Ftrap
= 2,21005291 + 0, 105555556

F =~ 2,315608466

Die analytische Losung wird ermittelt zu:
10
1
F= / —dzx
1 T

= [In(z)]}°

F = 2,302585093
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Damit ergibt sich ein Gesamtfehler von:

(Fsimps + Ftrap) -F
F

£ =

e = 0,005655979
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e zu Aufgabe 5 (s. S. 188)

a. Bei der Verwendung der Trapezregel wird das Integral wie folgt berechnet:

b m
n + n N T
= / Z |Tn, — Tnt]) (y2y+1> (fir m Teilintervalle)

a

Entsprechend der Aufgabenstellung ist eine Schrittweite von AT = 200°C' zu verwenden. Damit wird

das Integral angenéhert durch:

7
Q:ATZC"—’_%

n=1

wobei gilt:
C1 = €(—200°C)
€7 = €(1000°C)
° C(—200°C C(1000°C
Q =200°C - (% + ooy t C20000) T Ca000c) t C6000C) T C(R000C) T %)

=200°C - (0,02 + 0,18 + 0,24 + 0,26 + 0,27 + 0,275 + 0, 14)

Q =277

b. Die SiIMPSONsche Regel lautet:

i h
Foimps = / f(z)dx = 3 (Yo +4y1 + 2y2 +4ys + ... + 202 + 4Yor—1 + Yor)

Zu beachten ist:

- Die Stiitzstellen miissen dquidistant (konstante Schrittweite h ) sein.

- Die Anzahl der Stiitzstellen z,, muss ungerade sein (n = 0....2k) .

Entsprechend der Aufgabenstellung ist eine Schrittweite von AT = 200°C zu verwenden. Damit werden

bei der SIMPSONschen Regel 7 Stiitzstellen verwendet.

200°C

@=—3

“(c(—2000c) +4 - cocy +2 - ca0000)F
4 - cia0000) + 2 - c000c) + 4+ ¢00°0) + C(10000C))
=66,67°C - (0,04 40,72+ 0,48+ 1,04+ 0,54+ 1,1+ 0, 28)

Q =280
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e zu Aufgabe 6 (s. S. 188)

15.4
15.2
15,0
14,8

14,6

Wasserstand in m

14,4

14,2

>

0 2 4 6 8 10 12 14 16 18

Radius in m

Abbildung 1.30: Grundwasserstand in Abhéngigkeit vom Radius

Fiir den vorliegenden Fall wird anhand der urspriinglichen Messwerte folgende Tabelle der Funktion aufge-
stellt (siche auch Abbildung 1.30 ). Es ist nicht sinnvoll interpolierte Werte zu benutzen, da diese Interpolation

Ungenauigkeiten in die Berechnung bringt.

Radius Wasserstand Absenkung Teilvolumen
[m] [m] [m] [m?]
0,3 14,40 1,60 4,36
1,0 14,55 1,45 32,67
3,0 14, 85 1,15 55,29
5,0 14,95 1,05 75,40
7,0 15,05 0,95 92,99
9,0 15,10 0,90 109, 96
11,0 15,15 0,85 124,41
13.0 15,20 0,80 138,98
15,0 15,22 0,78 153,81
17,0 15,25 0,75

Zur Berechnung des Wasservolumens, welches abgepumpt wurde, geht man von dem Volumen des Absen-

kungstrichters aus. Dazu ist die Hohe der Absenkung notwendig:
S = ht:() — h(t)
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Das Volumen wird berechnet, indem ein rotationssymetrischer Absenkungstrichter angenommen wird. Der
Langsschnitt ergibt sich aus der Flidche, die von der Absenkungskurve und von der x-Achse eingeschlossen
wird. Entsprechend der vorliegenden Quantisierung kann das Volumen als Summe einzelner Hohlzylinder be-
trachtet werden, wobei, dhnlich wie bei der Integrationsformel, von rechteckigen oder trapezformigen Hohlzy-
linderlangsschnittflichen auszugehen ist.

Rechteckiger Querschnitt:

VHohlz. = Vzyl—auBen — szlfinnen
— 2 2
=Tm-5:T5 —T-8T7

Vioniz. =7+ s+ (r3 —r?})

Auf das Quantisierungsschema bezogen:

Vionz. =7 Y sn- (T —73)

Bei trapezformigen Langsschnitt wird die Fliache nach dem Trapezgesetz berechnet:

VHoniz. = WZ (STL—;%H) (o =)

Da bekannt ist, dass die Trapezformel genauere Werte liefert, soll diese im Weiteren benutzt werden. Die

einzelnen Teilvolumina sind in der Tabelle aufgefiihrt. Als Gesamtvolumen des Absenkungstrichter ergibt sich:

VHohi,. = 787,87

Da das Wasservolumen entsprechend dem gravimetrischen Speichervermdgen nur ein Bruchteil des Trichters

ausmacht, muss das Volumen des Hohlzylinders mit dem Speicherkoeffizienten multipliziert werden.

VWasser =5 VHohlz.

Laut Aufgabenstellung handelt es sich hier um gespannte Grundwasserleiterverhéltnisse und damit gilt:
VWasser = SO -M - VHohlz.
=0,0001m~! - 10m - 787,87

Vivasser = 0, 78787m3
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1.7.2  Numerische Losung von Differentialgleichungen

1.7.2.1 Aufgaben

1. Losen Sie folgende Differentialgleichung mittels numerischer Methoden, indem Sie bis x = 1 mit weni-
gen Intervallen, z.B. 0,5; 0,2 und 0, 1 rechnen.
(Losung s. S. 208)

Yy = —zy?  mit y(0) =2

(a) Wenden Sie die einfache EULERsche Methode an. Konvergieren die Ergebnisse gegen den exakten
Losungswert y (1) = 1?

(b) Wenden Sie das RUNGE-KUTTA—Verfahren 4. Ordnung und ein Predictor-Corrector-Verfahren auf

die differentialgleichung an und vergleichen Sie wieder die Ergebnisse.

2. Losen Sie die Differentialgleichung

d .

d—fu%:@ mit  2(0) =3
fiir den Punkt ¢ = 3 nach dem EULER-Verfahren. Benutzen Sie dabei Schrittweiten von At = 0, 1; 0,05
und 0, 01.

(Losung s. S. 213)

3. Ldsen Sie die Differentialgleichung
td—x—x:tQCost mit :B(E):ﬂ
dt 2
fiir den Punkt ¢ = 27 nach dem EULER-Verfahren. Benutzen Sie dabei Schrittweiten von At = 0, 17
und At = 0, 057.
(Losung s. S. 215)

4. Fiir die Konzentration C' durch Sorption von Schadstoffen an der Bodenmatrix soll folgende DGL gelten:
T,C+C =K

wobei T} eine Zeitkonstante und K eine Konstante sein sollen. 7} = 1d~!, K = 100
Die Konzentrationsénderung zum Zeitpunkt ¢ = 0 soll C(0) = 0 sein.
(Losung s. S. 217)

(a) Losen Sie die DGL mittels EULER-Verfahrens (b = 0, 1d) und berechnen Sie die Konzentration
fiir den Zeitpunkt ¢t = 1d.

(b) Skizzieren Sie den prinzipiellen Zeitverlauf der Konzentration.

5. Der Grundwasserwiederanstieg und damit die Auffiillung der Restlocher in den ehemaligen Braunkoh-
lentagebauen dauert unter natiirlichen Bedingungen zu lange. Deshalb wird mit einer konstanten Fremd
einspeisung der Auffiillvorgang (h;—¢ = 0) beschleunigt (siche Abbildung 1.31).

Stellen Sie fiir den Auffiillvorgang h(t), ohne Beriicksichtigung des Grundwasserleiters und eventueller
Grundwasserneubildungsrate, die Differentialgleichung auf.

Beschreiben Sie die Losung mittels numerischer Methoden. (Losung s. S. 218)
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—]

h(t)

Wil

Abbildung 1.31: Fillvorgang eines Restloches

6. Es ist folgende Differentialgleichung gegeben:

dh .
E—’_k.h:g mit hi—g =0

g=0,015m-stund k =0,01s"!
Ldsen Sie die Differentialgleichung mittels numerischer Methoden (Ldsung s. S. 219).
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1.7.2.2 Losungen

e zu Aufgabe 1 (s. S. 206)

a. [Entsprechend der EULERschen-Methode wird die Losung der Differentialgleichung auf die schrittweise
Losung einer algebraischen Gleichung iiberfiihrt. Je nachdem, ob nur mit einem Intervall zwischen Ober- und

Untergrenze (b bzw. a) oder mit n Teilintervallen gearbeitet wird, erhdlt man:

b
Y = ya+/f(xvy)dxz Ya + f(a7 ya)'(b_a)

%

Yo + f(aaya)'h

Tn41

Yn+1l = Yn + / f(xay)dx R Yn + f(xna yn) : (xn+1 - xn)

Tn

%

Yn + f(zna yn) Az,

Fiir die Losung der vorliegenden Differentialgleichung bedeutet dies:

!

y = —ay’

Yn+1 = Yn — T y721 Az

Bei Einsetzen der vorgebenen Anfangsbedingung y (0) = 2 und des zu berechnenden Wertes y,—1) erhélt man
die in Abbildung 1.32 gezeigte Entwicklung der Losung in Abhéngigkeit von der Zeitschrittweite (Az = 0, 05;
0,1;0,2;0,5).

Die analytische Losung dieser Differentialgleichung ist im Abschnitt 1.6.2.1 ”Analytische Methoden zur Lo-
sung von Differentialgleichungen” (Seite 123) dargelegt. Die analytische Losung

y() =1

ist zum Vergleich mit angegeben. In Abbildung 1.33 ist die Abhéngigkeit der Losung von der Zeitschrittweite
dargestellt. Darin ist zu erkennen, dass die Losung des EULER-Verfahrens fiir diese Aufgabe sehr gut mit dem

Wert der analytischen Losung y(1) = 1 konvergiert.

Ax=0,05 | Ax=0,1 | Ax=0,2 | Ax=0,5 | Ax =1 | analytisch

y(x=1) 0,953 0,906 0,808 0,5 0 1
rel. Fehler (x = 1) 0,047 0,094 0,192 0,5 1
abs. Fehler (x = 1) 0,047 0,094 0,192 0,5 1
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b5 —e—A=0,05
AN —=—A=0,1
1,9 - 3

]:8 \ —a—A=02

——A=05

17
16
1,5 -
1,4
1,3 -
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L1
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0,9 -
0.8
07
06 -

[0 . . ‘ T T . %
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x-Wert

Funktionswert y(x)

Abbildung 1.32: Verlauf der Losungsfunktion, Quantisierungsschrittweite als Paramter

1,0
0,9 -

2

0.8

y(1)
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0,5 T T T T b
0 0.1 0.2 03 0.4 0,5

Schrittweite

Abbildung 1.33: Abhéingigkeit des Integrationsergebnisses von Quantisierungsschrittweite
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b. Das einfachste Verfahren, welches sich vom EULER-Verfahren hinsichtlich der Genauigkeit

unterscheidet, ist das RUNGE-KUTTA-Verfahren 2. Ordnung. In diesem Fall ist:

yb:ya+k2

kl =h- f(xaaya)
ko = h- f (@0 + ~hyya + ok
2 = Tq 9 yYa B 1

mit: h=b—-a

Fir die Losung der vorliegenden Differentialgleichung bedeutet dies:

yb:ya+k2

Fiira =0,b = 1und h = 1 ergeben sich folgende Werte:

Yo | ki | ko | ¥

2 |0 | -2]0
Fira =0,b= 1und h = 0, 5 ergeben sich folgende Werte:

Yn ky ko Ynt1

2 0 -0,5 1,5

1,5 | —0,5625 | —0,557 | 0,943
Das RUNGE-KUTTA-Verfahren 4. Ordnung stellt ein hdufig benutztes Verfahren dar, welches einen

guten Kompromiss zwischen Genauigkeit und numerischem Aufwand darstellt. Fiir die allgemeine

Form:

yb:ya'i'k
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schreibt man beim RUNGE-KUTTA-Verfahren 4. Ordnung:

k =

k1

k2

k3

k4

mit :

'(k1+2k2+2k}3+k}4)

ﬁ
2
ko

)

2

| =

h'f(aaya)
_h'f(a+gaya+

h
:h'f<a+27ya+

h'f<a+h7ya+k3>

h=1b—al

Fiir die Losung der vorliegenden Differentialgleichung bedeutet dies:

yn+1=yn—xn~yZ~A$

Fira =0,b = 1und h = 1 ergeben sich folgende Werte:

Yo | k1 | ko ks ky Yo
2 |0 | -2 -0,5]|—2,25] 0,792
Fira =0,b=1und h = 0,5 ergeben sich folgende Werte:
Vn k; ko ks ky Yn+1
2 0 —0,5 —0,383 | —0,654 | 1,597
1,597 | —0,637 | —0,613 | —0,625 | —0,473 | 0,9994

Bei Einsetzen der vorgebenen Anfangsbedingung 3 (0) = 2 und des zu berechnenden Wertes y/,—1)

erhélt man die in Abbildung 1.32 gezeigte Entwicklung der Losung in Abhdngigkeit von der Zeit-
schrittweite (Axz = 0,05; 0,1;0,2; 0,5).
Die analytische Losung dieser Differentialgleichung ist im Abschnitt 1.6.2.1 ”Analytische Metho-

den zur Losung von Differentialgleichungen” s. S. 123 dargelegt. Die analytische Lésung

ist zum Vergleich mit dargestellt.

y(1) =1
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212

y(x=1) | rel. Fehler (x = 1) | abs. Fehler (x = 1)
EULER Ax =0,5 0,5 0,5 0,5
EULER Ax =0,2 0,808 0,192 0,192
EULER Ax=0,1 0,906 0,094 0,094
EULER Ax =0,05 || 0,953 0,047 0,047
R-K-2.0. | Ax=1 0 1 1
R-K-2.0 | Ax=0,5 0,943 0,057 0,057
R-K-4.0 | Ax=1 0,792 0,208 0,208
R-K4.0 | Ax=0,5 0,9994 0,0006 0, 0006
analytisch 1
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e zu Aufgabe 2 (s. S. 206)
Entsprechend der EULERschen Methode wird die Losung der Differentialgleichung auf die schrittweise
Losung einer algebraischen Gleichung iiberfiihrt. Je nachdem, ob nur mit einem Intervall zwischen Ober-

und Untergrenze (b bzw. a) oder mit n Teilintervallen gearbeitet wird, erhélt man:
b
Yo = Ya +/f(w,y)dx X Yo+ fla, ya) - (b—a)

R Yo + f(a,ya)~h
Tn41

Yn+1l = Yn + f(xay)dx R Yn + f(xna yn) ' (xn—O—l - mn)

Tn

R Yn + f(xna yn) Az,

Fiir die Losung der vorliegenden Differentialgleichung bedeutet dies:

dr
— +tx=0
dt+ T

2
Tpp1 = Tp — 1, - Xy At

Bei Einsetzen der vorgebenen Anfangsbedingung x(0) = 3 und des zu berechnenden Wertes x(;—s)
erhdlt man die in Abbildung 1.34 gezeigte Entwicklung der Losung in Abhédngigkeit von der Zeitschritt-
weite (At = 0,1;0,05;0,01).

Die analytische Losung dieser Differentialgleichung ist im Abschnitt 1.6.2.1 ”Analytische Methoden zur

Losung von Differentialgleichungen” (Seite ??) dargelegt. Die analytische Losung

ist zum Vergleich mit dargestellt. Man erkennt, dass die Abweichung sehr stark von dem Kurvenverlauf

bzw. dem zu berechnenden Wert abhéngt.

At=0,1 | At=0,05 | At =0,01 | analytisch
x(t =3) 0,0000007 | 0,0000568 | 0,0002739 | 0,0003702
rel. Fehler (t = 3) 0,998 0, 847 0,260
abs. Fehler (t = 3) 0,0004 0,0003 0, 0001
x(t =1,5) 0,78 0,88 0,96 0,97
rel. Fehler (t = 1,5) ||| 0,194 0,096 0,019
abs. Fehler (t =1,5) ||| 0,189 0,093 0,018
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R PR
—— Delta +—0.01
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—a— Delta +—0,1
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Abbildung 1.34: Verlauf der Losungsfunktion, Quantisierungsschrittweite als Paramter
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e zu Aufgabe 3 (s. S. 206

Entsprechend der EULER-Methode wird die Losung der Differentialgleichung auf die schrittweise Losung einer
algebraischen Gleichung tiberfiihrt. Je nachdem, ob nur mit einem Intervall zwischen Ober- und Untergrenze

(b bzw. a) oder mit n Teilintervallen gearbeitet wird, erhdlt man:
b
=+ [ Fods =yt fla ) (- a)

Ya + f(a,ya)~h

Tn41

Yn+1 = Yn + / f(x,y)da: R Yn + f(xna yn) : (zn—o—l - zn)

Tn

%

%

Yn + f(xna y’n) : Axn

Fir die Losung der vorliegenden Differentialgleichung bedeutet dies:

13 12 cost
— —x =1"cos
dt

1
Tpt1 = Tp + (t, cost, + t—zn) At
n

Bei Einsetzen der vorgebenen Anfangsbedingung az(%) = m und des zu berechnenten Wertes x(;—ar) €r-
hilt man die in Abbildung 1.34 gezeigte Entwicklung der Losung in Abhéngigkeit von der Zeitschrittweite
(At = 0,17 und 0, 057).

Die analytische Losung dieser Differentialgleichung ist im Abschnitt 1.6.2.1 ”Analytische Methoden zur Lo-

sung von Differentialgleichungen”, Seite ?? dargelegt. Die analytische Losung

x =1t(1+sint)

ist zum Vergleich mit dargestellt. Man erkennt, dass die Abweichung sehr stark von dem Kurvenverlauf, bzw.

dem zu berechnenden Wert abhéngt.

At =0,17 | At =0,057 | analytisch
x(t = 27) 6,337 6,244 6,283
rel. Fehler (t = 27) 0, 0085 0,0062
abs. Fehler (t = 2) 0,0534 0,0388
x(t = 3,45) 1,386 1,853 2,388
rel. Fehler (t = 3,45) || 0,420 0,224
abs. Fehler (t = 3,45) ||| 1,002 0,534
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—e—Delta t=0,1 Pi
—a— analytisch
—¢— Delta t=0,05 Pi
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Abbildung 1.35: Verlauf der Losungsfunktion, Quantisierungsschrittweite als Paramter
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e zu Aufgabe 4 (s. S. 206)

a. Entsprechend der EULER-Methode wird die Losung der Differentialgleichung auf die schrittwei-
se Losung einer algebraischen Gleichung iiberfiihrt. Je nachdem, ob nur mit einem Intervall zwischen

Ober- und Untergrenze (b bzw. a) oder mit n Teilintervallen gearbeitet wird, erhilt man:

b
Yo = ya + / (@ y)dz ~ yo + f(a ya) - (b— a)

Q

Ya + f(aaya)'h

Tn41

Yn+1 = Yn + / f(xay)dx R Yn + f(xna yn) : (-Tn-‘rl - xn)

Tn

Q

Fiir die Losung der vorliegenden Differentialgleichung bedeutet dies:

T.C+C=K

Cos1 = Co b~ (K — C), - At
T

Bei Einsetzen der vorgebenen Anfangsbedingung Cy—¢ = 0 und des zu berechnenden Wertes Cy—14
erhdlt man die in Abbildung 1.36 gezeigte Entwicklung der Losung in Abhingigkeit von der Zeit (At =
0, 1d). Die analytische Losung dieser Differentialgleichung ist im Abschnitt 1.6.2.1 ”Analytische Me-

I T PTTTTT .

MT'
S
$=
Q
=
=
)
®
R e R i
=
@
s
& 2044t
o
0
0 1 2 3 4 5 6
Zeit tin d

Abbildung 1.36: Abhéngigkeit der Konzentration von der Zeit

thoden zur Losung von Differentialgleichungen”, Seite ?? dargelegt. Die analytische Losung
C:cw-@-@*ﬁ)
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Abbildung 1.37: Prinzipieller Zeitverlauf der Konzentration

ist zum Vergleich mit dargestellt. Man erkennt, dass die Abweichung sehr stark von dem Kurvenverlauf

bzw. dem zu berechnenden Wert abhingt

At = 0,1d | analytisch

x(t = 1d) 65, 132 63,212

rel. Fehler (t = 1d) 0,03

abs. Fehler (t = 1d) ||| 1,92
b. Skizze

e zu Aufgabe 5 (s. S. 206)

dh .
Aazv mit: p,_ =0
1 14
dh:Z'th es gilt: dh ~ Ah = h,iq — hy
hs = hoy + — V- A
R
h():O

e zu Aufgabe 6 (s. S. 206)
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g=0,015" k=0,01s"

dh .
%Jrkrh:g mit: p, =0
dh=(g—k-h)dt
dh = Ah = hpp1 — hy

Bi1 = hn (0,015 — 0,01 - hy,) At
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Kapitel 2

Analytische Losung der Brunnenanstromung

Peter-Wolfgang Grdber Systemanalyse in der Wasserwirtschaft - Aufgaben und Lésungen



2.1

Aufgaben

1. Berechnen Sie die Absenkung s fiir die Grundwasserbeobachtungsrohre (GWBR) in einer Entfernung r

und zu den Zeiten ¢, die infolge einer Wasserforderung V' im Brunnen Br fiir nachfolgenden unendlich

ausgedehnten Grundwasserleiter (siche Abbildung 2.1) auftritt und stellen Sie das Ergebnis grafisch dar

(Losung s. S. 230).

k=1-10"32; M = 10m; S =0,001;a = £ =

r = dm; 10m; 20m; 50m

T

0,1-5; 79 = 0,25m; V = 0,015™; h,, = 16m;

t = 1man; 2man; Smin; 10main; 20min; 30min; 45min; 60min; 90min; 120min

Abbildung 2.1: Unendlich ausgedehnter Grundwasserleiter mit Brunnen und GWBR

2. Berechnen Sie fiir den Grundwasserleiter aus Aufgabe 1 (siche Abbildung 2.1) die Absenkung im GWBR

(r = 10m) alle 10 Minuten bis maximal 100 Minuten, wenn der Volumenstrom des Forderbrunnens

folgender Zeitstaffelung unterliegt, und stellen Sie die Losung grafisch dar (Losung s. S. 235).

m

Volumenstrom {T

i

0,005

0,010

0,015

0,020

0,025

0,030

0,000

Forderbeginn [min]

0

10

20

30

40

50

60

3. In einem Grundwasserleiter in der Néhe eines Flusses soll eine Baugrube abgesenkt werden. Die Mit-

te der Baugrube ist 100m vom Fluss entfernt, die Entwésserungsbrunnen 80m. Es sind drei Brunnen

parallel zum Fluss angeordnet, die jeweils 25m voneinander entfernt sind. Die Brunnen besitzen einen

Durchmesser von 79 = 0, 3m und férdern mit jeweils V' = 0, 015%3.

Der Fluss besitzt eine Breite von B = 20m und eine Kolmationsschicht von ¥’ = 3-10~6 =M = 1m.

(siche Abbildung 2.2)

Der Grundwasserleiter hat folgende Eigenschaften:
k=5- 10_4%; ng = 0,20; h,, = 15m; M = 20m.

Wird nach 10 Tagen im Zentrum der Baugrube die Zielabsenkung von 2, 5m erreicht?

(Losung s. S. 239)

Systemanalyse in der Wasserwirtschaft - Aufgaben und Lésungen

Peter-Wolfgang Griber



2.1. AUFGABEN

L]
V=0,015 m3!
Fluss Brunnen Baugrube
_____________I\/_IZ_Z_O_I;I___ b _____‘“_______1____
Kolmationsschicht B
M=1m \ //5—5 m
kK=3109ms’ | 5.104 g '
Sp=0,0001 m’! h,=15m
ng=0,20
I/ s 2 L B e L/ . 5 /,- /.' / ’- o A ; I
e <3 3
80 m T 20m |

Abbildung 2.2: Grundwasserleiter mit unvollkommenem Fluss, Brunnen und Baugrube

4. Uberpriifen Sie mittels der analytischen Lésung der Brunnenanstrémung, ob der Mittelpunkt der Bau-
grube nach einer Zeit von 7 Tagen bei einer Forderleistung von V' = 0, 01'”73, ro = 0,30m mit einer
Sicherheit von 0, 5m entwéssert ist (siche Abbildung 2.3). (Losung s. S. 243)

V=0,01m’s’
Fluss l Spundwand , Brunnen Baugrube
......... Ausgangsgrundwasserstand 1 AL A oo oe
Kolmati hicht : Tiefe = 10m
olmationsschic ' —
M =1m e [0 |
k'=110°ms" ko
$,=0,0001m" | h, = 20m
n =020 !
1

CE AT ETETETT TS DT T T V/ VIO IINA
lﬁ 30m =1|: 50m :I‘ 20m g

Abbildung 2.3: Grundwasserleiter mit Brunnen und Baugrube, Spundwand und Fluss

5. Bei einem Pumpversuch in einem unendlich ausgedehnten Grundwasserleiter wurden folgende Wasser-
stinde in Abhdngigkeit von der Entfernung zum Brunnen nach einer Pumpzeit von 120min gemessen
(siche Abbildung 2.4).

Berechnen Sie das Wasserdefizit (Volumen) des Absenkungstrichters, wenn der Grundwasserleiter fol-
gende Kennwerte besitzt: (Losung s. S. 245)
hn, = 16m, M = 10m, k = 0,0012, Sy = 0,0001m !, ng = 0, 20.
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KAPITEL 2. ANALYTISCHE LOSUNG DER BRUNNENANSTROMUNG

15.4
15,2
15,0
14,8

14,6

Wasserstand in m

14,4

14,2

0 2 4 6 8 10 12 14 16 18

Radius in m

Abbildung 2.4: Grundwasserstand in Abhingigkeit vom Radius

6. Aus einem Brunnen, der an einem idealen Fluss (z = 0; —oo < y < 400) liegt (Br(100m,500m) ) Wird

224

ein konstanter Volumenstrom von V = 25% gefordert. Der Brunnen hat einen Radius von rg = 0, 35m.
Der Grundwasserleiter ist durch folgende Parameter gekennzeichnet:
hp=1m, M =1Tm, k=1 10_3@, So = 0,0002m =1, ng = 0, 25.

S

a. Berechnen Sie den stationdren Endzustand (der Anteil der zeitlichen Funktionalitit soll kleiner als
0,001 sein) fiir den Punkt (P(200,,600m)) und
b. den Zeitpunkt, ab wann mit ihm zu rechnen ist.

Hinweis: Arbeiten Sie so lange wie moglich mit allgemeinen Formelzeichen.
(Losung s. S. 246)

. Fiir ein Uferfiltratswasserwerk (siche Abbildung 2.5) mit parallelem Strémungsregime ist ein Simulati-

onssystem aufzubauen. Der Fluss soll dabei als idealisierte Randbedingung beriicksichtigt werden.
Berechnen Sie fiir diese hydraulischen Verhéltnisse den stationdren Endzustand auf der Basis der analy-
tischen Losung der Brunnengleichung (Losung s. S. 249).

k=1-10732; hg, = 15m; zgo = 16m; S = 0, 25V = 50L; g = 0,001—L3; b = 100m;
kxoim =5 - 10_5%; Mg oim = 1m;

Ermitteln Sie die Losung

a. mit idealisiertem Fluss und

b. unter Berticksichtigung des realen Flusses (Kolmation und Unvollkommenheit).

In der Geohydraulik werden Pumpversuche zur Bestimmung der Grundwasserleiterparameter eingesetzt.

Unter bestimmten Bedingungen kann die Absenkung nach der Formel von THEISS/JAKOB/COOPER
1% (225t
5= n
47T r2.S

Leiten Sie unter Verwendung dieser Formel eine Gleichung zur Bestimmung des k-Wertes fiir einen

ermittelt werden.
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%
Brunnen Br GWBRP
.
Hangzufluss
: : I -

20m 50m 50m 50m 50m

Abbildung 2.5: Grundwasserleiter mit Fluss, Brunnen und Hangzufluss

Ortspunkt P, der sich in einer Entfernung » vom Brunnen befindet, ab. Die Bestimmung des k-Wertes
soll dabei auf der Verwendung der Absenkungswerte s; zum Zeitpunkt ¢; und s zum Zeitpunkt o
basieren. Das Verhiltnis der Messzeiten ¢; : t5 betrdgt 1 : 10. (Losung s. S. 254)

9. Berechnen Sie die Absenkung im GWBR (siche Abbildung 2.6) fiir den Zeitpunkt ¢ = 10A, wenn im
Brunnen 5k lang ein Volumenstrom von 0, 2%3 gefordert wird und anschlieBend die Pumpen abgeschal-
tet werden. (Losung s. S. 255)
hi—o = 10m, M = 15m, k = 0,00012, Sy = 0,0001m ="', ng = 0,25

V =02 m’s"!
Brunnen ‘ GWBR
A
H h,=10m
M=15m

Abbildung 2.6: Unendlich ausgedehnter Grundwasserleiter mit einem Forderbrunnen

10. Berechnen Sie fiir eine Grundwassergewinnungsanlage auf Uferfiltratbasis die Absenkung am Punkt P

nach einem Jahr.

Forderrate je Brunnen: 25 - s~ 1
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KAPITEL 2. ANALYTISCHE LOSUNG DER BRUNNENANSTROMUNG

k=2-10"3m-s % h, =15m; S =0,25
K=1-10"%m-s~'; M= 1m; B = 25m; 1 = 250m; ro = 500m; rp = 375m
(Losung s. S. 258)

11. Aus zwei Brunnen an einem Fluss (ohne Kolmation und vollkommen) wird konstant je 25/-s~! gefordert.
Berechnen Sie die Absenkung am Punkt P nach einem Monat und den stationdren Endzustand.

Kordinaten:

Brunnen 1: 2 =750m y = 100m
Brunnen 2: x =700m y=400m

Punkt P: xz = 1000m y = 500m
hn =15m,ng=0,25,k =10"3m - s~ !
(Losung s. S. 261)

12. Berechnen Sie mittels der THEISschen Brunnengleichung die Grundwasserstandsédnderung nach 10 Ta-
gen fiir folgende schematische Grundwasseranreichungsanlage (siche Abbildung 2.7).
Gegeben: V= 0,001m3 - s~ 1, Sy =0,001m~!, ng = 0,25, k = 0,00lm - s~ ¢
(Losung s. S. 263)

realer Fluss Brunnen GWBR
B=30m} 7}
ry
M=15m
Hh =10m
] 50 m L 25m
r T 1

Abbildung 2.7: Realer Fluss mit Entnahmebrunnen (Grundwasseranreicherungsanlage)

13. Berechnen Sie mittels der THEISschen Brunnengleichung die Grundwasserstandsédnderung nach 10 Ta-
gen fiir folgende schematische Grundwasseranreichungsanlage (siche Abbildung 2.8).
Gegeben: V = 0,001m% - s~ 1, Sy = 0,001m =L, ng = 0,25, k = 0,001m - s~
(Losung s. S. 265)

14. Berechnen Sie die Absenkung am Pegel fiir den Zeitpunkt ¢ = 15h, wenn im Brunnen 10/ lang ein
Volumenstrom von V' = 0, 1m3s~! gefordert wird und anschlieBend die Pumpe abgeschaltet wird (siehe
Abbildung 2.9).

(Losung s. S. 267)
Gegeben: hy—g = 40m, M = 50m, k = 0,0001ms~!, Sy = 0,0001m !, ng = 0,25
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Brunne
Spundwand : GWBR
1 v h,s
I h,=40m
M—S0m
/// /J// /// /// /// /// /// /// /// /// T /// T

- s s - - . _
1
I
I
I
I
. '

2i§m

50m

Abbildung 2.8: Grundwasseranreicherungsanlage mit Brunnen und Spundwand

Brunnen
idealer Fluss . GWBR

- h,=40m

M=50m

50m ! 25m 1

Abbildung 2.9: Uferfiltratanlage mit Brunnen und Fluss
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KAPITEL 2. ANALYTISCHE LOSUNG DER BRUNNENANSTROMUNG

Tabelle 2.1 229enthilt die Werte der Brunnenfunktion W (o) fiir den o-Bereich von 110712 < o <9
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2.1. AUFGABEN

fiir den Bereich 1 - 10712 < g <9

Tabelle 2.1: Brunnenfunktion W (o)
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2.2 Losungen

e zu Aufgabe 1 (s. S. 222)

Wie aus der Skizze zur Aufgabenstellung zu ersehen ist, handelt es sich um einen gespannten Grundwasserleiter
(siehe Abbildung 2.10) (h, > M)

vV =0,015 ms’

Brunnen GWBR

b hn:16m

AN LA

M=10m

A
LA A BEREE LA T EE LTS L EL
—1
Abbildung 2.10: Gespannter Grundwasserleiter mit Entnahmebrunnen und Grundwasserbeobachtungsrohr

Damit kdnnen die gegebenen Werte direkt in die THEIS-Formel eingesetzt werden:

%

Sgesp = mw (o)

mit
T=k-M
o r2. S
4-T-t
und
C=¢€

C =~ 1,7810724

o? o3 ot o? ntl O
Wi = =7 =@ o=t e~ T O o
G n+1 a”
W (0)1ypss = —In(Co) + Z (-1) - R
n=1 :

Systemanalyse in der Wasserwirtschaft - Aufgaben und Lésungen Peter-Wolfgang Griber



2.2. LOSUNGEN

Die Potenzreihe konvergiert fiir Werte mit o < 0, 03 bereits so gut, dass die Glieder mit hoheren Potenzen
von o vernachldssigbar kleine Werte liefern. Nach JACOB& COOPER kann W (o) in diesem Fall nur mit der

Logarithmus-Funktion berechnet werden, wobei ein Fehler von < 1% entsteht.

w (U)JACOB =—In (CU)
2,246 -T -t
w (U)JACOB =In (ST‘Q>

Fiir die Wertepaare Abstand ro = 10m und Zeit ¢ [min] = 1,2,5, 10, 20, 30,45, 60, 120 erhélt man folgende
Ergebnisse (siehe Abbildung 2.11):

Zeit [min| || o (r2) =10m | W (0)14ms | W(0)jacos | StomTurss | S10miacos

1 0,0417 2,6421 2,6009 0,315 0,311

2 0,0208 3,3148 3,2940 0,396 0,393

5 0,0083 4,2186 4,2103 0,504 0,503
10 0,0042 4,9076 4,9035 0,586 0,585
20 0,0021 5,5987 5,5966 0,668 0,668
30 0,0014 6,0035 6,0021 0,717 0,716
45 0,0009 6,4085 6,4075 0,765 0,765
60 0,0007 6,6959 6,6952 0,799 0,799
920 0,0005 7,1012 7,1007 0,848 0,848
120 0,0003 7,3887 7,3884 0,882 0,882

Die Ergebnisse der Néherung nach JACOB weichen nach ca. 30min nicht mehr von der direkten THEIS-
Losung ab. Man erkennt, dass die Absenkung nach THEIS stérker ist, als die nach JACOB. Es ist unangebracht,

die Absenkungen mit mehr als drei Kommastellen, d.h. besser als Millimeterbereich, auszurechnen.
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0.6 07 08 09

Absenkung in m
04 05

o
=
3 - - - 510m (THEIS)
_ —=&—510m (JACOB
=
cr.
0 10 20 30 40 50 60 70 80 90 100 110 120 130
Zeit in min
Abbildung 2.11: Absenkung in Abhéngigkeit von der Zeit fir r = 10m
wy
e
o
-
=1

Absenkung in m
0,40 0.45 0,50 0,55 0,60 0,65

——510m (THEIS)
Wy
= — # —510m (JACOB)
(=]
o T T
=3
0 5 10 15 20 25 30 35
Zeit in min

Abbildung 2.12: Absenkung in Abhéngigkeit von der Zeit innerhalb der ersten 30min und fiir r = 10m
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2.2. LOSUNGEN

Zeit [min] 1 2 5 10 20 30 45 60 90 120

o(r1)=5m 0,0104 | 0,0052 | 0,0021 | 0,0010 | 0,0005 | 0,0003 | 0,0002 | 0,0002 | 0,0001 | 0,0001

W (0) ryesss 3,9976 | 4,6855 | 5,5987 | 6,2908 | 6,9834 | 7,3887 | 7,7941 | 8,0817 | 8,4871 | 8,7748
W (0) 1,00 3,9872 | 4,6803 | 55966 | 6,2898 | 6,9829 | 7,3884 | 7,7938 | 8,0814 | 8,4870 | 8,7747
S5mTHEISS 0477 | 0,559 | 0,668 | 0,751 | 0,834 | 0,882 | 0,930 | 0,965 | 1,013 | 1,047
S5mJACOB 0,476 | 0,559 | 0,668 | 0,751 | 0,834 | 0,882 | 0,930 | 0,965 | 1,013 | 1,047

o (ry)=10m || 0,0417 | 0,0208 | 0,0083 | 0,0042 | 0,0021 | 0,0014 | 0,0009 | 0,0007 | 0,0005 | 0,0003

W (o) 2,6421 | 3,3148 | 4,2186 | 4,9076 | 5,5987 | 6,0035 | 6,4085 | 6,6959 | 7,1012 | 7,3887

THEISS
W (0)11c08 2,6009 | 3,2940 | 4,2103 | 4,9035 | 5,5966 | 6,0021 | 6,4075 | 6,6952 | 7,1007 | 7,3884
$10mTHEISS 0,315 | 0,396 | 0,504 | 0,586 | 0,668 | 0,717 | 0,765 | 0,799 | 0,848 | 0,882
$10mJacos 0311 | 0393 | 0503 | 0585 | 0,668 |0716 | 0765 | 0,799 | 0,848 | 0,882

o(rs)=20m ||| 0,1667 | 0,0833 | 0,0333 | 0,0167 | 0,0083 | 0,0056 | 0,0037 | 0,0028 | 0,0019 | 0,0014

W (0) pyerss 1,3746 | 1,9894 | 2,8571 | 3,5338 | 4,2186 | 4,6213 | 5,0249 | 53117 | 5,7162 | 6,0035
W (0) 1con 1,2146 | 1,9077 | 2,8240 | 3,5172 | 42103 | 4,6158 | 5,0212 | 53089 | 5,7144 | 6,0021
S20mTHEISS 0,164 | 0238 | 0341 | 0421 | 0504 | 0552 | 0600 | 0634 | 0682 | 0,717
$20mIacos 0,145 | 0228 | 0337 | 0420 | 0503 | 0551 | 0599 | 0634 | 0682 | 0716

o (r4) = 50m 1,0417 | 0,5208 | 0,2083 | 0,1042 | 0,0521 | 0,0347 | 0,0231 | 0,0174 | 0,0116 | 0,0087

W (0) rhess 0,2047 | 0,5353 | 1,1894 | 1,7861 | 2,4291 | 2,8176 | 3,2117 | 3,4936 | 3,8934 | 4,1782
W (0) 1408 -0,6180 | 0,0752 | 0,9914 | 1,6846 | 2,3777 | 2,7832 | 3,1887 | 3,4763 | 3,8818 | 4,1695
S50m THEISS 0,024 0,064 0,142 0,213 0,290 0,336 0,383 0,417 0,465 0,499
S50mJACOB -0,074 0,009 0,118 0,201 0,284 0,332 0,381 0,415 0,463 0,498

Tabelle: Berechnung der Absenkung als Funktion der Zeit und fiir verschiedene Radien
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Abbildung 2.13: Absenkung in abhéngigkeit von der Zeit und fiir verschiedene Radien
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Abbildung 2.14: Absenkung in Abhingigkeit vom Radius und fiir unterschiedliche Zeiten
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2.2. LOSUNGEN

e zu Aufgabe 2 (s. S. 222)

Die Absenkung entsprechend Aufgabe 2 wird auf der Basis der Superposition berechnet. Dazu wird die Forder-
ganglinie in einzelne Forderleistungen aufgeteilt, die entsprechend der Voraussetzung zur THEISschen Losung

bis zur Zeit oo fordern. Die Teilforderleistungen beginnen zeitlich jeweils mit den Stufen des Gesamtvolumen-

stromes. Ab der Zeit 60min wiirde so ein Volumenstrom %= = >~ & dV" entstehen. Dieser muss durch eine

gleichgrof3e Infiltration kompensiert werden, damit die Aufgabenstellung ij‘t/ =0 fiurt > 60min erfillt
wird.

Die Forderganglinie entsprechend der Aufgabenstellung hat den im Bild dargestellten Verlauf.

Die Berechnung des Absenkungspotentials von verdnderlichen Forderganglinien erfolgt nach der folgenden

Formel:

Z C Yw (e
Ges rit = dAnk real it real,z,t—n 7 4 (t — Ti)

Bei dieser Stufenfunktion muss beachtet werden, dass die fiktive Brunnenlaufzeit gegeniiber der Realzeit um
die Zeit verschoben ist, zu der der entsprechende Sprung einsetzt.
Da es sich hier um einen gespannten Grundwasserleiter handelt, kann die Superposition auch direkt auf die

Absenkungswerte angewendet werden:
m r2a
SGes.r,t = dn TZ ( real,i,t — reml,i,t—n) Wi <4(t—7'1)>

Mit

o r2S
_4T(t—’7'1)
2 3 4 5
W, =—1In(1,7810) + 0 — c + 2 7 47 _

2.2 3-31 4-41  5.5!

konnen o und W, berechnet werden. Dabei ist zu beachten, dass die THEIS-Funktion nur fiir positive Zeiten
definiert ist. Fiir ¢ < 0 erhélt W, den Wert Null. Nach der Ermittlung der W,-Werte kann die Superposition
der Absenkungsanteile erfolgen. Fiir den Fall der Infiltration (Wiederanstiegsphase bei ¢t > 60min) wird eine
negative Forderrate des Brunnens angesetzt. Diese fiihrt zu negativen Absenkungen, d.h. zu einer fiktiven Er-

hohung des Grundwasserspiegels wéihrend dieser Zeit.
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Zeit[min] 10 20 30 40 50 60 70 80 90 100

o1 (r = 10m) 0,0042 | 0,0021 | 0,0014 | 0,0010 | 0,0008 | 0,0007 | 0,0006 | 0,0005 | 0,0005 | 0,0004
o9 (r = 10m) 0,0042 | 0,0021 | 0,0014 | 0,0010 | 0,0008 | 0,0007 | 0,0006 | 0,0005 | 0,0005
o3 (r = 10m) 0,0042 | 0,0021 | 0,0014 | 0,0010 | 0,0008 | 0,0007 | 0,0006 | 0,0005
o4 (1 = 10m) 0,0042 | 0,0021 | 0,0014 | 0,0010 | 0,0008 | 0,0007 | 0,0006
o5 (1 = 10m) 0,0042 | 0,0021 | 0,0014 | 0,0010 | 0,0008 | 0,0007
o6 (r = 10m) 0,0042 | 0,0021 | 0,0014 | 0,0010 | 0,0008
o7 (r = 10m) 0,0042 | 0,0021 | 0,0014 | 0,0010
Wi(o,) 49076 | 55987 | 6,0035 | 6,2908 | 6,5137 | 6,6959 | 6,8500 | 6,9834 | 7,1012 | 7,2065
W(o2) 49076 | 5,5987 | 6,0035 | 6,2908 | 6,5137 | 6,6959 | 6,8500 | 6,9834 | 7,1012
W (o3) 49076 | 5,5987 | 6,0035 | 6,2908 | 6,5137 | 6,6959 | 6,8500 | 6,9834
W(o4) 49076 | 55987 | 6,0035 | 6,2908 | 6,5137 | 6,6959 | 6,8500
W (os) 49076 | 5,5987 | 6,0035 | 6,2908 | 6,5137 | 6,6959
W (06) 49076 | 55987 | 6,0035 | 6,2908 | 6,5137
W(o7) 49076 | 5,5987 | 6,0035 | 6,2908
51 beir = 10m 0,1953 | 0,2228 | 0,2389 | 0,2503 | 0,2592 | 0,2664 | 0,2726 | 0,2779 | 0,2825 | 0,2867
s9 beir = 10m 0,1953 | 0,2228 | 0,2389 | 0,2503 | 0,2592 | 0,2664 | 02726 | 02779 | 0,2825
s3 beir = 10m 0,1953 | 0,2228 | 0,2389 | 0,2503 | 0,2592 | 0,2664 | 0,2726 | 0,2779
54 beir = 10m 0,1953 | 0,2228 | 0,2389 | 0,2503 | 0,2592 | 0,2664 | 0,2726
s5 beir = 10m 0,1953 | 0,2228 | 0,2389 | 0,2503 | 0,2592 | 0,2664
s beir = 10m 0,1953 | 0,2228 | 0,2389 | 0,2503 | 0,2592
s7 beir = 10m -1,1716 | -1,3366 | -1,4332 | -1,5018
Sges beir = 10m ||| 0,195 | 0,418 | 0,657 | 0,907 | 1,166 | 1,433 | 0339 | 0229 | 0,176 | 0,144

Tabelle: Absenkung s in Abhédngigkeit von der Zeit bei stufenformiger Forderung und Radius r» = 5m
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Zeit[min] 10 20 30 40 50 60 70 80 90 100

o1 (r = 5m) 0,0010 | 0,0005 | 0,0003 | 0,0003 | 0,0002 | 0,0002 | 0,0001 | 0,0001 | 0,0001 | 0,0001
oy (1 = 5m) 0,0010 | 0,0005 | 0,0003 | 0,0003 | 0,0002 | 0,0002 | 0,0001 | 0,0001 | 0,0001
o3 (1 = 5m) 0,0010 | 0,0005 | 0,0003 | 0,0003 | 0,0002 | 0,0002 | 0,0001 | 0,0001
o4 (1 = 5m) 0,0010 | 0,0005 | 0,0003 | 0,0003 | 0,0002 | 0,0002 | 0,0001
o5 (1 = 5m) 0,0010 | 0,0005 | 0,0003 | 0,0003 | 0,0002 | 0,0002
o6 (1 = 5m) 0,0010 | 0,0005 | 0,0003 | 0,0003 | 0,0002
o7 (1 = 5m) 0,0010 | 0,0005 | 0,0003 | 0,0003
W(o,) 6,2908 | 6,9834 | 7,3887 | 7,6763 | 7,8994 | 8,0817 | 82358 | 83693 | 84871 | 85924
W(o2) 6,2908 | 6,9834 | 7,3887 | 7,6763 | 7,8994 | 8,0817 | 82358 | 83693 | 84871
W (o3) 6,2908 | 6,9834 | 7,3887 | 7,6763 | 7,8994 | 8,0817 | 8,2358 | 8,3693
W(oy4) 6,2908 | 6,9834 | 7,3887 | 7,6763 | 7,8994 | 8,0817 | 8,2358
W (os) 6,2908 | 6,9834 | 7,3887 | 7,6763 | 7,8994 | 8,0817
W (0o6) 6,2908 | 6,9834 | 7,3887 | 7.6763 | 7,8994
W(o7) 6,2908 | 6,9834 | 7,3887 | 7,6763
s1 beir = 5m 0,2503 | 0,2779 | 0,2940 | 0,3054 | 0,3143 | 03216 | 0,3277 | 0,3330 | 0,3377 | 0,3419
so beir = 5m 0,2503 | 0,2779 | 0,2940 | 0,3054 | 0,3143 | 0,3216 | 0,3277 | 0,3330 | 0,3377
s3 beir = 5m 0,2503 | 0,2779 | 0,2940 | 0,3054 | 0,3143 | 0,3216 | 0,3277 | 0,3330
s4 beir = 5m 0,2503 | 0,2779 | 0,2940 | 0,3054 | 0,3143 | 0,3216 | 0,3277
s5 beir = 5m 0,2503 | 0,2779 | 0,2940 | 03054 | 03143 | 03216
s bei r = 5m 0,2503 | 0,2779 | 0,2940 | 0,3054 | 0,3143
s7 beir = 5m -1,5018 | -1,6672 | -1,7639 | -1,8326
Sges beir =5m ||| 0250 | 0,528 | 0,822 | 1,128 | 1,442 | 1,764 | 0,340 | 0,229 | 0,176 | 0,144

Tabelle: Absenkung s in Abhingigkeit von der Zeit bei stufenformiger Forderung und

Radius r = bm
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- Forderkennlinie
S e dVgidt
[T}
g —m— V1t
In f
& oo v per AV
z X - - 3% —dV3/dt
=
2 ‘,_I— — ¥ dV4/dt
=
. W o dVs/dt
= =] ;
T ° —+— dVe/dt
g g b+t ==X X | : = .
£ 1 : ; : | | dv7/dt
E - ® F k = : : : *
g 000 20,00 40,00 60400 80,00 100,00 120,00
g Zeit in min
E =

Abbildung 2.15: Forderganglinie und deren Aufteilung in einzelne Forderleistungen
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Absenkung in m
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Abbildung 2.16: Absenkung in Abhéngigkeit von der Zeit bei stufenférmiger Férderung
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e zu Aufgabe 3 (s. S. 222)

Entsprechend der Aufgabenstellung handelt es sich um ungespannte Grundwasserstromungsverhaltnisse. Die
Einteilung in gespannte und ungespannte Grundwasserleiter richtet sich danach, in welchem Verhéltnis der
Grundwasserstand zg;—g bzw. die Piezometerhdhe h;—( im Verhiltnis zur Machtigkeit des Grundwasserleiters
steht. Die unterschiedlichen Speicherkoeffizienten sind die Folge davon. Im Zusammenhang mit der analyti-

schen Losung der Brunnengleichung gelten folgende Beziehungen:

Verhiltnis zwischen Grundwasserstand
ZRi=0 < M hi=o > M
und Michtigkeit des GWL
Stromungsverhiltnisse ungespannt gespannt
Durchstromte Miichtigkeit D = zri—o D=M
Transmissibilitit T=Fk-zri—o T=k-M
Speicherkoeffizient S=ng+ So-zri=o | S =S50 hi—o

Der Grundwasserleiter wird auf der einen Seite von einem unvollkommenen Fluss mit kolmatierter Sohle be-
grenzt. Auf der anderen Seite liegen drei Brunnen symmetrisch zur Baugrube, zwischen dieser und dem Fluss
(siche Abbildung 2.17).

V=0,015m’s!
Fluss Brunnen Baugrube
/ _____________1\/_1_:2_0_[;1_“ 7 ____"‘______"f___
Kolmationsschicht B
M=1m \ //2—5 m
K=3109ms’ e~ 5104 s H
So=0,0001 m"* h,=15m
no= 0,20
l - iy ]
le e 5
80 m T 20 m

Abbildung 2.17: Grundwasserleiter mit unvollkommenem Fluss und Brunnnen

Da der unvollkommene Fluss mit kolmatierter Sohle als Randbedingung 3. Art wirkt, muss auf der Basis von
Zusatzlangen eine virtuelle Verschiebung des Flusses erfolgen. Damit konnen die Wirkungen der Kolmations-
schicht und die der unvollkommenen Berandung ausgeglichen werden. Danach kann durch die Einfiihrung von
virtuellen Brunnen mit der Methode der Spieglung die Wirkung der Randbedingung 1. Art kompensiert werden
(siche Abbildung 2.18).

Die Absenkungspotentiale der sechs Brunnen (drei reale und drei virtuelle (gespiegelte)) werden dann mit der
Methode der Superposition iiberlagert. Da hier ungespannte Grundwasserverhéltnisse vorliegen, diirfen nicht
die Absenkungen, sondern miissen deren Potentiale aufsummiert werden.

Berechnung der Zusatzlingen
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Detail

T I\ virtueller Gmndwasser[éiter realer Grundwasserleiter
Potentialverlust i V=0015m’/s

S

‘\w. - Ausgangswasserstand _
. : M =p0m 3
V! 1
o 2,5m
P 1 R
P i AY
! ] ' —15m
Pl b
e g ™y "
som TRt AL 80 m 20 m

Abbildung 2.18: Detailansicht der Zusatzldngen und virtuellen Brunnen

- Unvollkommenheit

aus Diagramm (siche GRABER, LB Systemanalyse, Abschnitt THEISsche Brunnengleichung)

Al
=1 _0.4
) 0,43
mit D = zr = 15m ergibt sich
Al; =6,45m
Kolmation
k-D- M
Al =\
B \/5 -10~4m - s=1-15m - 1m
B 3-1076m - 51
Alg = 50m

Berechnung der Absenkung

- Berechnung der Entfernungen (siche Abbildung 2.19)
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25m | 25m |

&

idealer Fluss

Abbildung 2.19: Schema zur Entfernungsbestimmung der realen und der virtuellen Brunnen

r? = (20m)” + (25m)° = 1025m>
2 = (20m)* = 400m?
r? = (20m)* + (25m)* = 1025m>

p? = (2 (80m + 50m + 6,45m) + 20m)* + (25m)* = 86415, 41m>

p? = (2 (80m + 50m + 6,45m) + 20m)° = 85790, 41m?

p2 = (2 (80m + 50m + 6,45m) + 20m)” + (25m)” = 86415, 41m>

— Berechnung nach der THEIS-Formel:

Mit den bekannten Formeln erhilt man:

r2. S
o =
4.7 ¢

o2 3 4 o5
W(J):—ln(1,7810)+0—2.2!4-3.3! —4'4!—4—5.5! .....

Z = % (W (0'7‘1) + w (07’2) + w (0'7"3) -Ww (07’1) -W (O"I"Q) - W(am))

s = zri=0 — \/ (2h_o — 22)

In obiger Formel kennzeichnen die positiven W (o) die real existierenden Forderbrunnen, die ne-
gativen dagegen die virtuellen Infiltrationsbrunnen, die durch die Spieglung entstanden sind. Da
in diesem Beispiel ungespannte Grundwasserverhéltnisse vorliegen, muss die Superposition in der
Potentialebene Z erfolgen. Erst dann kann auf Grund der nichtlinearen Beziehung die Riicktrans-

formation in die Originalebene der Absenkung erfolgen.
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Entfernung o W (o) Z S
Brunnen 1 0,0079 4,2705
Brunnen 2 0,0031 5, 2067
Brunnen 3 0,0079 4,2705
virt. Brunnen 1 || 0, 6668 —0, 3982
virt. Brunnen 2 || 0,6620 —0,4019
virt. Brunnen 3 || 0,6668 —0, 3982
Summe: | 12,5494 | 29,9595 | 2/15

Nach 10 Tagen ist die Sollabsenkung von 2, 50m noch nicht erreicht. Es wurde nur eine Absenkung

von 2, 15m erzielt.

In diesem Beispiel konnte die Ndherung nach JACOB& COOPER nicht angewendet werden, da die Bedingung
o << 1 nicht erfiillt ist. An den Zahlenwerten fiir o (s) sieht man auch, dass die virtuellen Brunnen unter den
gegebenen Bedingungen nur einen kleinen Einfluss ( < 10%) auf die Gesamtabsenkung haben. Dies liegt vor
allem auch an der groen Entfernung der realen Brunnen und der Baugrube vom Fluss. Man beachte immer,

dass o quadratisch mit der Entfernung zunimmt, dafiir aber W (o) abnimmt und damit auch die Beeinflussung.
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e zu Aufgabe 4 (s. S. 222)

Auf Grund der Spundwand reduziert sich das Modell auf einen Grundwasserleiter, der einseitig durch eine
Barriere begrenzt ist (siche Abbildung 2.20). Barrieren werden mittels der Methode der Spiegelung, wobei hier
der Forderbrunnen in einen Foérderbrunnen gespiegelt wird, beriicksichtigt. Das Berechnungsmodell ergibt sich

damit zu:

V= 0,01 ms’! Spundwand 4 V= 0.01 mis!

H . ‘f\
Ausgangsgrundwasseirstand Lisre 1o
M=23m
k=1% 10" ms
Sp=10,0001m™ :
ngy= 0.20 h=20m
I - //4 / 7 i _// e F p /’ _//‘ / / y ,// / e I
le * el N|
" 50 m 50 m i 20m

Abbildung 2.20: Lage der virtuellen Brunnen bei der Begrenzung durch eine Barriere

- Randbedingung: Barriere = Spiegelung in einen zweiten Forderbrunnen
- Grundwasserleitertyp: ungespannt, = es ist nur eine Uberlagerung der Potentiale Z méglich ist.
Nach der Uberlagerung ist dann die Absenkung berechenbar.
- Grundwasserleiterparameter:
S = no; T=k-h,

Berechnung desPotentials Z; des realen Brunnens

r2. 8
4-T -t

g1 =

202m?2 - 0,20
4-20m - 0,0001™ - 7 - 86.400s

o1 =0,0165

Da hier o < 0,03 gilt, kann die Ndherung nach JACOB& COOPER verwendet werden:

W (1) = —In(Co)

W(Ul)%3,6
1% 0,015 -m~3-3,6
7 = — ) )
S ra V) = 0 0000m s
7y = 28,66m>
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Berechnung des Potentials 7> des virtuellen Brunnens

o9 = AL

2T 4Tt

B 1202m?2 - 0,20

T 4-20m-0,0001m - s~ L-7-86400s
o9 = 0,595

Hier ist 0 > 0, 03 und man muss mit der THEIS-Formel rechnen:

2 0.3

ag
W(UZ):_IH(177810)+U—H+E— .....

W (03) =~ 0,454

v

Z =

2 4'7r'k:W(02)
_0,01s- m™3 0,454
~ 4-7-0,0001m - 571

Zy = 3,58m?

Uberlagerung

Die Superposition muss in der Potentialebene durchgefiihrt werden:
Z =71+ Zy

Z = 32,24m?

Riicktransformation

Da hier ungespannte Verhéltnisse vorliegen, muss die nichtlineare Riicktransformation aus der Potentialebene

in die Originalebene (Wasserstand, bzw. Absenkung) benutzt werden:

_ 2
8= ZRt=0 — \/Zh1—0 — 2 Z

s =20m — \/4007712 — 64,48m?2 = 20m — 18, 31m

s =1,68m

Damit ist die vorgesehene Absenkung von 10, 5m nicht erreicht!
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e zu Aufgabe 5 (s. S. 222)

Da gespannte Grundwasserverhéltnisse (h, > M) vorliegen, gilt die THEISsche Brunnenformel und die Ab-
senkung s ergibt sich zu:
Vv
W,
Lk @

S =

Die abgepumpte Wassermenge ist gleich dem zeitlichen Integral des Volumenstroms:

tmax
V= / Vit~ Vi =

t=0

8'4'7T'T'tmax
Wio)

Aus den in der Aufgabenstellung angebotenen Kurvenwerten (siehe Abbildung 2.4 auf S. 224) wird als Beispiel
der Punkt » = 10m und der Zeitpunkt ¢,,,, = 120min mit der Absenkung von s = 0, 90m gewdhlt. Fiir S

und 7" wurde auf Grund der gespannten Grundwasserverhéltnisse

S=8,-M; T=k-M

gewihlt. Damit ergibt sich:

B r2. S
7= 4-T- tmax
~100m?-0,0001m " - 10m
~4-0,001m - s~1-10m - 120 - 60s
o = 0,00035

Aus Tabelle W (o) (siehe Tabelle 2.1, Seite 229) kann abgelesen werden:

Wo) = 7,38

Daraus ergibt sich ein Volumenstrom von:

s-d-m-T 0,90m-4-m-0,01m? s!
Wiy 7,38

Die Kurvenwerte wurden mit einem Wert von Vo1 = 0, 015"’73 berechnet!

V =V tax = 110, 28m3

Das abgepumpte Volumen betrigt damit 110, 28m3

245



KAPITEL 2. ANALYTISCHE LOSUNG DER BRUNNENANSTROMUNG

e zu Aufgabe 6 (s. S. 222)

Hier liegen ungespannte Stromungsverhéltnisse (h,, < M) in dem Gebiet vor. Der Fluss wird in der THEISschen
Brunnenformel durch eine Spieglung des Forderbrunnens in einen Infiltrationsbrunnen beriicksichtigt. Als
Spiegelachse wird das rechte Ufer des Flusses angenommen. Da der Fluss als ideal angesehen wird, muss
keine Verschiebung um Zusatzldngen berechnet werden. Da die Superposition nur bei linearen Systemen an-
gewendet werden darf, muss hier die Superposition mit der Potentialdifferenz Z erfolgen und erst danach darf
die Riicktransformation durchgefiihrt werden.

Entsprechend der THEISschen Brunnenformel gilt:

Durch die Anordnung des Spiegelbrunnens und der Superposition erhilt man:

Zpy = 4.71”6 <V~W(UT)+ (—V) -W(ap))

wobei gilt:

B r2.S
YT
_ S
YT AT

der Abstand zwischen Forderbrunnen Bri, und dem GWBR P wird mit r bezeichnet und der zwischen Spie-
gelbrunnen Br,;,» und GWBR P mit p (siche Abbildung 2.21). Diese Entfernungen kdnnen mittels des Satzes
von PYTHAGORAS aus den Koordinaten des GWBR P und denen der Brunnen berechnet werden:

A

600
Br\ irt

e

\Y

idealer [Fluss

1 I [ .
I ' *

I
-100 100 200 X

Abbildung 2.21: Lage des virtuellen Brunnens bei einem idealen Fluss als Randbedingung
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a. Beachtet man die Naherung der Funktion W (o) nach COOPER&JACOB durch die Logarithmusfunktion

fiir sehr grof3e Zeiten, so erhilt man:

W(c)~ —In(C-0)

C~1,78
1% 1,78 -72- S 1,78 - p%- S
Ipimny = —— [ —In [ 22— 2 In (22 F "%
Pt= 4-7r~k( n( 1Tt >+n< 1Tt ))

Nach den Logarithmengesetzen
Inz—Iny =1In d
Y

Inz" =n-lnz

ergibt sich:

Zpt=oo = % (21n§) - 2-Z-k (lng)

0,025m3 - s~ (1 \/11002+1002>
.

ZP,téoo -

2 w10 %m-s 1\ V1002 + 1002
0 025m3 - st N 1104, 5
2.7m-1073m - s1 141,42
~0,025m3 - 571 2,055
 2.7-10"3m - s !

Zp oo = 8,18m?

Aus der Beziehung fiir ungespannte Grundwasserverhéltnisse folgt die Absenkung mit:

— /52
S = ZRt=0 — ZRt=0 — 2- Znt

SPimsoo = 15m — 1/2256m2 — 2 - 8,18m2

$Pioe 2 0,56m

b. Hier geht man wieder von der Potentialgleichung aus, ersetzt aber W (o) nicht nur durch das loga-
rithmische Glied der Reihenentwicklung, sondern beriicksichtigt auch noch das zweite, das lineare Glied
0. Die Glieder hoherer Ordnung kdnnen vernachléssigt werden, da o in der Néhe des stationédren Zustan-
des auf alle Fille wesentlich kleiner als eins ist (s << 1).

Die Potentialgleichung lautet dann:

Zre =1 71r - (V W (o) + (—V) W(ap))
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Dabei gilt:
B r?S
T AT
o, = S
P 4.T -t

2

Wi(o)=—1In(1,7810) + 0 — 5 51

Damit erhilt man:

' 2. 2 2. 2
Zpy = 1% (—ln 17Z718 rt5)+ r St_Hn(l,?S P S) P S)

B
_—
e

An dieser Gleichung sieht man, dass eine Zeitabhingigkeit nur im zweiten Summanden auftritt.
Laut Aufgabenstellung soll diese Funktionalitit proportional um ein Tausendstel kleiner sein als der
zeitunabhéngige Teil.

Aus diesem Grund muss gelten:

2
s
In (;’2) 10,001 > —— [(* = )]

Aufgeldst nach ¢:

S 2 2
t> " —0p
4-T-1n(¢§)-0,001’( )

und unter Beachtung, dass p > r ist, gilt:
S

¢ > 2 p?
s-T-ln(fj)-o,om'( )

- 0,25
=~ 8- 15m-0,001m - s~ -2,055 - 0,001
B 0,25 - 1200000

" 8-15m-0,001m - s~ - 2,055 0,001

t

(1220000 — 20000)

v

1216545012s

t 2 38,5a

Beachtet man das Ergebnis von Aufgabe a) (s = 55, 6¢m), so ist die Forderung nach einer minimalen relativen
Anderung von £ < 0,001 iibertrieben. Lisst man eine Anderung von € < 1% zu, so ist dieser Zustand bereits
nach ca. 3, 85 Jahren, d.h. nach 3 Jahren und 10 Monaten erreicht. In den folgenden 35 Jahren wiirde sich der

Grundwasserspiegel nur um 0, 5¢m verringern.
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e zu Aufgabe 7 (s. S. 222)

Diese Aufgabe kann mit der Brunnengleichung nach THEIS gelost werden. Da der stationidre Endzustand ge-
fragt ist, kann mit sehr guter Ndherung die vereinfachte Losung von JACOB& COOPER eingesetzt werden. Der
Hangzufluss kann dabei ndherungsweise als Infiltrationsbrunnen angesetzt werden. Beachtet man in der fol-
genden Rechnung den Anteil am Absenkungspotential, der durch diesen hervorgerufen wird, so kann man
feststellen, dass dieser auch vernachléssigt werden kann.

Auf Grund der ungespannten Verhéltnisse muss die Superposition im Potentialraum erfolgen. Erst danach kann
die Riicktransformation in die Wasserstands-/Absenkungsebene erfolgen.

a. Entsprechend der Aufgabenstellung handelt es sich hier um eine Zweibrunnenanlage, die an der Flussrand-
bedingung zu spiegeln ist. Der Hangzufluss soll laut Aufgabenstellung 50m auf der flussabgewandten Seite des
GWBR angreifen. Der virtuelle Spiegelbrunnen des als Infiltrationsbrunnen angenommenen Hangzuflusses ist
dann 350m vom GWBR entfernt. Riickt der Hangzufluss noch weiter vom Pegel weg, so wird der Einfluss

kleiner. Das Potential ergibt sich zu:

1 .
Z(T',t—><x>) = Ik (VBT (W (orpr) =W (UpBr)) — VHang 4 (UrHang) -w (UpHang))>

Mit der Ndherung nach JACOB&COOPER erhilt man:

2.25.T -t 1,785 - 72

(QVBT In (p& ) — 2V Hang In <pH“W>)
THang

1
4k
P 2 .
= (50 1073m3 . s 1In <50m> —0,001-107%m3 - s~ -m~2 . 15m - 100m - In <350m
7T
l

Z(r,tﬂoo -

50m 50m

(0 1073m3 - s - 1,6049 — 0,001 - 10~ %m? - s™' - m™? - 15m - 100m - 1,9459)

g1
3m3

= ——— (80,47 — 2,9189

47Tk ( )

Zirt—oo)= 12, 34m>

Berechnet man das Potential ohne Hangzufluss, so erhélt man:

2.1073m3 . g1

4
ik (80,47)

Z(r,t—>oo,ohne Hang) —

Z(T,tﬂoo,ohne Hang) — 12, 81m?

Fiir den hier vorliegenden Fall des ungespannten Grundwasserleiters muss dieser Potentialwert noch in die Ab-

senkung s umgerechnet werden.
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mit Hangzufluss ohne Hangzufluss
on =\ 2.2 cn =Ry 27
Wasserstand = /(225 — 24,68)m = /(225 - 25,62)m
zr = 14,15m zr = 14,12m
§ = ZR0 — 2R 8§ = 2ZR0 — %R
Absenkung = 15m — 14, 15m = 15m — 14,12m
s =0,8m s =0,88m

Daran sieht man, dass der Hangzufluss nur eine untergeordnete Bedeutung bei diesem hydraulischen Schema

hat.
b. Die Losung der Aufgabenstellung 7b) erfolgt analog zu a). Der Unterschied besteht nur in der Beriick-
sichtigung der Zusatzlidngen, die auf Grund der Kolmationsschicht und der Unvollkommenheit des Flusses zu

berticksichtigen sind. Da hier ungespannte Grundwasserverhiltnisse vorliegen, ergibt sich die durchstromte

Miéchtigkeit D zu:

D = zpo = 15m

Fiir die Unvollkommenheit ergibt sich eine Zusatzlange aus dem Diagramm von

5=y = L3 =043
AL; = 6,45m

Fiir die Zusatzlidnge, welche die Kolmationsschicht beriicksichtigen soll, ergibt sich:

D - Mgoim 10-3m -s-1-15m - 1
ALy =/ Kol :\/ m-s MM /300m2 = 17,32m
kKolm 5- 1075771 . 871

Damit wird das Absenkungspotential berechnet zu:

1

Z(rt—oc) = Ank (VBT (W (orp,) =W (UPBT)) — Viang (W (UrHang) -W (UpHang))>
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2.2. LOSUNGEN

Mit der Naherung nach JACOB&COOPER erhilt man:

2Tt ~ I 1,78 -8 -r2
- t-T

1 ’ 14 ’ PHan
Zirtosoo) = — 2V, In [ 222 ) — 2V gangIn | —22
(rt=o0) = 4k < ot (TBT) Hang 8 (TH(ng))

2 -3,_3 _—1 250+4(2:23,77)
= (50107 m? 7 n (20H2EIIm ) )
—3,,3 . 1 -2 3504-(2-23,77)m
— o (0,001 107m® - 5712 - 15m - 100m - In ((2LHE 2T ) )
2 :
= 7 (00-107%m® 571 - 1,7835 = 0,001 - 10~ *m? - 571 - m =2 - 15m - 100m - 2,07327)
2 1073m3 - s71

89,175 — 3,11
Ak (89, 1)

Z(rt—o0)=13,70m>

Die Zusatzldngen miissen doppelt beriicksichtigt werden, da die Spieglung an dem virtuellen Flussufer erfolgt,
welches dem Pegel zugewandt ist, d.h. es erfolgt erst die virtuelle Verschiebung und danach die Spiegelung.

Berechnet man das Potential ohne Hangzufluss, so erhélt man:

2-1073m3 . 571
Z(r,t%oo,ohne Hang) = T (89, 175)

Z(T,tﬂoo,ohne Hang) = 14, 19m2

Fiir den hier vorliegenden Fall des ungespannten Grundwasserleiters muss dieser Potentialwert noch in die Ab-

senkung s umgerechnet werden.
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KAPITEL 2. ANALYTISCHE LOSUNG DER BRUNNENANSTROMUNG

Wasserstand Absenkung

mit Hangzufluss 2R =2k —2-Z S =2Zro— 2R
= /(225 — 24,68)m = 15m — 14, 15m

idealer Fluss zrp = 14,1bm s =0,8m

ohne Hangzufluss ZrR = \/212%0 —-2-Z S = ZRo — ZR

=./(225 - 25,62)m = 15m — 14,12m

idealer Fluss zr = 14,12m s =0,88m
mit Hangzufluss ZrR = \/W S = ZRro — 2R

= /(225 — 27,40)m = 15m — 14,06m
realer Fluss zr = 14,06m s =0,94m

ohne Hangzufluss Zp = \/31220 —-2-7Z S = ZRo — %R

=./(225 — 28,39m = 15m — 14,09m

realer Fluss zr = 14,02m s =0,98m

Die grafische Darstellung in Abbildung 2.22 veranschaulicht die Ergebnisse.
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2.2. LOSUNGEN

Wasserstand
14151
5 14101
5 I
= i
14.051
14,00+ [ .
mit Hangzufluss ohne Hangzufluss mit Hangzufluss ~ ohne Hangzufluss
idealer Fluss idealer Fluss realer Fluss realer Fluss
1,00 1 Absenkung
0.95
g
[
2 0,90
0.85
0.80
mit Hangzufluss ohne Hangzufluss mit Hangzufluss ohne Hangzufluss
idealer Fluss idealer Fluss realer Fluss realer Fluss

Abbildung 2.22: Abhingigkeit des Grundwasserstandes und der Absenkung vom Hangzufluss
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KAPITEL 2. ANALYTISCHE LOSUNG DER BRUNNENANSTROMUNG

e zu Aufgabe 8 (s. S. 222)

In die gegebene Funktion, die Absenkung fiir gespannte Grundwasserleiterverhiltnisse mit der Ndherung nach

JACOB&COOPER, setzt man die Messwerte s; und s mit den Messzeitpunkten ¢; und to ein:

1% (2,25-T-t1>
S1 = In

4-7-T r2.S
LV (2251 b
T 4nT r2. S

Bildet man nun die Differenz zwischen den beiden Absenkungen, so erhilt man:

vV L (225 Tt | (225-T-t
52 81_4'7T-T " r2. S " r2. S

1% ts
As=———In(2
o=t ()

Laut Aufgabenstellung betrdgt das Verhiltnis t5 zu ¢;:

B 10
tq
A5*4 -Tln(lO)
V-2,3
As ~ !
s 4.7-T

Aus der gegebenen Formel erkennt man, dass gespannte Grundwasserverhéltnisse vorliegen miissen, da s und
W (o) = —In(Co) linear zusammenhéngen. Bei ungespannten Grundwasserverhiltnissen lautet die Gleichung

unter den gegebenen Bedingungen (Néherung nach JACOB& COOPER):
. , Vo (22Tt
= n — z -
r Bn o.q.k r2. S

Unter Beachtung der gespannten Grundwasserverhéltnisse ergibt sich T' = £ - M, bzw. fiir den k-Wert:

L V2,3
4-7-M-As

Man erkennt, dass diese Formel zur Bestimmung des k-Wertes unabhingig von der Entfernung zwischen Brun-

nen und Beobachtungsrohr ist.

Diese Formel gilt aber nur fiir gespannte Grundwasserleiterverhéltnisse und fiir Bereiche, in denen die Néhe-

rung nach JACOB&COOPER entsprechend kleine Fehler liefert. Wie bei GRABER (LB Systemanalyse) gezeigt,

gilt fiir Zeiten

Nl

t>8,33.-72.

ein Fehler der Ndherung nach JACOB& COOPER von kleiner 1%.
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v
|
|
|
- l ........................................ Ii I >
Sh 10h |
V=-V,
Abbildung 2.23: GWBR mit Forderintervall
e zu Aufgabe 9 (s. S. 222)
Gegeben sind: hy—g = 10m
M= 15m
k= 0,0001m-s~'=0,36m-h"!
So=0,0001m~1!
ng= 0,25
V = 0,2m?-s7!
Zu berechnen ist die Absenkung im GWBR fiir den Zeitpunkt ¢t = 10h
ZRrn = hyp = 10m; zr < M = 15m = ungespannter GWL
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KAPITEL 2. ANALYTISCHE LOSUNG DER BRUNNENANSTROMUNG

T =k-zpi—o = 0,0001 - 10 = 0,001m? - s~ *
S =ng+So- zri—o = 0,25+ 0,0001 - 10 = 0,251

_ _ 2
Sungesp = ZRt=0 — ZR = ZRn — ZRn — 2Z

W(o. ); Vg =—0,2m®-s71;

2.9 t = 10h — reale Zeit

7 = 5h — Startzeit

- 252.0,251
7V, = 4.0,00L- (10 — 5) - 3600

=2,18
W (2,18) = W (2) — [W(2) — W (3)] - 0,18

W (o) = 0,0432

~0,2-0,0432
. 0,2-0,043

= TR 6 om?
Vo 4-7-0,0001 o

Z= 4.‘;1% 'W(le)

. 3 3
Vi = 0,27 — 720"
s h
r2. S
0'2 0'3 0'4
W(UVI):—1n(1,781-a)+0—2.2!—#3_3!—4.4!4—...
2
m
T=Fk-h,=36—
h
252.0,251
=22 09
v, T 4.36-10
w (UV ) ~ 0,20 siehe Tabelle 2.1, S. 229
1
Vi 0,2-0,2
7 = -W( _ ):;
Vi 4d-mok “v.) T 47104
0,00318 _ )
= o1 ~3L8m

Z=Z. +Z. =31,8—6,9=24,9m>
Vi Va

s=zp, — /7% —2Z =10~ /100 — 49,8 = 10 — 7,09

s =2,91m
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Die Absenkung im GWBR betriigt 2, 91m.
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\E

Vlmrt Vlviﬂ ‘[ GWBR I

2501AL+AL, | 250+ALAL,

! ! 125 :
} 500+AL,+AL, | 500+AL AL, ‘1—25_’

]

Abbildung 2.24: RB dritter Art —> Verschiebung

zu Aufgabe 10 (s. S. 222)
Gegeben sind: V1 = Vg = 25[-571=0,025m3 5!

k= 2-103%m-s!
D=h,= 1bm
S= 0,25

K= 1-107°m-s7!

‘= 1m
B = 2bm
r1 = 250m
ro = 500m
rp= 375m

Zu berechnen ist die Absenkung am Punkt P nach einem Jahr.

= Es liegt eine Randbedingung 3. Art vor (siche Abbildung 2.24 ); Verschiebung um AL;; ALs

AL = f (g) _f (f;) — £(1,667)

AL, =0,43- D = 6,45m
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2.2. LOSUNGEN

k-D-M
Ale =y
B \/2~103m~sl~15m~1m
B 1-1075m - s~!
ALy = 54,8m

4 .
7 = ;
47T~k:i:ZIVZ Wi(a)
r2.S 5
g; = 3 = . = . 9. —
1T -1 T=k-h,=2-10 15=10,03

Es gilt:

Vlvirt - VQUirt = —25[ - 8_1
p1 = 2(250 + 6,45 + 54, 8) + 125 = 747, 5m

p2 = 2(500 + 6,45 + 54, 8) — 125 = 997, 5m

V3 = Vivirt; Vi="Vauirt
r3 = p1; T4 = P2

t = 365 - 24 - 3600 = 31536 - 10°s

1252 0,25
= ’ =1,03-1073
91 170,03 31536108~ 0310
Wi(on) = 6,31
02 = 01, Wy =Wy
747,52 - 0,25
— ) 9 — . 1 2
95 = 170,03 31536100 > 10
Wg(Jg) :2,76
997,52 - 0,25
= ’ ’ =6,6-1072
747 470,003 - 31536 - 108
W4(O’4) 22,21
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1
Z = -0,25(6,31 46,31 —2,76 —2,21) = 76,1
4-m-k
s=15—+/152-2-76,1
s=06,om

Die Absenkung am Punkt P betrdgt nach einem Jahr 6, 5m.
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Fluss

GWBr

Berirt V
Py

Brl virt

v

750 750

Abbildung 2.25: Zwei Brunnen an einem Fluss

e zu Aufgabe 11 (s. S. 222)
Gegeben sind: Brunnen 1: X =750m Y = 100m

Brunnen2: X =700m Y =400m
Punkt P: X =1000m Y = 500m

hp, =15m; mng=0,25 k =0,001
Zu berechnen sind die Absenkung am Punkt P nach einem Monat und der stationdre Endzustand.

Vi=Vy=250-51=0,025m3 s
t=30-24-3600 = 2592 - 10%s
72 = (1000 — 750)% + (500 — 100)? = 222.500m>

r5 = (1000 — 700)* + (500 — 400)* = 100.000m

p3 = (1000 + 750)2 + (500 — 100)* = 3,3 - 10%m?

p3 = (1000 + 700)2 + (500 — 400)* = 2,9 - 10%m?

= FE:s liegt eine Randbedingung 1. Art vor: (sieche Abbildung 2.25)
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S:ZRn— le{n_QZ; ZRn :hn =15m
s=mng=20,25
T=k-h, =0,015

1 .
Z = 4.7k ! V(Wl (01) + (W2 (02) - (leirt (Ulvirt) - (WQUirt (UZvirt))

V= Vl = V2 = *Vlm'rt = *V2m'rt

_ S 5 ssiq0m Wi(o1) = 0,79
01_4-T-t_7 1\o1) =Y,
10°- 0,25
= ’ =1,61-10""1 %% =1,46
727 470,015-2592- 103 2(02) =1,
32.225 102 - 0,25
virt — : =5,18 Wivir virt) = 0,001
Tvirt = 470,015 - 2592 - 103 twirt (O1virt)
29105 - 0,25
O2virt = 0,015 2502 10° 4,66 Wayirt (02vire) = 0,00204
1
7 = -0,025 (0,79 + 1,46 — 0,001 — 0,00204) = 4, 47

4-7-k

s=10— /100 — 2 - 4,47 = 0,48

Die Absenkung am PunktP betridgt nach einem Monat 0, 48m.

Berechnung des stationdreren Endzustandes:

1% Vi
zstat('r,t:oo) = m(WBrl - WBrlviTt) + m(WBTQ - WBTQviTt)
14 P Vs r3
- L n 22
4-7-k nr% ik nr%
0,025 3,3 106 n 0,025 . 2,9 106
- . n .
4-3,14-0,001 222.500 4-3,14-0,001 100.000
=12,1m?
$=zpn —\/ %8, — 2%star = 10 — /102 —2-12,1
s=1,29m

Der stationdre Endzustand ist nach 1, 29m erreicht.
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Ivitt realer Fluss Vi GWBR

— <.
f—

h,=10m

I
I
1
I
I
I
I
1
I
I
!
|
|
|
|
I

| S0+AL+AL, 50+AL+AL, | 25m |

I
I
|
I
! 1
gl y
< b

Abbildung 2.26: Grundwasseranreicherungsanlage

e zu Aufgabe 12 (s. S. 222)
Gegeben sind:

V =0,001m® - s

Sy =0,001m "

ng = 0,25
k=0,001m-s*

hp = 10m; B = 30m; M = 15m; M' = 1m; K =1-10"5

Zu berechnen ist die Grundwasserstandsanderung nach 10 Tagen mittels THEISscher Brunnengleichung.

—Es liegt eine Randbedingung 3. Art vor (siche Abbildung 2.26):

AL1:f<g>:f(:i8):f(3); AL =0,43; D=4,3

0,001-10-1
ALy =/ ~———= =31,6
2 10-° ’

r1 = 25m
p1=25+2(50+ ALy + ALy) =196,8m
S=n9g+Sy-h,=0,26

T=%k-h,=0,01
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8= 2pn — /2%, —2Z;  t=10d=10-24-3600 = 864 - 10°s

Z= 4.7k ’ (Vl ’ Wl(o—l) — Vivirt - Wa (02))
2 2
ri-S 25%-0,26 L
= = — 4:4 .1
T =TTk 4-0,01-864- 1000 04T =47-10
Wi(o1) =4,79
2
20,26 )
- =2,9-107"  Wa(o2) = 0,94
727 470,01 8641000 ; 5(02) =0,
-1
7= -0,001(4,79 — 0,94) = 0,31
4.7k

s =10 - 4/100 40,62 = —0,031

Der Grundwasserstand ist nach zehn Tagen um 0, 031m.gestiegen.
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\'/1 virt Spundwand Vv, GWBR

1 n,=40m

M=50m

]
T
i
|
|
i
i
i
i
|
|
1
]
|
|
50m X 50m i\ 25m

T
|
|
|
L
>

i
1

e .
\ >

Abbildung 2.27: Schematische Anordnung mit Brunnen und Spundwand

e zu Aufgabe 13 (s. S. 222)
Gegeben sind:

V =0,001m3 - st
Sy =0,001m!
ng = 0, 25

k=0,001m-s*

M = 50m; h, = 40m

Zu berechnen ist die Grundwasserstandsédnderung nach 10 Tagen mittels THEISscher Brunnengleichung.

Die schematische Darstellung fiir die Losung zeigt Abbildung (2.27).
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s = Zgrn — Zl%m—QZ; Zgpn = hy, =40m

Z = R -V(Wi(o1) + Wa(o2)

S=ng+Sy-h,=0,29
T —k-h, =0,04

T =10d =10-24 - 3600 = 864 - 1035

r=25
p =125
252.0,29
: =1,3-1073; Wi(oy) = 6,12

717 470,04 -864-10°

2
) -2
=3,3-1077 1% = 2,88
47T ) ) 2(02) 3

09 =

-0,001(6,12 + 2,88) = —0, 72

Z =—
4-7-k

s =40 — /402 +2.0,72 = —0, 02

Der Grundwasserstand hat sich nach zehn Tagen um 0, 02m.erhoht.
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Al : GWBR
B % 1 V A h.s _
{H
l H-h,=40m
M=50m

B T G i R S

50m ! 50m ! 25m
v .
v,
L Ves
10 h "is5n t
V.

Abbildung 2.28: Grundwasserleiter mit Brunnen und Fluss

e zu Aufgabe 14 (s. S. 222)

Gegeben sind:

V=0,1m? st
Sy = 0,0001m !
no = 0,25
k=0,0001m - s
hi—g = 40m

M = 50m

Zu berechnen ist die Absenkung am Pegel fiir den Zeitpunktt = 15h.

Es handelt sich hier um einen durch eine Randbedingung 1. Art einseitig begrenzten Grundwasserleiter. Dies
fithrt dazu, dass der reale Brunnen auf Grund des Spiegelungsverfahrens in einen virtuellen iiberfiihrt werden
muss. Dabei wird aus der Exfiltration eine Infiltration.

Da hier eine gestufte Forderganglinie vorliegt, dargestellt durch die zwei Phasen Pumpen und Wiederanstieg,
miissen zwei Pumpleistungen, Exfiltration und Infiltration, eingefiihrt werden. Es ergibt sich damit folgende

schematische Berechnungsgrundlage (sieche Abbildung 2.28):
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Da es sich um ungespannte Grundwasserleiterverhdltnisse handelt, muss die Superposition in der Potentialebe-

ne durchgefiihrt werden. Im Einzelnen werden folgende Werte berechnet:

B r2. S

T4t

— —1In(1.78 - o
W(o)=—mn(1,78 o)+ 3 (1) ——

Des Weiteren gilt:

Br'reall Brreal2 Brvirtl Br'uirt?

v +V | -V V|4V

t 15h 5h 15h 5h

T 25m 25m 125m 125m
o 0,18 0,54 4,5 13,6

Wi(o) || 1,343 | 0,518 | 0,0025 | ~0

A 106,87 | —41,22 | —0,199 | 0

Damit ergibt sich ein Gesamtpotential von:

ZGes = Zreall + Zreal? + Zvirtl + Zvirt?

Zaes = 65,45m?

Da es sich hier um ungespannte Grundwasserverhéltnisse handelt, folgt die Lage der freien Grundwasserober-

fliche zu:
2R=1\2%_0— 22
zr = 38,33m

bzw.

S = ZRt=0 — RR

s=1,6Tm

Die Absenkung am Pegel betragt 1, 67m.
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Kapitel 3

Numerische Grundwasserstromungsmodelle

Peter-Wolfgang Grdber Systemanalyse in der Wasserwirtschaft - Aufgaben und Lésungen



3.1 Aufgaben

. Berechnen Sie mittels einer eindimensionalen stationdren Grabenstromung die Lage der freien Oberfla-
che in Abhéngigkeit von x, den Abfluss aus dem Oberwasser und den Zufluss zum Unterwasser (siche
Abbildung 3.1).

Verwenden Sie dabei fiinf Quantisierungselemente. (Losung s. S. 274)

k=110" ms"' |

K
Voz? = " = o = V""“‘ "°. T L . b [ 3
e ¥ . & g e o o
v ol k=610"ms' |- .. I " ‘ E|E
= ' < ‘ ° ® ¢ ° . s L . i . ® (<ol Ll
= % . . . L . . »
e T e U =
s k= 1104 ms? i g

500m

Abbildung 3.1: Geschichteter Grundwasserleiter mit stationdrem Stromungsregime

. Berechnen Sie mittels einer eindimensionalen instationdren Grabenstromung die Lage der freien Ober-
fliche in Abhéngigkeit von = und ¢ (0 bis 2d), den Abfluss aus dem Oberwasser und den Zufluss zum
Unterwasser (siehe Abbildung 3.2).

Verwenden Sie dabei fiinf Ortsquantisierungselemente und fiinf Zeitschritte.

Waihlen sie die ZeitschrittgroBe entsprechend des zu erwartenden Gradienten.

(Losung s. S. 280)

] k= 1107 ms?!

.......

3m
Tm

I o T 2 e T o e o e
o8 e e cee Ty ¥ WL 4 MR P SI o s ]

. ° °a E % ~ 1

| k,=6:10* ms" , e o 4L %e 0 i [SO=1°10"m'h n= 0,23' .

. 5 - p @ .' s dD Y .' P ° r - . l L 1. - (3 e L]

s e, & s e g 5 . g

2m

o= ot met S R R S o =019

500m

Abbildung 3.2: Geschichteter Grundwasserleiter mit instationdrem Stromungsregime

Systemanalyse in der Wasserwirtschaft - Aufgaben und Lésungen Peter-Wolfgang Griber



3.1. AUFGABEN

3. In einem Grundwasserleiter soll ein Tunnel (U-Bahn) parallel zu einem Fluss eingebaut werden (siche
Abbildung 3.3).
Berechnen Sie, zu welchen Grundwasserstandsidnderungen es fiir den stationiren Fall durch diesen Ein-
bau kommt.
Wihlen Sie dazu ein geeignetes grobes Quantisierungsschema.
(Losung s. S. 285)

| 100m L 50m L 50m |
Hangzufluss
? 20m
q=0.001 Is" m*
I Sm
y

Abbildung 3.3: Einbau eines Tunnelbauwerkes in einem Grundwasserleiter

4. In einer Flussniederung soll mittels eines Deichbauwerkes (siche Abbildung 3.4) das Poldergebiet vor
Hochwasser geschiitzt werden (entsprechend vereinfachtem Schema).
Deich: k = 10742, ng = 0,15, Sy = 0,002m~1;
Dichtungsmaterial: k = 10*5%; ng = 0,05; Sy = 0,001m ™!
(Losungs. S. ?2?)
a. Entwickeln Sie ein einfaches diskretisiertes Schema zur Abschétzung der Grundwasserstromungs-
prozesse.

b. Wieviel Wasser flieit pro Meter Deichlidnge in das Poldergebiet?

5. Fiir ein Uferfiltratwasserwerk sollen die zu erwartenden Grundwasserstromungsverhéltnisse simuliert
werden (siche Abbildung 3.5).
Gegeben: V =0,001m3s~1, Sy = 0,0001m~", ng = 0,25, k = 0,001ms"", ZR(t=0) = 10m,
hp; =10m, M = 15m, b= 1m
(Losung s. S. 293)

HW 5m

Dichtung Kermdichtung

1 m 10 m }Fl_,:'a m ’l‘ 10 m >l

Abbildung 3.4: Deichbauwerk mit Kerndichtung
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a. Entwickeln Sie ein einfaches Quantisierungsschema mit drei Knotenpunkten zur Abschétzung der
Stromungsprozesse im Grundwasserleiter entsprechend der vorgegebenen Geometrie.

b. Stellen Sie die drei Knotengleichungen fiir eine instationére Stromungsberechnung auf.

c. Berechnen Sie den Wasserstand zr(;) im GWBR fiir den Zeitpunkt ¢ = 1d.

A%
idealer Fluss GWBR Brunnen Br
K hy, ’
| Zro
Zg
T T e T e S = A
B o S g R gl T i g T T

| 50m 50m | 25m

Abbildung 3.5: Grundwasserleiter mit Fluss und Brunnen

6. Fir ein Uferfiltratswasserwerk (siehe Abbildung 3.6) mit parallelem Stromungsregime ist ein numeri-
sches Grundwasserstromungsmodell aufzubauen. Der Fluss soll dabei als idealisierte Randbedingung
beriicksichtigt werden.
k=10"32; hp; = 15m; zgo = 15m; S = 0, 25; V= 50L; g =0,001-L5; b =100m;
kkotm =5-107°2: Mg om = 1m; B = 6,357m

(Losung s. S. 297) a. Wihlen Sie ein geeignetes vereinfachtes Quantisierungsschema mit maximal
%

Brunnen Br Pegel P

L

Hangzufluss
(—

20m 50m 50m 50m 50m

Abbildung 3.6: Wirkung eines Flusses und eines Hangzuflusses auf den Grundwasserleiter

flinf Elementen, damit der Wasserstand am GWBR fiir den stationdren Fall moglichst genau berechnet

wird.
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b. Formulieren Sie die Bilanzgleichungen an den Mittelpunkten der Elemente und stellen Sie diese
in Matrixform dar.

c. Berechnen Sie die hydraulischen Leitwerte fiir den Stromungsanteil.

d. Wie verdandern sich das Gleichungssystem und das Ergebnis, wenn der Fluss nicht idealisiert wird,
sondern die Unvollkommenheit und eine Kolmation beriicksichtigt werden?

Skizzieren Sie den Losungsansatz und schétzen Sie das Ergebnis grob ab.
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3.2 Losungen

e zu Aufgabe 1 (s. S. 270)

V=2 5 0 - e s
- ° & . o see ° e e h e 8 e
v k;= 610" ms’! : <. T i . . °e £|g
= ) Sel e, . . el g 5 NS
E ‘ ‘-1‘.‘ — T i ..u i :._ ., v, .. ; - o . T ,.,. " '.A - “ 2 .. ; ‘..- ._‘A.’ .. o ..:. ;
e s k=110"ms" |20 3
500m

‘V_OC} § Vi 4 / /- O<V_'"

G,z G G 7z G G 7y G Gy oz Gy Gs zs G

Abbildung 3.7: Quantisierter Grundwasserleiter mit stationdrem Stromungsregime

Als Losungsweg wird vorgeschlagen, wie folgt vorzugehen:

Die Leitwerte ergeben sich bei dem vorgegebenen Quantisierungsabstand und der Breite des Stromungsfeldes
zu (siche Abbildung 3.7):

Ay; = 100m
Ax; = 50m
Gi = 2Ti
Ay,
i =T —

Die aneinanderstoBBenden Leitwerte konnen wie folgt zusammengefasst werden:

Nach dem Gesetz der Reihenschaltung von Widerstéinden gilt:

Rges = R1 + R2

1
G=—
R
Daraus folgt:
2G; - Gyt
Giit1= 4+—~—
G; + G11+1

Systemanalyse in der Wasserwirtschaft - Aufgaben und Lésungen Peter-Wolfgang Griber



3.2. LOSUNGEN

Fiir den Fall der dquidistanten Teilung Ax; = Ax;1 und der konstanten Breite Ay; = Agy; 1 sowie dem

vorgegebenen Breiten-Langenverhiltnis von Ay; = 2Ax; ergibt sich:

Giit1 =

2T - Tipa
T+ T

Die Transmissibilitdt 7" ist definiert zu (ungespannte Grundwasserverhiltnisse):

Da der Durchldssigkeitskoeffizient nicht als geschlossene analytische Funktion darstellbar ist, muss der 7'-Wert

iiber eine Summenformel ermittelt werden. Dabei wird fiir die Schichten, die geséttigt sind, die Méachtigkeit

in Ansatz gebracht. Fiir die nicht vollstdndig geséttigten Schichten ist die Lage der freien Oberfliche maBge-

bend. Fiir den Anfangswasserspiegel, der in erster Ndherung als lineare Funktion zwischen linker und rechter

Randbedingung angenommen werden kann, sollen z.B. folgende Werte gelten:

Quantisierungspunkt

ZR0

ZR1

ZR2

ZR3

ZR4

ZR5

ZR6

geschiitzte Startwasserhohe

3m

4m

5m

5,om

6m

6,5m

™

Mit dieser geschitzten Wasserhohenverteilung ergibt sich folgende erste Transmissibilitatsverteilung:

Tl(l) = ki My + ka(zr1 — M)

Tg(l) = k1M + ko(zr2 — M)

=1,40-10737

=2,00-1073m2

TSV = ki My + ko Ma + ky(zrs — My — My)  =2,05-10737

T4(1) = k1 My + ko Ms + k3(zpa — My — Mz) =2,10- 10732

T5(1) = ki My + ko My + k3(2rs — My — Ma) =2,15- 10-322

S

S

Daheraus lassen sich die Leitwerte nach obiger Formel berechnen:

G 2T - Tipa
2,0+1 — T; ¥ TL‘+1
1 1 1 1 1 1
Gy G\ Gy Gy Gy Gye
2,8-10732 | 1,65-10737° | 2,02-10737% | 20710732 | 2,12.10732 | 4,3.107312

Fiir die einzelnen Knotenpunkte des quantisierten Schemas ergeben sich folgende Bilanzgleichungen:
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Knoten 1:

Knoten 2:

Knoten 3:

Knoten 4:

Knoten 5:

(2r1 — zRo)Go1 + (2r1 — 2R2)G12 = —wo
(2r2 — 2r1)G12 + (2R2 — 2Rr3)G23 = —wo
(2r3 — 2r2)G23 + (2R3 — 2R4)G34 = —wo
(2ra — 2R3)G34 + (2R4 — 2Rr5)Gas = —wo
(2rs — 2Rr4)Gas + (2r5 — 2r6)Gs6 = —Wo

-0,01km?
-0,01km?
-0,01km?
-0,01/km?

-0,01km?

bzw. nach den Wasserstinden geordnet und die Randbedingungen eingefiihrt

Knoten 1:

Knoten 2:

Knoten 3:

Knoten 4:

Knoten 5:
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ZRrRo = 3M

Zpe = Tm

zr1(Gro + Gi2) + 2r2(—G12)

zr1(—=Gr2) + zr2(G12 + G23) + 2r3(—G23)
2ra(—G23) + 2r3(Gas + G34) + 2ra(—G34)
2Rr3(—G34) + 2ra(G34 + Gas) + 2rs(—Gas)

2ra(—Gas) + 2r5(Gas + Gsg)

G-Z=R
Gio
—G1g 0
G2
—G12 _G23
Gas
0 —Glas
+G3y
0 0 —Gigy
0 0 0

= —0,06% +3m
=—0,06%
= —0,06%

=—0,06L

=—0,06% + 7m -

G4

+Gus

—Gys

-Gho

GS()’

—Gys

Gus

+G56
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_ ZR1 _ _ —0,06% +3m - G |
ZR2 —0,06%
Z=| zps R=1 —0,06¢
ZR4 —0,06%
ZR5 —0,06L + 7m - Gs6

Das so enstandene Gleichungssystem besteht aus fiinf Zeilen und enthalt fiinf Unbekannte. Damit ist es eindeu-
tig losbar. Fiir die Losung solcher Gleichungssysteme konnen alle bekannten Methoden benutzt werden. Dabei
konnen die Gesamtschrittverfahren und Iterationsverfahren eingesetzt werden. Da die Koeffizientenmatrix nur
aus drei Diagonalen besteht, die auBerdem noch symmetrisch sind, kdnnen besondere Verfahren fiir solche

Systeme benutzt werden.

Das GAusssche Eliminationsverfahren, das zu den universellen Einschrittverfahren gehért, beruht darauf, dass
versucht wird, durch sukzessives Einsetzen aus den n Gleichungen mit n Unbekannten, eine Gleichung mit
einer Unbekannten zu machen. Diese kann dann geldst werden. Durch riickwirtiges Einsetzen werden die
anderen Unbekannten bestimmt. In Matrixschreibweise bedeutet dies, dass aus der vollstandigen Koeffizien-

tenmatrix eine Dreiecksmatrix erzeugt wird, die dann von unten heraus geldst werden kann.

ail a12 0 O O ZR1 b1
a1 Q22 azz 0 0 ZR2 bo
0 Apn—1 Ann Apn+1 O ZRn bn
0 0 0 Okk—1  Qkk 2Rk by,

Nach Umformung erhilt man die neue Koeffizientenmatrix (a) mit einer neuen rechten Seite (1):

ay, diy 0 0 0 ZR1 b}
0 aby aby O 0 ZR2 b,
0 0 a,, a,.q O ZRn b,
0 0 0 0 afck ZREk b%

Zu dieser Dreiecksform kommt man, indem die (n — 1)-te Zeile nach zg,,—1 aufgeldst und in der (n)-ten Zeile

eingesetzt wird.
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Fiir die zweite Zeile heif3t dies:

a112Rr1 + a122Rr2 = b1

Daheraus ergibt sich zp; zu:

- bi—ai2 zRr2
ZR1 = ——
a1l

Damit erhilt die zweite Zeile

a21 ZR1 + @22 ZR2 + 423 Zr3 = ba

die Form:

21012 a1b1
Ao — ZR2 + a232R3 = by —
a11 ai11

bzw. zusammengefalit:

G229 ZR2 + A232R3 = by

Dieser Vorgang wird analog fiir alle weiteren Zeilen und Unbekannten durchgefiihrt. Fiir die letzte Zeile erhalt
man:

oy o =1

Diese Gleichung ist fiir zg5 10sbar. Danach kdnnen dann zr4, zr3, zre und zg1 geldst werden. Damit hat man
eine erste Ndherung der Lage der freien Grundwasseroberflache zgﬁ). Da die Transmissibilitit eine Funktion
der Grundwasserhohe ist, muss nun diese fiir die Quantisierungspunkte neu berechnet werden. Somit d&ndern
sich auch die Leitwerte GG; und es entsteht ein Gleichungssystem mit gednderten Koeffizienten, welches auf
die beschriebene Art und Weise zu 16sen ist. Dieser Iterationsprozess muss solange fortgesetzt werden, bis die
Anderung zwischen zwei aufeinander folgenden iterativen Losungen kleiner als eine vorgegebene Schranke
lzri V) — zp; M| < gist.

Nach drei Iterationen ergeben sich folgende Wasserstande:

Quantisierungspunkt 2RO z}ff Z%) Z% zﬁi zgs) “R6

Wasserhohe nach 3. Iteration || 3m | 3,55m | 4,51m | 5,25m | 5,94m | 6,64m | Tm

Weitere Losungsmethoden sind im Teil I des Scriptes im Kapitel ”Lésung von Gleichungssystemen” aufgefiihrt.

Die gesuchten Volumenstrome ergeben sich aus:

’ ZR0 — ZR1
Vo= e

1
: 3m — zr1
Vo= e

1
y ZR5 — ZR6
Vi= e

5
. ZRs —Tm
Vi= e

5
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Wasserstiande

- &= Schatzw erte
—&— 1. lteration
- =a= =2 lteration

e 3 [tE @tion

0 50 100 150 200 250 300 350 400 450 500
Ortsschritte

Abbildung 3.8: Iterationsverhalten des Wasserstandes
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e zu Aufgabe 2 (s. S. 270)

Die Modellbildung wird hier in zwei Schritte unterteilt. Der erste Schritt ist die ortliche Quantisierung, wie
sie auch beim stationdren Fall (sieche Losung zu Aufgabe 1 (s. S. 274) durchgefiihrt wurde. Im Gegensatz
zur stationdren muss bei der instationdren Stromung die Speicherinhaltsdnderung in die Bilanzgleichung mit
einbezogen werden. Die Speicherwirkung des Grundwasserleiters wird als Kondensator im Blockschaltbild
dargestellt (siche Abbildung 3.9).

LLLLLLL L o

‘<.
Il
-2

J|ld

7m

ke 6104 mst Jo o oo % oo, S 8= 110°mt n =029, | &
"':'.‘.‘ k=110"ms' | Lo st Z‘:-'- g T :.|SO=1-10""m", n=0,15|, y

500m

<.
3m Tcu
ala 17

2m

Vo Woi Woy Wos Woa wof V;
— Iy Zps Zpy Zps s

H— 1O H -I:I-?-I:I-O
S G, I G| G G| G G| G G

TC TC TC *o 'l "Te ]

$ ZR1anf $ ZRoant $ ZRsanf $ ZRanf & Zpsan

Abbildung 3.9: Quantisierter Grundwasserleiter mit Speicherkapazititen

Die Wassermenge, die infolge des Speicherverhaltens des Grundwasserleiters ausgetauscht wird, ergibt sich
Zu:

VZeitZS'AJU'Ay'%
Der Speicherkoeffizient S reprisentiert die summarische Speicherwirkung iiber die Hohe z von der undurchlés-
sigen Sohle bis zur freien Grundwasseroberflédche bei den hier vorliegenden ungespannten Grundwasserverhalt-
nissen. Innerhalb des gesittigten Bereiches des Stromungsfeldes (¢ < z < zp) gilt auf Grund der elastischen
Speicherwirkung:

S = Spi - M;

An der freien Grundwasseroberfliche (z = zg) wirkt die gravimetrische Speicherung mit dem Wert .S = ny.
Da sich beide Werte in dieser Aufgabenstellung (n¢ und Sp) um den Faktor 10~* unterscheiden und ander-
seits die Méchtigkeit nur wenige Meter betrdgt, kann man annehmen, dass S = ng ist. Damit ergibt sich die

Kapazitit am Knoten ¢ in Abhédngigkeit des Wasserstandes von der Schichthéhe j zu:
GL':Sij~Al’~Ay
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Fiir die einzelnen Knotenpunkte des quantisierten Schemas ergeben sich folgende Bilanzgleichungen:

Knoten 1: (2r1 — 2R0)Go1 + (2r1 — 2R2)G12 + C1 d;f +wo-0,01km?®> =0
Knoten 2: (2r2 — 2Rr1)G12 + (2rR2 — 2R3)Gas + C’g‘ig—f +wo-0,01km? =0
Knoten 3: (2r3 — 2R2)Gas + (2R3 — 2Ra)Gaa + C3EE +wg - 0,01km? =0
Knoten 4: (2r4 — 213)Gsa + (2ra — 2r5)Gas + C4EE +wo - 0,01km? =0
Knoten 5: (zrs — 2R4)Gas + (2r5 — 2Rr6)G56 + 05% +wo-0,01km? =0

Der zeitliche Differentialquotient muss in einen Differenzenquotienten iiberfiihrt werden, da sonst keine ein-
fache numerische Behandlung méglich ist. Nur durch diese Uberfiihrung ist der Aufbau eines entsprechenden
Gleichungssystems wieder moglich. Fiir die Uberfiihrung des Differentialquotienten in einen Differenzenquo-
tienten soll als erste Methode die Riickwértsdifferenz als implizites Verfahren benutzt werden. Dabei wird

dzr _ RRt — ZRt—At
dt At

gesetzt (siche Abbildung 3.10).

Zr

Sekante Az/At

Tangente 8z/5t

Abbildung 3.10: Verlauf eines Absenkungsvorganges

Damit lautet der Volumentstromanteil, der die Speicherwirkung représentiert, jetzt

: z — ZRt—
VZeitzs.Am.Ay.W

Mit der Einfiihrung des so genannten Zeitleitwertes

Si - Ax; - Ay;
Gei = At

wird der Volumenstrom zu:
V zeit = G+ (2Rit — 2Rit—At)
Dieser reprisentiert die Wassermenge, die infolge der Speicherwirkung vom Grundwasserleiter innerhalb des

Zeitschrittes At abgegeben oder gespeichert wird. Infolge der Einfithrung des zeitlichen Differenzenquotien-

ten muss auch der ortliche Stromungsanteilteil, d.h. die linke Seite der Gleichung, einem Zeitpunkt, bei der
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Riickwirtsdifferenz dem Zeitpunkt ¢, zugeordnet werden. Damit erhalten die Knotenpunktgleichungen folgen-

de Gestalt:
Knoten 1: (zr1 — ZRO)t *
Knoten 2: (zr2 — ZR1)t
Knoten 3: (2R3 — ZRr2)t
Knoten 4: (2R4 — ZR3)t
Knoten 5: (2r5 — ZR4)t *

Die Matrizengleichung fiir das in fiinf Elemente geteilte Stromungsfeld lautet somit:

Goe
+G12:

+Gzlt
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Got + (2r1 — ZR2)t
Giat + (2r2 — ZR3)t
Gast + (2r3 — ZR4)t
G3at + (24 — ZR5 )t

Gust + (2r5 — ZR6 )t

_G12

Giay
+Gast

+Gz2t

X=R

Gas:
+G3at

+Gz3t

—Ga4

-Gt + (2R1t — ZR1t-At) -
-Gzt + (2Rr2t — ZR2t-At) -
- G34t + (2R3t — 2R3t—At) -
- Gust + (2Rat — ZRat—At) -

- Gset + (2R5t — ZR5t—At) -

—Ga4

G3a
+Gust

+Gz4t

—Gus

G,z = —wp - 0,01km?
G.ot = —wp - 0,01km?
G.3t = —wp-0,01km?
G.ue = —wp-0,01km?
G.si = —wp-0,01km?

—Gus

Gasi
+G's61

+Gz5t
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ZR1t —0,06% +3m - Gort — G1t - ZR1t- At
ZR2t —0,06% — G.ot - Zrot—nt
X =1 zps R=1 -0,061 — G.3 - zr3t—na¢
ZR4t —0,06% — G.4t - 2Rat— ¢
| Zrs i —0,06% + 7m - Gser — G5t - 2r5t— At ]

Die so entstandene Matrizengleichung ist auf Grund der Potentialabhingigkeit der Leitwerte nicht explizit 16s-
bar. Wie bei der Losung zu Aufgabe 1 (s. S. 274) miissen wieder die Losungen iterativ herbeigefiihrt werden.
Im ersten Schritt werden die Leitwerte GZ(-I) entsprechend den Anfangswasserh6hen (zr:—a¢) berechnet. Die
Gleichungen zu deren Berechnung kénnen aus der Losung der Aufgabe 1 (s. S. 274) iibernommen werden. Der
Unterschied besteht aber darin, dass diesmal keine geschitzten WasserhShen fiir die Berechnung der Transmis-
sibilitdten benutzt werden, sondern fiir den ersten Zeitschritt die Anfangswasserhohen (laut Aufgabenstellung
zR1 bis zrg = Tm), fiir die weiteren Zeitschritte jeweils die Wasserhohen des vorhergehenden Zeitschrittes.
Man spricht in diesem Zusammenhang von einer d&u3eren und einer inneren Iteration. Die innere Iteration kenn-
zeichnet die Berechnung der nichtlinearen Koeffizienten des Gleichungssystems auf Grund des nichtlinearen
Verhaltens der Transmissibilitdt. Die duflere Iteration berechnet die Nichtlinearitdt auf Grund des impliziten
Verhaltens der verwendeten Riickwirtzdifferenz.

Fiir Grundwasserabsenkungsvorginge bedeutet dies, dass die Transmissibilitdt und damit auch die Leitwerte
zu grof3 angenommen werden. Die Matrix lisst sich mit diesen Werten 16sen, und man erhélt eine Wasserho-

he zgi)t, die gegeniiber der wahren Lage zu niedrig ist. Mit dieser ersten Ndherung zgi)t konnen verbesserte

Leitwerte GE? ) berechnet werden. Sie fithren zu einer zweiten Niherung der Wasserhohe zgi)t, welche iiber der
wahren Losung liegt, da die Leitwerte zu klein angenommen wurden und damit zu wenig Abfluss realisiert
wurde. Die Ndherungslosungen ndhern sich der wahren Losung in Form einer geddmpften Schwingung an.
Dieser Iterationsprozess wird so lange durchgefiihrt, bis die Anderungen zwischen zwei Iterationen eine Feh-
lerschranke nicht mehr iiberschreiten. Dann erhélt man die Losung fiir den Zeitschritt At. Trotz der Iteration
innerhalb des Zeitschrittes bleibt ein Quantisierungsfehler erhalten. Er wichst proportional mit At, da anstatt
der Tangente im Punkt ¢ die Sekante zwischen den Punkten ¢ und ¢ — At berechnet wird. Da sich die Grundwas-
serstromungsprozesse entsprechend einer abklingenden e-Funktion asymptotisch dem stationdren Endzustand
néhern, ist der Zeitquantisierungsfehler nicht nur von der Schrittweite A¢, sondern auch von der Dynamik des
Prozesses abhingig.

Die nachfolgende Tabelle enthilt die Ergebnisse fiir die quantisierten Zeitschritte und Abbildung 3.11 deren
grafische Darstellung.
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Zeitpunkt
ZRo ZRr1 ZR2 ZR3 ZR4 ZRs5 ZRe6
in Tagen

0,00 3,00 | 7,00 | 7,00 | 7,00 | 7,00 | 7,00 | 7,00

0,25 3,00 | 6,77 | 6,99 | 7,00 | 7,00 | 7,00 | 7,00

0,67 3,00 | 6,44 | 6,97 | 7,00 | 7,00 | 7,00 | 7,00

1,29 3,00 | 6,04 | 6,90 | 6,99 | 6,99 | 7,00 | 7,00

2,54 3,00 | 5,49 | 6,74 | 6,96 | 6,99 | 6,99 | 7,00

5,00 3,00 | 4,87 | 6,41 | 6,85 | 6,95 | 6,98 | 7,00

10,00 3,00 | 4,48 | 5,97 | 6,60 | 6,85 | 6,96 | 7,00

15,00 3,00 | 4,24 | 5,66 | 6,37 | 6,73 | 6,92 | 7,00

30,00 3,00 | 3,94 | 5,18 | 5,93 | 6,45 | 6,82 | 7,00

50,00 3,00 | 3,77 | 4,92 | 5,64 | 6,23 | 6,75 | 7,00

100, 00 3,00 | 3,78 | 4,93 | 5,64 | 6,23 | 6,74 | 7,00

stationar ||| 3,00 | 3,55 | 4,51 | 5,25 | 5,94 | 6,64 | 7,00

7.00

6,00

Wasserhéhe
wn
=2

4,00

——27R0 —a—7R1 —a—7R2 —x—7R3 —%—7R4 —e—7R5 —+—zR6

3,00 ewe—o—o—o . - . - - ‘
0,00 10,00 20,00 30,00 40,00 50,00 60,00 70,00 80,00 90,00 100,00

Simulationszeit in Tagen

Abbildung 3.11: Wasserstand in Abhéngigkeit von Zeit und Ort
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e zu Aufgabe 3 (s. S. 270)

Bei dem stationdrem Fall kann davon ausgegangen werden, dass der gesamte Betrag des Hangzuflusses durch
alle Elemente des Grundwasserleiters, d.h. durch alle quantisierten Leitwerte flieBen muss. Dieser Volumen-
strom V g ergibt sich aus dem spezifischen Volumenstrom ¢ multipliziert mit der senkrecht durchflossenen
Flache A.

VH =q-A
Da die Grundwasserstandsdnderungen zu ermitteln sind, ist es zweckméiBig, die Wasserstinde mit (2 gy, a7 ) und
ohne (zrno) Tunneleinbau zu berechnen. Durch den Tunneleinbau wird ein stellenweiser Wechsel zwischen

gespanntem und ungespanntem Grundwasserleiter verursacht (siche Abbildung 3.12).

| 100m N 50m L 50m

)
I T T 1

\
e

Hangzufluss
20m

q=0,001 Is' m*

Abbildung 3.12: Schematisierung des Grundwasserleiters mit Tunneleinbau

Die Differenz der Wasserstinde zwischen zwei Knoten wird bei dem betrachteten stationdren FlieBprozess

durch den flieBenden Volumenstrom V' gund den wirksamen Leitwert bestimmt.

(ZRn - ZRn—l) =Vnu

Grundwasserstinde

ohne Tunneleinbau mit Tunneleinbau
ZRr40 = const. ZR4aM = const.

Vu Vi
ZR30 = ZR40 + ~— | #R3M = ZRamM +

Gao Gam

Vi Vi
ZR20 = ZR30 + +— | #r2M = ZR3M +

Gao Gom

H Va

ZR10 = ZR20 + — | #R1M = Zr2M + 77—

G1o G

1M
Allgemein kann angenommen werden, dass in dieser Aufgabenstellung ein ungeschichteter Grundwasserlei-

ter vorliegt. Unter Beachtung, dass sowohl gespannte als auch ungespannte Stromungsverhéltnisse auftreten
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konnen, werden die hydraulischen Leitwerte wie folgt berechnet. Gleichzeitig soll die Breite entsprechend des

Quantisierungsschemas moglichst grofl gewiahlt werden (z. B. 100m):

kE-D-b T-b
G: l = —

Zwischen den Quantisierungspunkten soll in erster Nédherung eine ortsunabhéngige Transmissibilitdt herrschen.

kDb T,-b

G
" ln ln
Hydraulische Leitwerte
ohne Tunneleinbau mit Tunneleinbau
k~ZR30'b k‘~ZR3]\,{'b
Gzo=——F—" Gay=——F—
I3 I3
Ubergang zu gespannten
D = zr20 D = Msyy
Stromungsverhéltnissen
k-zpao - b k- My -b
Goo=——"7—" Gopyy=——7—"
lo lo
k%ZRlO‘b k~ZR1M~b
Gio=—7F7—" Giy=——7F7—
ll ll

Aus diesen Beziehungen sieht man, dass auf alle Félle gilt:

G3O = G3J\l

da zrop = 4 - Moy ist, gilt:
G20 =4-Gay

Daraus ist zu erkennen, dass der Leitwert G2y, (mit Tunneleinbau) viermal kleiner als Goo (ohne Tunnelein-
bau) ist.

Fiir den Fall, dass die Grundwasserstandsdnderung

AZpn = |2Rn0 — ZRnM| << ZRnO

ist, gilt:

Gio = Gim

Fiir eine genauere Berechnung sollte der 7'-Wert aus dem harmonischen Mittel der 7-Werte an den Knoten

berechnet werden:

o o T Tub
n,n+1 — (Tn T Tn+1) : ln
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Damit und unter der Vorausetzung, dass Azrs = 0 (RB 1. Art) lassen sich folgende Grundwasserstandsinde-

rungen berechnen:

ZR3M

ZR3M

—ZR30

AZRg

ZR3M

ZR2M

ZR2M

—ZR20

AZRQ

AZRQ

ZR1M

ZR1M

—ZR10

AZRl

Azpy

v
Gam

= ZRam +

Vv
= zZp4o + Azps + Gao
3
Vu
= —z -
RO =

= zr3m — 2r3o =0

= ZR30

v
=2z
R3M GQM
V.4
= 2Rr30 + Azgrz + @
= — o— —
R3 GQO

= ZR2M — ZR20

: 3
=Vy——r
" Gao
3
—g A2
1 G20
V
:ZRQM‘FH
\%
:ZR20+AZR2+G710
z VH
= TRR20 — A~
Gio

= ZR1M — ZR10

= Azpo
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k- ZR20 * b

Lo
_ 10~*m - 20m - 100m
N 5-50m

Goo =

Goo=4-1073"
S

qg-A-3
A =
ZR2 Gao
_ 1075m3 - 20m - 100m - 3 - s
B s-m2-4-10"3m2
AZRQ = 1,5m

Damit entsteht durch den Hangzufluss von ¢ = 1076 m” ein Aufstau an den Punkten = ro und zr; um jeweils

s-m?2
1,5m.
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e zu Aufgabe 4 (s. S. 270)

a. Ein einfaches Quantisierungsschema fiir die Untersuchung zur Durchstrémung des Deiches ent-

hilt fiir jedes Element mindestens einen Stromungswiderstand (hydraulischen Leitwert).

55m
HW 5m
I
________________ 0m
Dichtung Kerndichtung

11 m 10 m 1.5m | 10 m |

[ > 1€ 1
Zy z, Z, Z, Z,
o+t +Ho— +H—Oo[ 10 {1 O

G 1 G 2 G 3 S 4

Abbildung 3.13: Deich mit Kerndichtung und Quantisierungsschema

1. b. Fiir den stationdren Fall gentigt die Betrachtung der Leitwerte, da in diesem Zeitabschnitt die innerhalb
des Deiches stromende Wassermenge zeitlich konstant ist. Somit treten keine Be- oder Entwasserungs-
effekte auf.

Fiir die Berechnung dieser Kette gelten folgende Gleichungen:

V= (z0 — 21)G1
V= (21 — 2)Ga
V= (20 — 23)G3
V= (23 — 24)Gy

zo und z4 wirken als Randbedingungen, d.h. deren Werte sind unabhéngig vom Stromungszustand inner-
halb des Deiches.

ZRO — 5m
ZR4 = Om
Die Leitwerte berechnen sich wie folgt:
G, =k, - 2’37

Da die Werte pro Meter Deichldnge zu berechnen sind, wird b = 1m gesetzt.

ZRrn 1st zu Beginn der Rechnung nicht bekannt. Deshalb muss mit einem fiktiven Mittelwert bei der
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T-Wert-Bestimmung gerechnet werden. Dieser ergibt sich aus dem arithmetischen Mittel zwischen den

beiden Randbedingungen.

(1) _ ZRo + ZR4
ZRTL - 92

Z}(;g,)L =2,bm

Damit ist:
b 107°m .2 5m - 1 2
GV =y 2o T g 51075
l1 1m s
—4m 2
(1) ZR2 -b 10 Y 2,5m 1m _5m
g . g e 2 . 1 R
G k2 Iy 10m 510 s
b 10722 .2,5m - 1m m?
G = gy B2 s O =1,7-107°
3 3 I3 1,5m ’ s
—4m 2
(1):]{.21{4'1):10 ?2,5m1m:2 .I*Smi
G Y 10m 510 s
Generell gilt:
1
R, = —
Gn
Q=q- A=V

Die Gesamtwassermenge V/, die pro Meter Deichldnge wahrend des stationdren Zustandes in den Polder
flief3t, ergibt sich:

ZR3=ZR4+R4-V:R4-V

2ra=z2ps+ Ry V=Ry-V+Ry -V
ZR1=ZR2+RQ'V=R4-V+R3-V+R2~V
sro=zm+Ri-V=Ry-V+Ry-V+Ry-VA4R -V =5m

() Em 5 5 l

m
Vo= = ~0,028 - 1037 — 2"
Riy+Rs+Ry+ Ry (4459+4+4) 102 ; . .

Das Ergebnis kann man auch schneller erhalten, wenn man die Gesetze der Reihenschaltung von Wi-
derstdnden und das dynamische Grundgesetz benutzt. Danach addieren sich in Reihe geschaltete Wider-
stinde, und der durchflieBende Volumenstrom ist proportinal zu dem Potentialabbau (Potentialdifferenz)
iiber dem Widerstand und indirekt proportional zu dessen Wert.

Dieser berechnete Volumenstrom stellt eine erste Ndherung dar, da mit geschétzten 7T-Werten gearbeitet

wurde. Setzt man diesen V-Wert in die Gleichungen ein, so erhélt man verbesserte zg,, (1) _Werte, die

290



3.2. LOSUNGEN

auch wieder zu verbesserten 7'- und V -Werten fiihren.

3
. —3m

(2) 0,028.10~3
R3 R4+ Ml 2,5:10-5 m2

2D =23 4RV =Ry V4RV

D=2 LRy V =Ry VARyV+RyV

22— 24 RV =Ry V+RsV+Ry V4RIV

3
0,02810° =

=1,12m

=2,76m

=3,8%m

= 5,00m
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V(Q) _ 5m _ 5m
RO+ Ry 4Ry, + Ry D (17,85+ 7,60 + 3,00 + 2,25) - 1045,
l

=32,6-
S

Man sieht, dass dieser Wert um ca. 13% hoher als der der ersten Iteration ist. Dieser hohere Wert wird aber

wieder zu grof3 sein, so dass eine oszillierende Anpassung erfolgt.

Die Berechnung von z g erfolgte zur Kontrolle und es ergibt sich richtigerweise der Wert des Oberwassers als

Randbedingung.
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e zu Aufgabe 5 (s. S. 270)
a. Die Quantisierung erfolgt an Hand der vorgegebenen Geometrie. Zu beachten ist, dass ein Knoten zur
Nachbildung der unendlichen Ausdehnung des Grundwasserleiters in der flussabgewandten Seite erfolgt.

Die instationdren Speichervorgénge werden durch entsprechend angeordnete Kapazititen realisiert.

v

idealer Fluss GWBR Brunnen Br
K\\hy
hy Zpi Vx) Zps Zpy
o ] Fer—1 o
:.’.ROGFM Glz C; H Gz} Gu
! 1
Zpo Zro Zko é
L 50m L 50m . 25m L 500m N

Abbildung 3.14: Darstellung des quantisierten Grundwasserleiters

b.
0z
Knoten 1:  (zr1 — hpy) - Grin + (2r1 — 2R2) - G124+ C1 a1':1 —0
0]
Knoten 2:  (2r2 — 2r1) - Giz2 + (2r2 — 2R3) - G2 + Cz% =0
9 .
Knoten 3: (ZRB_ZRz)'G23+(233—2R4)-G34+03% -V

bzw. nach Wasserstinden geordnet und unter Einfiihrung des Zeitleitwertes ergibt sich:

ZRnt — ZRnt—At
GZ'IL = CHT

Knoten 1:  zgy, - (Gpin + Gi2 + Gz1) + zrat - (—G23) = hpr - Grin + zr1ii—ae - Gz
zrit - (—G12) + zrat - (G12 + Gaz + Gz2)
Knoten 2: = zpat—at - Gz2

+2zr3t - (—Ga3)

Knoten 3:  zpo, - (—Ga3) + zrst - (Gag + Gsa + Gz3) = zrat - G34 + 2R3t—ar - Gzz +V
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(Grin + G2+ Gz1) —Ga3 0
A= —G1s Gi2+ Gas + Gz —Ga3
i 0 —Gas Gaz + Gas + Gys
ZR1t
X =1 zpn
i ZR3t
hrr - Grin + 2r1t-at - Gz1
R= zr2t—nt - Gz2
| ZRat Gss + zrst—ni- Gzs +V

c.Die Hauptaufgabe besteht in der Berechnung der Leitwerte.
Mit der Anfangswasserhéhe zp;—o = 10m als geschétzte Wasserhohenverteilung zg,,;+ ergibt sich
folgende erste Transmissibilitdtsverteilung:

T = k-zp =0,0122

2

TV = k-zpy =0,017

TV =k-zpy =0,017"
Daheraus lassen sich die Leitwerte nach obiger Formel berechnen:

G, =T, b/Azx,

G o Gn : Gn+1
n,n+1l — Gn +Gn+1
Tn . Tn+1
_ Az, Az, b
Tn Tn+1
Az, Azpp
G Gy Gy G5l

Die Zeitleitwerte ergeben sich zu:

0,00022 | 0,00022 | 0,00042 | 0,000022

S b (Azp + Azpyy)
2. At

GZn =

Da es sich hier um einen ungespannten Grundwasserleiter geringer Machtigkeit handelt, wird

Szno

gesetzt.
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GZl GZZ GZ3

0,000145 | 0,000109™ | 0,00076
Damit erhilt die Matrixgleichung folgende Gestalt:

0,000545™=  —0, 00022 0 ZR1t 0,00345
—0,00022%  0,000709™=  —0,00042= | - | zgy, | = | 0,001092%
0 —0,0004™>  0,00118™ 2R3t 0,00680 ™

Damit ergeben sich die Wasserstinde an den Knoten in erster Naherung wie folgt:

20 =9 75m

20 =9,32m

1
20 =8,92m

Mit diesen Wasserstdnden miissen neue 7-Werte berechnet werden:

T3 = k-zp =0,017

T3 =k-2ps =0,0097

S
T = k- zps  =0,0097
Dies fiihrt wiederum zu verbesserten Leitwerten:

2 2 2 2
G Gy Gy Gy

0,000197 | 0,00027> | 0,00036™ | 00000189

Die Zeitleitwerte miissen nicht iteriert werden, da hier kein geschichteter Grundwasserleiter vorliegt

und es sich noch um den selben Zeitschritt handelt.

Die Matrixgleichung erhélt damit die Werte:

0,000533%  —0,000197 0 ZR1t 0,003422
—0,00019™>  0,00066™  —0,00036™= | * | zgs | = | 0,001097%
0 ~0,00036™  0,001147 2R3t 0,00678™

Die Losung ergibt sich zu:
22, = 9,76m
22, =9,33m

2
22 =8,91m
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Man erkennt, dass sich das Ergebnis innerhalb der Iteration nicht wesentlich, sondern nur im Zen-
timeterbereich, gedndert hat. Dieses gute Iterationsverhalten ist auf die Nichtlinearitét des Glei-
chungssystems zuriickzufiihren. Bei Wiederanstiegsproblemen wirkt sich die Nichtlinearitit dem-
gegeniiber divergierend aus.

Der Grundwasserspiegel hat nach einem Tag demzufolge folgenden Verlauf (siche Abbildung 3.15):

v

idealer Fluss GWBR Brunnen Br
\\ hq 2 Zp=10m
______________________________ [ _"______________Z_..--»—---"
7 o R(t)
I | - 8.71m
Zpo
50m g, 50m J. 25m L 500m ]

Abbildung 3.15: Grundwasserstand nach einem Tag
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e zu Aufgabe 6 (s. S. 270)

Brunnen Br GWBR P

by, ) —
e

\‘. ", ’
z 7| q
. Z RHang
Zrpr

20m 50m 50m 50m 50m
. 5

-
x
-

*

v
ot o )—1—1 o [—oe—

h Z
Fl G Rl g RBr G RP
hl h2 h3

Abbildung 3.16: Grundwasserleiter mit Quantisierungsschema

b. Zur Berechnung der Wasserstinde im Quantisierungsschema der Abbildung 3.16 werden die Bilanz-
gleichungen an jedem Knotenpunkt aufgestellt. Da es sich laut Aufgabenstellung um eine stationére

Stromung handelt, sind die Speichereffekte nicht zu beriicksichtigen.

Knoten 1: (le — hFl)Ghl + (ZR1 — 2rBr)Ghr2 =0
Knoten 2:  (2rp, — 2r1)Gh2 + (2Br — 2rP)Gh3 + VBr = 0

Knoten 3: (ZRP — ZRB’I”)GI'L3 — VHang =0
Der Hangzufluss wird durch den hydraulischen Leitwert G4 nicht beeinflusst, da keine Verzweigung
auftritt. Damit kann auch der rechte Knoten aufler Betracht gelassen werden.

Die nach Wasserstinden geordneten Knotengleichungen lauten:

Knoten 1:  2p1(Gr1 + Gr2)+  2rBr(—Gh2) = hmGh
Knoten 2:  zgi(—Gh2)+ 2rBr(Gh2 + Gr3)+  zrp(—Gr3) = —Vp,
Knoten 3: z2rBr(—Gh3)+ 2rp(Gh3) = Vitang

oder in Matrixschreibweise:

(Gp1 +Ghr2) (—Ghro) 0 ZR1 hriGh
(—Gh2) (Gha +Ghr3) (=Gr3) | " | zrBr | = —Vér
0 (—Gh3) (Ghs) ZRP VHang

Dieses System von drei Gleichungen mit drei Unbekannten lasst sich z. B. nach dem Einsetzverfahren
16sen.

Man kann Knotengleichung 3 nach dem Brunnenwasserstand zp g, auflosen:
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298

VHang + 2rp(Ghr3)

Knoten 3: z2gpp, =

Gh3.
V Hane + 2rP (G
Knoten 1: ZR1(Gh1 + th) _ [ Hang Gh:P( h3) (*th) = hrGn
V trang(—G
zr1(Gp1 + Gpa) — W + z2rp(—Gh2) = hpGhy
VHang + 2rp(Ghr3)

Knoten 2:  zpi(—Gh2) — (Ghz + Gh3) + zrp(—=Gr3) = —Var

Ghs

bzw. umgeformt:

V‘Br B VHang(GhZ + GhB)

ZR1 = + ZRrP
o Gha . Gna-Ghs : .
Die Gleichung von Knoten 2 in die Gleichung von Knoten 1 eingesetzt ergibt:

 ViHang(Gra + Gis) - (Gut + Gh2)
Ghra - G

V tane(—G
+ 2rp(—Gh2) = thGth

Diese Gleichung zusammengefasst liefert:

Vé7’(Gh1 + GhQ) + VHang(GhQ + GhB) : (Ghl + Gh2) + VHang(*GhQ)

Zrp = hp —

me o Ghi - Gh Ghi-Gha - Gis Gn1 - Gas
Vi (G + G 1 1 1

ZRP — hFl — —B éhfl 2h2 h2) + VHang <C;hl + G7h2 + Gh3>

Die Absenkung gegeniiber dem stationdren Ausgangszustand, d.h. Grundwasserspiegel gleich Flusswas-

serspiegel, ergibt sich am Pegel zu:

zrp = hpi — Vr(Ru1 + Ri2) + VHang(Ru1 + Rp2 + Rp3)

s=hp; — zrp = Vr(Rn1 + Ru2) — VHang(Rr1 + Rn2 + Rp3)

Man beachte, dass trotz der in den Zwischenschritten etwas komplizierten Gleichungen ein relativ einfa-
ches und leicht interpretierbares Ergebnis erhalten wird.

Der Grundwasserspiegel, identisch mit dem Flusswasserspiegel (hp; = zgg), wird um den Anteil, der
durch den Forderstrom des Brunnens hervorgerufen wird, vermindert und durch den des Hangzuflusses
erhoht. Die Absenkung durch den Brunnen hétte man auch direkt aus dem Ersatzschaltbild ablesen kon-
nen, denn der Quotient driickt nichts anderes aus als die Reihenschaltung der beiden Leitwerte G,; und
Gz aus. Wiirde keine Forderung stattfinden, kdme es, hervorgerufen durch den Hangzufluss, zu einem
Grundwasseranstieg.

Zur tiberschlégigen Priifung von derartigen Gleichungen sollte man feststellen, ob die Dimensionen der
einzelnen Summanden stimmen. Des Weiteren darf in Gleichungen solcher Widerstandsnetzwerke ein

Widerstand oder Leitwert nicht mit sich selbst multipliziert werden (G2 bzw. R? sind unzuléssig!).

c. Die hydraulischen Leitwerte berechnen sich aus der Reihenschaltung der Teilleitwerte der Pla-
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nungselemente:

G Ghn : Ghn—i—l
hn — ~ |~
Ghn + Gthrl

o k ZRn ' ZRn+1 * b

(2Rn + 2Rn+1) - %

ZRn ' RRn+1* 2b
Gpn=k-
h (ZRn + ZRnJrl) : Awn

Als wirksame Lénge wird jeweils die halbe Ortsquantisierungsschrittweite angesetzt, da jedes Pla-
nungselement zwei Teilleitwerte besitzt.

Fiir die einzelnen Leitwerte gilt:

hri - zm1 _3m
G = LB 40738

hri + zr1 s

ZR1 " ZRB _3m
Gha = Ll ARET 401073 =2

ZR1 + 2RBr

ZRP " ZRBr —_3m
Gpy = 2027 41073 =

ZRP + ZRBr S

Fir die erste Ndherung dieser nichtlinearen hydraulischen Leitwerte setzt man z.B. die Ausgangs-
wasserhdhe von zgo = 15m fiir alle Knoten (zgl) = zg])gr = zgl)g = 15m) an und erhlt:
2
G = i) = 68 =107
s

Mit der Losung von Aufgabe 6b (s. S. 297) ergibt sich ein Wasserstand am GWBR P in erster

Néherung zu:

1) Vér(Gm + Gr2) ( 1 1 1 >
zpp=hp— " A Viang | 5+ + o + o
RE o Ghi - Gpe Hang \ G ' Gra ' Ghs
501037 . 2 ym?
=15m— —— 5 2 40,001-103"%2 - 100m - 15m—0o—
3-10-2m2 3-10-2m2

= 15m — 3,333m + 0, 15m
20) =11,82m

Dieses Ergebnis stellt eine erste Nédherung dar, da fiir die Leitwerte eine konstante durchstromte
Michtigkeit von 15m angenommen wurde. Mit der erzielten Losung miissten jetzt neue Wasser-
stande 21(321) und zg}gr und daraus neue Leitwerte berechnet werden, daraus wiederum ein neuer
Wasserstand zgj)g am GWBR P. d. Die beiden Effekte Kolmation und Unvollkommenheit werden
durch zusitzliche Stromungswiderstinde bzw. Leitwerte beriicksichtigt (siche Abbildung 3.17):

Damit ergibt sich eine neue Knotenpunktgleichung fiir den Knoten F1’:

Knoten FI’ (hpi — he)Grr+ (hrr — 2r1)Gr1 =0
Knoten 1: (zr1 — hr1) Gh1 + (2r1 — 2rBr) Gh2 = 0
Knoten 2: (zrBr — 2R1) Gho + (zrBr—) Gps + V}gr =0
Knoten 3: (zrp — zrBr)GhH3 — VHang =0
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Brunnen Br GWBR P
\\ fin 'j >
__,‘_._‘"u . pE———
Zro ‘h“._ I Hangzufluss
z T ad “a
R ZR_Hamf’
ZRB['
20m 50m 50m 50m 50m

h h zZ
Fl p R H g R1
Kolm  unvoll hl h2 h3

M hF1

\Y
o H __J—ef o *lﬂ o] froe
G RBr g RP
Abbildung 3.17: Ankopplung des Flusses iiber zusitzliche Widerstinde

Damit erhdlt man vier Gleichungen mit vier Unbekannten. Die nach Wasserstédnden geordneten

Knotengleichungen lauten:

Knoten FI’ hri(Gri + Gp1) + zr1(—=Gh1) = hmGri
Knoten 1: hri(—Gr1) + 2zr1(Gr1 + Gra) + zrBr(—Gh2) =0
Knoten 2: 2r1(~Gr1 — Gia) + 280 (Ghz + Grs) + zrp(~Grs) = Vb,
Knoten 3: z2rBr(—Gh3) + zrp(Ghs) = VHang
bzw. in Matrixschreibweise:
Gri+Gpn —Gn 0 0 hri hrGri
—Gm Gni+Gr2 —Gh 0 zre | |0
0 e Gro+Ghs —Gns | | 2mo ~Vp,
I 0 0 —Ghs Ghs3 | [ #ms ] I VHang |

Die Berechnung des “Flussleitwertes” G g; erfolgt nach dem Gesetz der Reihenschaltung von Leit-

werten:
1 G1-Go
G172 = =
Ri+ Ro G+ Gq
GFl _ 1 _ GKolm : Gunvoll
RKolm + Runvoll GKolm + Gunvoll
Kolmationswiderstand

Der Widerstand der Kolmationsschicht berechnet sich entsprechend den geometrischen Verhéltnis-

sen und der Durchldssigkeit.
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Der allgemeine hydraulische Widerstand ist geprdgt durch die spezifische Leitfahigkeit (k-Wert),
die senkrecht durchstromte Flache (A, = Bogenldnge der Flusssohle Br; multipliziert mit einer
Breite b) und die Lange (d = Dicke der Kolmationsschicht):
1 d
Rhydr - E : TJ_

Mit der Bogenlange der Flusssohle (A = 7 Bry)

R — 1 . Mrcorm
Kobm e e otm 5Br-b
1 1m

~ 510752 10m - 100m
Ricoim = 6,37—
m

Unvollkommenheit
Fir die Beriicksichtigung der Unvollkommenheit kann man vorteilhafterweise den gleichen Weg
beschreiben, wie er bei der analytischen Losung im gleichen Zusammenhang beschrieben wird.

Damit ergibt sich hier aus dem entsprechenden Diagramm eine Ersatzldnge von

ALy

~ 0,43
ALl ~ 6m
und der entsprechende Widerstand
1 AL
Runvoll = E : !
ZRO b
1 6m

~ 10752 15m - 100m

S
Runvoll =4 p)
m

Gesamtleitwert

Damit ergibt sich der Gesamtleitwert zu

1

RKolm + Runvoll
2

Gr

N
C6,374+4 s

2

G = 0,09643%

Durch den zusétzlichen Widerstand, hervorgerufen durch die Kolmation, und die Unvollsténdigkeit des Flusses

als Randbedingung, ergibt sich ein zusétzlicher Potentialverlust, d.h. die Absenkung wird groBer. Vergleicht

man die anderen Leitwerte mit dem Zusatzleitwert, so erkennt man dessen Einfluss:

Das Ergebnis der Losung zu Aufgabe 6c¢. (s. S. 298) war:

Vi (Ghi + Gha) | ¢ ( 111 )
zrp = hp — 2o T TV g | o+ o
e K Gni - Gh Hang\ Gy " Gha ' Ghs

= hpi — Ver(Ru1 + Rn2) + Vaang(Rr1 + Rie + Ris)
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Dabei sind die Leitwerte in Widerstdnde umgeformt worden. Substituiert man in obiger Gleichung den Wider-

stand Ry,1 durch Ry, r; + Ry, so ergibt sich das verdnderte Potential am GWBR P.
ZRP — hFl - VBT((R}LFI + Rhl) + R}LQ) + VHa’rLg((RhFl + Rhl) + Rh2 + Rh3)

Fiir die erste Ndherung dieser nichtlinearen hydraulischen Leitwerte setzt man z.B. die Ausgangswasserhohe

von zgo = 15m fiir alle Knoten (zgl) = zg‘)gr = zgl)p = 15m) an und erhilt:

2
Gni = Ghre = Grz =3 - 1072%

Ry = Ry = Rys = 33,33
m
S
Rypy = 10,37—
m

Die Absenkung gegeniiber dem stationdren Ausgangszustand, d.h. Grundwasserspiegel = Flusswasserspiegel,

ergibt sich am Pegel P zu:

zrp = hpi — Ver((Rort + Rpa) + Riz) + Viang(Rupt + Ru1) + Rue + Rps)
s=hpi — zrp = Ver((Rhri + Ru1) + Ri2) + Viang((Reri + Ru1) + Ru2 + Rps
s = (VrRuri — VHang - Burt) + (Ve (Rn1 + Ri2) — VHang (Rr1 + Rp2 + Rp3))

8 = SRpiuss T SRawL

Da der Flusswiderstand Ry, ; rund ein Sechstel der Summe von Rp; + Rpe + Rj3 ausmacht, ergibt sich der
geringe Einfluss.
Man sieht, dass mit dem Zusatzwiderstand des Flusses die Absenkung um ca. 13% stirker wird. Auf Grund der

Nichtlinearitét der ungespannten Grundwasserstromung lésst sich keine genauere Abschitzung geben.
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4.1 Aufgaben

1. Simulieren Sie die Absenkung fiir die gegebenen Punkte im Abstand r und die Zeiten (¢) infolge einer

Wasserforderung V' im Brunnen fiir folgenden Grundwasserleiter und stellen Sie das Ergebnis grafisch

dar:
k=1-10732; M = 10m; S = 0,001;a = & = 0,125 7o = 0,25m; V = 0,015 22
h, = 16m;

r = 5dm; 10m; 20m; 50m
t = Imin; 2man; 5min; 10min; 20min; 30min; 4bmin; 60main; 90min; 120min

2. Simulieren Sie fiir den o.g. Grundwasserleiter die Absenkung im Punkt (» = 10m) aller 10min bis
maximal 100min, wenn der Volumenstrom des Forderbrunnnens folgender Zeitstaffelung unterliegt und

stellen Sie das Ergebnis grafisch dar:

3

Volumenstrom [] | 0,005 | 0,010 | 0,015 | 0,020 | 0,025 | 0,030 | 0,000

S

Forderbeginn [min] || 0 10 20 30 40 50 60

3. In einem Grundwasserleiter in der Nahe eines Flusses soll eine Baugrube abgesenkt werden. Die Mit-
te der Baugrube ist 100m vom Fluss entfernt, die Entwisserungsbrunnen 80m. Es sind drei Brunnen
parallel zum Fluss angeordnet, die jeweils 25m voneinander entfernt sind. Die Brunnen besitzen einen
Durchmesser von 79 = 0, 3m und férdern mit jeweils V= 0, 015%3.

Der Fluss besitzt eine Breite von B = 20m und eine Kolmationsschicht von
kf=3-107%2; M‘ = 1m.

Der Grundwasserleiter hat folgende Eigenschaften:

k=5 10’4%; ng = 0,20; hy,, = 15m; M = 20m.

Wird nach zehn Tagen im Zentrum der Baugrube die Zielabsenkung von 2, 5m erreicht?

4. Uberpriifen Sie mittels des Simulationsprogramms ASM, ob der Mittelpunkt der Baugrube nach einer
Zeit von 7 Tagen bei einer Forderleistung von V' = 0, 01 st’ ro = 0, 30m mit einer Sicherheit von 0, 5m

entwdssert ist (siche Abbildung 4.1).

5. Aus einem Brunnen, der an einem idealen Fluss liegt (B7(100m,500m)) Wird ein konstanter Volumenstrom
von 25é gefordert. Der Brunnen hat einen Radius von ry = 0, 35m. Der Grundwasserleiter ist durch
folgende Parameter gekennzeichnet:
hp=16m, M =17Tm, k=1 10*3%, So = 0,0002, ng = 0, 25.

Simulieren Sie den stationdren Endzustand (Anteil der zeitlichen Funktionalitit soll kleiner als 0,001

sein) fiir den Punkt (P600m,200m))- Ab wann ist mit ihm zu rechnen?

6. Simulieren Sie folgende eindimensionalen Grundwasserstromungen:
a) Simulieren Sie mittels einer eindimensionalen stationdren Grabenstromung (siche Abbildung 4.2)
die Lage der freien Oberflache in Abhingigkeit von x und ermitteln Sie den Abfluss aus dem Oberwasser
und den Zufluss zum Unterwasser. Verwenden Sie dabei fiinf Quantisierungselemente.
b) Simulieren Sie mittels einer eindimensionalen instationidren Grabenstromung (siche Abbildung
4.3) die Lage der freien Oberfliche in Abhédngigkeit von = und der Zeit ¢.

Systemanalyse in der Wasserwirtschaft - Aufgaben und Lésungen Peter-Wolfgang Griber
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V=0,01m’’
Fluss J’ Spundwand , Brunnen Baugrube
_________ Ausgangsgrundwasserstand T N f |
K i i " Tiefe = 10m
(I)llnatlonsschlcht ! M =23m
M'=1m _ e
K = 1-10%ms" gl .
§,=0,000Im" | h, = 20m
n,=0,20 !
1

\

P T T TTITTTTTETTITIIETTITETTTTTEIFA
le P | gl
r 30m ’i 50m = 20m g

Abbildung 4.1: Grundwasserleiter mit Brunnen und Baugrube
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Abbildung 4.2: Geschichteter Grundwasserleiter mit stationdrem Stromungsregime

7. In einem Grundwasserleiter soll ein Tunnel (U-Bahn) parallel zu einem Fluss eingebaut werden (siche
Abbildung 4.4). Simulieren Sie, zu welchen Grundwasserstandsédnderungen es fiir den stationédren Fall

durch diesen Einbau kommt. Wéhlen Sie dazu ein geeignetes grobes Quantisierungsschema.

8. In einer Flussniederung soll mittels eines Deichbauwerkes entsprechend dem vereinfachten Schema in
Abbildung 4.5 das Poldergebiet vor Hochwasser geschiitzt werden.
a) Ermitteln Sie die Zeit, nach welcher sich ein stationédres Stromungsregime eingestellt hat, wenn
das Hochwasser iiber lange Zeit 5m iiber Normal steht.
b) Wieviel Wasser flieit pro Meter Deichldnge in das Poldergebiet?
Deich: k = 10’4%, no = 0,15, Sy = 0,002m!;
Dichtungsmaterial: k = 10_5%; ng = 0,05; Sy = 0,001m ™!

9. Modellieren Sie mittels des Programmsystems ASM folgenden horizontalen Grundwasserleiter, der rechts
und links von zwei vollkommen ausgebauten Vorflutern mit einer Wasserhdhe von 50m begrenzt wird.
Der Grundwasserleiter besitzt eine Méchtigkeit von 20m, eine Transmissibilitidt von 7' = 0, 01 mT,Q, einen
Speicherkoeffizient von .S = 0,001 und eine Porositit von 0, 1. In der Mitte des Modellgebietes liegt ein

Brunnen mit einer Forderleistung von V' = 0, 05%3.
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Abbildung 4.3: Geschichteter Grundwasserleiter mit instationdrem Stromungsregime
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Abbildung 4.4: Einbau eines Tunnelbauwerkes in einem Grundwasserleiter

a) Simulieren Sie die Wasserstandsverteilung (Isohypsenplan) nach einer Férderzeit des Brunnens
von einem Tag.

b) Stellen Sie grafisch die Wasserstandsganglinien am Brunnen und jeweils 200m entfernt dar (par-
allel und senkrecht zum Vorfluter).

) Berechnen Sie die Wasserbilanz fiir das Modellgebiet nach eintdgiger Férderung, sowie den Zu-
fluss von dem linken Vorfluter
d) Untersuchen Sie zu dem hydraulischen System der Aufgabe ¢) den Einfluss der Orts- und Zeit-

quantisierungsschrittweiten und den der Losungsverfahren. Stellen Sie dazu vor allem die Hydroisohyp-

sen nach einem Tag dar und vergleichen Sie diese.
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Abbildung 4.5: Deichbauwerk mit Kerndichtung
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Ubertragungsfunktionen
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5.1 Aufgaben

1. Berechnen Sie die Absenkungskurve fiir eine Forderleistung von V= 0, 005’”73 mittels der Methode

der Ubertragungsglieder bei einem Volumenstrom von V= 0, 015’”73, wenn ein Pumpversuch folgende
Werte lieferte (siche Tabelle). Stellen Sie das Ergebnis grafisch dar. (Losung s. S. 314)

Zeit [s] | Absenkung [m]
320 0,63
426 0,69
564 0,73
743 0,77
976 0,81
1279 0,85
1673 0,88

Zeit [s] | Absenkung [m]
2185 0,92
2850 0,96
3715 0,99
4839 1,03
6302 1,06
8202 1,10
10.000 1,14

2. Bestimmen Sie fiir folgende Messreihe, die durch Einspeisung einer Funktion entstanden ist, die Uber-

tragungsfunktion einschlieBlich deren Parameter: (Losung s. S. 317)

tfmin] 0|1 [2 |4 |8 |15
\k{ﬂ?} 0lo1]01 |01 |01 |01
sfm] || 0]0,1]0,08]013]0,19 0,25

3. Bei einem Pumpversuch ist fiir einen Grundwasserstandort folgende Abhéngigkeit zwischen Forderstrom

V und Grundwasserabsenkung s gefunden worden:

w?{ﬂg} 0 1005005005005 005005005 0,05
sfem] |0 |o |3 |8 |20 |30 |35 |37 |38
tfmin] | ~1]0 |1 |2 |4 |10 |20 |40 |100

Berechnen Sie den Verlauf der Absenkung bei einer Forderrate von V= 0.15%3. Verwenden Sie da-

zu die Methode der Ubertragungsfunktionen. Stellen Sie die Messwerte und die Berechnungsergebnisse
grafisch dar. (Losung s. S. 321)

4. Bei einem Giitepumpversuch wurden fiir zwei unterschiedliche Standorte P1 und P2, die sich in einer

Entfernung vom Infiltrationsbrunnen von r; = 350m und r5 = 1000m befinden, nachfolgende Konzen-

trationswerte C' des eingebrachten Tracers gemessen. In den Infiltrationsbrunnen wird eine dauerhafte

Konzentration von C(g ;) = 1075 beigegeben.

9
m
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t[107s] || 0,5|1,0{1,5 |20 |25 |30 |35 |40 |45 |50 |55

Coi [%] || 2,4 | 2,7 3,05| 3,55 4,80 | 6,50 | 7,95 | 8,70 | 9,10 | 9,20 | 9,25

Cro %] | 2,4 | 2,7|3,04 3,32 |3,57|3,81 | 4,01 | 4,20 | 4,37 | 4,53 | 4,67

Berechnen Sie die Ubertragungsfunktionen fiir diese Systeme.

. Bei einem Tracerversuch wird an dem Brunnen 1 eine Stoffkonzentration von 50kg konzentrierte NaCl-
Losung 5min lang in den Boden infiltriert.

Berechnen Sie den Verlauf einer moglichen Schadstoffausbreitung, wenn durch eine Havarie 1000kg
Losung in den Boden gelangt wiéren. Stellen Sie die Messwerte und die prognostizierten Wertegrafisch
dar. (Losung s. S. 327)

tmin] || 24 |30 |35 |40 |42 |50 |60 |70 |8 |90 | 100 | 120

cl[ms] o |20|70]97]98|75]|50](35]|1,5]05]|0,3|0

. Bei einem Pumpversuch wurden folgende Grundwasserstdnde gemessen:

t [min] 0 15 30 45 60 7 90 105 120 135

s[em] | 16,00 | 15,25 | 15,12 | 15,07 | 15,01 | 14,96 | 14,95 | 14,94 | 14,94 | 14,938

S

V[—] 0 |0,015 0,015 | 0,015 | 0,015 | 0,015 | 0,015 | 0,015 | 0,015 | 0,015

Der Grundwasserleiter hat folgende Parameter:
hyp = 16m, M = 10m, k = 0,001%, Sp = 0,0001, ng = 0, 20
Stellen Sie fiir dieses Modell die ersten vier Gleichungen des Faltungsintegrals bis zum Beobachtungs-

zeitpunkt von ¢ = 135min auf. (Losung s. S. 330)

. Prognostizieren Sie den Temperaturverlauf in einer Uferfiltratsfassung d 4, unter Verwendung des Fal-
tungsintegrals, wenn fiir den Fluss ¢ 7; und fiir die Fassung 4, folgende Messwerte bekannt sind:
(Losung s. S. 332)

Sp[°C) || 14,2 | 16,0 | 17,7 | 19,4 | 17,2 | 16,0 | 17,6 | 18,6 | 14,8 | 12,0 | 13,7

0rag[°C] || 8,5 ] 10,0 | 11,4 | 14,0 | 14,1 | 14,7 | 15,4 | 15,8 | 15,6 | 14,9 | 14,1

)

OF a,p [O C]
Zeit [d] 0 15 30 45 60 75 90 | 105 | 120 | 135 | 150
a. Berechnen Sie den Temperaturverlauf ab dem sechsten Zeitschritt unter Verwendung von jeweils

drei Gleichungen des Faltungsintegrals.
b. Vergleichen Sie die berechneten Temperaturen in der Fassung mit den gemessenen und korrigieren

Sie die Gewichtsfunktionsanteile unter Beriicksichtigung der gemessenen Werte.

. Bei einem Saulen-Durchlaufversuch wurde folgende Impulsantwortfunktion auf einen Konzentrations-

sto eines Schadstoffes von 30mg/l gemessen (siche Abbildung 5.1).
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(Losung s. S. 5.2)

12

11

LT

10

9

— |

w
—

Konzentration in mgl’'
-

=
/

L 2

0 10 20 30 40 50 60 70 80 90 100 110 120 130 140
Zeit in min
Abbildung 5.1: Impulsantwort eines Séulen-Durchlaufversuches
a. Bestimmen Sie zu diesen Messwerten die Gewichtsfunktion und die Ubertragungsfunktion.

b. Prognostizieren Sie die Konzentration nach 160men, wenn die Eingangskonzentration folgenden
zeitlichen Verlauf hat:

t [min] 0|20 |40 |60 | 80| 100 | 120 | 140

C[™%] |30 |50 | 80 | 60 | 100 | 50 | 10| O

. In einem Grundwasserbeobachtungsrohr wurden nachfolgende Konzentrationen infolge eines Tracer-

versuches gemessen. Bei dem Tracerversuch wurden 50kg konzentrierte NaCl-Losung innerhalb von 5
Stunden infiltriert.

a. Berechnen Sie den Verlauf des Gesamtsalztransportes im Pegelrohr, wenn folgende Einzelmesswer-

te gewonnen wurden.

b. Stellen Sie die Messkurve und die berechnete Funktion grafisch dar.

t[d] ol1]2/4]5 [7]9

Cract ["2] |00 1 [2][1,5]1/|0
c. Berechnen Sie mittels der Methode der Ubertragungsfunktion die zu erwartende Durchbruchskur-

ve und stellen Sie sie grafisch dar, wenn mit einer Infiltration von 100kg innerhalb von 2,5 Stunden

gearbeitet wurde.

10. Bei einem Pumpversuch wurden folgende Grundwasserstédnde gemessen (siche Abbildung 5.2)

312



5.1. AUFGABEN

a. Berechnen Sie das Wasserdefizit (Volumen) des Absenkungstrichters, wenn der Grundwasserlei-
ter folgende Kennwerte besitzt.

hy = 16m, M = 10m, k = 0,001m - s—*, Sy = 0,0001m ™!, ng = 0,20

b. Berechnen Sie mittels der Methode der Ubertragungsglieder und dem unter a) gefundenen Wert
fiir den Volumenstrom V/ die Absenkungskurve fiir eine Forderleistung von 0, 005m3 - s~1.

Stellen Sie fiir dieses Modell die ersten vier Gleichungen des Faltungsintegrals bis zum Beobachtungs-

zeitpunkt von ¢t = 1d auf.

15,4

15,2
15,0
14,8

14,6

Wasserstand in m

14,4

14,2
0 2 4 6 8 10 12 14 16 18

Radius in m

Abbildung 5.2: Grundwasserstand in Abhédngigkeit vom Radius
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5.2 Losungen

e zu Aufgabe 1 (s. S. 310)

Der zeitliche Verlauf des Grundwasserstandes kann durch ein Verzogerungsverhalten 1. Ordnung angenéhert
werden:

t

To=K 2. -(1—€"T)

Dieses Ubertragungsverhalten ergibt sich aus der Lésung der Differentialgleichung

dz,

T dt'+l‘a:f(t)

unter der Besonderheit, dass f(¢) eine Sprungfunktion mit der Sprunghéhe . ist (siche Abschnitt Analytische
Methoden, Differentialgleichungen erster Ordnung, z. B. Aufgabe 4, Seite 129 und GRABER, LB Systemana-
lyse, Abschnitt Analytische Methoden, Differentialgleichungen erster Ordnung) ergibt sich:

s=K-V. (1—6_%)
St—oo = Smax

St—oo = 1,14m

. 3
V= 0,0157”?

xaoo Smax
K = = —

Leoco V

_ 1,14m
"~ 0,015m3

K=7—
m

Die Zeitkonstante 7" wird aus dem Diagramm in Abbildung 5.3 abgelesen.
Fiir den Zeitpunkt ¢ = T und unter Beachtung von K = “max gjlt 7z, B.:
v

. t
s:K-V~<1—eT>

Systemanalyse in der Wasserwirtschaft - Aufgaben und Lésungen Peter-Wolfgang Griber
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Abbildung 5.3: Bestimmung der Zeitkonstanten T aus dem Absenkungsverlauf

t

st:T:K-V-(l—e_T)
= Smax * (1 - 6_1)
St=T = Smax * 07 632

D.h. wenn die Absenkung den Wert s = 0, 632s,,,4, erreicht hat, ist eine Zeit t = 1" vergangen.

Fiir diese Aufgabenstellung erhélt man:

St=1 = 0,6325,,4. = 0,72m

Aus dem Diagramm kann ein Wert von T = 9min abgelesen werden. Damit ergibt sich die Losung der

Aufgabenstellung fiir eine Forderleistung von V= 0, 0()5"’73 zu:

. s ot
S:V0776$(1—e 9m,ML)
m> S __t

= 0, 005— - 0, 7673(1 —e Qmin)
S m

t
s =0,38m(1 — e 9min)
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S0min =0,38m-(1—e %) | =0,000m
Stmin || =0,38m- (1 —e73) | =0,040m
S2min =0,38m-(1—e"5) | =0,076m
Samin || =0,38m- (1 —e79) | =0,136m
S9min =0,38m-(1—e 1) | =0,240m
S18min || =0,38m - (1 —e72) | =0,329m
$27min || =0,38m- (1 —e73) | =0,361lm
S36min || = 0,38m- (1 —e™%) | =0,373m
Sromin || =0,38m - (1 —e78) | =0,380m
S144min - 07 38m - (1 - 6_16) = O, 380m

Die Werte dieser Tabelle sind in Abbildung 5.4 grafisch dargestellt.

Absenkung in m
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Abbildung 5.4: Absenkungsverlauf bei V = 0, 005m3s~!



5.2. LOSUNGEN

e zu Aufgabe 2 (s. S. 310)

0,15
0,10 * & . *

0,051

Volumenstrom in
m3g’?

0 2 4 6 8 10 12 14 16

Zeit in min

Abbildung 5.5: Eingangssignal V= 0,1m3s~1
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0.10 T

t } 1 +—+ H——+—+ ;V +—+—+ 1+ '!I t I‘I(
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T 1.2T 2T 3T 4T
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Abbildung 5.6: Bestimmung der Zeitkonstante

Ubertragungsverhalten

Bei dem vorliegenden System, dessen Sprungantwortsignal in Abbildung 5.6 dargestellt ist, handelt es sich
offensichtlich um ein Ubertragungsverhalten mit Verzégerung 1. Ordnung, ein so genanntes PT;-Glied. Dabei
muss beachtet werden, dass das Sprungsignal erst zum Zeitpunkt 1min beginnt. Die vorliegende Absenkung
von 1em nach einer Sekunde ist dabei Messfehlern zuzuordnen, da beim Anspringen der Pumpe noch keine
Absenkung vorhanden sein kann. Damit miissen auch die Parameter der Ubertragungsfunktion auf diesen Zeit-

punkt bezogen werden, d.h. es wird eine neue Zeitachse definiert, die gegeniiber der Originalachse genau um
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der Laufzeit t;, = 1min verschoben ist:

xa:cheo(lfe_Til) bzw.
K
Gipy=———~
()

s=K-V~(1—eiTL1)
Parameter:
Ermittlung von K:

St—oo = K - V};OO (11— 67%)

St=c0 = K- V;&:oo

K — 5t=.oo
Vieoo
_0,25m - s
o 0,1m3
K=25"
m

Die Bestimmung von T; ist nach drei Varianten moglich:

Variante 1
= beit =T gilt:

’ -
Si=T, :K"/tle '(1—6 Tl)
=K -Vi_r, - 0,632
Unter Beachtung, dass das Sprungsignal iiber alle Zeiten 7" den gleichen Wert besitzt (Def. des Sprungsignals),
kann gesetzt werden:
K Vier, = K Vieoo = S1—o
Damit erhdlt man:
St=T, = St=o00 * O, 632
=0,25m - 0,632

si—r, = 0,158m
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Aus dem Diagramm lésst sich ablesen:

=1t =T, =5,6min — Ilmin

Ty =4,6min
Variante 2
= aus dem Anstieg im Null-Punkt:
S,_g—S .
tan 5t/:0 — t'=0 t'=1min
~0,08m
~ 1min
tan dy—o = 0,08
min

Der Schnittpunkt der Tangente (Sekante) mit der Asymptote ist:

StTangente = tand - T3

StTangente = St=co

Daraus folgt:

St=00
T =
Y7 tans
_0,25m - min
0,08m
T, = 3,125min

Der Unterschied zwischen der ersten und der zweiten Berechnung resultiert daraus, dass Messfehler sich beson-
ders stark in der Anfangsphase des Pumpversuchs auswirken. Weiterhin wurde statt der geforderten Tangente

die Sekante benutzt.

Variante 3
Hier wird das Verfahren der Variante 1 auf das ganzzahlige Vielfache der Zeitkonstanten ausgedehnt. Setzt man
in der Ubergangsfunktion die Wertet = 1-77;1,2-T7;2-T7; 3-T1 und 4-T7 ein, so ergibt sich folgende Tabelle:
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~

n="1t 1 1,2 | 2 3 4
;“ 0,632 | 0,699 | 0,865 | 0,950 | 0,982
Stnt = 0, 25m;“ 0,158 | 0,175 | 0,216 | 0,238 | 0,246
t,, [min] 46 |62 |98 |122 |13,4
T =% [min] 4,6 5,2 4,9 4,1 3,35
Mittelwert T [min] 4,5

Dieses Verfahren ermoglicht die Eliminierung statistischer Messfehler. Die Abweichung der Zeitkonstanten
bei steigender Zeit liegt u.a. an der fehlerhaften Ermittlung des asymptotischen Endwertes s,,. Auch liegen
fiir den Bereich zwischen 8min und 15min keine Messwerte vor. Es sind dort nur die linear interpolierten

Werte benutzt worden.

Das Ubergangsverhalten dieses Pumpversuchs hat damit folgendes Aussehen:

S ; .t
St = 2’5W V. (1 —e 4,6m1n>
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e zu Aufgabe 3 (s. S. 310)

Der erste Schritt bei der Bestimmung von Ubertragungsfunktionen ist die grafische Darstellung der Messwerte.
Es handelt sich hier um zwei Ubertragungsfunktionen (Wirkungen), welche die gleiche Ursache haben. Man

sollte sie zur besseren Ubersicht in getrennten Diagrammen behandeln.

Bestimmung der Konzentration C'.,

10

| e
| e

C, ingm?*

b2

0 1 2 3 4 6

wun

tin10" s

Abbildung 5.7: Konzentrationsverlauf C,.;

Aus der Abbildung 5.7 sieht man deutlich, dass es sich um ein Ubertragungsverhalten mit Verzogerung zweiter
Ordnung handelt. Da der Vorgang nicht mit einer Konzentration von C,; = 0-% beginnt, muss man, bevor die
charakteristischen Werte eingetragen werden, eine Koordinatentransformation durchfiihren. Der Wert von 0, 55

muss als Laufzeit 77, abgezogen werden.

Aus der Abbildung 5.8 lassen sich alle charakteristischen Werte ablesen:

Laufzeit: Ty, 0,5-107s

Verzugszeit: T, 1,3-107s

Wendepunktzeit: T, 2,4-107s

Anlaufzeit: T, 2.107s

— — 9_
Ty Ty = Cy =4, 27”3

Wendepunktkonz.: || Caw | (5,6;% —2,4.%) =3,2-%

m3

Konz. fiir t = co Coo | 6,8-%

Die Konzentration am Wendepunkt ergibt sich aus der gemessenen Konzentration, vermindert um die “Ruhe-

konzentration” bei der Laufzeit T7,. Dies entspricht der Verschiebung des Koordinatensystems um die ”Ruhe-

321



KAPITEL 5. UBERTRAGUNGSFUNKTIONEN
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Abbildung 5.8: Konzentrationsverlauf mit ausgewahlten Punkten zur Parameterbestimmung

konzentration”. AuBBerdem wurde eine Verschiebung des Koordinatensystems um die Totzeit 7, vorgenommen.

Mit diesen Werten lisst sich unterscheiden, ob es sich um ein Ubertragungsverhalten nach Modell I oder II han-

delt. Dazu werden die normierten Werte h,y und 7, berechnet und mit den Werten der Tabelle nach SREJC in

Vergleich gesetzt:

Modelltyp nach STREJC

LaW Ty

Zaoco Zaoco

I <0,264 | <0,104
1l > 0,264 | > 0,104
haw | =S :223 =0,47 | > 0,264
42%
r | =8L=gaE=0,62 | >0,104

Damit handelt es hier um ein Ubertragungsverhalten nach Modell 11, d.h. mit gleichen Zeitkonstanten:
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Laoco Laoco T T T
140 0 0 0 1

20,104 | 0,264 | 1 0,282 | 2,718

310,218 | 0,323 | 2 0,805 | 3,695

40,319 | 0,352 | 3 1,425 | 4,463

5 0,410 | 0,371 | 4 2,100 | 5,119

6| 0,.493 | 0,384 | 5 2,811 | 5,699

71 0,570 | 0,394 | 6 3,549 | 6,226

8 || 0,642 | 0,401 | 7 4,307 | 6,711

Wenn man in oben aufgefiihrter Tabelle 3, KenngroBenbestimmung fiir Modelltyp II, die Werte fiir 2<% und

haco

m—vergleicht, so erkennt man, dass es sich hier um eine Ubergangsfunktion mit n = 8 gleichen Zeitkonstanten

aoco

handelt.
A
Ty = Te K- 176_; bzw.
A
C/'r‘l :C(/)’t'K' 1 —67;

Berechnung der Zeitkonstanten 7

Dazu gibt es, entsprechend den unterschiedlichen charakteristischen Werten, drei Methoden:

Gleichung || Messwert [107s] | Zeitkonstante 7 [107s]
T
Wy 2,40 0,34

.
Tu _ 4307 | 1,30 0,30

-
T,
= 6,711 | 2,00 0,30
Mittelwert 0,31

Die Konstante K wird, wie bereits mehrfach durchgefiihrt, aus dem Wert C;—, berechnet.

Crl t=o00 6a 8%
K= o 2omt 68
C{),t 10% ’

oder man setzt die Gleichung direkt in die Ubergangsfunktion ein und beriicksichtigt, dass fiir das Sprungsignal
gﬂtl Co,tzoo = 007,5
In der endgiiltigen Gleichung muss die eingangs durchgefiihrte Koordinatentransformation beziiglich der Zeitach-

se um den Betrag der Laufzeit T, wieder riicktransformiert werden: ¢t = ¢/ 4+ 17,

323



KAPITEL 5. UBERTRAGUNGSFUNKTIONEN

Auch fiir die Konzentrationswerte muss die eingefiihrte Koordinatentransformation riickgéingig gemacht wer-

den: Cp1 = Cr1! + Carund

Damit erhilt man die Ubergangsfunktion, mit deren Hilfe sich das Zeitverhalten der Konzentration C,; am

Punkt P, fiir beliebige Eingangskonzentrationen berechnen lésst:

CGrund 0<t<Ty
Crl -

=1\ 8
, _t=Tp
Crl,t:oo : (1 —¢€ o > + CGrund t>1Try

bzw. mit konkreten Zahlenwerten:

2,45 0<t<0,5-107s
Cr = +=0,5-107s \ ©
6,852 - (1 —e 031107s ) +2,4;% t>0,5-10"s ~ 58d

Nach dieser ermittelten Ubergangsfunktion kann eine Uberpriifung der angepassten Kurve durchgefiihrt wer-
den (siehe Abbildung 5.9).

101 W -

9

g1 é

7]

6 1 Caw —— C,ingm?
b ——T= =
& 5] Wendepunkt =053 28
g - —4—T=0.85 n=10
J 47

3

2 /

1] TL Tu Ta

0 — r + —r * 1

3
Tau b 1 2 3 4 6
tin 107 s

Abbildung 5.9: Konzentrationsverlauf C,.; mit Bestimmung der Parameter

Dabei zeigt sich, dass fiir eine brauchbare Anpassung der berechneten Funktionswerte an die gemessenen der
Parameter 71" auf einen hoheren Wert gesetzt werden muss (siche Reihe 2, T' = 0, 85). Eine weitere Verbesse-

rung der Anpassung erreicht man, wenn auch der Exponent erh6ht wird (siehe Reihe 3, T' = 0,85, n = 10).
Bestimmung der Konzentration C,

Die Auswertung der Messwerte des zweiten Messpunktes erfolgt in analoger Weise.
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Abbildung 5.10: Konzentrationsverlauf C'.o und Parameterbestimmung

Aus dem Diagramm (siche Abbildung 5.10) lassen sich alle charakteristischen Werte ablesen. Dabei ist zu be-

achten, dass eine Verschiebung des Koordinatensystems um die Laufzeit 77, und die Hintergrundkonzentration

C1. (=Konzentration, die unabhéngig vom betrachteten Prozess stindig vorhanden ist) erfolgen muss.

Laufzeit: Ty, 0,5-107s
Verzugszeit: T, 0,3-107s
Wendepunktzeit: T 1,975-107s
Anlaufzeit: T, 4,55-107s
Hintergrundkonzentration CL 2,4-9;
Wendepunktkonzentration: || C,i | 1,1%
Konzentration fiir t = co Coo | 2,35
Konzentration fiir t =0 : Cy 2,455

Mit diesen Werten ldsst sich nach STREJC (siche Tabelle, Seite ??) unterscheiden, ob es sich um das Modell

I oder II handelt. Dazu werden die normierten Werte A,y berechnet und mit den Tabellenwerten verglichen:

_ C’aW
Coo
L1
3

_ m
3-9.
m

haW

[\

haw = 0,478 > 0, 264

Damit handelt es hier um ein Ubertragungsverhalten nach Modell II, d.h. mit gleichen Zeitkonstanten.
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Wenn man in Tabelle II die Werte fiir k.1 vergleicht, so erkennt man, dass es sich um eine Ubergangsfunktion
mit n = 8 gleichen Zeitkonstanten handelt.

Berechnung von 7 :

Gleichung | Messwert [107s| | Zeitkonstante 7 [107s]
Lw =7 1,98 0,28
Tu = 4,307 || 0,30 0,07
Lo — 6,711 | 4,55 0,68
Mittelwert 0,34

Man sieht hier, dass die berechneten Werte fiir ¢ sehr stark streuen. Das deutet darauf hin, dass die angesetzte
Ubergangsfunktion wenig geeignet ist, diesen Vorgang anzunihern. Wahrscheinlich ist es sinnvoller, die Nihe-
rung durch eine Ubergangsfunktion 1. Ordnung nachzubilden. Eine weitere Fehlerquelle besteht darin, dass die
Messwerte nicht bis zum stationdren Endzustand aufgenommen wurden, d.h. der Versuch wurde zu zeitig ab-
gebrochen. Dies erkennt man daran, dass die Kurve noch nicht das typisch asymptotische Verhalten bei grof3en

Zeiten zeigt.
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e zu Aufgabe 5 (s. S. 310)

Der erste Schritt bei der Bestimmung von Ubertragungsfunktionen ist die grafische Darstellung der Messwerte:

(siche Abbildung 5.11)

12 T

10 +

C in mgl™
[=a)

o]
t

0 —4 : :

0 20 40 60 80 100 120

tin min
Abbildung 5.11: Impulsantwort eines Sdulen-Durchlaufversuches

Man sieht hier die Antwortfunktion auf eine Impulsanregung, die in der Aufgabenstellung auch angedeutet war.
Die Ubergangsfunktion fiir ein solches System lautet:

+! n
Ty = Te - K - (1—6_7) bzw.

Ot = Gy K- (1 e F)

Auch hier gilt es, aus der grafischen Darstellung die unbekannten GroéBen 7" und n zu bestimmen (siche Abbil-
dung 5.12).

Aus diesem Diagramm lassen sich folgende Werte ablesen, wobei beachtet werden muss, dass hier eine Koor-

dinatentransformation um den Wert der Laufzeit von T, = 24man erfolgen muss:

maximale Konzentration: Cirmy | 9,872
Zeitpunkt der maximalen Konzentration: | T'm 18min
Halbierte Zeitspanne: T2m 9min

Konzentration bei :TQ’” C Tm) 4,974

Aus dem Verhiltnis von
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Abbildung 5.12: Auswertung der Impulsantwort

und der Tabelle 3, Seite 323 ergibt sich, dass n zwischen 4 und 5 liegen muss. Daraus resultiert auch die Be-
rechnung der Zeitkonstanten 7 und der Konstanten K:

T’m T- C(Tm)
—m | o | —_ZEm K
" A K
4| 3 6 0,224 1,05-107
5 4 4,51 0,196 9,0010-77
Tm = 18min
m,
C(Tm) = 97 879

A = 50kg - bmin

Die Grofle A ist der Energie- bzw. Masseinhalt des realen Impulses, der eingewirkt hat. Dies entspricht der
Gesamtmenge des eingebrachten Tracers.

Damit lautet die Ubergangsfunktion unter Beriicksichtigung der Koordinatenriicktransformation:
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bzw. mit Zahlenwerten fiir das Modell n = 4:

0 0<t<24min

C =

— min 4
50k 1,05 1070722 - (1 — e~ i) 24 min < ¢

bzw. fiir das Modell mitn = 5:

0 0 <t <24min
C:

t—24 min \ 4
50kg - 0,9 - 107512 . (1 _ o T ) 24 min < ¢
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e zu Aufgabe 6 (s. S. 310)

Ausgangspunkt fiir den Ansatz des Faltungsintegrals ist die zeitliche Grundwasserstandskurve am Punkt P
mit £, = 105,00m und y, = 100m. (siehe Abbildung 5.13). Als Eingangsfunktion wird die Forderrate
der Pumpe angesetzt, die konstant 0, 015’“73 betragen soll. Das Abtastzeitintervall ergibt sich daraus, dass laut
Aufgabenstellung die ersten vier Gleichungen aufgestellt werden sollen. Daraus folgt, dass sieben Zeitintervalle

(x¢1 bis xe7) zu berlicksichtigen sind.

At=T
_ tmax
8
_ 120man
8
At = 15min
Pumpenleistung
0,015 < + * * * * * + * *
2 ]
£ 0010 |
-
2 0,005
<
s T
0,000 +—+—+—+—F—+—+—+—+—+—+—+—F—+—+—F— t
0 20 40 60 80 100 120 140
Zeitin min
Absenkung am Punkt (105,100)
£ 16.00 4
3
£ 1575
8 ]
<
5 15,50
% i
g 15251
e -4
£ 15.00
h -
o .
14,75 i : : | 1 1
0 20 40 060 80 100 120 140
Zeit in min

Abbildung 5.13: Antwortsignal eines Pumpversuches

Die ersten vier Gleichungen des Faltungsintegrals lauten:
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allgemein:

Tan = T(gnxen—3 + In—1Ten—2 + gn—2Ten—1 + gn—3xen)

speziell:
hy = T(94V1 +g3Va + gaVs + 91V4)
hs = T(94Va + gsVs + g2Va + 01 V3)
he = T(94Vs + g5V + 92Vs + 01 V)
he = T(gaVa + 93Vs + g2V + 91 V)

mit T = 15min, Vibis Vy = 0,0152, hy = 14,96m, hy = 14,95m, hg = 14,945m und h; = 14,94m

kann das Gleichungssystem geldst und hg prognostiziert werden.
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e zu Aufgabe 7 (s. S. 310)

Der Temperaturverlauf des Flusses 6 ; und des Grundwassers an der Fassung 0, 4 hat entsprechend der

Messwerte:

§m1 [°C) 14,2 | 16,0 | 17,7 | 19,4 | 17,2 | 16,0 | 17,6 | 18,6 | 14,8 | 12,0 | 13,7

6rag[°C) || 8,5 | 10,0 | 11,4 | 14,0 | 14,1 | 14,7 | 15,4 | 15,8 | 15,6 | 14,9 | 14,1

)

5Fa, p [OC]

Zeit [d] 0 15 30 45 60 () 90 | 105 | 120 | 135 | 150

folgenden Verlauf (sieche Abbildung 5.14).

Temperaturverlauf

20
(8]
£ 15 -
2
o
Q
g 10
Q2 - - & - -Fluss

—a&— Fassung
5 ‘ } : i ‘ } ‘ |
0 20 40 60 80 100 120 140 160
Zeitind

Abbildung 5.14: Temperaturverlauf des Flusswassers und des Grundwassers in der Fassung

Entsprechend der Bildung der Gleichungen zur Bestimmung der Ubergangsfunktion g(¢) kénnen nach-

folgende Gleichungen aufgestellt werden. Laut Aufgabenstellung sind nur drei Gleichungen mit drei

Unbekannten g1, go und g3 aufzustellen und zu l6sen:
Allgemein gllt Lan = T(gnxen72 + In—1Ten—1 + gn72xen)

oder in konkreter Form:  dpan = T(9n0Fin—2 + gn—10Fin—1 + Gn—20Fin)
Mit dem vorgegebenen Abtastintervall von 7" = 15d ergibt sich speziell:

11,4 = 15d(gs - 14,2 + ¢216,0 + g1 - 17,7)
14,0 = 15d(gs - 16,0 + g217,7 + g1 - 19,4)

14,1 = 15d(g3 - 17,7 + g219,4 + g1 - 17,2)

Dieses Gleichungssystem mit drei Unbekannten kann z. B. mit den Methoden der Determinantenrech-
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nung bestimmt werden:

213,0 240,0 265,0 gs 11,4
240,0 265,5 291,0 | * | g2 | = | 14,0
265,5 291,0 258,0 g1 14,1
Man erhélt folgende Werte:
g3 = 0,339 g2 = —0,291 g1 =0,034

Werden diese Werte in die Prognosegleichung eingesetzt, so erhélt man:

prognostiziert: Sras = 15d - (g3 - 19,4 + g217,2 4 g1 - 16,0) = 13,4°C

gemessen: Sras = 14,7°C
Die schlechte Ubereinstimmung zwischen Prognose und Messung riihrt hier von dem sehr kurzen Beob-
achtungszeitraum her (nur drei Zeitintervalle).

Bei Erweiterung des Beobachtungszeitraumes auf 5 Zeitpunkte ergeben sich folgende Werte:

_213,0 240,0 265,5 291,0 258,0— _gg,_ _ 8,5 |
240,0 265,5 291,0 258,0 240,0 0 10,0
265,5 291,0 258,0 240,0 264,0 || g5 | = | 11,4
291,0 258,0 240,0 264,0 279,0 9 14,0
258,0 240,0 264,0 279,0 222,0 i 14,1

g5 =0,087 g4 =0,008 g3=-0,032 g>=0,039 g5 =—0,058

Fiir die Prognoserechnung ergibt sich:

prognostiziert: Sra6 = 15d - (g5 - 16,0 + g4 - 17,7+ g3 - 19,4 + g217,2 + g1 - 16,0) = 13,4°C

gemessen: Sras = 14,7°C
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e zu Aufgabe 8 (s. S. 310)

a. Aus der Theorie der Ubertragungsglieder ist bekannt, dass in Fillen der Impulsantwortfunktionen
folgende Ubertragungsfunktion gilt:
KePTt
Gp) = 77—
(1+pr7)
Die unbekannten Parameter 77, t und n sind aus der Messwertkurve zu bestimmen.

Entsprechend dem gegebenen Diagramm (siehe Abbildung 5.15) gilt:

12 o+
Xamax ]
11 ]
10 1
91
8 1

7

(=]
Ly

aTm/2

Konzentration in mgl!
-

10 20 0 40 50 60 70 80 90 100 110 120 130
TL “Tm/2 Tm Zeit in min

Abbildung 5.15: Impulsantwort mit Parameterbestimmung

Hieraus lassen sich folgende Werte ablesen:

Ty, = 29min o(Tm) = 11,9™4

T,, = 18min zo(fz) = 5,874
Aus diesen Werten erhélt man das Verhiltnis von:

(T 11,9ma
T (Tm) L
xa(Tm) 5’8T

Aus der Tabelle fiir Systeme n-ter Ordnung

xa(Tm) Ty | T2a(Tm)
za(TT’") " A-K

1,785 |4 | 3 |o0,224

2,165 50 4 ]0,19
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findet man unter der Anpassung auf ganzzahlige n,dass n zwischen 4 und 5 liegt.

Da der Wert des Verhiltnisses Z2(Z™)

fiir die Zeitkonstante ein Verhiltnis von TT"” =4bzw. t = 14%’:;1? =4,5.

ndher an 2, 165 liegt, wird n = 5 angenommen. Damit ergibt sich

Die Ubertragungskonstante K wird aus der letzten Spalte obiger Tabelle gewonnen, wobei beriicksichtigt

wird, dass A die Impulsfliche darstellt und hier mit 302 (oder 3072 -1min) angenommen wird:

Tx.(T'm)
A-K

ANK = Txe(Tm)

A-0,196
_4,5min - 11,9mg - |
N 30mg -1

0,196 =

K =9,11min

Damit lautet die Ubertragungsfunktion:

Ke Pt 9, 11min - e~P:29min
(14+pr)*  (1+p-4,5min)5

G(p) =

Zur Erzeugung der Gewichtsfunktion kann man entweder die Gleichung benutzen oder die Ubertra-
gungsfunktion mittels der LAPLACEschen Riicktransformation in die Zeitebene bringen.

Fiir die Gewichtsfunktion erhilt man den Ausdruck:

0 AK "'t 30mg- 9, 1lmint[min)' _ tminl
Tq = e T = e ;0MIN
™ (n—1)! (4,5min)° | 4l
~ 30mg-9,11¢* —
T T am awt

bzw. als normierte Gré3e ohne Beriicksichtigung der Laufzeit:

90 =150

bzw. mit Beriicksichtigung der Laufzeit:

9,11 (t—Tp)* t=Tw
g(t) = 15 Te 270s

97 11 (t — 29m7,n)4 _ t=29min
= e

t) = 270s
90 =15 41

b. Die Prognose des Wertes fiir 160min ergibt sich entsprechend des quantisierten Faltungsintegrals zu:

Clr60min = At(g1Tes + goTer + 93Tes + JaZes + g5Tea + g6Tes + g7Ze2 + gsTer)

At ist entsprechend den gegebenen Werten zu 20min zu setzen.
Die Werte fiir die Gewichtsfunktion erhdlt man aus der Aufgabenstellung, bzw. aus der Losung von a).
Die Kurve der Aufgabenstellung ist eine Antwort auf ein impulsférmiges Eingangssignal, d.h. diese Ant-

wort entspricht, bis auf einen Normierungsfaktor und eine Zeitverschiebung um eventuelle Laufzeiten,
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336

der Gewichtsfunktion. Wenn man die Kurve der Aufgabenstellung zugrunde legt, muss man beachten,
dass die Werte der Kurve an den einzelnen Zeitstiitzstellen noch durch die Impulsfliche A (hier 307%)
dividiert werden miissen. Bei Verwendung des analytischen Ausdrucks fiir g(¢) konnen diese direkt ein-
gesetzt werden.

Man erhélt also aus der Kurve der Aufgabenstellung unter Beachtung einer Normierung folgende Ge-

wichtsfunktionsanteile g(¢):

T 112 3 4 5 6 7 8

g(r) || 000,270 0,230 | 0,083 | 0,033 | 0,003 | 0

Die aktuelle Eingangskonzentration, fiir die eine Prognose aufgestellt werden soll, hat laut Aufgaben-

stellung folgenden zeitlichen Verlauf:

Zeit [min] (t,) | 0|20 [ 40 | 60 | 80 | 100 | 120 | 140

Index 1] 2| 3| 4 5 6 7 8

C. [%¢] 30 [ 50 | 80 | 60 | 100 | 50 | 10| O

Entsprechend den Vorschriften zur Faltungsoperation ergibt sich die Prognose zu:

C160min = At(g1Zes + g2Ter + G3Te6 + JaTes + J5Tea + G6Tes + GrTez + gsTer)

In dieser Gleichung sieht man, dass die Indizes von Gewichts- und von Eingangsfunktion eine entgegen-
gesetzte Laufrichtung aufweisen. Der Impuls (Anteil der Eingangsfunktion), der am 4ltesten” ist (Index
1, ze(t1) = Cy), wird deshalb mit dem "letzten” Gewichtsfunktionsanteil (Index 8, gs) multipliziert.

Zur besseren rechnerischen Behandlung werden deshalb die Eingangswerte riicklaufig notiert:

T 12| 3 4 5 6 7 | 8
g (7) 0| 010,27 |0,23 | 0,083 | 0,033 | 0,003 | 0
X8 —7+1) 0/10| 50 | 100 | 60 80 50 | 30
g(r) - xB—7+1) [ 0| 0]135] 23| 498| 2,64 0,15| 0

Damit ergibt sich der zu prognostizierende Wert von C'gomin als Summe der letzten Zeile, multipliziert

mit At = 20min, zu Cieomin = 44, 2772.





