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Kapitel 1

Mathematische Grundlagen

Peter-Wolfgang Griber Systemanalyse in der Wasserwirtschaft - Aufgaben und Lésungen



1.1 Algebraische Grundlagen

1.1.1 Aufgaben

1. Vereinfachen Sie folgende Ausdriicke (Losung s. S. 3):

(18a2z)* ‘ (15az2)*
@) (27az2)°  (20a3z)? ®).

0,004 - 102 - 0, 23
0,2-103- 16

(d) 2logy z?—3 logyg y2

() (Inu+4lnv)

2. Stellen Sie folgende Formeln nach ¢ um (Ldésung s. S. 4):

@ I=1I(exp(—%))

() I=1Io(1+9log9t)

() I=I(et —1)

3. Bestimmen Sie die Variable 7" im halblogarithmischen Mafstab aus dem Anstieg der

Regressionsgeraden ¢— # I 2257 (V ist gegeben)

r2.S
(Losung s. S. 5)

4. Bestimmen Sie den Speicherkoeffizient S fiir den Fall s = 0 bei ¢, und gegebenem 7!
(Losung s. S. 5)

Systemanalyse in der Wasserwirtschaft - Aufgaben und Lésungen Peter-Wolfgang Grdber



1.1. ALGEBRAISCHE GRUNDLAGEN

1.1.2  Losungen

e zu Aufgabe 1 (s. S. 2)

(a)
a‘r ax a®z* - 15%a*x
(18a%x)" (15a2?)"  18%z*-15%%2®
(27a22)®  (20a3z)?  27%aPz10 - 202a52?
38'24'34'54'6112'.’13'12 52
T T315.94.52. g1 12 33
(b)
0,004 -10%.0,23 B 22.107%.10%.2%.1073 B
0,2-103-16  2-10"1-10-3.2¢
(©)
3 1 2 1 38
Vrovaz?e Yr o x?-xdxio 130 2
53 = 3 = 1§ — 13
x s 230
(d)
2logy z® — 3logy y? = logy z° — logy 96
6
(i)
Y Y
oder
2log,, 2® — 3log,,y*> = 6lgz — 6lgy
Yy
()

(Inu+4Inv) =Inu+ Inv*

=In (u . v4)



KAPITEL 1. MATHEMATISCHE GRUNDLAGEN

e zu Aufgabe 2 (s. S. 2)

(a)
I = Iy(exp(—=))
I t ¢
- eXP(—T) =eT
ot
"L, T
I
t=-T- -In—
TLIO
(b)
t
I =1 (1 +9log, T)
! 1+91 !
- = 0 —
Iy 8ap
I t
1 =9loo. —
Iy Ilogy 75
(%-1) | ¢
- OggT
%71
9( E ) _ !
T
t=1T. \ 9(%_1)
(c)
I=1Iy(e"—1)
I
A |
e T, +



1.1. ALGEBRAISCHE GRUNDLAGEN

e zu Aufgabe 3 (s. S. 2)

Vo 225-t-T
Tax.T " 2.8

1% Vo 2,957
— 0,183 -lgt + 0,183~ -1g =
§ =0, 1837 gt 0, 1o e 5T

V
S9 — 81 = 0, 183? . (1gt2 — lgtl)

- A(lgt
T =0, 1831/% — Anstieg
S

e zu Aufgabe 4 (s. S. 2)

v 2,25.¢-T
47T r2. S

s=0=1In(1)=0

2,25ty T

=1
r2. S

2,251 T



1.2 Matrizen

1.2.1 Aufgaben

1. Bilden Sie mit; A= B = C =

folgende Ausdriicke: (Losung s. S. 71f)

(a) 2A+3B (b) A-2B-3C () A-B
d (A-B)" ) B-A # (A-B)-C
(g (B-A)-C (h) BTAT () AT+ BT

2. Bilden Sie fiir die folgenden Matrizen C = A - BT (Lésung s. S. 12fY)

(a) A=[2311}; B=12 113
1 0
13
b A= ) B = 2 -3
-2 1
3 -8

1 1 -1 2 23
35

(@ A= ; (b)) A= 1 =1 113 (© A=]| _4 —2 3
2 7

-1 1 1 4 3 2

Systemanalyse in der Wasserwirtschaft - Aufgaben und Lésungen Peter-Wolfgang Griber



1.2. MATRIZEN

1.2.2  Losungen

e zu Aufgabe 1 (s. S. 6)
(a) Berechnen Sie 2A + 3B :

2 1 -1
2A+3B =2 +3
4 3 2
1 5
2A +3B =
14 —6

(b) Berechnen Sie A — 2B — 3C :

A -2B-3C =

2+2-3

4—-4+6

1 —13
A -2B - 3C

6 14

(¢). BerechnenSic A -B:

1 4 2
= -
—4 8 6
-1 1
-3
2 —4
—2 2 3
4 -8 —6
1-2-12
3+8+3

-3 3
6 —12
1 4
-1
12
-3



KAPITEL 1. MATHEMATISCHE GRUNDLAGEN

_2 1 1 1
A-B=
43 2 —4
@ (D12 2141 (-4)
(4-(=1)+3-2) (4-1+3-(=4))
_o —2
A-B=
2 -8

A-B= siche Losung zu Aufgabe 1c

Entsprechend der Vorschrift zur Bildung der Transponierten einer Matrix

A" = [ap]" = [ary]

erhilt man
0 2
(A-B)" =
-2 =8
(e) BerechnenSieB- A :
-1 1 2 1
2 —4 4 3
(=1)-2+1-4) ((-1)-1+1-3)
(2:24(=4)-4) (2-1+(—4)-3)
2 2 0 —2
B-A= #A-B=
—12 —-10 2 -8




1.2. MATRIZEN

(f) Berechnen Sie (A -B)-C:

0 —2
A-B= siche Losung zu Aufgabe 1c

2 -8
0 —2 1 4

(A-B)-C=
2 -8 -2 -1
0-14+(-2)-(=2) 0-44+(-2)-(-1)
2-14(-8)-(-2) 2-44+(=8)-(-1)

4 2

(A-B)-C =

18 16

_ 2 2 -
B-A= siche Losung zu Aufgabe le
—12 —10
- 2 2 - 1 4
(B-A)-C=
—-12 —10 -2 -1
B (2-14+2-(-2)) (2-44+2-(-1))
(=12) -1+ (=10) - (—=2) ((—12)-4+ (—10)-(-1))
_ -2 6
(B-A)-C =
8§ —38



KAPITEL 1. MATHEMATISCHE GRUNDLAGEN

(h) Berechnen Sie BT-A7T :

Entsprechend der Vorschrift zur Bildung der Transponierten einer Matrix

AT = [ap]" = [ary)

erhilt man

-1 2 2 4
B” = . AT =

1 —4 13
R 2 4
BT-AT =

1 -4 13

(-1)-2+2-1) ((-1)-4+2-3)

(1-2+4(—4)-1) (1-4+(~4)-3)
prar_ | 0 2

-2 -8

10



1.2. MATRIZEN

(i) Berechnen Sie AT + BT

Entsprechend der Vorschrift zur Bildung der Transponierten einer Matrix

AT = Jap]" = [ay]

erhalt man

2 4 -1 2
AT = : BT =
13 1 —4
2 4 -1 2
AT +B" = +
13 1 —4

AT +B" =

11



KAPITEL 1. MATHEMATISCHE GRUNDLAGEN

e zu Aufgabe 2 (s. S. 6)
(a) Berechnen Sie C = A - B”:

S

BN

Entsprechend der Vorschrift zur Bildung der Transponierten einer Matrix

B

AT = [ag]" = [ay)]

erhalt man
2
-1
BT =
1
3
2
-1
A-BT:|:2 3 1 1}- =(2-2+3-(-1)+1-1+1-3)
1
3
A-BT=5

12



1.2. MATRIZEN

(b) Berechnen Sie C = A - B”:

1 3
A =

-2 1

1 0

B=12 -3

3 -8

Entsprechend der Vorschrift zur Bildung der Transponierten einer Matrix

A" = [ap]" = [ary)

erhilt man
1 2 3
BT =

0 -3 -8
1-14+3-0 1-243-(-3) 1-34+3-(-8)

A-BT =
—2-141-0 =2-2+1-(=3) —2-34+1-(-8)
1 -7 =21

A BT =
-2 -7 —14

13



KAPITEL 1. MATHEMATISCHE GRUNDLAGEN

e zu Aufgabe 3 (s. S. 6)
Die inverse Matrix A~! kann genau dann gebildet werden, wenn die Determinante D
der Matrix A ungleich Null (D # 0) ist. Die inverse Matrix A~! wird gebildet, in-
dem die Unterdeterminante U;; zum Element a;; durch die Determinante der Matrix
D = det(A) dividiert wird. Mit der Unterdeterminante Uj;, zum Element a;; geho-
rend, ergibt sich:

a; = (=17

Die Berechnung der Determinante von A erfolgt nach dem Entwicklungssatz von LA-
PLACE oder nach der Regel von SARRUS (siehe auch Losung von Gleichungssystemen
S. ?2?).Daran anschlielend miissen die Unterdeterminanten Uj; berechnet werden, da-
mit die Elemente a;; der inverse Matrix A~! berechnet werden kann.

(a) Berechnen Sie A~!:

detA=3-7-2-5=11

7 5 ]
T T
2 3
11 11
A*l_i 7 =5
11

1 1 —1
A= 1 -1 1
-1 1 1

detA=1-((-1)-1—1-1)=1(1-1=(=1)-1)+(=1)-(1-1—=(=1)-(=1))

=4

14



1.2. MATRIZEN

Daran anschlieSend miissen die neun Unterdeterminanten berechnet werden, damit die

inverse Matrix A ! berechnet werden kann.

Die Unterdeterminanten ergeben sich entsprechend der Rechenregeln fiir Determinan-
ten zu

Un -
Uis :
Uis :
Us :
Us :
Uss :
Us; -
Usy :

U332

(=D-1)-(@1-1)

(1

D—=(=1)-1)
D)= ((=1)-(=1)
D—=((=1)-1)
D= ((=1)-(=1))
1) —(1-(=1)
1= ((=1)-(=1))
D —=((=1)-1)
(=1))=(1-1)

Entsprechend der Regeln zur Bildung der inversen Matrix, die in der Aufgabenstellung
wiederholt ist, ergibt sich die Inverse zu

(c)

Berechnen Sie A~

det A =—-8+24—-36+24— 18+ 16

=2

Al =

S NN

= O N

N[N = O

15



KAPITEL 1. MATHEMATISCHE GRUNDLAGEN

Daran anschlieSend miissen die neun Unterdeterminanten berechnet werden, damit die
inverse Matrix A ! berechnet werden kann.

Die Unterdeterminanten ergeben sich entsprechend der Rechenregeln fiir Determinan-
ten zu

Un: (-2)-2)—(3-3) = —13
Up: ((—4)-2)—(4-3) = -20
Uis: ((-4)-(=2))-(4-3) = —4
Usi : (2:2)—(3-3) = -5
Up: (2:2)—(4-3) - -8
Usps: (2:3)—(4-2) - 2
U+ (2-3)—(=2-3) = 12
Ugp: (2:3)—((-4)-3) = 18
Us: (2-(=2))=((-4)-2) = 4

Entsprechend den Regeln zur Bildung der inversen Matrix, die in der Aufgabenstel-
lung wiederholt ist, ergibt sich die Inverse zu

)2 )

16



1.3 Lineare Gleichungssysteme

1.3.1 Aufgaben

Bestimmen Sie von den folgenden Gleichungssystemen (A - X = R) den Losungsvektor X
auf fiinf Arten:

(a) mittels des GAUSSschen Eliminationsverfahrens
(b) mit Hilfe der CRAMERschen Regel

(c) durch Bestimmung von A~! - R (s.auch S. 14ff)
(d) unter Verwendung der LU-Zerlegung und

(e) mittels des CHOLESKY-Verfahrens

r—2 y+2 x—2%

1. 3 2 5 Losungs. S. 19
x—y+3y+2:x—2(y—1)
6 4 3
r+y—z2=2
2. 2 —y+42=0 Losung s. S. 27

rT+dy—22=1

2 0 —1 x 1
3. 2 4 -1 |- |yl|=1]1 Losung s. S. 33
-1 8 3 z 2

Peter-Wolfgang Gréber Systemanalyse in der Wasserwirtschaft - Aufgaben und Lésungen



KAPITEL 1. MATHEMATISCHE GRUNDLAGEN

r+yt+z= 3
4. 2x + 4y + 8z = 13 Losung s. S. 38

3+ 9y + 272 = 34

20 — 4y + 9w = 25
3r—3y —3z+ 11w =27

5. Losung s. S. 43
4 + 6y — 152 + 5w = —5H

3r+y—4z+ 12w = 32

20 4+y—2z= 1

6. r+y+z= 6 Losung s. S. 63

—2r4+y—22=-3

18



1.3. LINEARE GLEICHUNGSSYSTEME

1.3.2 Losungen

e zu Aufgabe 1 (s. S. 17)

Zuerst werden die beiden Gleichungen vereinfacht
Gleichung 1:

3 2 5
1 2 1 1 2
37 T3 Y TR Y
5 3 5 4 5
BT 10 T Y T3
2 1 5
57 10773
4x — 3y = 50

Gleichung 2:

6 4 3
1 1 3 1 1 2 2
R L R R
1 15 1
6T 1Y TG
—4x 4+ 30y =4

Damit erhdlt man das vereinfachte Gleichungssystem:

4r — 3y = 50
—4x + 30y =4
bzw. in Matrixschreibweise
4 -3 T
—4 30 Y

50

19



KAPITEL 1. MATHEMATISCHE GRUNDLAGEN

A-X=R
4 -3 x 50
—4 30 Yy 4
(a) GAusssches Eliminationsverfahren
Vereinfachte Ausgangsgleichungen:
4r — 3y = 50
—4x + 30y =4

Zur Elimination miissen nur die beiden Gleichungen addiert werden. Dann erhilt man:

2Ty = b4

y=2

Setzt man diesen Wert in die erste Gleichung ein, so ergibt sich:

Probe:

4.-14-3-2=50

—4-14430-2=4

20



1.3. LINEARE GLEICHUNGSSYSTEME

(b) CRAMERSsche Regel

Vereinfachte Ausgangsgleichungen:

4o — 3y = 50
—4x 4 30y =4
4 -3 x 20
A = ; X = ; R =
-4 30 Yy 4
Es gilt:
Dxi
xIr; =
D

wobei D die Determinante und D,; die entsprechende CRAMERsche Determinante ist.

4 -3
D = det A = det —4.30— (—4-(=3)) = 120 — 12
—4 30
D = 108
50 —3
D, = det — 1500 — (—12) = 1512
4 30
D, 1512
YTD T 1R
4 50
D, = det — 16 — (—200) = 216

Probe:

21



KAPITEL 1. MATHEMATISCHE GRUNDLAGEN

4-14-3-2=50

—4-14+30-2=4

(c) Verwendung der Inversen A~ - R = X

Vereinfachte Ausgangsgleichungen:

4x — 3y = 50
—4x 4+ 30y =4
4 -3 x 50
—4 30 Y 4
Berechnung:
4 -3
D = det =108
-4 30
30 3 5 1
A-l— | 108 108 [ — | 18 36
4 4 1 1
108 108 27 27
5 1 5-50 4
— — 50 —+ =
X=—A'l.R=| 18 36 |. — 18 36
1 1 4 50 . 4
27 27 27T 27
252
— 14
X — 18 _
A
27

22



1.3. LINEARE GLEICHUNGSSYSTEME

Daraus folgt die Losung des Gleichungssystems:

Probe:

4.14-3-2=50

—4-14+30-2=4

(d) LU-Zerlegung

Vereinfachte Ausgangsgleichungen:

4r — 3y = 50
—4x 4+ 30y =4
4 -3 x 50
A= ; X = ; R =
-4 30 Y 4
Berechnung:
A-X=R

Grundgedanke der LU-Zerlegung ist die Bildung der beiden Dreiecksmatrizen L (Lower)
und U (Upper).

A=L-U

Dabei werden aus Griinden der Eindeutigkeit und der Vereinfachung die Elemente der
Hauptdiagonalen der unteren Dreiecksmatrix L zu Eins gesetzt.

23



KAPITEL 1. MATHEMATISCHE GRUNDLAGEN

1 0 Uir Uo ay a2 4 -3
121 1 0 U922 21 G929 —4 30

Nach Ausmultiplizieren des Matrizenproduktes L - U und anschlieBendem Elemente-
vergleich mit der A-Matrix erhilt man folgende Gleichungen.

l-u1+0-0=a11=4=>u;; =4
1-uo4+0-up =app=—-3=>upy=-3
log-unn +1-0=a9 =—4=>10y=-1

l21-u12+1-u22:a22:30:>uQ2=27

Damit lauten die beiden Dreiecksmatrizen

Uber die Zwischenldsung Y lisst sich der Losungsvektor X berechnen:
Allgemein gilt:

A-X=R
A=L-U
L-U-X=R
——
Y
L-Y=R

Nach der Multiplikation der Matrizen L und Y und dem Elementevergleich mit der
rechten Seite R erhélt man:

24



1.3. LINEARE GLEICHUNGSSYSTEME

1-y1+0-y; =250

1y +1-yp=4

Yy = 50
Y2 = 54
Laut Definition gilt:
U-X=Y

Nach der Multiplikation der Matrizen U und X und dem Elementevergleich mit der
rechten Seite Y erhélt man:

4.2 —3-y=>50

0-x427-y=>54

Daraus folgt die Losung:

Probe:

25



KAPITEL 1. MATHEMATISCHE GRUNDLAGEN

4-14-3-2=50

—4-14+30-2=4

(e) CHOLESKY-Verfahren

Vereinfachte Ausgangsgleichungen:

4z — 3y = 50
—4xr + 30y =4
4 -3 x 50
A= ; X = ; R =
—4 30 Yy 4

Die Voraussetzung fiir die Anwendung des CHOLESKY-Verfahrens ist eine symmetri-
sche Koeffizientenmatrix A.Dies ist hier nicht gegeben.
Damit ist das CHOLESKY-Verfahrens nicht anwendbar.
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1.3. LINEARE GLEICHUNGSSYSTEME

e zu Aufgabe 2 (s. S. 17)

(a) GAusssches Eliminationsverfahren

Ausgangsgleichungen:

1 5 -2 1

2 -1 4 0

3 1 -1 2
4

0 —154 112  —28
0 —154 55 —11
4
1 5 =2 1
0 —154 112 28

0 0 —57 17

4

r+y—z2=2
20 —y+42=10

r+0oy—2z=1

| —2- 1. Zeile

| =3 - 1. Zeile

| —1-2. Zeile

27



KAPITEL 1. MATHEMATISCHE GRUNDLAGEN

3. Zeile = 0z + 0y — 572z =17
N 17
z2=——
57
. 17
2. Zeile = Oz — 154y + 112 (_ﬁ) = —28
e = 2
Y= T
2 17
1. Zeil — 1 5.(——)—2.(——)=1
cile r+5-( 57) ( 57)
N 33
r=—
57
Probe:
33 2 17
3o ——=+—==2
57 b7 * 57
33 2 17
=t —=—4-—=0
57 * 57 57
33 2 17
R NI Jpe—
57 57 * 57
(b) CRAMERsche Regel
Ausgangsgleichungen:
Jr+y—z2=2
20 —y+42=0
r+o5y—2z=1
3 1 -1 x 2
2 -1 4|1y |[=1|0
1 5 =2 z 1
A-X=R

Als Nebenrechnung werden die Determinanten getrennt berechnet. Dabei kann bei

28



1.3. LINEARE GLEICHUNGSSYSTEME

dreireihigen Determinanten auf die Methode der Unterdeterminanten verzichtet wer-
den und tber die fiktive Wiederholung der beiden ersten Spalten das Produkt der
“Hauptdiagonalen” um das Produkt der "Unterdeterminanten” subtrahiert werden (Re-
gel von SARRUS).

3 1 =113 1

D=detA=det|9 1 4|92 -1 =64+4-10—-1-60+14

D,=det| g -1 4|0 -1 =4+44+0-1-40-0

D, =-33
32 1|3 2

D,=det| 2 o 4 0 =04+8-2-0-12+8

[\]

D,=det| 9 1 0] 2 -1 =—-34+04+20+2-0-2

D, =17
Daraus ergeben sich die Unbekannten des Gleichungssystems:

29



KAPITEL 1. MATHEMATISCHE GRUNDLAGEN

30

TS D T 57 b7
D, 2 2
V=D T 577 57

D, 17 17
z=—

(c) Verwendung der Inversen A~ - R = X

Ausgangsgleichungen:

r+y—z2=2
20 —y+42=0

rT+dy—2z=1

Die Berechnung der Determinante von A erfolgt wie bei II) (s. S. 27) beschrieben und
liefert

det A = —57

Daran anschlielend miissen die neun Unterdeterminanten berechnet werden, damit an-
schlieBend die inverse Matrix A ~! berechnet werden kann.

Die Unterdeterminanten ergeben sich entsprechend der Rechenregeln fiir Determinan-
ten zu



1.3. LINEARE GLEICHUNGSSYSTEME

Un =(-1)-(-2)-5-4 = -18
U =2-(-2)—1-4 = -8
Us =2-5—(=1)-1 = 11
Uy =1-(-2)—(-1)-5 = 3
Up =3-(-2)—(-1)-1 = =5
U3 =3-5—1-1 = U
Uy =1-4—(=1)(-1) = 3
Uy, =3-4—(—1)-2 = U
U3 =3-(=1)—1-2 = -5

Entsprechend den Regeln zur Bildung der inversen Matrix (s.auch S. 14ff) ergibt sich
die Inverse zu

(18 3 3]

o7 o7 57
At=| 8 5 U

o7 BT BT

—11 14 5

L 57 57 57

und die Losung des Gleichungssystems lautet

18 3 =31 [,
57 57 57
X=A"-R=|25 2 M. 1,
57 57 57
~11 14 5 ,
| 57 57 57 ) L7
36 03 33
57 57 57
16 14 -2
X=| 40+ | =] =
57 05T 57
25 —17
| 57 571 L7
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bzw., aufgelost in die einzelnen Unbekannten,

33 2 17

Ty YT TEy 57

(d) LU-Zerlegung

(e) CHOLESKY-Verfahren

Ausgangsgleichungen:

r+y—z2=2
20 —y+42=0

r+0oy—2z=1

3 1 -1 T 2
2 -1 4|1y |[=1|0
1 5 =2 z 1

Die Voraussetzung fiir die Anwendung des CHOLESKY-Verfahrens ist eine symmetri-
sche Koeffizientenmatrix A. Dies ist hier nicht gegeben.
Damit ist das CHOLESKY-Verfahrens nicht anwendbar.
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1.3. LINEARE GLEICHUNGSSYSTEME

e zu Aufgabe 3 (s. S. 17)

(a) GAusssches Eliminationsverfahren
Ausgangsgleichungen:
2 0 —1 x 1
2 4 -1 y | = |1
-1 8 3 z 2
20 —z=1
e 4+4y—2=1 = y=0

—x+8y+3z =2
1 -8 -3 =2
2 4 -1 1 | —2- 1. Zeile

2 0 -1 1 | —2- 1. Zeile

3. Zeile = Oy+5z=35
—z=1
1. Zeile = r—3=-2
— =1
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(b)

CRAMERSsche Regel

Ausgangsgleichungen:

Als Nebenrechnung werden die Determinanten getrennt berechnet. Dabei kann bei
dreireihigen Determinanten auf die Methode der Unterdeterminanten verzichtet wer-
den und tiiber die fiktive Wiederholung der beiden ersten Spalten das Produkt der
”Hauptdiagonalen” um das Produkt der "Unterdeterminanten” subtrahiert werden (Re-

gel von SARRUS)

detA =D =

34

D=2-4-34+0-(=1)-(=1)+(=1)-0-8—(=1)-4-(=1)+

2 0

2 4

-1 8

—1

—1

3

2 0 -1
2 4 -1
-1 8 3

+2.(-1)-8+40-2-3

D =20
0 -1
4 -1
8 3




1.3. LINEARE GLEICHUNGSSYSTEME

D, =0
2 0 1 2 0
D.=] 2 4 1 2 4
-1 8 2| -1 8
D. =20

D20
=D T 20
D, 0
Y= =0 "
D20
=D 20

(¢) Verwendung der Inversen A~ - R = X

Ausgangsgleichungen:
2 0 -1 x 1
2 4 -1 y | = |1
-1 8 3 z 2
A-X=R
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Die Berechnung der Determinante von A erfolgt wie bei b) (s.S. ??) beschrieben und
liefert det A = 20

Daran anschlielend miissen die neun Unterdeterminanten berechnet werden, damit an-
schlieBend die inverse Matrix A ~! berechnet werden kann.

Die Unterdeterminanten ergeben sich entsprechend der Rechenregeln fiir Determinan-
ten zu

Up: (4:-3)—(8-(-1)) = 20
Up: (2:3)—((-1)-(-1) = 5
Uis: (2:8)—((-1)-4) = 20
Up: (0-3)—(8-(-1)) = 8
Up: (2:3)—((-1)-(-1) = 5
Us: (2:8)—((-1)-0) = 16
Upp: (0-(=1))—(4-(-1)) = 4
Ugp: (2-(=1))—(2-(=1) = 0
Uss: (2-4)—(2-0) = 8

Entsprechend der Regeln zur Bildung der inversen Matrix (s.auch S. 14{f) ergibt sich
die Inverse zu

20 -8 4
L1
A= -5 5 0
20 —16 8

und die Losung des Gleichungssystems
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X=A"1R
_ o 11 [
1 -= = 1
5 5
1 1
= - = 0 1
4 4
4 2
1 —= = 2
I 5 51 L7
2 2
1—-24=2 1
515
1 1
X=|—4+-40|=1]0
1ta"
. |
i 5 51 L

(d) LU-Zerlegung

(e) CHOLESKY-Verfahren

Ausgangsgleichungen:
2 0 -1 x 1
2 4 -1 y | = |1
-1 8 3 z 2
A-X=R

Die Voraussetzung fiir die Anwendung des CHOLESKY-Verfahrens ist eine symmetri-
sche Koeffizientenmatrix A. Dies ist hier nicht gegeben. Damit ist das CHOLESKY-
Verfahrens nicht anwendbar
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38

e zu Aufgabe 4 (s. S. 17)

(a) GAusssches Eliminationsverfahren

Ausgangsgleichungen:

r+y+z=3
20 +4y +82 =13

3+ 9y + 272 = 34

In einer Matrix dhnlichen Form kann man schreiben:

11 1

2 4 8

3. Zeile

2. Zeile

1. Zeile

3
13 | —2-1.Zeile
34 | =3-1. Zeile
3
7
25 | —3-2.Zeile

62 =4,— 2=

wiN

2y+6-§:7,:y:

N

r+3+2=3—=ua=

[« [¥]
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(b) CRAMERSsche Regel

Ausgangsgleichungen:

r+y+z=3
20 +4y + 82 =13

3z 49y + 272z =34

11 1 x 3
2 4 8 y | =113
39 27 z 34

Als Losungsweg wird die Entwicklung nach der 1. Zeile (= Unterdeterminanten)

gewdhlt:

11 1
A=19 4 8
39 27

D=detA=1-(4-27—9-8)—1-(2:27—3-8)+1-(2-9—3-4)

D =12

34 9 27

D,=3-4-27-3-8-9-1-13-27+1-8-34—-1-4-34+1-13-9
D, =10
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3 34 27
D, =18
11 3

D, =38

Daraus ergeben sich die Unbekannten des Gleichungssystems mit

D, 10 5
TUD T 126
D, 18 2
Y= 12" 3
D, 8 2
== = —
D 12 3

(¢) Verwendung der Inversen A~ - R = X

Ausgangsgleichungen:

13

34
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Al = —

w

N |t

N =

36 —18 4
-30 24 —6
6 -6 2

_3 1
2 3

1

2 2
1 1
2 6

13

34

= 36
= 30
= 6
= 18
= 24
= 6
= 4
= 6
= 2
3
> -}
=]
o-z+3| |3
~Ly26—17 | = 32
w2
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(d) LU-Zerlegung

(e) CHOLESKY-Verfahren

Ausgangsgleichungen:

rT+y+z=3
20 +4y + 82 =13

3r4+9y+27z =34

11 1 x 3
24 8| |y|=1]13
3 9 27 2 34

Die Voraussetzung fiir die Anwendung des CHOLESKY-Verfahrens ist eine symmetrische
Koeffizientenmatrix A. Dies ist hier nicht gegeben.
Damit ist das CHOLESKY-Verfahrens nicht anwendbar
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e zu Aufgabe 5 (s. S. 17)

(a) GAusssches Eliminationsverfahren

Ausgangsgleichungen:

20 — 4y + 9w = 25

3r—3y — 3z + 11w =27

4xr + 6y — 152 4+ 5w = —5H

3v+y—4z+ 12w = 32

In einer Matrix dhnlichen Form kann man schreiben:

25

27

32

27

25

96

vertauschen

vertauschen

— 5-1. Zeile

—4.1. Zeile
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3 -3 -3 11 27
2 -4 0 9 25

~11 21 0 —50 —140 |  +5,52. Zeile
9 3 —12 36 96 |  +1,52. Zeile

4

0 -1 0 -0,5 -2,5

0 9 0 55 255 |  +93. Zeile

0 -1 0 -0,5 -2,5

0 0 0 1 3 = w=3
)
—y—0,5-3 = -2,5 = y=1
20 — 4427 = 25 = r=1
3-3-32+33 = 2 = z2=2
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(b) CRAMERSsche Regel

Ausgangsgleichungen:
20 —4y + 9w = 25
3r — 3y — 3z + 11w = 27
dxr + 6y — 152 4+ 5w = =5
3 +vy—4z + 12w = 32
-2 -4 0 9- -25- -x-
3 -3 -3 11 27 Y
A= R = X =
4 6 —15 5 -5 z
_3 1 -4 12_ _32_ v

=)
g

xTr; =
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2 4
3 -3
D =det A = det

4 6
3 1

-3 -3 11

=21 6 —15 5

1 —4 12

0 9
-3 11
15 5
—4 12
-3 -3 11
+4-1 6 —15 5
1 -4 12

=2-(540 — 15 — 264 + 165 — 60 + 216) +

+ 4. (=540 — 45 — 176 + 495 + 60 + 144) —

— 9+ (=72 + 135 — 12+ 54 + 45 — 48)

D= -2
-3 -3 11
D,=2-{ ¢ -15 5 |+4:
1 -4 12
D,=-2
D, =2
:_:_:1
TTD T

46

27

)

32

-3 11

=15 5

-4 12

-3

6

-3

-3 11
—-15 5

12
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2T =3 11 3 =3 11 3 27 -3

Dy=2-1 5 —15 5 |—=20-|4 —15 5 [—9-|4 —5 —15

32 —4 19 3 _4 12 3 32 —4
D, =2
D, -2
:—:—:1
Y=p =
—3 927 11 3 927 11 3 -3 11

D.=2-1¢ -5 5 |+t4 |4 -5 5 |+25-|4 6 5

1 32 12 3 32 12 3 1 12
D, = —4
D, -4
:_:_:2
*TD T 2
_3 3 97 3 -3 97 3 -3 _3

Dy,=2-¢6¢ —-15 -5 |+4-|4 —15 -5 |*+25-14 6 —15

1 -4 32 3 4 32 3 1 -4
D, = —6
D, —6
:_:_:3
Y= T

(©) Verwendung der Inversen A~! - R = X
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Ausgangsgleichungen:

U13

48

det

det

-3

1

20 — 4y + 9w = 25

3r— 3y — 3z + 11w =27

4x 4+ 6y — 152 + bw = =5

3x+y—4z+ 12w = 32

-4 0 9 -
-3 -3 1
6 —-15 5
1 -4 12
2 —4
3 -3
D = det
4 6
3 1
-3 11
—15 5 | =09582
—4 12
-3 11
6 5 | =146
1 12

25

27

U12 det

U 14 det

_x_
|

Z

w
3 -3 11
4 -15 5
3 —4 12
-3 -3
6 —15
1 -4

= —62

=102



1.3. LINEARE GLEICHUNGSSYSTEME

-4 0 9 2 0 9

Ua det| ¢ —15 5 |=0559 Usa det| 4 —15 5 | =-99
1 —4 12 3 —4 12
2 49 2 -4 0

Uss det| 4 ¢ 5 |=140 Usy det| 4 ¢ —15|=98
3 1 12 3 1 —4
-4 0 9 2 0 9

Us; det| _3 —_3 11| =103 Usg det| 3 —3 11 |=-11
1 —4 12 3 —4 12
2 -4 9 2 -4 0

Uss det| 3 —3 11 |=26 Usy det| 3 —3 —3|=18
3 1 12 3 1 —4
-4 0 9 2 0 9

U det| 3 _—3 11 |=-33 Uiz det| 3 -3 11|=3
6 —15 5 4 —15 5
2 —4 9 2 -4 0

Uas det| 3 -3 11 |=-8 m det| 3 —_3 _3 |=-6
4 6 5 4 6 -—-15
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982 =559 103 33

146 —140 26 8

=102 98 —18 —6

62 =59 11 3

982 =559 103 33 11 25
62 =59 11 3 27
146 —140 26 8 )
-102 98 —18 —6 32

25-582—-559-27—-5-103 +32- 33

25-62—-959-27—-5-11+32-3

25-146 —140-27—-5-26 + 32 - 8

—25-102+98-27+5-18-32-6

Daraus folgt die Losung des Gleichungssystems:
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(d) LU-Zerlegung

Ausgangsgleichungen:
2z — 4y + 9w = 25
3r —3y — 3z + 11w =27
4o + 6y — 152 + 5w = =5
3 +y—4z 4+ 12w = 32
2 -4 0 9 x 25
3 -3 -3 11 Y 27
A= ; X = ; R =
4 6 —15 5 z -5
3 1 -4 12 w 32
A -X=R;

Grundgedanke der LU-Zerlegung ist die Bildung der beiden Dreiecksmatrizen L (Lower)
und U (Upper).

L-U=A,

Dabei wird aus Griinden der Eindeutigkeit und der Vereinfachung die Elemente der
Hauptdiagonale der unteren Dreiecksmatrix L zu Eins gesetzt.
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1 0 0 0 - U1 Uiz U133 U4
Iy 1 0 0 0wy w23z Uy
L -U=
l31 I3 1 0 0 0 usz usy
lyg lyo lyg 1 0 0 0 usu
- a1 Q12 G133 Qai4 - 2 4 0 9
a1 Qg2 G23 Q24 3 -3 -3 11
E as1 Q3z Q33 (34 B 4 6 =15 5
(g1 Qg2 Q43 Qaq 3 1 -4 12

Nach Ausmultiplizieren des Matrizenproduktes L - U und anschlieBendem Elemente-
vergleich mit der A-Matrix erhilt man folgende Gleichungen.
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LINEARE GLEICHUNGSSYSTEME

1-u11—|—0-0+0-0—|—0~02a11

1~u12—|—0-u22+0'0—|—0~0:a12

1'U13—|—0"U,23+0'U33+0'0:a13

1-u14—|—0~u24+0-u34+0'u44:a14

lop-u114+1-04+40-0+0-0=ao

log - ua+1-up+0-040-0=ax

log w13 +1-uz3 +0-uzs +0-0=ags

log - urg +1- 124 +0-uzs +0-ugg = agq

I31-u11 +132-0+1-04+0-0=as

l31‘u12+132"U,22+1'0—|—0-0:a32

l31 - w13 +1l32 - ugz3 +1-uzz3 +0-0 = ass

l31 - w1g + 132 - ugg +1-ugg +0 - ugg = azg

lgg ~unn +lap-0+1y3-0+1-0=ay

lg1 - w12 + lag - ugp + 143 - 0+ 1-0 = ag

lag - w13 + lag - ugz + lyz - ugg +1-0 = ags

lag - wrg + lag - U + lyz - Uga + 1 - Ugg = agq

Damit lauten die beiden Dreiecksmatrizen

=2=>uy =2;

=4 => U1 = —4,

=0=>u13=0;

=9=>uyu=29;
3

:3:>121:§;

:—3:>'U,22:3;

= -3=> Uo3 = —3,
5

=11 => ugy = —5;

=4 => 131 = 27

14
=6=>1I3 = 33

=—15=>u33 = —1;

4
:5:>u34:—§;
3
=3=>l41=§;
7
=—4=> l43:—3;
1
:12:>l43:§;
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1 0 0 0 2 -4 0 9
31 0 0 0 3 -3 -3
L=|"’ U= 2
4 4

2 41 0 0o 0 -1 -%

3 7 1
_55—31_ _00 0 i

Uber die Zwischenldsung Y lisst sich der Losungsvektor X berechnen:
Allgemein gilt:

A-X=R
A=L-U
L-U-X=R
~——
Y
L-Y=R

Nach der Multiplikation der Matrizen L und Y und dem Elementevergleich mit der
rechten Seite R erhilt man:

1 0 0 0 n 25
21 0 0 Vs 27
2 & 10 Ys -5
_g I -3 L 3 | 32

54
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1-y1—|—0-y2—|—0-y3+0-y4=25

3
§-y1+1-y2+0-y3+0-y4=27
14
2yt 5 et loys+0-ya= -5
3 7
St o ya—3-yst1l-ys=32
2 3
y1:25
21
V2==5
ys = —6
ya =1

Laut Definition gilt:

U.X=Y

Nach der Multiplikation der Matrizen U und X und dem Elementevergleich mit der
rechten Seite Y erhélt man:

2 -4 0 9 x 25
0 3 -3 -2 y -2
0 0 -1 —3 z —6
0o 0 0 3 w 1

2-v—4-y+9-w=25

) 21
0- 3.y—3.-2— =—="2
rT+o-y z 2w 5

4
0-:E+O-y—1-z—§w:—6

1
0~:c—|—0~y—|—0~z—|—§w:1
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56

Daraus folgt die Losung:

T 1

Y 1
X_: pr—

z 2

w 3

20 —4y + 9w = 25

3r — 3y — 3z + 11w =27

dxr + 6y — 152 4+ 5w = =5

3v+y—4z+ 12w = 32

2 —4 0 9 T T
3 -3 =3 11 Y T2
4 6 —15 5 z 3
3 1 —4 12 w Ty
A-X=R

Bei der LU - Zerlegung wird versucht, die quadratische Koeffizientenmatrix A in zwei

Dreiecksmatrizen, die L- (lower) und die U- (upper) -Matrix zu zerlegen:

25

27

32
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wird zerlegt in:

11

12

a11
a21
a31

Q41

L.

l31

l41

l31

l41

12

Q22

a32

Q42

U

l32

lap

I3

l42

a13

a23

a33

Q43

Q14

Q24

34

Q44

_ _2 —4

3 =3

B 4 6

3 1

U1l

0

U=

0

0
Upp U2 U13
0 ugs wugs
0 0 uss
0O 0 0

U2

U22

U4

U24

U34

Uq4

U3

U23

uss

U4

U24

U3z4

Ug4
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Laut Definition gilt: /;; =1

log =1
l33 =1

Berechnung der tibrigen Koeffizienten:

lll

“upy 4 lig - uor + iz - usy + g - ugy = ang

1-4174+0-040-04+0-0=2

“Upg 4 lig - Ugs + 13 - Uz + L4 - Uge = arg

1-U12+0'UQ2+0-0—|—O-0:—4

“u1g 4 lig - U3 + 113 - uss + 14 - Uag = a1

1U13+0(—3)+0U33+OO:0

“Uig A lig - Ugg + 13 - uss + lig - Ugs = a1s

1'U14+0'U14+0'U34+0'U44:9

“U1y + lag - Uoy + Loz - ugy 4 log - ugn = ag
24+1-04+0-0+0-0=3

Ui+ lag - Ugg + Loz - Usg + log - Usn = a2

S (-4)4+1-up+0-0+0-0=-3

l21

U3 + log - Uog + log - Usg + log - Usg = aos

%'0+1~U23+0'U33+0'O:—3

l21

“Urg + log - U + lo3 - Usg + log - Ugg = 24

%-9+1-u24+0-u34+0-u44:11
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U1 = —4
U1z = 0
U4 = 9
l21 = %
U929 = 3
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I31 - unr + 32 - ugr + I3z - U3y + 34 - ug = a3y
l31-24135-04+1-040-0=4 = 3 =2
[31 - w1z + 32 - uge + 33 - uzg + 34 - Ug2 = azo
2:(—4)+132-34+1-04+0-0=6 = lp =14
I31 - w13 + l32 - oz + l33 - uzs + l34 - ua3 = ass
2-0+%-(=3)+1-up+0-0=-15 = uzgz = —1
l31 - u1g + 32 - Uog + 33 - Uuss + 34 - Uag = az4

2~9+%4'(—§)+1-u34+0~u44:5 — Use = —

Wl

lag - win + lyg - uoy + Lz - ugy + lyg - ugy = agg
lag -2+ 1420+ 143-0+14g-0=3 — g =3
lag - w1 + lyg - ugo + lyz - Usg + lag - Ug2 = Qa2

S (—4) 4+l 341l3-0+1lu-0=1 — lp =1

w

lag - urg + lag - ugg + ly3 - Uuss + laa - Usz = aus

[NV

0+

w3

. (—3)-'-[43' (—1)-'-[44'0: —4 — l43 =-3
lag - wrg + Ly - Uog + luyg - Usg + lag - Ugg = Qaa

Damit lauten die Dreiecksmatrizen:

3
3.9

w3
Nt

)+(—3)(—%)+1U44:12 —— U44:%

1 0 0 0 2 -4 0 9
31 0 0 0 3 -3 -3
L=~ U= 2
4 4

2 41 0 0o 0 -1 —1%
3 7 1
31 31 0o 0 o0 1

Uber die Zwischenldsung Y lisst sich der Losungsvektor X berechnen:
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mit Y=U-

ergibt sich L-Y=R

1 0 0 O m
% 1 0 0 Yo B
2 41 0 n

N
Wi
|
w
—

Ya

lor - y1 + log - Yo = 19

3.541 =27 =

ls1-y1 +ls2 Y2+ l33 - ys =73

2:25+ 8. (=) 41.y3=-5 =

lar - y1 +laor - Y2 +luz - ys +laa - ys =14

8-254+7-(-3)-3-(-6)+1-y=32 =
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U-X=Y
_2 -4 0 9_ —331_ —25_
0 3 -3 -3 | | %
0 0 -1 —3 T3 ) —6

o0 0 1 T4 1

Ugq - T4 = Y4
1
—xy =1 — 14 =3
3
U3z * T3+ Uzq * T4 = Y3

4

Ugg * To + Uz * T3 + U4 * T4 = Yo

5} 21
3-x2+(—3>.2+(—§).3:—7 — 1y =1

Up1 - L1+ Ui - To + U13 - T3 + U4 - T4 = Y1

2.1+ (—4)-14+40-2+9-3=25 —= 1 =1

Damit hat man die gleiche Losung erhalten wie bei den anderen Verfahren:

T T 1

To Y 1
X pr— pr— pr—

T3 z 2

T4 w 3
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KAPITEL 1. MATHEMATISCHE GRUNDLAGEN

(e) CHOLESKY-Verfahren

Ausgangsgleichungen:

20 —4y + 9w = 25
3r — 3y — 3z + 11w =27
dr + 6y — 152 4+ 5w = —5H
3r+y—4z+ 12w = 32

- 2 -4 0 9 - - 25 -

3 -3 -3 11 27
A = : R =

4 6 —15 5 -5

_3 1 —4 12_ _32_

Die Voraussetzung fiir die Anwendung des CHOLESKY-Verfahrens ist eine symmetri-

sche Koeffizientenmatrix A. Dies ist hier nicht gegeben.
Damit ist das CHOLESKY-Verfahrens nicht anwendbar.
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e zu Aufgabe 6 (s. S.17)

(a) GAusssches Eliminationsverfahren

Ausgangsgleichungen:

2r+y—2z=1

r+y+z2==6

—2r+y—22z=-3

- 2 1 =2 1] T - - 1 -
1 1 1 y | = 6
-2 1 =2 z -3
2 1 =2 1
1 1 1 6
-2 1 =2 -3
U
1 1 1 6
2 1 =2 1 | =2 1.Zeile
—2 1 -2 -3 |2 1. Zeile
4

0 -1 —4 —11
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3.Zeile: 3-y=9;—=y=3
2.Zeile: —1ly—4-z=-1l;=2=2
1.Zeile: r+y+z=60—=c=1

Probe

2-1+1-3-2-2=1

1-1+1-34+1-2=6

—2.141-3-2.2=-3

(b) CRAMERsche Regel

Ausgangsgleichungen:
2r+y—2z=1
rT+y+z2=06
—2r+y—22=-3
2 1 =2 1
A=11 1 1 |; R=1]56 [;
-2 1 =2 -3

=)
g

xTr; =
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2 1
D=detA=det| 1 1
-2 1
D= -12
1 1 =2
D,=det| ¢ 1 1 |=
-3 1 -2
D, -12
r=—= = N
D —12 ’
2 1 -2
Dy =det| 1 6 1
-2 -3 =2
D, —36
V=p -z’
2 1 1
D,=det| 1 1 6 |=
-2 1 =3
D, -24
=" =—=2
*TD T 12

—4-2-2-4-242=-12

—2-3-12-6-1+4+12=-12

—24-24+6-244+6+2=-36

—6—-124+14+2-1243=-24
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66

(¢) Verwendung der Inversen A~ - R = X

Ausgangsgleichungen:

U12

Uis

Usa
Uss
Usi
Us2

U33

2r+y—2z=1

r+y+z2==06

—2r4+y—22=-3

1 -2 1
1 1 ) R = 6 )
1 -2 -3
2 1 =2
D=det| 1 1 1 |=-12
-2 1 =2
=1-(-2)—-1-1 =

=2.1-1-(-2) =
=1-1-1-(-2) =
=2-1-1-(-2) =
—2.1-1-1 -




1.3. LINEARE GLEICHUNGSSYSTEME

-3 0 3
_ 1
AM=—2 1 0 -8 4 |;
3 -4 1
-3 0 3 1 —-3+0-9
X—A'.R=-— __ L ;
3 —4 1 -3 3-24-3
1
X=113];
2

(d) LU-Zerlegung

Ausgangsgleichungen:
2v4+y—2z=1
T+y+z2=06
—2r4+y—22=-3
2 1 =2 1 x
A= 1 1 1 |; R=1| 6 [; X=|y
-2 1 =2 -3 z
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Grundgedanke der LU-Zerlegung ist die Bildung der beiden Dreiecksmatrizen L (Lower)
und U (Upper).

Dabei wird aus Griinden der Eindeutigkeit und der Vereinfachung die Elemente der
Hauptdiagonale der unteren Dreiecksmatrix L zu Eins gesetzt.

1 0 0 U1l Uiz U3 air a2 ai3
L-U=|1y75 1 0] 0 wga woz | = | a1 aze ass
_131 I32 1_ I 0 0 uss | | a3 a3 Gs

_ 2 1 —2-

= 11 1

-2 1 =2

Nach Ausmultiplizieren des Matrizenproduktes L - U und anschlieBendem Elemente-
vergleich mit der A-Matrix erhilt man folgende Gleichungen.
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1-u14+0-04+40-0=a11 =2=>uj; =2

l-uia+0-up+0-0=ap=1=>uy=1
L-uiz+0-ups+0-ug3 =a13=—2=>uz3=—2

1

l21-u11+1-0+0-0:a21:1:>121:5

1

l21'U,12+1-U22—|—0'0:a22:1:>U22:5

lor - w13 +1-ugs +0-us3 = agg = 1 => up3 = 2
l31-u11—{—l32-0—|—1-02a31:—2:>l31:—1

31 -uia +lza-upe +1-0=asy =1=> I3 =4

l31 - w1z 4+ 132 - ugg + 1 - ugg = aze = 1 => ugz = —12

Damit lauten die beiden Dreiecksmatrizen

1 00 21 -2
L=11 10 U=1o0 1 2
~1 41 00 —12

Uber die Zwischenldsung Y lisst sich der Losungsvektor X berechnen:
Allgemein gilt:

A-X=R
A=L-U
L-U-X=R
~——
Y
L-Y=R

Nach der Multiplikation der Matrizen L und Y und dem Elementevergleich mit der
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rechten Seite R erhélt man:

100 0 1
L=| 11 g Y=y, R = 6
-1 4 1 Y3 -3
L-y1+0-y2+0-y3=1
1
§-y1+1-y2—|—0-y3:6
—ly1+4-y2+1-y3=-3
=1
11
yzZE
ys = —24
Laut Definition gilt:
Uu.X=Y

Nach der Multiplikation der Matrizen U und X und dem Elementevergleich mit der
rechten Seite Y erhélt man:

2 1 =2 T 1

pu— 1 = =
U 01 2 X y Y %
0 0 —12 z —24

2-z2+1-y—2-2=1
1 11

0- . Q.= —
a:—i—2 y+2-z 5

0O-24+0-y—12.-2=-24
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Daraus folgt die Losung:

T 1
z 2

(e) CHOLESKY-Verfahren

Ausgangsgleichungen:
20 +y—2z=1
r+y+z=6
—2r+y—22z=-3
2 1 -2 1 x
A= 11 1|; R=] ¢6|; X=]y
-2 1 =2 -3 z

Die Voraussetzung fiir die Anwendung des CHOLESKY-Verfahrens ist eine symmetri-
sche Koeffizientenmatrix A.

B -B'=A;
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by 0O 0 bir b2 ba a1 Qiz2 043
B B =1, by 0 || 0 by by | = | am am ax
_531 bs2 b33_ i 0 0 533_ _Cl31 as32 a33_
_ 2 1 —2_
= 1 1 1 ;
-2 1 =2

Nach Ausmultiplizieren des Matrizenproduktes B - B” und anschlieBendem Elemen-
tevergleich mit der A-Matrix erhélt man folgende Gleichungen.

QI

bll'b11+0'0+0'02a11:2:>b11: 2

ol
[\
—_

bi1 b1 + 0022 4+0-0=a1a=1=> by =

biy - bsr+ 0 bgp + 0 by = a3 = —2 => by = —V2 =

2
b§1+b§2+0-02a22:1:>b22:§

byy - bgy + by - by + 0 - bgg = ags = 1 => by = 2V/2;

Damit lauten die beiden Dreiecksmatrizen:

V2 0 0 V2 2 V2
—| v v T_ V2
B 22 g B 0 ¥ 2V2
—V2 2v2 2y/-3 0 0 2v-3

Uber die Zwischenldsung Y lisst sich der Losungsvektor X berechnen:
Allgemein gilt:
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A-X=R
A=B B’
B-B" - X=R
S——
Y
B-Y=R

Nach der Multiplikation der Matrizen B und Y und dem Elementevergleich mit der
rechten Seite R erhélt man:

V2.0 0 (7 1
B= 2 2 0o |5 Y=lunli R=|o
—V2 22 2V/-3 Y3 -3

V2 oy +0 a4+ 0-ys =1

V2 V2
7'yl+7'y2+0'y3:6
V2 +2V2 -y + 23 ys = 3
V2
Y1 = 5
1
Y2 2
12
Y3 /=3
Laut Definition gilt:
B" - X=Y

Nach der Multiplikation der Matrizen U und X und dem Elementevergleich mit der
rechten Seite Y erhélt man:
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V2 2 -2 x
T . _ . _
0 0 2v-3 z

Viar Y2, aL V2

2 2
V2 11
0- 24— -y+2V/2 2= —;
2 Y V2
0-24+0-y+2vV-3 z——i'
y \/__37

Daraus folgt die Losung:

T 1
z 2
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1.4 Vektoralgebra und Analysis

1.4.1 Aufgaben

1. Die Vektoren a, ?, ¢ sind durch ihre Koordinaten gegeben:

a, =5 b,=3 c¢,=-6
ay =7 by=—-4 ¢,=-9

a, =8 b,=6 c¢,=-5
. . . . — — - — .
Bestimmen Sie die Lange des Vektors d = a + b + ¢ (Losungs. S. 77).
. . — - o T - — -
2. Gegeben sind die Vektoren @ =2¢ —3j +5kund b =3¢ —wj +2k.

Berechnen Sie w so, dass die Vektoren senkrecht zueinander stehen
(Losung s. S. 79).

. e — — —
3. Berechnen Sie fiir p = 2y +yz + zzund A = 2%y i +y?zj + 220k
(Losung s.S.80)
_)
(a) A-Vop
(b) ¥V - A und
H
© (Vy) x A
4. Ein Partikel bewegt sich entlang einer Raumkurve mit den Koordinaten x = t* + 2t,
y = —3e 2, 2z = 2sin bt.
Berechnen Sie die Geschwindigkeit und die Beschleunigung des Partikels fiir eine
beliebige Zeit t.

Geben Sie ihren Betrag sowie auch den zuriickgelegten Abstand fiirt = Ound ¢t = 1
an. (Losung s.S.82)

5. Gegeben ist das skalare Potentialfeld in einem Filter h = zy + yz + xz.
(Losung s. S. 84)
(a) Bestimmen Sie die Filtergeschwindigkeit (Vektor und Betrag)
(b) Gibt es Quellen- und Senkenaktivitit im Filter?
(c) Ist die Stromung im Filter wirbelfrei?

Gegeben sind k = 10~*ms~! und grad(—k) = 0.

6. Eine Schadstofffahne hat sich im Untergrund ausgebreitet. Die Verteilung des Schad-
stoffes entspricht im Wertebereich x ::= 0 bis 10 und y ::= 0 bis 10 folgender geome-
trischen Figur: (Losung s. S. 87)

C(z,y) =50 — ((x —5)° + (y — 5)%)
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KAPITEL 1. MATHEMATISCHE GRUNDLAGEN

(a) Skizzieren Sie die Aquipotentiallinien fiir die Konzentrationswerte im Bereich
von C'(x,y) = Omg bis 50mg mit einer Schrittweite AC'(x,y) = 10.

(b) Berechnen Sie den Gradienten am Punkt P(3,4) und bestimmen Sie den Betrag
und den Richtungswinkel.

7. Eine Schadstofffahne hat sich im Untergrund ausgebreitet. Die Verteilung des Schad-
stoffes entspricht im Wertebereich x ::= 0 bis 10 und y ::= 0 bis 10 folgender geome-
trischen Figur: (LOsung s. S. 89)

C(x,y) =125 — (22 — 10)> + (y — 5)%)
(a) Skizzieren Sie die Aquipotentiallinien fiir die Konzentrationswerte im Bereich

von C(z,y) = Omg bis 125mg mit einer Schrittweite AC'(z,y) = 25.

(b) Berechnen Sie den Gradienten am Punkt P(5, 10) und bestimmen Sie den Betrag
und den Richtungswinkel.

8. Der Grundwasserstand eines einseitig durch eine Barriere begrenzten Grundwasserlei-
ters und eines Brunnens soll durch folgende geometrische Figur beschrieben werden:
(Losung s. S. 91)

1 . 2
oy LW 101
2 T

(a) Skizzieren Sie die Hydroisohypsen im Bereich von zzp = 1m bis 2z = 5m mit
einer Schrittweite Azr = 1m fir die Koordinaten 0 < x < 10

(b) Berechnen Sie die Filtergeschwindigkeit mit & = 0,0001ms~* am Punkt P(5, 5);
bestimmen Sie den Betrag und den Richtungswinkel a.

(c) Ist dieses Feld quell- und senkenfrei?

9. Der Grundwasserstand einer Grabenanstromung im Grundwasserleiters soll durch fol-
gende geometrische Figur beschrieben werden.

Zp =y + 3w

(a) Skizzieren Sie die Hydroisohypsen im Bereich von zz = 1m bis 5m mit einer
Schrittweite Azp = 1m.

(b) Berechnen Sie die Filtergeschwindigkeit mit & = 0,0001ms~! am Punkt P(5,5);
bestimmen Sie den Betrag und den Richtungswinkel

(c) Istdieses Feld quell- und senkenfrei?
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1.4. VEKTORALGEBRA UND ANALYSIS

1.4.2 Losungen

e zu Aufgabe 1 (s. S. 75)

Es sind zwei Schreibweisen moglich:

Koordinatenschreibweise:

- T, =

— — —
T+ b+7C=(aptbetcy) i +(a,+by+c,)j +(a+b.+c.)k

—(54+3-6) 7 +(7T—4-9)7 +(8+6-5) %

— — — —
d=2i —617 +9%k
Matrizenschreibweise:
5 3 —6
THb+T=| 7 S Tl g 7
8 6 -5
__) -
1
H
:[5+3—6 7—4—-9 8+6—-5 |- J
H
k
F
1
e —
d=[2 —6 9} j
é
k
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‘E’) 24 (=6 + 9
— V121

d):n
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e zu Aufgabe 2 (s. S. 75)

Wenn zwei Vektoren senkrecht aufeinander stehen, ist ihr Skalarprodukt gleich Null.
H

T-b =0 wenn(?L?)

Das Skalarprodukt zweier Vektoren errechnet sich aus:

—)
@b = auby + ayby + a.b,

T-b =0

Da das Skalarprodukt eine skalare Grof3e ist, wird aus der Vektorgleichung eine skala-
re GroBengleichung.
Mit den beiden Vektoren erhélt man:

T =27 -37+5k
— — — —
b =37 —wj +2Fk

2-3+(-3-—w)+5-2=0

6+3w+10=0

16
W= ——
3
N
Damit erhélt der Vektor b folgende Gestalt
16
B =37 + 37 by
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e zu Aufgabe 3 (s. S. 75)

(@
Berechnung des Skalarprodukts der Vektoren A und Ve

8(a:y—|—yz—|—za:)7+ 8(:cy—|—yz—|—za:)7+ 8(:cy+yz+za:)?
ox dy 0z

Vp =

—
k

Z(y+z)7+(x+z)7+(x+y)

A Vo= (%) (y+2)+ (1) - (w+2) + (°2) - (2 +)

(b)
Berechnung des Produkts der Skzia)lrfelderjz und ¢
Dazu wird zuerst der Gradient V A = div A gebildet:

d (z%y) N d(y°z) N 0 (#*x)

VA =
Oz dy 0z

é
VA =2zy+2yz+ 2zx
und dann die skalare Multiplikation ausgefiihrt:
_)
¢ VA= (ry+yz+zx) 2oy +2yz + 2z2x)

0 VA =2 (%Y + 20y°2 + 22 + y°2° + 20y2” + 2Pyz + 2°27)

(©
Berechnung des Kreuzproduktes der Vektoren V¢ und A
Das Kreuzprodukt ist definiert zu:

H
Vox A= | gtz otz yta

Nach den Regeln der Determinantenberechnung wird eine dreireihige Determinante
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zerlegt in die Summe der Elemente der ersten Zeile, multipliziert mit den dazugehori-
gen Unterdeterminaten.

(x4 2) (2%z) — (y + x) (¥%2)
Vex =T 7 T | 0 @0 -0 )

(y+2) (y%2) — (z + 2) ()
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e zu Aufgabe 4 (s. S. 75)

Die Geschwindigkeit v ist die Ortsinderung pro Zeiteinheit:

_, 0y d 3 - —2t . 7
v=— ((t +2t) i — 3¢ j + 2sin (5t) k)

ot ot
ﬁ
1
—_ 0 —
V=5 $3+2t =3¢ 2sin(5t) || j
q
k
-
i
v = {3t2+2 Ge 2t 10008(575)]' I
—
k

Daraus ergibt sich der Betrag der Geschwindigkeit zu:

|| = \/(3752 +2)% + (6e2t)* + (10 cos (5t))?
Die Beschleunigung @ ist die Anderungs der Geschwindigkeit pro Zeiteinheit

— 37 0 2 - _ot T -
_ :—((3t +2) i +6e +1Dcos(5t)k)

T ot ot
-
i
*—2 2 —9t N s
@ =5 3t°+2 6e 10 cos (5t) J
—
k

@.J/

a = [675 ~12¢~%  —50sin (5¢) } :

= <l

Daraus ergibt sich der Betrag der Beschleunigung zu:

@] = 1/ (68)% + (~12e-21)? + (~50sin (51))
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Fiir die Punkte ¢ = 0 und ¢ = 1 ergeben sich folgende Werte:

‘ v & @ 7|
— — — —
0 29 +675 +10k 11,8322 —12 12

— — — — — —
1|57 40,8125 +2,837k | 5,80567 |67 — 1,624 5 +47,95k | 48,35

Der zuriickgelegte Weg s ergibt sich aus dem Integral der Geschwindigkeit tiber den
entsprechenden Zeitraum

s = / \/ (3t2 +2)® + (6e2) + (10 cos (5t))>dt
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e zu Aufgabe 5 (s. S. 75)

(@
Laut Aufgabenstellung ist:

h=xy+yz+xz

und
grad(—k) =0
U = grad(—k - h)
=V (—k-h)
=V (=k)-h—Fk-(Vh)
Da gilt:
Vk=0
folgt:
v = —k-(Vh)
U =—k-V(vy+yz+a2)
Mit
00— 00— 00—
v o + Jy 7 z
erhilt man:
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8(my—|—yz+xz)7+ 8(my—|—yz+xz)7+ 8(my+yz+xz)?
ox dy 0z

-
1

Vh =

H
v=—k- [y—l—z r+z y+o

= <l

Tl =kl + 27 + (49 + (y+ o)

(b)

Ein skalares Feld besitzt dann keine Quellen und Senken, wenn die Divergenz gleich
Null ist. Die Bilanzgleichung am repréasentativen Einheitsvolumen sagt in diesem Fall
aus, dass die Summe der Volumenstrome hinein- und herausflieBend gleich groB ist.

Daraus folgt, dass das Feld keine Quellen und Senken besitzt.

(c)

Ein Vektorfeld besitzt dann keine Wirbel, wenn die Rotation gleich null ist.

85
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7 —
rotv =V x v =0

F . T
1 J k
— | 0 0 0
rotv = | — - _
ox dy 0z

y+z rv+z y+ow

%(y—l—x)—&(x—l—z)
=[7 7 ?] —(%(w )—8—(y+z))
_%(:c—i—z)—%(y—l—z) _
o
:[7 7 ?} 1-1 =0
1-1

Daraus folgt, dass das vorgegebene Potentialfeld auch keine Wirbel besitzt.
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e zu Aufgabe 6 (s. S. 75)

(a)

Zur Aufstellung des Hydroisohypsenplanes wird die Ausgangsfunktion als Funktion
vony = f(x) dargestellt. Die Konzentration C'(z, y) ist dabei als Parameter zu behan-
deln

(siche Abbildung 1.1).

C(z,y) =50 — ((x —5)° + (y — 5)%)

y=\/50—0—(g;—5)2+5

——Clzy)=0

—=—C(zy)=10
—— Clzy)=il
4 Cxy)=30
o Clxy)=35
——Clzy=40
— Cizy)=45
—C{zy)=50

Abbildung 1.1: Darstellung der Konzentrationsverteilung als Aquipotentiallinien

(b)
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Mit
27 0— J—

grad =V = ox Jy I T8

ergibt sich:

VO(r,y) = 0Cw.y) | 0Cwy)— , IC(.y)p

oz oy 0z g
_ 050~ ((z=5)" +(y — 5)2))7
ox
RILEICES SRLAY
L= (=5 =)

i

VC(z,y) = 2 —5)7 —2(y—5)J

Fiir den Punkt P(3,4) ergibt sich ein Konzentrationsgradient von:

VO(3,4)=-23-5) 7 —2(4-5)j

VO(3,4) =47 +25

Damit ergeben sich folgende Werte fiir den Betrag und den Richtungswinkel (siehe

auch Abbildung 1.1):

IVO(3,4)] = ‘4? + 27(
=16 +4
IVC(3,4)| = 4,47
2 1
« = arctan Z_l = arctan —

2
a =0,46364 £ 26, 58°
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e zu Aufgabe 7 (s. S. 75)

(a)

Zur Aufstellung des Hydroisohypsenplanes wird die Ausgangsfunktion als Funktion
vony = f(x) dargestellt. Die Konzentration C'(z, y) ist dabei als Parameter zu behan-
deln (siche Abbildung 1.2).

C(z,y) = 125 — (22 — 10)* + (y — 5)°)

y:\/125—C'—(2:1:—10)2+5

—— C{xzy)=0
—a— C(xzy)=10

—— Cizy)=20
—— Cizy)=40
—— Cizy)=60
—— C(xy)=80
—— C(xzy)=100
— Cizy)=125

12 14 16 15

Abbildung 1.2: Darstellung der Aquipoteniallinien der Konzentrationsverteilung

(b)
Mit
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ergibt sich:

-~ 30(@“,?;)7>Jr 0C(w,y)7+ oC(z,y)

VC(w,y) = ox oy 0z
0125 - (22 —10)* + (y — 5)*)) —
= 8:(,’ (3
N 9 (125 — ((2z —aly()) +(y—5)7)) 7
001 = (2 107+ = 5)

—
J

VO(z,y) = —4(2x — 10) 7 — 2(y — 5)

Fiir den Punkt P(5, 10) ergibt sich ein Konzentrationsgradient von:

-

VC(5,10) = —4(2-5—10) 7 —2(10 —5)

VC(5,10) = —10]

Damit ergeben sich folgende Werte fiir den Betrag und den Richtungswinkel (siche
Abbildung 1.2):

VC(z,y)| = |-107 |

IVC(z,y)| = 102
m
C(a,1), 10

\V4
o = arctan VC(x, y)w = arctan T
T 3 4
=——=—71=270°
TT Ty Ty

90



1.4. VEKTORALGEBRA UND ANALYSIS

zu Aufgabe 8 (s. S. 75)

(@
Zur Aufstellung des Hydroisohypsenplanes wird die Ausgangsfunktion als Funktion

von y = f(z) dargestellt. Die Wasserh6he zg(x, y) ist dabei als Parameter zu behan-
deln (siche Abbildung 1.3).

1(y — 10)?
oy L= 101

2 T
y=+v2-x-2r+10

Wertetabelle fiir Abbildung 1.3:

X zp=1 | zp=2 | zz=3 | zg=4 | Zp=5

10 || 14,47 | 16,32 | 17,75 | 18,94 | 20,00

S| 13,16 | 14,47 | 15,48 | 16,32 | 17,07

0 || 10,00 | 10,00 | 10,00 | 10,00 | 10,00

5 6,84 | 5,53 | 4,52 | 3,68 | 293

10 553 | 3,68 | 225 | 1,06 | 0,00

(b)

Die Filtergeschwindigkeit berechnet sich nach dem DARCY-Gesetz zu:

U = —k-grad(zg)

Laut Aufgabenstellung ist:

~ 1(y—10)°
ZR—Z T
Mit
0— 0J—
d=V = — — — k
gra 8xl+8y‘7+@z
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—t—7R=] ——7R=2 =g 7R=3 == 7R=4 =iz R=5

20 -

15 | — "
| ¥ R * ¢

10 & k grad(z,)| = 1,12*%10+ m/s
T : e 7
S S S A 63,43°

s % a N ¢ » . N

Ji prmssmmsosmosmsososS ; ___________________ —
| P(557

0 I ' I ' ! ' j T : T T T T x
0 ! . : 4 5 6 7 8 9 10

Abbildung 1.3: Darstellung der Hydroisohypsen

ergibt sich:

- _ 0zp— 8zR—> Ozp—
=k (8x Pyl T 8zk)

= (_l(y—m) i (y—10)7>

2 2 T

Fiir den angegebenen Punkt P(5,5) ergibt sich die Filtgergeschwindigkeit zu:

Der Geschwindigkeitsvektor liegt im 1. Quadrant (siche Abbildung 1.3). Der Betrag
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der Filtergeschwindigkeit betrigt:

2

- 0,0001% : \/(—%)2 +(=1)

}7p<5,5>| =0, 0001 - 1,12 =0, 0001122
S S

- —
7P(5,5) =—k- (—— [ 1])

Der Betrag des Richtungsvektor @ betrigt:

—_

’l} J—

—_

|'@’| = arctan - = arctan
Uy —

N =

= arctan (2)

|?’| = 1,107 £ 63,43°
(©
Die Quell- / Senkenfreiheit wird an Hand der Divergenz gepriift.

divv = div (—k - grad(zg)) = V - (=k - Vzg) 20

Entsprechend der Losung zu Aufgabe 9b ist:

2 2 T

Vo — <_1(y— 10— (- 10)7>

Da hier laut Aufgabenstellung nur gepriift werden soll, ob Divergenz vorliegt oder
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nicht, kann formal durch £ dividiert werden (k£ = const.) und damit ergibt sich:

V. (—k-Vzg) =0

—k-V-Vzg =0

?

V- VZR =0

1(y —10)° —1
(y—10)7— (¥ 0)7>
x

div (grad(zg)) = V - (——

2 2

0 1y—10*) 2 ((y—10)
_£<_§ x? >+3_y< x )

div (grad(zgr)) = v =10 + i

23
—10)% 1
T==00 i xXr

Da dieser Ausdruck nur fiir xt = oo verschwindet, besitzt das Feld Quell- bzw. Sen-

kenaktivititen.
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1.5 Interpolationsverfahren

1.5.1 Aufgaben

1. Fiir die Funktion der Normalverteilung y (r) = ——, die auszugsweise tabelliert ist:

x| 1,00 |1,20 |1,40 |1,60 |1,80 |2,00

y || 0,2420 | 0,1942 | 0,1497 | 0,1109 | 0,0790 | 0,0540

wird der Wert y (x) fir z = 1,5 gesucht.
(Losung s.S. 96)

. Interpolieren Sie die Funktion y=4/z fiir die Werte x = 1,03 und z = 1,26 an Hand

der Tabelle.

x 1,00 1,05 1,10 1,15 1,20 1,25 1,30

y =z || 1,00000 | 1,02470 | 1,04881 | 1,07238 | 1,09544 | 1,11803 | 1,14017

(Losung s.S. 107)

. Durch die drei Stiitzpunkte (1,—2); (2,3); (3,1) ist eine ganze rationale Funktion

moglichst niedrigen Grades zu legen.

Wie dndert sich diese Interpolationsfunktion, wenn man auch noch den Stiitzpunkt
(4,4) dazunimmt?

(Losung s.S. 119)

Interpolieren Sie oben stehende Aufgaben mittels der Verfahren:

(a)
(b)
(©)
(d)

analytische Potenzfunktion
LAGRANGEsche Interpolationsformel
NEWTONsche Interpolationsformel

Spline-Funktion

Peter-Wolfgang Griber Systemanalyse in der Wasserwirtschaft - Aufgaben und Lésungen
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1.5.2 Losungen

(@)

e zu Aufgabe 1 (s. S. 95)

analytische Potenzfunktion

Der Wert y1, 50 liegt zwischenx = 1,4und z = 1,6

96

x | 1,40 1,60 1,80

y | 0,1497 | 0,1109 | 0,0790

P(1,4) = y(1,4) = 0,1497T = ag + a1 - 1,4 +ay - 1,4°
P(1,6) = y(1,6) = 0,1109 = ag +a; - 1,6 4 ay - 1,6

P(1,8) ~ y(1,8) = 0,0790 => agp +a; - 1,8 + ay - 1,8

X - A=R
1 1,4 1,96 ao 0, 1497
X=11 1,6 2,56 |; A=1qa, | R={0,1109
1 1,8 3,24 as 0,0790
1,6 2,56 1,4 1,96 1,4 1,96
detX=D=1- —1- +1-
1,8 3,24 1,8 3,24 1,6 2,56

= 0,576 — 1,008 + 0, 448

= 0,016
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0,1497 1,4 1,96
det Ao = Do =|0,1109 1,6 2,56

0,0790 1,8 3,24

=0,1497-1,6-3,24 +1,4-2,56- 0,079 + +0,1109-1,8 - 1,96
—-0,079-1,6-1,96 —1,8-2,56 - 0,1497 — 1,4 - 0,1109 - 3,24

= 0,009832

10,1497 1,96

det Ay = Di=|1 0,1109 2,56

10,0790 3,24

0,1109 2,56 0,1497 1,96 0,1497 1,96
= - +

0,0790 3,24 0,0790 3,24 0,1109 2,56

= 0,157076 — 0, 330188 + 0, 165868

— —0,007244
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1 1,4 0,1497

det Ao =Dy=|1 1,6 0,1109

1 1,8 0,0790
1,6 0,1109 1,4 0,1497 1,4 0,1497
- - n
1,8 0,0790 1,8 0,0790 1,6 0,1109
— —0,07322 + 0, 15886 — 0, 08426
—0,00138
Dy 0,009832
= 20 B IOO  ( 6145
W=D T 70,016 ’
D 0.007244
D 0,016
D,  0,00138
_ — 0. 08625
2= T 0,006

P(z) = 0,6145 — 0,45275 - = + 0, 08625 - 2°

P(1,50) = 0,6145 — 0,45275 - 1,5 + 0,08625 - 1,5°

=0,1294375
Probe:
6—1,52/2
1,5) = =0,1295175
y(1,5) NG
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(b) LAGRANGESsche Interpolationsformel

Lineare Interpolation

(Yo +w1);

Pr) =

I0:1,4 5(71:]_,6

Yo = 0,1497 | y; = 0,1109

P(1,5) = % -(0,1497 4+ 0,1109) = 0,1303;
Quadratische Interpolation
P(z) =§-yo+;y1—é-yz;
xo = 1,40 x1 =1,60 x9 = 1,80
Yo = 0,1497 | y; = 0,1109 | y2 = 0,0790

P(1,5)

1
= 3 -0,1497 + 3 -0,1109 — 3 0,079 = 0,1294375;

Kubische Interpolation

4

P( ) 1 + 9 n 9 1

xrx) = ——:. _ _ _ _ . .
16 Y- 16 Yo 16 n 16 Y2,
33,1:1,2 ]}0:1,4 131:1,6 LE2:1,8
y_1=0,1942 | yo =0,1497 | y; = 0,1109 | y» = 0,0790

1 9 9 1
P(1,5) = —— -0,1942 + — - 0,1497 + — - 0,1109 — — - —0.1295125:
(1,5) 60,1942 4 5+ 0, 1497 + -+ 0,1109 — £ - 0,0790 = 0,1295125;
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(c) NEWTONSsche Interpolationsformel

z0=1,2 yo=0,1942

Ayo = —0, 0445
=14 y =0,1497 A2yy = 0,0057
Ay, = —0,0388 A3yp = 0,0012
22 =1,6 y,=0,1109 A2y, = 0,0069 Alyy = —0,0012
Ays = —0,0319 A3y, =0
23 =1,8 y3=0,0790 A2y, = 0,0069
Ays = —0,025

x4 =2,0 y4=0,0540

Der Wert z = 1, 50 liegt zwischen zy und z9, h; = z;11 — x; = 0,2

Lineare Interpolation

A 0
Pi(z) =y + % (x—x1) =0,1497 — ’(;)3288 .

(1,5 —1,4) = 0,1303;

Quadratische Interpolation

A A2
Pg(a:):y1+%-(x—x1)+r3;;-(m—xl)-(m—xg);
0,0388 0,0069
Py(1,5) = 0,1497 — =25 - (1,5 — 1,4) + o= - (1,5 = 1.4) - (1,5 — 1,6) = 0, 1204375

Kubische Interpolation

Agyl =0 — PQ(Z') :P3(.I')

(d) Spline-Funktion

x; || 1,0 1,2 1,4 1,6 1,8 2,0

yi || 0,242 | 0,1942 | 0,1497 | 0,1109 | 0,0790 | 0,0540
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hi =®iy1 —x;=0,2

hi + hz‘-‘,—l = 0,4

a; = Yi

co=c5 =0

P(x)=a;+b- (x—x)+ ¢ (v —2)* +d; - (x — 2;)°

0,8 0,2 0

0,2 0,8 0,2

C1
C2
C3

Cq

0 0,2 0,8 0,2

0O 0 0,2 08

T1

T2

3

T4

A-C=R;
hy 0
- (h1 + hs) hs
hs 2 - (hg + h3)
0 hs
0 -
0

hs

2. (hg +h4)
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[ hz i+1 7 hz‘_l

(a; —ai—1) =15 (a1 —2-a; + a;—1)
ry = 15-(0,1497 — 2-0,1942 + 0,242) = 0, 0495

ro = 15-(0,1109 — 2 - 0, 1497 + 0,1942) = 0, 0855

rg =15-(0,079 —2-0,1109 + 0,1497) = 0, 1035

rq =15- (0,054 — 20,079 + 0,1109) = 0, 1035

0, 0495
0, 0855
R =
0,1035
0,1035
0,8 0,2 0 0,2 0 0

detA=D=0,8-102 08 0,2|—0,2-10,2 0,8 0,2

0 0,2 0,8 0 0,2 0,8

= 0,8 (0,512 — 0,032 — 0,032) — 0,2 - (0,128 — 0, 009)

=0, 3344
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0,0495 0,2 O 0
0,0855 0,8 0,2 0
det Al = D1 =
0,1035 0,2 0,8 0,2

0,1035 0 0,2 0,8

0,8 0,2 0 0,0855 0,2 0
=0,0495-10,2 0,8 0,2 —0,2-]0,1035 0,8 0,2

0 0,2 0,8 0,1035 0,2 0,8

=0,022176 — 0,007776

= 10,0144

0,8 0,0495 0 0
0,2 0,085 0,2 0
detA2:D2:
0 0,1035 0,8 0,2

0 0,1035 0,2 0,8

0,0855 0,2 0 0,2 0,2 0
=0,8-10,1035 0,8 0,2 |—0,0495-| o 0,8 0,2

0,1035 0,2 0,8 0 0,2 0,8

=0,8-0,03888 —0,0495 - 0,12

=0,025164
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104

det Ag = D3 =

=0,8-

det A4 = D4 =

0,8

0,2

0,2
0,8

0,2

0,8
0,2

0

0, 0495
0, 0855
0,1035

0, 1035

0
0
0,2

0,8

0,085 0

0,1035 0,2

0,1035 0,8

=0,8-0,036 —0,2-0,045

=0,0279

0,8

0,2

0,2
0,8

0,2

0,8
0,2

0

0,2
0,8

0,2

0, 0495
0, 0855
0,1035

0,1035

0,0855
0,1035

0,1035

—0,2-

—0,2-

=0,8-0,04806 — 0,2 - 0,01242

= 0,036684

0,2 0,0495 O

0,2 0,1035 0,2

0

0,2

0,1035 0,8

0

0, 0495

0,2 0,8 0,1035

0

0,2 0,1035
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D, 0,0144
=L = 0, 0430622

= = giagis — O 04300

¢y = 0,0752511

c3 = 0,083433;

¢y = 0,1097009

1

b; = h—i(ai—&-l - ai) - gi(CH-l -2 Cz‘)
1 0,2
by = 50,1942 — 0,242) — —=(0,0430622 — 2 0) = 0, 2418708
1 0,2
b= 55 (0,1497 — 0,1942) — ==(0,0752511 — 2 0, 0430622) = —0, 2217751

Y

1 0,2
by = 0—2(0, 1109 — 0, 1497) — ’?(O, 083433 —2-0,0752511) = —0, 1895287

1 0,2
by = 0—2(0, 0790 — 0,1109) — ’?(O, 1097009 — 2 - 0,083433) = —0, 1556889

0,2

1
bs = 55 (0,0540 — 0,0790) — ==(0 — 2 0,1097009) = ~0, 1103732

Y

1
- hy

d; = (Ciy1 — )

w

1
do = W(O, 0430622 — 0) = 0,0717703

9

1
dy = ﬁ(o, 0752511 — 0,0430622) = 0, 0536481

Y

1
dy = ﬁ(o, 083433 — 0,0752511) = 0,0136365

?

1
ds = ﬁ(O, 1097009 — 0,083433) = 0, 0422848

)

1
dy = ﬁ(o —0,1097009) = —0, 1828349

I
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KAPITEL 1. MATHEMATISCHE GRUNDLAGEN

Py(x) = 0,242 — 0,2418708 - (x — 1) + 0,0717703 - (z — 1)3
1,0<z2 < 1,2

Py(x) = 0,1942 — 0,2217751 - (x — 1,2) + 0,0430622 - (z — 1,2)? + 0,0536481 - (x — 1,2)?
,2<z<1,4

Py(x) = 0,1497 — 0,1895287 - (x — 1,4) +0,0752511 - (z — 1,4)* +0,0136365 - (z — 1,4)?
1,4<xr<1,6

Py(x) = 0,1109 — 0,1556889 - (x — 1,6) + 0,083433 - (z — 1,6)* + 0,0422848 - (v — 1,6)?
,6<z<1,8

Py(x) = 0,0790 — 0,1103732 - (x — 1,8) + 0,1097009 - (z — 1,8)? — 0,1828349 - (z — 1,8)?

1,8<2<2,0
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1.5. INTERPOLATIONSVERFAHREN

e zu Aufgabe 2 (s.S. 95)

(a) analytische Potenzfunktion

I) Interpolation von /1,03

Der Wert 1, 03 liegt zwischen x = 1,0 und x = 1,05

x| 1,00 1,05 | 1,10

y | 1,00 | 1,0247 | 1,04881

P(z) =ag+ay -+ ay - 2

P(1,00) ~ y(1,00) = 1,00 => ag + a; - 1,00 + ay - 1,007
P(1,05) = y(1,05) = 1,0247 = ag + a; - 1,05 + ay - 1,05

P(1,10) = y(1,06) = 1,04881 = ag + a; - 1,10 + ay - 1,107

X -A=R
1 1 1 a 1,00
X=11 105 1,1025 |7 A= a | R=1 1,027
1 1,1 1,21 as 1,04881
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KAPITEL 1. MATHEMATISCHE GRUNDLAGEN

det X = D = 0,00025

1,00 1 1

det Xo=Do=| 1,0247 1,05 1,1025

1,04881 1,1 1,21
= 0,0000955

1 1,00 1

det Xy = D1 =11 1,0247 1,1025

1 1,04881 1,21
= 0,000183975

1 1 1,00

det Xo =Dy =| 1 1,05 1,0247

1 1,1 1,04881

= —0,0000295

Dy
ag = 5 = 0,382

D
a; = 31 =0, 7356

D2 o118
Ao —= — — —
7D ’

P(z) = 0,382+ 0,7356 -z — 0,118 - z°
z=1,03

P(1,03) = 1,0144818
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Probe:

/1,03 = 1,0148892

ag+ay +as =0,9996 =~ 1;

I1) Interpolation von /1,26

Der Wert 1, 26 liegt zwischen x = 1,25 und x = 1, 30.

x | 1,20 1,25 1,30

y | 1,09544 | 1,11803 | 1,14017

P(1,20) = y(1,20) = 1,09544 = ag + a; - 1,20 + as - 1,202
P(1,25) =~ y(1,25) = 1,11803 => ag + a1 - 1,25 + as - 1, 252

P(1,30) &~ y(1,30) = 1,14017 = ag + a1 - 1,30 + as - 1, 302

X-A=R
1 1,2 1,44 ao 1,09544
X=11 1,25 1,5625 |; A= g |; R=1 111803
1 1,3 1,69 as 1,14017
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KAPITEL 1. MATHEMATISCHE GRUNDLAGEN

det X = D = 0,00025;
det Xy = Dy = 0,00010457
det X; = D; = 0,000168075

det Xy = Dy = —0,0000225

D
ag = 50 —=0,4184

D
a; = 31 = 0,6724

D2 .09
Ao == — — —
2 D )
P(z) =0,4184 40,6724 - x — 0,09 - 2
r=1,26
P(1,26) = 1,12274

Probe:
/1,26 =1,1224972

ag+a1+a2:1,0008z1

(b) LAGRANGEsche Interpolationsformel

I) Interpolation von /1,03

2o=1,00 | z; =1,05 x9=1,10

yo=1,00 | y1 =1,0247 | yo = 1,04881
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1.5. INTERPOLATIONSVERFAHREN

Lo )_(x—1,05)~(x—1,1)_(ac—l,OS)-(x—l,l)

T a5 1-1,1) 0,005

Ly(x) = (x—1)-(z—1,1) :_(x—l)-(x—l,l)
(1,05—1)- (1,05 — 1,1) 0,0025

Lo )_(x—l)-(x—1,05)

28 = 0,005

P(x) = Lo(7) - yo + L1(x) - y1 + La(z) - 2

(x—1,05)- (z—1,1) (x—1)-(x—1,1)
P(z) = - 1,024
() 0,005 * 0,0025 , 0247+
(x—1)-(x—1,05)
-1,04881
0,005 , 0488

P(1,03) = 1,0148908

/1,03 = 1,0148892

I1) Interpolation von /1,26

20 = 1,20 7 =1,25 29 = 1,30

Yo =1,09544 | y, = 1,11803 | yo = 1, 14017
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KAPITEL 1. MATHEMATISCHE GRUNDLAGEN

-1,11803+

I  (x—1,25)- (x—l 3) _(m—1,25)-(x—1,3)
o) = 42195 (1213 0,005
Ly(z) = (x—l 2) - (x—1, 3) __(x—1,2)-(x—1,3)
! (1,25 —1,2)- (1,25 — 1,3) 0,0025
I B (I—1,2)'(ZE—1,25) (v —=1,2)-(z —1,25)
(V) =319 13-1.25) 0,005
(v —1,25) (v —1,3) (x—1,2)-(z—1,3)
Ple) = 0,005 +1,09544 = 0,0025
(x—l,2)-(m—1,25)'1714017
0,005

P(1,26) = 1,122494

/1,26 = 1,1224972;

(¢) NEWTONSsche Interpolationsformel

Ty = 1700
z,=1,05
2o = 1,10
25 =1,15
Ty = 1,20
25 =1,25
26 = 1,30

1o = 1,00

yp = 1,0247

Yo = 1,04881
y3 = 1,07238
ys = 1,09544
ys = 1,11803
ye = 1,14017

Ay = 0,0247

Ay, = 0,02411
Ayy = 0,02357
Ays = 0, 02306
Ayy = 0,02259
Ays = 0,02214

I) Interpolation von /1,03

Der Wert z = 1, 03 liegtzwischen xy und z1, h;
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A2y, = —0,00059
A2y, = —0,00054
A2y, = —0,00051
A2y, = —0, 00047

A2y, = —0,00045

=Tjy1 — T3 = 0,05

A3y, = 0,00005
A3y, = 0,00003
A3y, = 0, 00004

A3ys = 0,00002
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Lineare Interpolation

Ay

P1(37> = 1Yo + T : (.13 — I());
0,0247
P (1,03) =1 - (1,03 -1
1( ’ ) + 0705 ( ’ )
=1,01482;
Quadratische Interpolation
A A?
Py(x) = yo + % (@ — o) + o .:202 (=) - (x — 21);
0, 00059
P>(1,03) = Py(1,03) — = (1,03 =1)- (1,03 — 1,05)
0,005
=1,0148271;
Kubische Interpolation
A’yg
0, 00005

Py(1,03) = Py(1,03) + (1,03 —1)- (1,03 —1,05) - (1,03 — 1,1)

60,053

— 1,01482738;

Probe:

/1,03 = 1,0148892;

IT) Interpolation von /1,26
Der Wert z = 1, 26 liegt zwischen z3, x4, x5 und xg.

Lineare Interpolation
Fiir lineare Interpolation benutzen wir die Punkte x5 und zg.
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A
Pi() = ys + =2 - (@ — as);
0,02214
Pi(1,26) = 1,11803 + — (1,26 — 1,25)
0,05
=1,122458;
Quadratische Interpolation
A A?
Po(@) = gt =2 (= 1)+ 5o - (v — ) - (@ = a5);
0,02259 0,00045
P (1,26) = 1,09544 ’ (1,26 — 1,2) — = (1,26 —1,2) - (1,26 — 1,25
2( 9 ) Y + 0705 ( ) ? ) 07005 ( Y Y ) ( ? ) )
=1,122494;
Kubische Interpolation
A A?
Pg(l’):y3+£'($—$3)+—y32'<$—$3)'(1'—$4)+
h 21-h
A’ys
+3!_h3~(x—x3)~(x—x4)~(ac—x5);
0, 02306 0,00047
P5(1,26) =1,07238 ’ (1,26 — 1,15) — = (1,26 —1,15) - (1,26 — 1,2
3( Y ) b + 0705 ( Y Y ) 0’005 ( Y Y ) ( Y Y )+
0,00002
(1,26 — 1,15) - (1,26 — 1,2) - (1,26 — 1,25
6‘07053 ( Y Y ) ( ? ? ) ( Y Y )
=1,1224934;

Probe:
1,26 =1,1224972;

(d) Spline-Funktion
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x; 1,00 [ 1,05 | 1,10 1,15 1,20

yi || 1,00 | 1,0247 | 1,04881 | 1,07238 | 1,09544

hi = xip —x; =0, 05; hi +hit1=0,1;
a; = Yi; co =c4 =0

Pl(:z:):al—i-bz(a:—x,)—i—cz(m—azz)2+dz(a:—x,)3

A-C=R
2 (ho+ h1) hy 0
A= hy 2+ (hy + hy) ho
0 hay 2 - (hg + hs)
_0,2 0,05 0 _
= 10,05 0,2 0,05
0 0,05 0,2
_Cl_ _rl_
C= Cco |3 R = 9
C3 T3
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3

ri = (aip1 — a;) —

h;

3
hi—1

. (Cli — ai,l) = 60 . (ai+1 — 2. a; + ai,l)

ry =60-(1,04881 — 21,0247 + 1) = —0, 0354

ry =60 (1,07238 — 2 - 1,04881 + 1,0247) = —0, 0324

rs =60 - (1,09544 — 2 - 1,07238 + 1,04881) = —0, 0306

det A=D =

det Al = Dl =

—0,0354
R="1 —0,0324

—0,0306

0,2 0,05 0

0,05 0,2 0,05 |=0,008—0,0005—0,0005= 0,007

0 0,05 0,2

—0,0354 0,05 0
—0,0324 0,2 0,05

-0,0306 0,05 0,2

0,2 0,05 —0,0324 0,05

= —0,0354 - —0,05-

0,05 0,2 ~0,0306 0,2

= —0,00108
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0,2 —0,0354 0

det Ay = Dy = 0,05 —0,0324 0,05 | = —0,000636

0 —0,0306 0,2

0,2 0,05 —0,0354

det A3 =Ds=10,05 0,2 -0,0324 | =—0,000912

0 0,056 —0,0306

¢1 = = —0,1542857

coy = —0,0908571

cs = —0,1302857

1 hi
bi = f(ai+1 —a;) =+

hl 3 (Ci+1 — 2 . Ci)

1 0,05
by = ——(1,0247 — 1) — ——(—0, 1542857 — 2 -0
0=l ) = ~52(=0,1542857 — 2. 0)

Y

=0, 4965714

1 0,05
b= 5= (104881 — 1,0247) — ==(—0,0008571 — 2 - (0, 1542857))

Y

=0,4785714

1 0,05
by = 5~ (1,07238 — 1,04881) — (0, 1302857 — 2 (~0,0908571))

Y

= 0,4705428
1 0,05
by = 55z (1,09544 — 1,07238) — =2=(0 + 2 0, 1302857)

= (,4568571
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1

d; = 3_—m(0i+1 - Ci)

dy = 0%5(—0, 1542857 — 0) = —1,0285713

dy = 0%5(—0, 0908571 + 0, 1542857) = 0, 4228573
dy = 0%5(—0, 1302857 + 0,0908571) = —0, 2628573
ds = 0%5(0 +0,1302857) = 0,8685713

Py(r) =1+0,4965714 - (x — 1) — 1,0285713 - (z — 1)%;
1,0 <z <1,05;
Pi(z) = 1.0247 + 0,4785714 - (z — 1,05) — 0, 1542857 - (z — 1,05)*+
+0,4228573 - (z — 1,05)%;
1,056 <z <1,1;
Py(z) = 1,04881 + 0,4705428 - (. — 1,1) — 0,0908571 - (x — 1,1)*—
—0,2628573 - (v — 1,1)?
1,1 <z <1,15;
Py(z) = 1,07238 + 0,4568571 - (x — 1,15) — 0, 1302857 - (z — 1,15)*+
+0,86857134 - (z — 1,15)?

1,16 <2z < 1,20;
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e zu Aufgabe 3 (s.S. 95)

Gegeben sind die Stiitzpunkte:

CL’O:]_ I1:2 IQZS [E3:4

I
w
I
—_
I
S

Yo=—2 |4 (7 Y3

Fiir drei Punkte: ¢, x1, x5.gilt:

P(x) = Lo(x) - yo + L1(x) - y1 + La(x) - yo;

o (rz) (1) (2—-2)-(z—3)
LO(I) - (l’0—$1)'<1‘0—$2) - 3

LQ(I' N (1’2—1‘0)'(1,'2—%’1) - 2
Pl)=—2 (=2 (r=3) =3 (x—1)- (=) + 5 (1~ 1) (~2)

Fiir vier Punkte: z¢, x1, x2, x3.gilt:
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P(x) = Lo(®) - yo + L1(w) - y1 + La(z) - y2 + L3(x) - y3

(= z) (v —32) - (T — T3) ——l-x— S —3) - (o —
R e e e i T MR B

@—w) @) om) _ 1
Ly(x) = (2 — 70) - (22 — 1) - (22 — 23) 5 ( 1)-( 2) - ( 4)
aa) = oo =) (-9
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1.6 Gewohnliche Differentialgleichungen

1.6.1 Analytische Methoden - DGL erster Ordnung

1.6.1.1 Aufgaben

1. Geben Sie die allgemeine Losung folgender DGL an:

(@ v =(y—3)cosx (Losung s. S. 124)

(b) ¢ =e*tY (Losung s. S. 124)

(¢) y'sinz=ylny (Losung s. S. 125)

d) 22y +L =0 (Losung s. S. 126)

) ¥+y+e*=0 (Losung s. S. 126)

H ¥y +<=sinx (Losung s. S. 127)
de 9 .

(g) 7 +tx =2t (Losung s. S. 127)

(h) o =—xy? mit y(0) =2 (Losung s. S. 132)

. dr : )

(1) I +tr = mit z(0) =3 (Losung s. S. 132)
d

0) td—f —x=1t*cost mit x(n/2) =7 (Losungs.S. 133)

Fiir die Aufgabe g ist ein ausfiihrlicher Losungsweg beschrieben.
2. Fiir ein System mit einfacher Speicherwirkung gilt die DGL
Txy+ 1, = Ko

(v, AusgangsgroBe, x. EingangsgroBe, T Zeitkonstante, K proportionaler Ubertra-
gungsfaktor).

Wie édndert sich die Ausgangsgrofle x, in Abhingigkeit von der Zeit ¢,wenn gilt
Te=c-t(c=const.)?

3. Bestimmen Sie jeweils die allgemeine und die durch Anfangsbedingungen festgelegte
spezielle Losung:

(a) v =xy+2z mit y(0) =2
(b) o + 2%y = a? mit y(2)=1

Peter-Wolfgang Griber Systemanalyse in der Wasserwirtschaft - Aufgaben und Lésungen
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4. Fiir das hydraulische Schema (sieche Abbildung 1.4) mit zugehdrigem Blockschaltbild
gilt die Differentialgleichung:

dz
hFl:R'Cd_f—i_ZR

Dabei ist von linearisierten Verhéltnissen und einem homogenen, isotropen Grundwas-
serleiter mit folgenden Parametern £ = 5- 10_4%; no = 0, 2; Zrmitter = 20m; [ = 50m
ausgegangen worden.

Berechnen Sie die Anderung des Wasserstandes, wenn sich der Flusswasserespiegel

Zr

Abbildung 1.4: Schematische Darstellung des Grundwasserspiegels

in erster Ndherung wie folgt dndert:

(a) sprunghaft (hp; = hpr - 1(t)) und

(b) sinusformig (hg; = hppy, sin(w - t) + hpro, mitw = 27 /7 und 7 = 7 Tage)
(Losung s. S. 137)

5. Fiir die Konzentrations C' durch Sorption von Schadstoffen an der Bodenmatrix soll
folgende DGL gelten:

TWC+C=K

wobei 17 eine Zeitkonstante und K eine Konstante sein sollen.
Ty = 1d7', K = 100mg/1
Die Konzentrationsédnderung zum Zeitpunkt ¢ = 0 soll C'(0) = 0 sein.

(a) Losen Sie die DGL mittels der analytischen Methoden und berechnen Sie die
Konzentrationsénderung fiir den Zeitpunkt ¢ = 1d.

(b) Skizzieren Sie den prinzipiellen Zeitverlauf der Konzentrationsdnderung.
(Losung s. S. 147)
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1.6. GEWOHNLICHE DIFFERENTIALGLEICHUNGEN

6. Der Grundwasserwiederanstieg und damit die Auffiillung der Restlocher in den ehe-
maligen Braunkohlentagebauen dauert unter natiirlichen Bedingungen zu lange. Des-
halb wird mit einer konstanten Fremdeinspeisung der Auffiillvorgang (h;—¢ = 0) be-
schleunigt.

(siehe Abbildung 1.5)
A% == VZust’r
Losen Sie diese Differentialgleichung mittels analytischer Methoden

h(t)

(I il

Abbildung 1.5: Fiillvorgang eines Restloches

(Losung s. S. 149).

7. Es ist folgende Differentialgleichung gegeben:

dh .
a—i-kh:g mit ht:():O

g=0,015m-stund k = 0,01s71
Losen Sie die Differentialgleichung mittels analytischer Methoden (L&sung s. S. 150).
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1.6.1.2 Losungen

e zu Aufgabe 1 (s. S. 121)
(a)

Ausgangsgleichung: 3 = (y — 3) cosz

d 1
d—i = (y—3)(;osx:> m = cos xdx

1
/—3dy:/cosxdx:>ln ly —3| —InC =sinzx
y_

In vy =3 =sineg = C - =y —3
C
y=0C-e""+3
Probe:
y=(y—3)cosz;  y=C-e""+3
y =C -cosx - eSn?®
C-cosg-en® = (y — 3)cosz
(y—3)cosz = ((C-e™*+3) —3)cosz =C-cosx - ™
Yy - (y —3)cosz
(b)

Ausgangsgleichung: ¢/ = 1V

A _ oo

e
dy _
— = [ edr = [eVdy=¢e"-C
ey

—eV=e"-C=eY=C-—-¢"
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Probe:
1
/I xty _
y=e'  y=ho—r7r
X
e
C —e®
1 1
e$+y e em+1n C—e? — ex . eln C—eT
X
e 1 e
C—er (C—e®
!
yl - eery
(©)

Ausgangsgleichung: ¢/ sinx =y - Iny

/ dy _/ dx :>1n‘tanf‘+lnC:1n(C-‘tanfD
ylny sinx 2 2

dl
/ lnnyy =In(C - ‘tang‘) = In |lny| =In(C - ’tang’)

Iny=C-

X
tan—‘

2
y = 6C~|tan%|

Probe:

y =sinz-ylny;

y/ — C . eC~tan<%) X
COS

N ol

N8
~—

y - hly — 6C~tan(g) .In 6C’~tan(

~—

z
2

y sing = C - Ctan(3) ST
2 cos? (%)

T z
—C. eC~tan(%) . 281n§COS§ —C - ec-tan%

. T
. an J—
2 cos? 5 2

y' sinx - ylny
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(d)
Ausgangsgleichung: 2y’ + % =0

2xy’ = L
x
dy y? dy dx c
dz x? y? 212
1 1 1 1
—— == |- C=—+C
Yy 2 ( x) * 2x *
B 2x
4 14+ 2Cx
Probe:
2
Y 2x
22y + — = 0; =——
W x ’ 4 1+2Cx
. 2(1+201:)—x~20_ 2
Y (1+20x) (1+207)
)2 = 422
(1+2Cx)?
2 2
Y 2.2z 4o
2uy + — = — + =0
yT7 (1+ 2055)2 z (14 2Cx)
(e)

Ausgangsgleichung: iy +y +e* =0

T

y+y=—e
d d
Yry=0= P =—y= "= —da
dx Y
d
—y—lnC:/dx:>lnM:—$:>y:C~6_m
Y C

y=C-e"=-C-e"=C-e"-C-e"4+C-e%=—¢"

1
C'=—e*® = dC = —/erdx +C = C= —5629” + C4

1
Yy = (—5 e 4 C’l) e’

126
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Probe:
1 1 1
Y = (—5 . 26233) e’ — (—5 e 4 01) e’ + (—5 ce¥ 4 C1> e’
1
:__.2.62"[.@71':—61'
2
®
Ausgangsgleichung: i’ 4 £ = sinx
dy _ v
dz x
d d
Y__ = +InC
y x
C
In|y| =1In—
|z]
C C(x) , Cx—-C
x x x
Cxr—C C . c . dC :
——— + — =sinr = — =sinx = — = zsinzx
x2 x? T dx

C = /xsinxdm—i—CI =sinz — xcosz + C}

sin x Cy
Y= —COST + —
x x
Probe:
, Y . sin x
Y + — = sinuz; Y = — COST + —
x x x
, xcosx—sinx C
Y =———>—— +sinzx— —
x x
, Yy xcosx —sinz C sinx cosx C
y+ =3 Tsmr——3 2 2
x x x x x x
=sinx
®

Gegeben ist die inhomogene DGL ‘fj—f + 12 = 2t?
Variante 1
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Zuerst wird die Losung der homogenen DGL gesucht:

Mittels der Methode der Trennung der Variablen erhélt man:

dazh 2
R 42
dt o
d
D _ 2y
Th
1
—dz), = /—t2 dt
Th
L3
Inz, = —=t°+InC

Die partikuldre Losung wird mittels der Variation der Konstanten erzielt:

Tp(e) = Uy €5

dr, du _1; oy 143
= . 3 . _t . 3
yr ke +u-(—t?) e

Wird dieser Ausdruck in die inhomogene DGL eingesetzt, so erhdlt man eine DGL
beziiglich der variierten Konstanten u(¢), die mittels der Methode der Trennung der
Variablen gelost wird.

d

d—? et 4y (—t2) et = o
du 1.3
i 2t2 3t
dt

Hier kann der Produktansatz (Variante 1.1) oder die Substitutionsmethode fiir die In-
tegration (Variante 1.2) genutzt werden.

Variante 1.1
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Der Produktansatz (partielle Integration) lautet in allgemeiner Form:

dv dw
/w~%dt—w'v—/v~%dt
Vergleicht man die beiden Integralgleichungen

/du = /2t2 . e%tadt

so kann Folgendes gesetzt werden:

w=1
@—t2-e%t3
dt
+3
— UV = €3

Damit, und unter Beachtung von

ergibt sich:
/du:2/<t2-63t3> 1dt
— (1 e%t3 — / (e%tg . 0) dt)
Mit
/(v')-wdt:w-v—/(v-w’)dt
folgt:
u(t) = 2e3"’
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130

Variante 1.2

Das Integral
/du = /2t2 cest dt

kann auch mittels Substitution zur Vereinfachung des Integrals gelost werden:

Z = €3
% — 203t
dt

dz
du =2 | —dt
/“ /dt
/du:Q/dz

u =22+ Cl,

w = 23t +C,

Auch hier wird die Losung in den partikuldren Ansatz eingefiigt, und man erhilt:

Varianten 1.1 und 1.2

Somit ergibt sich bei beiden Varianten die Gesamtlosung als Addition der homoge-
nen und der partikuldren Losung zu:

T () = Ty + Tny = 2+ C e 3 (1.1)
(fiir die Variante 1.2 wird C' aus C' = C), + C',, gebildet.)

Die Konstante C' wird wieder aus der Anfangsbedingung x ;) = z¢ bestimmit.

C:l'o—Q



1.6. GEWOHNLICHE DIFFERENTIALGLEICHUNGEN

Variante 2

Die gegebene DGL

Z—f + 12 = 27
wird umgeformt zu:
Z—f +t2(x—2)=0

Damit ist die formal inhomogene DGL eigentlich eine homogene, die entsprechend,
z.B. nach der Methode der Trennung der Variablen, gelost werden kann.

dx
2 (0=
o (2—2)

dx
= [ 2dt
=y

Das Ergebnis dieser Integrale ist, unter Beachtung, dass e'"* = z gilt:

Probe:

dI_ 1 _143 9
a—c (-3)6 3 3t

_ 143
:—C.t2.€ St

O 2 e 3 122 42 O e = 282

Damit wird das gleiche Ergebnis wie in Variante 1 (siehe Gleichung 1.1) auf wesent-
lich kiirzerem Weg erzielt. Die Bestimmung der Konstante C' erfolgt wie bei Variante
1.

(h)
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KAPITEL 1. MATHEMATISCHE GRUNDLAGEN

Ausgangsgleichung:y’ = —zy/? mity (0) = 2

d
—g:—xdx
Yy
d
/—‘g:—/xda:—l—(?
Yy
L 12+C:> — C
—_—— = ——Z — —
Y 2 YT o
B 2
y_:v2—1—1
Probe:
2
/:— 2‘ =
y=-ays Y=y
, =22z 4z
T @) T @)
9 4 4z
Yy == 7=~ 2
(24 1) (24 1)
y/;_wa

(@)

d
Ausgangsgleichung: d—f +t2r =0 mit 2(0) = 3

— = —qt?
dt

d
L/§+m0:—/ﬂﬁ

1
InC x| = _§t3 — —3InClz|=1¢

— P = = !
(clz])’ 3 Jaf”

L o5 1
= Ve "' =1t=0;C =
T T3

z(t) = 3Ve
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1.6. GEWOHNLICHE DIFFERENTIALGLEICHUNGEN

Probe:
d
d—fﬂ? —0; x(t):336—t3—3(e_t3)3
d 1 -3
d_io:x’:?) §<e_t3> Pe? (—3t2)
= 32 i = 32 3"
t2r = 3t? (e_t> =32 ¢ 5t
7 = 2
1)
. dx 2 -
Ausgangsgleichung: t% —x =t*cost mit x(5) =7
dx de dt
t—=2=—= —=—=a0=Ct
dt x t
izC’t+C:>t<C't+C>—Ct:tQCost
12 42 dC .
Cte =t cost:E:(:ost:C:smt—I—C’l
x(t) =t (sint + Cy)
7r 7T 1
=0+t osing =2 (Ci+1); Ci=1
=5 1+251n2 2(1+ ); 1
x(t) =t(sint+1)
Probe:
dz 9 )
ta—x:t cost; x(t) =t(sint +1)
x .
a:smt—l—l—i-t-cost
dx ) 2 . 2
ta:ﬁsmt—l—t—i—t cost =t (sint+ 1)+ t°cost
dx . 9 .
tg—:c:t(smt—l—l)—i—t cost —t(sint + 1)

= t?cost
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e zu Aufgabe 2 (s. S. 121)

Ausgangsgleichung: Tz, + 7, = K - x,; mitz, = C - t; ¢ = const

T+ 2,=K -C-t

dz, L 0 — dea N dz,
Lq = = —Xq
dt dt T

t
In|z,| —InC; = -

T

_t
T, =Chle T

) : ¢ 1 ¢
Ty — 01677 + Cl (—?eT)
TCle * —Che T +Cy-eT=K-C-t

iCy, K-C-t
i@ 1T ¢

Sl

T

Probe:
Trg+ 24 = K - 2 re=0C-t
z, (t)=K-C(t—T)
1, =K -C
Ti,+x,=T-C-K+K-C(t-T)
=K -C-t; mitC-t=ux,

=k-z.
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1.6. GEWOHNLICHE DIFFERENTIALGLEICHUNGEN

e zu Aufgabe 3 (s. S. 121)

(a)
Ausgangsgleichung: v = xy + 2z mit y (0) = 2
dy
"=x(y+2);= —— =xdr
y =ax(y+2) 12
d 2
/M—lnC:/ﬂfdl‘
y+2
2 1 2
IHM:—xQ:y:C’-eégc -2

C 2

firx=0gilt: 2=C—-2=C=4

y=2 (2e%m2 - 1)

Probe:
Y = xy + 2; y=2 (2(3%’”2 — 1)
/ —;EQ 1 11172
Yy =2-2e2 -5-2x:4x62
xy + 2z =22 <2€%x2 — 1> + 21 = 4ye2”
Yy = Ty + 2%
(b)
Ausgangsgleichung: ' + 2%y = 2° mity (2) =1
dy 2
29 1—
o = (1-y)
d dy—1
B -~ == —(y ) = —2’dx
1—y y—1
d(y—1
/M—IHC’:—/J:QCZI
y—1
y—1]_ 1 1

c —§x3:>0-e_§m3+1:y

In

D=

fur x=2 gilt: C-e34+l=2—=C=c¢

y:e%.e %:p +1:€§(1_x3)+1
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Probe:
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1.6. GEWOHNLICHE DIFFERENTIALGLEICHUNGEN

e zu Aufgabe 4 (s. S. 121)

Diese inhomogene DGL wird geldst, indem zuerst die homogene Losung bestimmt wird,
dann eine partikuldre und anschlieBend diese beiden Losungen iiberlagert werden.

dz
hFl = R . C’d—tR -+ ZR
Homogene DGL
dz
R-C d?h +ZRh:O
dZRh _ _Zﬁ
dt RC

Fir R - C soll die Abkiirzung 7} eingefiihrt werden: R - C' =T}

Ty tragt die Bezeichnung der Zeitkonstanten und ist nicht mit der Transmissibilitdt 7" zu
verwechseln. Diese Bezeichnung wird in automatisierungs- und elektrotechnischer Litera-
tur so verwendet und ist entsprechend genormt. In &lteren Literaturquellen wird auch oft
die Bezeichnung 7 verwendet. Die hier eingefiihrte Zeitkonstante 77 ist eng mit der geohy-
draulischen Zeitkonstanten a = % (Speicherkoeffizient/Transmissibilitit) verwandt und ldsst
sich in diese tliberfiihren (siehe GRAEBER, Lehrscript Systemanalyse, Abschnitt THEISsche
Brunnengleichung).

Nach der Methode der Trennung der Variablen ldsst sich diese DGL losen.

d 1
/ v 1
ZRh T

t
Inzg, = 7 + In K;
1

_t
zppn=Ki-e ™

Partikuldre Losung

Nach der Methode der Variation der Konstanten und der Anwendung der Differentiation
auf Produkte (Produktenregel) ergibt sich:

ZRp = K1<t) . 6_%1

= — - € T1—|—

dzgy,  dKy 1 1
dt — di
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Dies wird in die urspriingliche DGL eingesetzt und man erhélt:

dz
hFl:ROd_:+ZR
dK ¢ 1 _t _t
b= (et () Kt ) s
__t dKl
he =T - [ —
Fl 1€ 7t dt

Ay hey e,

a T
Nach der Methode der Trennung der Variablen erhélt man:

1 t
/dKlz/hFl'ﬁ'e—i_Tldt

1 t
Klz/hpl'T'GJrTldt

Bei der Losung dieses Integrals miissen jetzt die unterschiedlichen Funktionen des als Rand-
bedingung wirkenden Flusswasserstandes berticksichtigt werden.

Allgemein lésst sich aber die Gesamtlosung der DGL wie folgt entwickeln, wenn beachtet
wird, dass sich die allgemeine Losung aus der Addition der partikuldren und der homogenen
Losung ergibt:

ZR(t) = ZRp<t) + ZRh<t)

Damit lautet die Lésung der DGL:

1 t _t ot
FR(t) = {ﬁ/th'eJrTldt} e M4+ Ki-e ™

(a) Sprunghafte Anderung des Wasserstandes:

0 firt <0
hp =

hFl fllI'tZO
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1.6. GEWOHNLICHE DIFFERENTIALGLEICHUNGEN

Daraus folgt:

h + ot ot
2R = {ﬂ/eTldt} e M4+ Ky-en
T

t _t —_t
=hp-eft-e 1 +Ki-en

t
=hm+Ki-e ™

Wenn man sich den ersten Summanden dieser Gleichung anschaut, welcher der partikuldren
Losung entspricht, so erkennt man, dass der Wert zr, = hy; dem Wasserstand entspricht, der
sich im stationdren Fall ¢ = oo einstellt. Man spricht auch davon, dass dies der so genannte
eingeschwungene Zustand ist.

Die Konstante K; kann wieder aus der Anfangsbedingung ermittelt werden.

ZRpi=0 = 0
ot
2Ri—0 = hp + Ky -e T
Ky = —hp

zr = hpr - (1 - 6_%1>

Die grafische Darstellung des Grundwasserstandes fiir verschiedene geohydraulische und
geometrische Verhéltnisse ist in Abbildung 1.6 dargestellt. Dies ist die gleiche Formel, die
bei der Methode der experimentellen Prozessanalyse als so genanntes Ubertragungsverhal-
ten mit Verzogerung 1. Ordnung bezeichnet wurde. Zu diesem gleichen Ergebnis kommt
man mit wesentlich geringerem Aufwand, wenn die Methode der LAPLACE-Transformation
angewendet wird (sieche Abschnitt LAPLACE-Transformation, Seite 1871f).

Beachtet man, dass die Zeitkonstante 77 proportional zur Speicherwirkung des betrachte-
ten Gebietes und umgekehrt proportional zur hydraulischen Leitfahigkeit des Grundwasser-
leiters wéchst, so wird die Abhingigkeit der Grundwasserdynamik von den Bodenparame-
tern deutlich. Besonders hervorgehoben werden soll noch die quadratische Abhingigkeit der

Zeitkonstanten 77 von der Entfernung zum Fluss. Der Quotient a = N wird auch als geohy-
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draulische Zeitkonstante bezeichnet und ist iiber /2 mit der Zeitkonstanten 7} verkniipft:

Th=R-C
= : (S-1-b)
~k-D-b
2.9
T, —
""" k-D
T1 =a- l2
l Abstand des Berechnungspunktes vom Fluss
D Durchstromte Machtigkeit des Grundwasserleiters
S Speichervermogen des durchstromten Grundwasserleiters
k Durchlissigkeitskoeffizient des betrachteten Grundwasserleiters
(b) Sinusformige Anderung des Wasserstandes

Man kann auch hier von der allgemeinen Losung der DGL ausgehen und setzt entsprechend
der Aufgabenstellung die Funktion Az, ein:

1 4t _t _t
ZR = T/hFL-e Tidt| -e T1+K1'6 T1
1

Eine sinusformige Anderung des Flusswasserstandes ergibt sich in erster Niherung bei der
Betrachtung des Jahresganges. Auch Hochwasserwellen verlaufen in erster Naherung nach
einer Sinusfunktion, wobei meist nur die erste Halbwelle (Intervall von 0 < ¢ < 7) von
Interesse ist. Betrachtet man bei dem Jahresgang nur die Anderung des Flusswasserstandes
gegeniiber einem Mittelwert (hrro = 0), so kann man schreiben:

hFL = hFLm Sin(w . t)

wobei w die so genannte Kreisfrequenz ist. In unserem Beispiel, bei einer angenommenen
Periodizitit von 365 Tagen (Jahresgang), wird bei der Untersuchung von Hochwasserwellen
die Dauer der Hochwasser(Halb)welle, bezogen auf den halben Kreisbogen (), angesetzt.

2
Laut Aufgabenstellung wire dann w = % mit T" = 7d (siehe Abbildung 1.7).
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=7
e |

Laut Integrationstabelle (z. B. BRONSTEIN, Seite 327) gilt:

hpp - e Tldt} e T4 K e T

/hFLm sin (w - t) - e+7§1dt] e T —|—K1'6_Ti1

- 8-

axr

/e‘” sin (bx) dx = S

R ((a) sin (bx) — beos (bx))

und damit erhélt man:

1 _t
Tsin(w-t)—wcos(w-t)) e+ Kp-eh

Auch hier kann K aus der Anfangsbedingung bestimmt werden.

hELm 7 1 o o
PRy = L <’ —sin(w-0) —wcos(w-0) ) -e g +K;-e g
) T, <(1>2 2) Ty
:,Tl + w
herm 1
ZRt=0 = rr (—w)+K; =0
T, 1?2 )
T +w
herm 1
K, = ML

Damit ergibt sich die Gesamtlosung der DGL zu:
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h m TL 1 . __t
op = —or -~ — sin (wt) —wcos (wt) | e T4
T ([ L)\ \T
) tw
hrrm 1 ot
+ (w)-e h
Ty 1) 2 )
) tw
hFLm'eTLl . _t hpppm-T1-w _t
R Qg g )~ e 0T T e
i e (( (w-t) =Ty -weos (w-t))+ (11 - w) 67%1>
2R =5 ((sin(w-t) =T} - . cw) -

hFLm 1 . T1 s W
2R = sin (wt) — ———
VI +Tiw?) \ V(1 + T{w?) (14 T7w?)

L) o
" V(14 TEw?) )

cos (wt) +

Die Umformung in der letzten Zeile erfolgt in Vorbereitung der Anwendung bekannter tri-
gonometrischer Relationen.

Setzt man hier 77 - w = tan ¢, so kann man folgende trigonometrischen Beziehungen ver-
wenden:

1

V1+tan? ¢

tan ¢

V' 1+ tan? ¢

= CcoS
=siny

Dies oben eingesetzt fiihrt zu:

heom < . . . _t
Z2p = ————((cosp-sin(w-t) —siny-cos(w-t))+siny-e T)
Y ) (cos ¢ - sin (w - 1) - cos (w- 1)) ©

Dies kann man entsprechend den trigonometrischen Beziehungen (z. B. BRONSTEIN, Seite
155ff) entsprechend umformen:

cosa -sinff = % (sin (o — B) + sin (o + )
sin (—a) = —sin ()

cosa -sin 3 —sina - cos B = sin (8 — )
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Damit erhilt man

hrpm < . . _t
2p=—F——————|sin(w-t—¢)+sinp-e T)
f (1+T%w?) ( °) v
mit ¢ = arctan (w - t)

Aus diesem Ergebnis kann Folgendes abgelesen werden:
Die sinusformige Anderung des Flusswasserspiegels setzt sich im Grundwasser fort, wobei
man wieder einen instationdren und einen quasistationdren Zustand unterscheiden kann.

Quasistationiirer Zustand (eingeschwungener Zustand) (¢t = co )

Unter dieser Bedingung verschwindet der zweite Summand. Das Grundwasser folgt der
Sinusschwingung mit einer kleineren Amplitude. Man spricht davon, dass die Welle um

hprm
den Faktor ———"
(1+7%2)
¢ = arctan (w - t) aufweist.

gedampft wird und dass die Welle eine Phasenverschiebung von

Instationirer Zustand (Ubergangsverhalten)

Hier ist insbesondere der zweite Summand in der Losungsgleichung dominant, d.h. es wird
zur quasistationdren Losung ein Teil addiert, der zwischen maximal 1 (bei ¢ = 0) und 0 (bei
t = oo ) in Abhéngigkeit von ¢ = arctan (w - t) liegt.

Das Produkt (w - ¢) stellt die Relation der Periodizitét (hier: Schnelligkeit) der Wasserstands-
anderung und der Zeitkonstanten (hier: Tragheit) des Grundwasserleiters dar. Beachtet man,
dass die Zeitkonstante 7 proportional zur Speicherwirkung des betrachteten Gebietes und
umgekehrt proportional zur hydraulischen Leitfdhigkeit des Grundwasserleiters wéchst, so
wird die Abhédngigkeit der Grundwasserdynamik von den Bodenparametern deutlich. Beson-
ders hervorgehoben werden soll noch die quadratische Abhéngigkeit der Zeitkonstanten 77
von der Entfernung zum Fluss:

leRC
1
_k~D~b'(S'l'b>
2.8
T, =
" k.D
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l Abstand des Berechnungspunktes vom Fluss

D Durchstromte Machtigkeit des Grundwasserleiters

S Speichervermogen des durchstromten Grundwasserleiters

k Durchlissigkeitskoeffizient des betrachteten Grundwasserleiters
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7000
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Abbildung 1.6: Abhingigkeit des Grundwasserstandes von geohydraulischen Verhiltnissen
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40
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Wasserstandsinderung
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Abbildung 1.7: Grundwasserstandsdnderung bei sinusformiger Hochwasserwelle des Flusses
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e zu Aufgabe 5 (s. S. 121)

(@)
Ausgangsgleichung: 7:C' + C = K mit C(0) = Omg/I

dc dC dt

Uy o - &

Ut C=Gc"k T
ln|C_K| L
c, T

C’:C’l-e_TLl+K; t=0s, C=0mg/l
Olz—K:czK(l—e‘T%)
Ty =1d"; t=1d; K =100mg/I

C' = 100mg/1 (1 — 6_1) ~ 63,2mg/l

Probe:

(b)

Skizze
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A
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Abbildung 1.8: Prinzipieller Zeitverlauf der Konzentrationsédnderung

148



1.6. GEWOHNLICHE DIFFERENTIALGLEICHUNGEN

e zu Aufgabe 6 (s. S. 121)

Ausgangsgleichung: A% = 1% Zustrmit h(0) = 0; V = const

1%
dh—Zdt:h—Z%—C’, CcC=0
V
h(t) = — -t
()=
Probe:
dh Vv
A— =V h(t) = —t
dt (*) A
dh _V
dt A’
dh Vv
A—=A. — =
dt A v
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e zu Aufgabe 7 (s. S. 121)

. dh .
Ausgangsgleichung: n +k-h=gmit hy—g=0; g=0,015m s und k= 0,01s"*

dh
— + kh =
7 + 0

dh Al _

h:C“e*kt:>l.1:C.’-e*kt—C~k~e*kt

: dt
C.ekt:gidczg/ﬁjc*:%,ekurol

h:%—FCl'@ikt;

g
firt =0; h =0gilt: C1 = %

h:

ES NS

(1-e™)=h=1,5(1—¢""

Probe:

150



1.6. GEWOHNLICHE DIFFERENTIALGLEICHUNGEN

1.6.2 Analytische Methoden - DGL hoherer Ordnung

1.6.2.1 Aufgaben

Die folgenden DGL sind zu 16sen:

1. yy// — y/2
2. y// - y/ = et

3. vV +4y +apy=0 flirag = 3;4;5

1.6.2.2 Losungen

e zu Aufgabe 1:

y_yl/:yl2;:>ylzz’ y":z/~z

;9 dz 1 dz dy
Yy-z-z2 =z2" = — = — — ==

zdy y z Y
d d

Z—Cly:>—y:Cly —y:C’ldx
dx Y

ln%—Clx
y=Cy- "

Probe:
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e zu Aufgabe 2

Y —z=e¢"=2=U(z) -V (x)
S=U VUV
U-v4+U- V' -U-V=¢"

U-V+UV' =V)=¢" daUV' = V) =

d
Wy
dz
d
—U.ezzem:>U:x~Cl
dx
z=¢e"(z+Ch)

Y _ s+
dx

y:/x~6xdx+/01-ezdﬂc+02

y=(r—1)e"+ Cie" + Cy
Probe:
y//_y/:em; y:(x_l)em+clex_'_c2
Y ="+ (x—1)e" + C1e”

y'=e"+e"+ (x—1)e” + Cre”

y'—y =2e"+ (x —1)e" + Cre” —e* — (. — 1) e” — Cye”
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e zu Aufgabe 3

y' 4+ 4y + agy = 0 fiir ag = 3;4;5

fura0:3: k2+4k+3:0

—4++/16-12 —-4+2
5 =

2 I

k12 =
ki =—3; ko=—1
y=0Cr-e ¥ +Cy-e"
firag =4: K +4k+4=0= (k+2)° = 0= kyp = —2
y=C1-e 240y -1
y=e 2 (Cr+z-Cy)

firag=5: K> +4k+5=0

—4++/16-20 —4+2i
5 =

2 )

k1o =
ey =—2—i, ky=—-2+i

y=e 2 (Crcosz + Cysinx)

Probe:

firag=3:Y= Cre " + Coe™™
y = —3C1e 3 — Che™
Y =9C1e 3" 4 Che ™
y" 4+ 4y + 3y = 9C e + Coe™ — 120163 — 4Ce ™" 4 3C e 3% 4 3Che ™"

=0
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firay=4:9= e ¥+ (C1 + 2Cy)
Y = =27 (0) + 20y) + e 2 - Oy
Y =4e *(C) + 2Cy) — 272 - Cy — 20e "
Y+ 4y + Ay = 4e**(C) + 2Cy) — 4Che ™ — 8¢ (O + 2Cy)+
+4e” ¥ Cy + 47 (C) + 205)

=0

firag=5:Y= e 2 (Cy cosz + Cysinz)
y = —2e 2 (Cycosx + Cosing) + e 2*(Cy cos v — C} sin )
y' = 4e **(Cycosz + Oysinx) — 2e~ 2 (Cycos v — C) sinx)+
+ (—2e7*) (Cycos z — Cysinz) + e >*(—Cysinz — C cos x)
Y + 4y + 5y = 3e 2 (Cysinz + Cycosz) — de”*(Cycosx — Oy sinx)—
— 8¢ 2*(Cy cosx + Cysinx) + de**(Cy cos v — Cy sin )
+ 5e7**(Cy cos ¥ + Cy sin z)

=0
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1.6.3 LAPLACE-Transformation

1.6.3.1 Aufgaben

1. Losen Sie folgende DGL mittels der LAPLACE-Transformation:
(Losung s. S. 160)

(@ y(xr)+y=0 mit
f(0) = 1; — Anfangsbedingung

(b) o’ (t) =3y (t) +2y () =4 mit o=t
y (0)=0

" _ . 0)= 3

() v (t)+ 16y (t) = 32t mit Z, (0) = -2
" ! _ —2t : (O) =3
d) o' (t)+4y (t) + 4y (t) = 6e mit Zy/, 0) =8
y (0)=1
e y"{)+y(t)=t+1 mit y (0)=1
y"(0) =1

2. Losen Sie folgende Gleichungssysteme mittels der LAPLACE-Transformation:
(Losung s. S. 179)
y () +x(t)=0 -
(a) mie  °(0)=0
() +y(t)=1

) 20 (t) —y(t) —y (1) =4 (1 —e") it z (0) - 0

2/ (t) +y (£) = 2 (1 + 3¢~2)

3. Fiir folgendes hydraulisches Schema (sieche Abbildung 1.9) und zugehoriges Block-
modell gilt die Differentialgleichung
dz R

hFl:R'CE—i_ZR

Dabei ist von linearisierten Verhdltnissen und einem homogenen, isotropen Grundwas-
serleiter mit folgenden Parametern auszugehen:
k=5-10""2:ng = 0,2; Zrmires = 20m; 1 = 50m

Es soll hier also nur die Anderung gegeniiber dem stationéren Zustand berechnet wer-
den.
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156

Abbildung 1.9: Schematische Darstellung des Grundwasserspiegels

Berechnen Sie mit Hilfe der LAPLACE-Tranformation die Anderung des Wasserstan-
des, wenn sich der Flusswasserspiegel in erster Ndherung wie folgt dndert:
(a) sprunghaft (hy; = hyp - 1(1))

(b) sinusformig (hy; = hyy,sin(w - t), mit w = 27 /7 und 7 = 7 Tage).
(Losung s. S. 187)

. Fiir die Konzentration C' durch Sorption von Schadstoffen an der Bodenmatrix soll

folgende DGL gelten:

wobei 7T} eine Zeitkonstante und K eine Konstante sein sollen. 7} = 1d~!, K = 100
Die Konzentrationsanderung zum Zeitpunkt ¢ = 0 soll C'(0) = 0 sein.

(a) Losen Sie die DGL mittels der Methode der LAPLACE-Transformation und be-
rechnen Sie die Konzentrationsdnderung fiir den Zeitpunkt ¢ = 1d.

(b) Skizzieren Sie den prinzipiellen Zeitverlauf der Konzentrationsdnderung.

(Losung s. S. 202)

. Der Grundwasserwiederanstieg und damit die Auffiillung der Restlocher in den ehe-

maligen Braunkohlentagebauen dauert unter natiirlichen Bedingungen zu lange. Des-
halb wird der Auffiillvorgang (h:—o = 0) mit einer konstanten Fremdeinspeisung be-
schleunigt (siche Abbildung 1.10). Die dazugehorende Differentialgleichung lautet:

dh
A—=V ustr
7t Zust
Uberfiihren Sie diese Differentialgleichung mittels LAPLACE-Transformation in die
Bildebene und losen Sie diese Gleichung nach der gesuchten Grofle auf

(Losung s. S. 204).
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\%

—]

h(t)

(s

Abbildung 1.10: Fiillvorgang eines Restloches

6. Es ist folgende Differentialgleichung gegeben:

dh .

a—l—k"h:g mit hi—o =0
g=0,015m-stund k = 0,015}
Losen Sie die Differentialgleichung mittels der LAPLACE-Transformation
(Losung s. S. 205).
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1.6.3.2 Losungen

Die Gesetze der LAPLACE-Transformation fir die Differentiation lauten:

L{f' ()} =pF(p) - f(0)

L{f"(t)} = p*F(p) — f(0)p — f'(0)

L{f"t)} =p"F(p) = fO)p"~" = f/(0)p"* — - -

Tabelle 1.1: Korrespondenztafel

| Nr. | F(p) = L{f(t)} | f(t) =L~ {F(p)}
1 0 | 0
1
2 - 1
b
1 tn—l
: P (n—1)!
1 tn—l R
4 (p—a) (n—l)!e t
5 1 ePt _ ot
(p—a)(p—0) b —«
p Pt — e
6 (p—a)(p—25) & B—a
o
7 Im sin ot
2 o co;ﬁ:—é;smﬁ sin(at + 9)
9 ]ﬁ cos ot
10 P Cosp[j ; Z;in b cos(at + )
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Tabelle 1.2: Korrespondenztafel - Fortsetzung

Nr.|  F(p)=L{f(t)} | f(t) =L {F(p)}
a
11 ]m sinh at
j4
12 72— cosh at
2 2 2
13 prE L cos? at
p(p? + 4a?)
2
14 L sin? at
p(p? + 4a?)
52
15 & sinh? at
p(p? — 4a?)
2
16 204—p sin at sinh ot
pt + 4ot
) 2
17 op” + 207) sin ot cosh aet
p4 + 4&4
2a
18 5 P 5 tsin ot
(p* +a?)
T3
@ tcos at
19 P
(P2 + a2)?
20 20p inh
(p2 — a2)2 t sinh ot
91 1 1
VP vt
1
1
22 — 2—=
PP \/;
I
23 —— Jo (at) (BESSEL-Funktion der Ordnung 0)
/p2 + 042
1
24 ﬁ Iy (at) (modifizierte BESSEL-Funktion der Ordnung 0)
p?—«
25 arctan — sin (at)
p t
2
26 | arctan °p 2sin (at) - cos (Pt)
a2+ 2 /
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e zu Aufgabe 1 (s. S. 155)

(@
Ausgangsgleichung:
, y(z) = f(0)-e7"
y'(r)+y =0 mit
f(0) = 1; — Anfangsbedingung

Es gilt:

dy

bt -0

dz tY

y=[(z)

Anwendung der LAPLACE-Transformation:

Die formale Anwendung der LAPLACE-Transformation fiihrt zu:
dy
L= =L{0
{ o+ y} {0}

Entsprechend den Rechenregeln, Additions- und Differentiationssatz, bei der LAPLACE-
Transformation erhélt man:

L{f (x)} =pF (p)— f(0)
L{f ()} =F(p)

Daraus folgt:
pF(p)—f(0)+F(p)=0

Es ist zu erkennen, dass die Differentialgleichung in eine algebraische Gleichung mit p als
unabhéngige Variable iibergegangen ist.
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Losung der algebraischen Gleichung nach F' (p):

pF (p) + F (p) = f(0)

F(p)(p+1) = f(0)

Riicktransformation und Bestimmung von y (¢):

o) =1 {10 s b

y:f<x>=f<0>-L1{(#}

p+1)
Dabei wird f(0) als Konstante betrachtet, da der Anfangswert f(0) zeitunabhéngig ist.
Die Riicktransformation kann mittels der Korrespondenz- oder der Residuummethode erfol-
gen.
Variante 1: Korrespondenz-Methode
Entsprechend Nr. 4 der Korrespondenztabelle (siehe Seite 158) gilt:

Mot e

Vergleicht man die Funktion F'(p) mit der Form in der Korrespondenztabelle, so erhélt man:

n=1
a=—1
t—=x
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mit
20=1

ol=1
Man sieht, dass dies das gleiche Ergebnis ist, welches man auch fiir die direkte Losung dieser

DGL erhélt. Der Faktor f(0) hat hier die gleiche Bedeutung wie die Integrationskonstante
C, die sonst iiber die Anfangsbedingung zu bestimmen ist.

Variante 2: Residuum-Methode

Die Residuum-Methode geht davon aus, dass die allgemein gebrochene rationale Funktion
von p in eine Summe von Partialbriichen der Form

K(p)n
(P - po)n

zerlegt wird. Fiir diese Grundform kann die Riicktransformierte mit

L { v —1po>”} B <ntn—_11>! o

angegeben werden. Durch Gleichsetzung der gebrochenen rationalen Funktion F'(p) mit der

Summe der Partialbriiche und anschlieBenden Koeffizientenvergleich werden die Funtionen
K(p), berechnet.

Dabei sind die Polstellen der Partialbriiche die Nullstellen des Nennerpolynomes.

In der vorliegenden Aufgabenstellung besteht die Funktion F'(p) bereits aus nur einem Parti-
albruch, da nur ein Nenner vorhanden ist. Damit kann dieser direkt tiber die Korrespondenz-
tabelle, wie bereits oben gezeigt, geldst werden.

Probe:

y(0)=0C
y(x)=C-e"

d

ﬁzy'(fc):—C e’
d
Y oy=-C-em+C-e®
dx

=0
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(b)
Ausgangsgleichung:

Anwendung der LAPLACE-Transformation:

Die formale LAPLACE-Transformation lautet:
L{y"(t) =3y (t) +2y (1)} = L{4}

Es gilt:
Y = F(p)

Unter Beachtung der Korrespondenztabelle (siche Seite 158, Nr. 2), mit

L{l}_%

und des Differentiationssatzes erhalt man:

4
pW“ﬂM@p—yww—%Y+3um+2Y:5

Nach Einfiihrung der Anfangsbedingungen ergibt sich:

4
P’Y —p—3pY +3+2Y = —
p

Losung der algebraischen Gleichung nach F'(p):

4
Y@%4m+m—p+3=5
) 4
Y(p —3p+2):]—9—|—p—3
4
v — 54—]?—3
(p* —3p+2)
2 _3p+4
v — % P+
p(p? —3p+2)
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Riicktransformation und Bestimmung von y(t):

Zur Riicktransformation wird die Residuum-Methode angewendet. Dabei muss diese gebro-
chene rationale Funktion mittels der Methode der Partialbruchzerlegung in eine Summe von
gebrochenen Polynomen der Nennernullstellen zerlegt werden. Die Nennernullstellen sind:

p1 =0
P —3p+2=0
3 3\ 2
=— 4 Z) =2
P23 5 (2)
Py =2
p3=1

Damit lautet die Summe der Partialbriiche:

,_A, B C
p p—2 p-—1
vy A =2 p-D+B-p-(p-1)+C-p-(p—-2)
p(p? —3p+2)
Y:Ap2—3Ap+2A+Bp2—Bp+Cp2—2Cp
p(p? —3p+2)

Variante 1

Fiihrt man jetzt den Vergleich der Zahlerpolynome durch:

p? —3p+4=Ap* —3Ap+2A+ Bp* — Bp+ Cp?> —2Cp

und setzt die Koeffizienten der jeweiligen Polynomglieder, geordnet nach Potenzen von p,
gleich, so erhélt man:
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P> 1=A+B+C
p' —3=-3A-B-2C
P° 4=2A

A=2

B=1

C=-2

Damit lautet die Partialbruchsumme

1 -2

2
y ==
p p—2 p-—1

Die Riicktransformation kann iiber die Korrespondenztabelle (siehe Seite 158 Nr. 2 und 4)

erfolgen:
1
p

L—l{ 1 }:eat
p—«

Mit oy = 2 und a, = 1 erhélt die riicktransformierte Losung die Form:

y(t) =2 +e* —2¢

Variante 2

Dieses Ergebnis kann man auch erzielen, wenn man die komplizierteren Korrespondenzen
(sieche Seite 158, Nr. 5 und 6) benutzt. In diesen Fillen kann man folgende teilweise Partial-
bruchzerlegung durchfiihren:

y—44 B c
p (-2)(p-1) (@-2)(p-1)
A-(p*=3p+2)+Bp*+Cp

p(p?> —3p+2)

Y —
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Der Vergleich der Zéhlerpolynome liefert:

p? —3p+4=Ap* —3Ap+ 24+ Bp* + Cp

Die Koeffizienten der jeweiligen Polynomglieder, geordnet nach Potenzen von p, lauten:

p? 1=A+B

Pt ~-3=-3A+C

p° 4=2A
A=2
B=-1
C=3

Damit lautet die Partialbruchsumme:

_2 P 3
L Py YNy R e gy

Die Riicktransformation kann tiber die Korrespondenztabelle (sieche Seite 158, Nr.2, 5 und

6) erfolgen:
L7t {1} =1
b
Bt _at
R e T =
Bt at

M o—ao-m) =T

Mit
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ergibt sich:

o9}~ 51
R (el R
O (P e
gy} 2

Damit ergibt sich die Losung zu

y(t) =2—-2(e" —€") + 3 (e* — ¢

y(t) =2+ e* — ¢

Probe:

Die Losung und deren Ableitungen

y(t) =2+ e — 2¢
Y (t) = 2 — 2¢

y'(t) = 4e** — 2¢!

erfiillen die Randbedingungen und die Ausgangsdifferentialgleichung:
y(0) =2+e*0—2.¢°
y(0)=2+1-2=1
Y/ (0) = 2e*° — 2¢°

y(0)=2-1-2-1=0
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y'(t) =3y (t) +2y(t) =4
4e? — 2et — 6e2t + Bet + 4 + 22 — det = 4

(4 —6+2)+e(—2+6—4)+4=4

(c)
Ausgangsgleichung:

y" (t)+ 16y (t) =32t  mit y

Anwendung der LAPLACE-Transformation:

LA{y"(t) + 16y (t)} = L {32t}

mit den Anfangsbedingungen

Die Benutzung der Korrespondenztabelle (sieche Seite 158, Nr. 3) zur Transformation fiihrt

auf
n—1
Lt -
(n—1)! pn

t271
Y —y(0)p—y (0)+16Y =32- L
pY —y(0)p—y (0)+16Y = o
Nach Einfiihrung der Anfangsbedingungen folgt:
32
p?Y —3p+2+16Y = —
p
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Losung der algebraischen Gleichung nach F'(p):

32
Y(p2+16):]?—|—3p—2

32 n 3p—2
p*(p* +16)  (p? +16)
v _ 3p — 2p% + 32

p? - (p? +16)

Riicktransformation und Bestimmung von y(t):

(1.3)

Zur Riicktransformation wird die Residuum-Methode angewendet. Dabei muss diese ge-
brochene rationale Funktion mittels der Methode der Partialbruchzerlegung in eine Summe

von gebrochenen Polynomen der Nennernullstellen zerlegt werden.
Variante 1

Die Nullstellen des Nennerploynoms sind:

P12 =0

p374 = :I:\/ —16

Die Zerlegung der gebrochenen Funktion in die Reihe der Partialbriiche ergibt:

Y=é+§+ ¢ + D
p P (p+v-16) (»—+-16)
Y_p3(A+C+D)+p2(B—C’\/—_16+D\/—_16)+p116A+p016B
p? - (p* + 16)

Fiihrt man jetzt den Vergleich der Zahlerpolynome durch:

3p* —2p* +32=p’ (A+ C + D) +p* (B— CvV—16 + DV/—16) + p'16 A + p"16B
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und setzt die Koeffizienten der jeweiligen Polynomglieder, geordnet nach Potenzen von p,
gleich, so erhélt man die Faktoren der Potenzreihe von p:

p’ 3=(A+C+D)

p? —2=DB-Cv—-16+ Dv—-16
P! 0=164; = A=0

p° 32=16B; = B =2

Daraus folgt mit Einfiihrung der komplexen Zahl v/—1 = j:
—2=2-4Cj+4Dj] = —-4=4Cj+4D; — C(Cj—Dj=1

Cj—Dj=1 Cj—Dj=1
= + = 205=3j+1
C+D =3[ Cj+Dj =3j
_ 3j+1
D=3-C — D=3 3+l . D — 6i=3j-1
2j 2j
3j—1

Damit erhédlt man die Losung Y in der Bildebene zu:

Fiir die Riicktransformation werden folgende Korrespondenzen (siehe Seite. 158, Nr. 3 und
4) verwendet:
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oo} -

Damit erhédlt man die Losung in der Zeitebene:

3j 1 —44t Sj 1 445t
=2+ 2 .o W 4 2L~ .Y
y(> 2j 2j

3 ,
y(t) =2t + 3 (e¥t 74 — —

Mit der EULER-Formel werden die e-Funktionen mit den komplexen Argumenten in trigo-
nometrische Funktionen umgeformt in:

e — e )
o sina
e + e~
———— =cosa
2
y(t) = 2t + 3 cos (4t) — sin (4t) (1.4)

Variante 2

Die Berechnung kann man sich auch etwas erleichtern, indem man nicht die vollstindige
Partialbruchzerlegung durchfiihrt, sondern in der Korrespondenztabelle nach komplizierte-
ren Transformationen sucht. So kann man folgende Riicktransformationskorrespondenzen
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(siehe Seite 158, Nr. 7 und 9) finden.

«Q
L_l{ o 2}:Sinat
P «Q

Ll{ 2—{ 2}:cosat
P «Q

Vergleicht man diese Ausdriicke mit der Gleichung 1.3, so erhélt man folgende Zerlegung:

3p® — 2p% + 32
Y = 2. (2
p* - (p* + 16)
3p —2 32

_|_
(p?+16)  p?-(p? + 16)

Dafiir kann man folgende Zerlegung ansetzen:

A Bp C
2T @10 T (P10 (1
A-(p*+16) + Bp® + Cp?

p?- (p? + 16)

Y =

Der Vergleich der Zahlerpolynome ergibt:

3p* —2p® + 32 = A (p* +16) + Bp’ + Cp?

Daraus folgt der Vergleich der Potenzreihenglieder:

A=2
B=3
C=-4
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Daraus folgt bei Einsatz in Gleichung 1.5:

2 3p 4
Y =—+ _
p* (p*+16) (p*+16)

Hierauf kénnen die Korrespondenzen (siehe Seite 158, Nr. 3, 7 und 9) angewendet werden:

1 _ tnfl
) (n—1)!
- { } = sin ot
Lt { = cosat
P+ 042}

Lfl

L =

1

L

2

[\

(07

S
=+

ergibt sich:

y(t) = 2t 4+ 3 cos (4t) — sin (4t)

Die ist das gleiche Ergebnis, wie es liber die vollstindige Partialbruchzerlegung (Gleichung
1.4) erzielt wurde.

Probe:

y (t) = 2t + 3 cos (4t) — sin (4t)
y' =2+ 3(—sin(4t)) -4 — 4cos 4t
y" = —12cos (4t) - 4 + 16 sin (4¢)

— 48 cos (4t) + 16 sin (4t) + 32t + 48 cos (4t) — 16sin (4¢) = 32t
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(d)
Ausgangsgleichung:

Y () +4y (t) +4y(t) =6e 2 mit

Anwendung der LAPLACE-Transformation:

Aus der formalen Anwendung der LAPLACE-Transformation und der Differentiationsregel
folgt:

L{y"(t)+4y (t)+4y(t)} =L {66_2t}

pY =y (0)p— ¢ (0) +4pY —4-y(0) +4Y = L {62}

Die Benutzung der Korrespondenztabelle (siehe Seite 158, Nr. 4) zur Transformation ergibt:

o= -2
n=1
e B 1
L{a—l)!e }‘<p+2>1
—2t . ]‘
L{e }_(p+2)

Nach Einfiihrung der Anfangsbedingungen folgt:

2
DY —3p—8+4pY —4-3+4Y =
(p+2)
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Losung der algebraischen Gleichung nach F'(p):

3p* + 26p + 46
p+2
3p? + 26p + 46
R
_ A N B n C
P+2  (p+2° (p+2)°
Alp+2°+B(p+2)+C
(p+2)°
_ Ap’+p(4A+B)+4A+2B+C
N (p+2)°

Y (p*+4p+4) =

Y

2 3=A4

pl:26=4A+B

WP 46 =4A+2B+C
B=14
C=46—12—28 =6

3 14 6
Y = + 7 T 3
(r+2)° (»+2)

_p+2

Riichtransformation und Bestimmung von y(t):

Die Riicktransformation kann sofort aus den Korrespondenzen (siche Seite 158, Nr.4) ab-
gelesen werden:
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Lt 1 = " e o= —2
(p—a) (n—=1)1" 7
n=1= ¢ %
n=2=—1t -2
t? 2t
— 3 :> - .0
n 5 e
-1 1 _ 51 o2t — ﬁ o2
(p—(-2))? (3-1) 2
1 t271
-1 _ —2 _ o2
{<p—<—2>>2} @-1° ‘
y(t) =3e 2 + 14t - e 2 + 32 . %
y(t) = e (3t* + 14t + 3)
Probe

Die Losung und ihre Ableitungen:

y(t) = e (3t* 4 14t + 3)

y' (t) = —2e% (3t* + 14t + 3) + e~ (6t + 14)

y" (t) = 4e”* (3t* + 14t + 3) — 2e~* (6t + 14) — 2e~* (6t + 14) + 6>

in die Differentialgleichung eingesetzt, ergibt sich:

y' (1) + 4y () + 4y () = 62

y'(t) + 4y (1) + 4y (1) = e *[4 (3t* + 14t + 3) — 2(6t + 14) — 2 (6t + 14) + 6
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()
Ausgangsgleichung:
y (0)=1
Iy ) =t+1 mit y (0)=1
y'(0) =1

Anwendung der LAPLACE-Transformation:

L{y" () +y (1)} = L{t +1}

Die Benutzung der Differentiationsregeln und der Korrespondenztabelle (siche Seite 158,

Nr. 2 und 3) zur Transformation fiihrt auf:

L{y" ()} =p°Y —y (0)p* — ¢/ (0)p —y" (0)

L{y (t)} =pY —y(0)

Y —y(0)p* =y (0)p—y" (0) +pY —y (0) = L{t} + L{1}

1
L{l}z;
-t 1
o)
n=2
L £2-1
2=

Nach Einfiihrung der Anfangsbedingungen:
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1 1
p3Y—p2—p—1—|—pY—1:—2+—
D p

I+p
Yp- (p*+1)— (PP +p+2) = 2
(PP +p+2)-pP*+1+p
Yp- (" +1) = ;
p
Losung der algebraischen Gleichung nach F(p):
4 3 2 4 3 2
pr+p’+2p7+p+1 pr+p’+2p7+p+1
Yp(p?+1) = — Y =
P ) P’ PP +1)
P+1)°+p(*+1) pP+1 1
Y: = +_
P (p* +1) PP
1 n 1 n 1
p P
Riicktransformation und Bestimmung von y(t):
L_l{i}:L n=1=1 n=2=1t n—3':>t2
pn (n_l)l ) — 4 -9 9
t2
Probe:
t2 / ]' " n
y(t):E—i-t—i—l; y:§2t+1:t+1; y'=1; y"'=0

O+t+1=t+1
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e zu Aufgabe 2 (s. S. 155)

(@
Ausgangsgleichung:

y () +z(t)=0 i z(0)=0

2 (8) 4y () =1

Anwendung der LAPLACE-Transformation

Die jeweilige Transformation der beiden Gleichungen ergibt:

y () +a(t)=0
L{y' (t) += (1)} = L{0}
pY —y(0)+X =0 mit Anfangsbed. y (0) =0

pY + X =0

2 () by (t) =1
LA{a'(t) +y (1)} = L{1}
pX —z(0)+Y = mit Anfangsbed. z (0) = 0

pX +Y =

"= QB

Losung der algebraischen Gleichung nach F'(p):

Damit hat man zwei Gleichungen mit zwei Unbekannten X und Y
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pY + X =0
1

pX +Y = -
p

X =—-pY

9 1
—pY +Y = -
p

und erhélt die Losung in der Bildebene

Riicktransformation und Bestimmung von y(t):

Die Riicktransformation soll mittels der Partialbruchzerlegung erfolgen.

~1
T
v -1
p-(p—1)-(p+1)
e ——
p (p=1) (+1)
y AW =1+ B@*+p) + C@* —p)

p(p?—1)

Aus dem Koeffizientenvergleich der Potenzen von p der Zéhlerpolynome erhélt man:

P 0=A+B+C
P! 0=B-C
p° —-1=-A
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Daraus folgt:

1
p 2-(p-1) 2-(p+1)

Unter Ausnutzung der Riicktransformationskorrespondenzen (siche Seite 158, Nr.7) erhélt

man
L {p2 f oﬂ} = sinh ot
a=1
x(t) = sinht
y(t) =1 —cosht
Probe:
y' = —sinht
x’ = cosht
y/ + x = —sinht + sinh ¢ =0
o' +y=cosht+1— cosht = 1
(b)
Ausgangsgleichung:
20 (t) —y () —y () =41 —e™) L 2(0)=0
; mi
y(0)=0

22" (1) +y (1) =2 (1 + 3e™2)

181
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Anwendung der LAPLACE-Transformation

Die Transformation der ersten Gleichung ergibt

L{2z(t)—yt) -y ()} =L{4(1-e")}

2X =Y —pY +y(0)=L{4(1—¢")}

Aus der Korrespondenztabelle (siche Seite 158, Nr. 5) erhdlt man

=0
a=—1
6oz‘,_eflt 1
L{O—(—l)}_(p—(—l))(p—o)
1
= e

Nach Einfiihrung der Anfangsbedingungen ergibt sich:

4

2X -V —pV = ——
p-(p+1)

Die Transformation der zweiten Gleichung und die Einfiihrung der Anfangsbedingungen
ergibt:

L{22'(t)+y(t)} =L{2(1+3e %)}
2pX —22(0) +Y = L{2(1+3e?)}

2pX +Y = L{2} + L {6 %}

Aus der Korrespondenztabelle (siehe Seite 158, Nr. 2 und 5) erhélt man:
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L{l}:%
A !
L{m—nf } b —a)
n=1
o= -2

2 6
2 X+Y =—-—+—
P p p+2

Losung der algebraischen Gleichung nach F'(p):

Damit sind die zwei Gleichungen mit den beiden Unbekannten X und Y zu l6sen.

4
(1) QX—Y—pY:m | p
2) 2pX+Y:]%—I—Z%
(1) 2Xp =Y — 1Y =
U
2) - (1) Y+pY+p2Y:§—Z%+Z%

2(p+1)(p+2)—4p(p+2)+6p(p+1)

V+p+p)= pp+1)(p+2)

183



KAPITEL 1. MATHEMATISCHE GRUNDLAGEN

2(p+1)(p+2)—4p(p+2)+6p(p+1)
plp+1)(p+2)P*+p+1)
_2pP+6p+4—4p*—8p+6p*+6p 4p® +4p + 4
o pl+ D)@+ +r+1) p+D(P+2) PP +p+1)
4 A B C
pip+1)(p+2) p p+1l p+2
Alp+1)(p+2)+ Bp(p+2)+Cp(p+1)
p(p+1)(p+2)
_ Ap*4+3Ap+2A+ Bp* +2Bp + Cp* + Cp
N plp+1)(p+2)
_P(A+B+C)+pBA+2B+C)+2A

Y= pp+1)(p+2)

Y =

Daraus erfolgt der Vergleich der Potenzreihenglieder :

p? A+B+C=0

P! 3A+2B+C =0

P’ 24 =4
A=2

B+C=-2
2B+ C =—6

B=-4

C=2

In die Gleichung eingesetzt, ergibt sich:
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R e T e

Riicktransformation und Bestimmung von y(t):

Riicktransformation und Bestimmung von x(t):
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2 2 4 2 6
2Xp+ -+ —-—— =+ ——
p p+2 p+1 p p+2
4 4
X = ——+ ——
b p+2 p+1
2 2
= -
p(p+2) pp+1)
L_l{ 1 }:eﬁt—eat
(p—a)(p—0) g —«
a=20

—t
et —1 B
2t_26t

x(t):1—€72t+2—267t

=3 —e 227!
Probe:

y =2 (—2e7% +2¢7") = 4e7! — 47
7' =2 4 2e7t
2 —y—y =6—2e 2 —det —2eH 44t —2 —de ! + e
=4—det=4(1-¢7)
22 +y=de +4e + 27 —de™' +2

=6e 2 +2=2(1+3e%)
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e zu Aufgabe 3 (s. S. 155)

Ausgangsgleichung:

d k::5-10*4%;n020,2
hp =R - C% + 2R, mit

ZRmittel = 20m,l = 50m

Dabei ist von linearisierten Verhéltnissen und einem homogenen, isotropen Grundwasserlei-
ter mit folgenden Parametern auszugehen:

Variante 1: Aufstellen der Differentialgleichung

Entsprechend der Methoden zur theoretischen Prozessanalyse kann fiir das hydraulische
Schema die Differentialgleichung aufgestellt werden. Der Weg zur Aufstellung dieser Dif-
ferentialgleichung ist bei den Aufgaben zur theoretischen Prozessanalyse beschrieben (siehe
Seite 364).

dZR

hFl = RhydT : CE

+ zp

bzw. umgeformt:

dzp n zr hp
dt Rhydr -C B Rhydr -C

Fiir Rpyq, - C soll die Abkiirzung 7' eingefiihrt werden.

T, triigt die Bezeichnung der Zeitkonstanten (siehe Abschnitt 5.2.1 Ubertragungsfunktionen,
Seite 370ff) und ist nicht mit der Transmissibilitit 7' zu verwechseln. Diese Bezeichnung
wird in automatisierungs- und elektrotechnischer Literatur so verwendet und ist entspre-
chend genormt. In dlteren Literaturquellen wird auch oft die Bezeichnung 7 verwendet. Die
hier eingefiihrte Zeitkonstante 77, ist eng mit der geohydraulischen Zeitkonstanten a = %
(Speicherkoeffizient/Transmissibilitdt) verwandt und ldsst sich in diese iiberfiihren (siche
GRABER, Lehrscript Systemanalyse, Abschnitt 8.1 THEISsche Brunnengleichung)

S

[
Rhyd?"'c:ﬂ's'l'bzf'ﬁ

dZR ZR hFl

%JFTI_ T,
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Anwendung der LAPLACE-Transformation:

Diese Differentialgleichung gilt es, mit den Methoden der LAPLACE-Transformation zu 16-
sen. Wendet man die Rechenregeln entsprechend an, erhélt man:

{eo2)-o()
ez -7
Mit dem Gesetz zur Differentiation,
L{f" ()} = pF (p) = £ (0)
der Variablenzuordnung
f(t) = zr
und den Anfangsbedingung soll gelten:
f(0) = zri=o
Damit erhilt man:
1 1

pL{zr} — 2ZRi—0 + TIL {zr} = iL {hri}

Losung der algebraischen Gleichung nach F(p) = L {zr}:

1 1
ﬁL {hm} + zri—0 = L{2r} - (p + ﬁ)
o )
(r+4)

Beriicksichtigt man, dass nur die Anderungen gegeniiber dem stationiren Ausgangszustand

berechnet werden sollen, kann man zz;—¢ = 0 setzen, und man erhalt:

=L{hp}
L{zg}=40—— (1.6)
(r+ %)
~ L{hm}
Lten) = (pT1 + 1)
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Variante 2: Nutzung der Spannungsteilerregel

Die Gleichung 1.6 kann man auch einfacher erhalten, wenn die aus der Rohrhydraulik oder
Elektrotechnik bekannten Regeln wie Maschen- und Knotenpunktsatz sowie Potential- (Spannungs-
)-Teilerregel benutzt werden. Auch hier geht man davon aus, dass nur die Anderung gegen-

iiber dem stationdren Zustand untersucht wird. Dazu ist es notwendig, neben dem hydrauli-

schen Widerstand

L
k-D-b  T-b

Rhydv“ —

und der hydraulischen Kapazitit (Speicher)

C=S5-A

einen komplexen kapazitiven Widerstand R nach folgenden Gleichungen zu definieren:

1
Go=—
c Re
=p-S-A
SoM  gespannter GWL
=p 1-b
no ungespannter GWL
GC =p- C
bzw.
1
Re=—
c oC

Dabei wird p als komplexe Frequenz p = o + jw bezeichnet. Dies ist dieselbe unabhéngige
Variable, die als Basis der LAPLACE-Transformation dient.

Anwendung der LAPLACE-Transformation:

Nach der Spannungsteilerregel, die besagt, dass sich der Spannungsabfall (Potential- oder
Druckabfall) wie die zugehorigen Widerstdnde verhilt, erhédlt man nachfolgende Gleichun-
gen. Dabei fillt iiber der Kapazitdt C' die Spannung L{zz} ab. Der Flusswasserstand wirkt
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g
hy,
1
I-(—)
v,
7R
R
Re
hy,

Abbildung 1.11: Schema der Grundwasserverhéltnisse

sowohl iiber den hydraulischen Widerstand R},,4, als auch iiber den kapazitiven Widerstand
R¢ (Reihenschaltung von Widerstidnden) (siehe Abbildung 1.11):

L {ZR} _ RC
L{hm}  Ruyar + Rc
L {ZR} . ch

L {hFl} N Rhydr + 1%

Losung der algebraischen Gleichung nach F'(p) = L{zr}:

1
o Lihm}
Rhydr + p% pRhydrC +1

L{ZR} = L {hFl}

Mit Rpyqr - C' = Terhilt man:
L{hg}

1.7
pT1 +1 (47

L{zp} =

Dies ist somit die selbe Gleichung, die man mit der Bilanzmethode iiber die Differentialglei-
chung (siehe Gleichung 1.6) erhalten hat.

Variante 1 und 2

Riicktransformation und Bestimmung der y(t) = zg(¢):

Bei der Riicktransformation, d.h. der Suche der Funktion zg(¢), muss man die speziellen
Randbedingungen, d.h. die Zeitfunktion des Flusswasserspiegels, beriicksichtigen.
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(a) Sprungformige Anregung (hp; = hpy - 1(1))

Laut Korrespondenztabelle (siehe Seite 158, Nr. 2) ist die LAPLACE-Transformierte des
Sprungsignals:

L{hg} = L{hpo-1(t)} = hpp - %

Dabei wurde berticksichtigt, dass die Sprungfunktion in den Grenzen des LAPLACE-Integrals
(0 bis 00) den konstanten Wert 1(¢) = 1 hat:

L{1(0)} = L{f (1)} =}9

Dies wird in die Gleichung 1.7 eingesetzt und man erhélt:

L{hp}
I —
{ZR} pTl + 1
1
L{zr) = hpp - —————
{2z} = hrwo p(pTy +1)
hrio - 1

L{zr} =

(e
Riicktransformation und Bestimmung der y(t) = zg(t):

Die Riicktransformation kann man hier mittels der Korrespondenztabelle oder der Partial-
bruchzerlegung durchfiihren.

Variante 1: Korrespondenztabelle

Aus der Korrespondenztabelle (siehe Seite 158, Nr. 5) erhdlt man:

L_l{@—a)l(p—m}:%

Aus dem Vergleich der zu transformierenden Funktion und der Korrespondenztabelle sieht

man, dass

1 1

p(rig) B DED)
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gesetzt werden kann und man erhélt:

h 1
L {L{zp}} = L7142 1
D (IH' T—1>
L p <p+ %)
ZR — hplo (1 — €T1> (18)

Variante 2: Residuummethode

Ziel der Partialbruchzerlegung ist, die gebrochene rationale Funktion in eine Summe von
Briichen der Nennernullstellen, die Partialbriiche, zu zerlegen. Zuerst werden die Nullstellen
des Nenners der Gleichung 1.7 gesucht:

h 1
L{zr} = 1
Lo )
p1 =0
+1 0
D2 T1_
1
P2 = T
L{izp} = . +
{r) Ty pP—p1 P—D2
hrio A B
Lizg} = — [ =+ 1.9

Die Koeffizienten A und B werden durch Vergleich der gebrochenen Funktion und der Sum-
me der Partialbriiche bestimmt:

1 A B
- =4 -
p(p+4) P Ptm

T o)
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Daraus ergibt sich bei Vergleich der Koeffizienten der Polynomglieder (Potenzen von p):

pt 0=A+DB
A
0
1=—
A:Tl
B:—Tl

Wird dies in die LAPLACE-transformierte Gleichung 1.9 eingesetzt, so ergibt sich:

h T T
L{zp} = 22 _1__11
T P ptag

und die LAPLACE-Riicktransformierte:

h T; T,

Lfl L{~ :Lfl FI0 . _1_ 1
1 1
g (r+#)

Aus der Korrespondenztabelle (siehe Seite 158, Nr. 3) ergibt sich die Riicktransformation:

- {

R (P ey

a=1
n=1
L—l 1 :e—TLl

Damit erzielt man die Losung:
zR:hmy(L—fﬁ) (1.10)
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Das ist die gleiche Losung, die man auch iiber den Weg sofortigen Anwendung der Korre-
spondenztabelle (siche Gleichung 1.8) erhalten hat.

Varianten Korrespondenztabelle und Residuummethode

Abbildung 1.12 zeigt die zeitliche Anderung des Grundwasserspiegels bei sprunghafter An-
derung des Flusswasserspiegels um Az = 20m in Abhéngigkeit vom Strdomungswiderstand
R},yqr als Funktion der Lange [ und der Transmissibilitdt 7', sowie von der Kapazitit C' als
Funktion der Lénge [ und des Speicherkoeffizienten S. Die Ergebnisse sind die gleichen,
die man bei der direkten analytischen Losung der Differnetialglweichung erhalten hat (siehe
Losung Seite 137).

194



1.6. GEWOHNLICHE DIFFERENTIALGLEICHUNGEN

7000

—a— R, k1, ungesp., 12

—&—7R, k1, ungesp., 13
—»—7R, k1, ungesp., 11
——7zR. k1. gesp.. 11
—+—7zR. k1, gesp.. 12

—t— 7R, k1, gesp.. 13

—p— 1SS

5000

4000

Wasserstandsiinderung
Zeit in min

L
3000

il
2000

1000

20

w o sl =
— —

25 -

Ul Ul pUE)SIISSB AN

Abbildung 1.12: Anderung des Grundwasserstandes bei sprunghafter Anderung des
Flusswasserstandes

195



KAPITEL 1. MATHEMATISCHE GRUNDLAGEN

2
(b) Sinusformige Anregung (hp, = hppsin(wt), mit w = T und t= 7d)

T
Laut Korrespondenztabelle (siche Seite 158, Nr. 7) ist die LAPLACE-Transformierte der Si-
nusschwingung:

«

L {sin (at)} = P

. w
L {hFl} =L {hplo S1n (wt)} = thm

Dies wird in die Gleichung 1.9, Seite 192, eingesetzt, und man erhilt:

L{hg}
pT +1
hpw
[(p* +w?) (pT + 1)]

L{zr} =

L {ZR} =

Riicktransformation und Bestimmung von y(t) = zr(t)

Als Riicktransformation sollen hier die Residuummethode mit der Partialbruchzerlegung be-
nutzt werden. Diese sind einfach zu handhaben, wenn es sich, wie in diesem Falle, um eine
rationale Funktion handelt.

Variante Partialbruchmethode

hplw
[(p? +w?) (pT + 1)]

» - hpw
L {L{zr}} =1L { [(p? +w?) (pT + 1)] }

L {ZR} =

1 hplw 1
zp=1L { T [<p+jw)<p—jw)(p_pl)]}

Mit
P1=—7
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und
(a*=0*) =(a+b) (a—b)
V(=82) = V/(=1) b= jb
(a*+ %) = (a* = (=0%))
= (a+ V=) (a= VD)
(a* 4+ 0%) = (a+ jb) (a — jb)
erhilt man:

w

zr=L"1{ hp [(p+jw) (p _}w) <p+ Til)]

Als Partialbruchsumme geschrieben:

ZR — hFlL_l Al + A2 + A3
(p+jw)  (p—jw) (p v %)

Die Koeffizienten A; A und Aj erhélt man durch Multiplikation dieser Summanden mit
dem Hauptnenner und anschlieBendem Koeffizientenvergleich gleichwertiger Potenzen von
p:

w

p:A(p—jw) (p+%1) + Ao (p + jw) <p+%1) —l—Ag(p—i-jw)(p—jw):ﬁ

P’ Ay + A + Ay =0
1 A | —jw + L + Ay +Hjw + L + 0 =0
p 1 J T 2 J T, =

0; A (-2 A, (42 Ag? = —
p-: 1( Tl) + 2(—|—T1 + W T

Damit hat man drei Gleichungen fiir die drei Unbekannten A;, A, und As. Die erste Glei-
chung kann nach Aj aufgeldst werden und in die dritte eingesetzt werden. Dann erhilt man
zwei Gleichungen mit zwei Unbekannten:
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Wird die erste Zeile mit jw multipliziert, so erhélt man:

und man erhilt:

Dies in die obere Gleichung eingesetzt ergibt:
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Damit wird As zu:

141 —+ /42 + /43 = 0

/43 - ——/41 - /42
A — w 1 w 1
3_2T1 (w2+7j1_w> T1 (—w2—|—]7‘1—w>
11 1
1 1 1
20\ (1+ ) (—1+ k)
1 2 w 1
A= 5t I I P
() -1) Tl s)
wT

Diese drei Faktoren A;, A; und A3 in die Partialbruchgleichung eingesetzt, ergibt:

1
()
1
Ay = o A
()
1
)
A A A
ZR:hFlL_l 1 + 2 + 3

p+jw)  (p—jw) <p+ %)

Daraus ergibt sich unter Einbeziehung der EULERschen Formel:

hrio - wo e 1
ZR1(t) = +

- 2 2
RhydTC 0 Rhyd'r c 0

Man erkennt (siehe Abbildung 1.13), dass die Grundwasserhohe zi gegeniiber der Flusswas-

Cos <w0t — arctan

Wo )
Rhydrc

serspiegelhdhe h g kleiner (gedampft) sowie phasenverschoben (zeitverschoben) ist.

" 1
Dampfung: -
1
\/<Rhydrc> * Wg
Phasenverschiebung t il
\Y ung: arctan
Rhydrc
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Allgemein

Dieses Beispiel soll geniigen, um zu zeigen, dass die LAPLACE-Transformation fiir lineare
instationdre Probleme sehr gut anwendbar ist. Bei komplizierteren Systemen, bei denen die
Anzahl der Polstellen grof3 wird oder die Erregerfunktion nicht mehr rational ist, ergeben
sich rechentechnische Schwierigkeiten. Die LAPLACE- Transformation ist nicht anwendbar,
wenn kein geschlossener analytischer Ausdruck fiir die Erregerfunktion aufgestellt werden
kann, z. B. wenn nur einzelne Stichprobenwerte (Abtastwerte) existieren oder wenn die Sy-
stemparameter oder die Erregerfunktion nichtlinearen Charakter besitzen.
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40

30

Zeit in Stunden

20

Wasserstandsinderung

12
10

——7R, k1, ungesp., 11
—a— 7R, k1, ungesp., 13
—=7R k1, gesp., 13
—¥—7zR, kI, gesp.,

—e— Fluss

0

I

T
() w
—_

291 =T
20 +
5

UL UL QYOUIISS LA

Abbildung 1.13: Grundwasserh6he 2z gegeniiber der Flusswasserspiegelhdhe A gy
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e zu Aufgabe 4 (s. S. 155)
(@
Ausgangsgleichung:

; B , Ty =1d " K = 100
T.C+C=K mit — 0:C(0) = 0

L{ﬂC+C}ZLUQ
L {c} = pY — C(0);

fir C (0) = C gilt: L{C} =Y

K
L{K} =2
p
K
TipY +Y = —; Y(p+1):E
. K A+ B Ap+ A+ Bp
fir T, = 1 gilt: ¥ = =— =
ur fp = 1 etlt plp+1) p p+1 p(p+1)
A=K, B=—-K
vy K K
P p+1
K 1 -t
B
p (p—a) (n—1)!
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(b)
Skizze (siehe Abbildung 1.14)

A
100 1 e amaae e a e
S R S T —
= e | | | e g
S 632 '
FCE e R S A B
- 1 : 1 : :
= | | | | |
= A0 4p jrrT e P :
@ : : : : :
g : : : H H
S | | | e e
220 ff R e i

0 - >
0 1 2 3 4 5 6
Zeittind

Abbildung 1.14: Prinzipieller Zeitverlauf der Konzentrationsdnderung
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e zu Aufgabe 5 (s. S. 155)

Ausgangsgleichung:
A= i V gustr mit hy—g = 0; V = const
AL {h ~ L {V}

I
<
_|_
=
=2
|
s
-
I
|
I
»~<
I

Ap?
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1.6. GEWOHNLICHE DIFFERENTIALGLEICHUNGEN

e zu Aufgabe 6 (s. S. 155)

Ausgangsgleichung:
dh hieo=0; ¢g=0,015m-s*
—+k-h=g mit
dt
=0,01s""
L{h+kh}=l{g}
L{h}FL{Mﬁ::L{g}
L{h}:pY+hm)
L{h} =Y
g
Ligt =2
{9} p
g g A B
pY+kyv=9—=y=-—_9 2, 2
p pp+k) p p+k
Ap+ Ak +Bp p(A+ B)+ Ak

p(p+Fk) p(p+Fk)

g g
A h—a=9. p-_19
9 — AT k

L {<p = 2)"} - <ntn—11>! o

firn = 2 gil; 2= —k = L {—} =e ™

ht) =2 (1)
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1.7.1

1.7.1.1

1. Berechnen Sie unter Verwendung der Rechteck- und Trapezregel das Integral I =

Aufgaben

Integrationsverfahren

1.7 Numerische Verfahren

1
d
/ ] —l—x mit den Schrittweiten A = 0,1 und 0, 01 (Losung s. S. 208)
0 x

2. Berechnen Sie folgende Integrale.
Verwenden Sie dabei mindestens zwei numerische Verfahren und zwei unterschiedli-

che Schrittweiten und vergleichen Sie die Ergebnisse:

(Losung s. S. 211)
1
(a) / e~ ynd
-1
2 x
(b) < da
1 X

3. Berechnen Sie das Integral / Vxdzr mittels Rechteckregel, Trapezregel und der drei

1,3

1
NEWTONschen Formeln und vergleichen Sie die Ergebnisse. (Losung s. S. 217)

10
4. Berechnen Sie das Integral [ = / —dx ndherungsweise.
X

Waihlen Sie dazu h = 1.

Verwenden Sie fiir das Intervall [1,9] die SIMPSONsche Regel und fiir das Intervall
9, 10] die Trapezregel. (Losung s. S. 221)

5. Eine Messreihe der Spezifischen Wiarme ¢ des Al;Os in Abhdngigkeit von der Tempe-

ratur 7" liefert die in der Tabelle aufgefiihrten Werte.

Ermitteln Sie die Warmemenge () =

Die Integration ist numerisch nach

(a) der Trapezregel
(b) der SiMPSONschen Regel mit der Schrittweite h = 200°C' durchzufiihren.

1000
¢(T) - dT, die man einem Gramm AlO5

—200
zufiihren muss, um es von —200°C" auf 1000°C' zu erwiarmen. (Losung s. S. 224)

AR

—260

—200

—100

100

200

300

400

600

800

1000

o[5%]

0,04

0,012

0,18

0,22

0,24

0,25

0,26

0,27

0,275

0,28
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1.7. NUMERISCHE VERFAHREN

6. Bei einem Pumpversuch wurden folgende Grundwasserstinde gemessen (siehe Abbil-
dung 1.15)
Berechnen Sie das Wasserdefizit (Volumen) des Absenkungstrichters, wenn der Grund-
wasserleiter folgende Kennwerte besitzt:
h, = 16m, M = 10m, k = 0,001m - s7, Sy = 0,0001m 1, ny = 0, 20
Benutzen Sie dazu die Methode der numerischen Integration! (Ldsung s. S. 226)

Wasserstand in m

Radius in m

Abbildung 1.15: Grundwasserstand in Abhéngigkeit vom Radius
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KAPITEL 1. MATHEMATISCHE GRUNDLAGEN

1.7.1.2 Losungen

e zu Aufgabe 1 (s. S. 206)

Die numerische Berechnung von Integralen erfolgt bei der Rechteckregel mittels der Formel:

b m
Einks / Z |mn — Tp— 1|
" n=0

(fiir m Teilintervalle)

Bei der Verwendung der Trapezregel wird das Integral wie folgt berechnet:

b
- Yn + Yn
Fo [reraem s ()

Die analytische Losung des Integrals ist:

1

/lixdx: In (14 )]}

0

=In2—-Inl=In2

=0,6931
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1.7. NUMERISCHE VERFAHREN

Schritte Funktion: Rechteckregel Trapezregel
X f (ﬁ) Teilfiiche | Summe | Teilfliiche | Summe
0,00 1,00 0, 1000 0,1000 | 0,09545 | 0,0955
0,10 0,91 0,0909 0,1909 | 0,08712 | 0,1826
0,20 0,83 0,0833 0,2742 | 0,08013 | 0,2627
0,30 0,77 0,0769 0,3512 | 0,07418 | 0,3369
0,40 0,71 0,0714 0,4226 | 0,06905 | 0,4059
0,50 0,67 0,0667 0,4893 | 0,06458 | 0,4705
0,60 0,63 0,0625 0,5518 | 0,06066 | 0,5312
0,70 0,59 0,0588 0,6106 | 0,05719 | 0,5884
0,80 0,56 0, 0556 0,6661 | 0,05409 | 0,6425
0,90 0,53 0,0526 0,7188 | 0,05132 | 0,6938
1,00 0,50
Ergebnisszusammenfassung:
Schritt- Rechteck- Trapez- analytische
rel. Fehler rel Fehler
weite regel regel Losung
0,1 0,7188 0,03697 0, 6938 0, 0009
0,01 0,6957 0,00362 0,6932 0, 000009
0,6931

In Abbildung 1.16 ist die Bildung des Integrales fiir verschiedene Schrittweiten und fiir die
Rechteck- und die Trapezregel dargestellt. Man erkennt, dass der Fehler abhéngig von der

verwendeten Methode und von der Schrittweite ist. Die Trapezregel liefert schon bei einer
Schrittweite von h = 0, 1(a — b) sehr brauchbare Werte mit einem Fehler von < 0, 1%.
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R eospross sy s s e sy of Lo syl o o ._A O,F

LO'0 = 8J° MIUYDS 100 = 38 MIIYOS ((x+1)71) L'0 = )18 MILYIS L‘0 = 98 MILYDS
[ebaizedel | =i [8Ban28]ys8y —=— :UoIHUNH —>é— [ebolzade)| —w—  |2Bany20]Y0S)y —m—

uopelfaju| AYISLAWNN

Mo

Abbildung 1.16: Numerische Integration mit verschiedenen Verfahren und Schrittweiten

210



1.7. NUMERISCHE VERFAHREN

e zu Aufgabe 2 (s. S. 206)

(@

Die numerische Berechnung von Integralen erfolgt bei der Rechteckregel mittels der Formel:

Flinks = Z |zn — 2pq]) - (fiir m Teilintervalle)
n=0

@\@

Bei der Verwendung der Trapezregel wird das Integral wie folgt berechnet:

b m
yn+yn+1 . J
F = n n —_ fi Teilintervall
/ nEZO |zp — pia]) - < 5 ) (fir m Teilintervalle)

Die analytische Losung des Integrals ist:

1

-1

= 2,871
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KAPITEL 1. MATHEMATISCHE GRUNDLAGEN

Schritte Funktion: Rechteckregel Trapezregel
X f <e*"2> Teilfliche | Summe | Teilfliiche | Summe
—1,00 2,72 0,2718 0,2718 0, 2483 0,2483
—0,90 2,25 0,2248 0,4966 0,2072 0,4555
—0,80 1,90 0, 1896 0,6863 0,1764 | 0,6320
-0,70 1,63 0,1632 0, 8495 0, 1533 0, 7853
—0,60 1,43 0,1433 0,9928 0, 1359 0,9211
—-0,50 1,28 0,1284 1,1212 0,1229 1,0440
—0,40 1,17 0,1174 1,2386 0,1134 1,1574
—-0,30 1,09 0,1094 1, 3480 0,1067 1,2641
-0, 20 1,04 0,1041 1,4521 0,1025 1,3667
-0,10 1,01 0,1010 1,5531 0, 1005 1,4672
0,00 1,00 0,1000 1,6531 0, 1005 1,5677
0,10 1,01 0,1010 1,7541 0,1025 1,6702
0,20 1,04 0,1041 1,8582 0, 1067 1,7770
0,30 1,09 0,1094 1,9676 0,1134 1,8904
0,40 1,17 0,1174 | 2,0849 0,1229 2,0132
0,50 1,28 0,1284 | 2,2133 0, 1359 2,1491
0,60 1,43 0,1433 2,3567 | 0,1533 2,3024
0,70 1,63 0,1632 2,5199 0,1764 2,4788
0,80 1,90 0,1896 2,7096 0,2072 2,6860
0,90 2,25 0,2248 2,9343 0, 2483 2,9343
1,00 2,72
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1.7. NUMERISCHE VERFAHREN

Ergebniszusammenfassung:

Schrittweite | Rechteck | Fehler | Trapez | Fehler

0,1 2,9343 0,06 2,9343 | 0,06

0,01 2,8985 0,03 2,8987 | 0,03

analytisch ||| 2,871

In Abbildung 1.17 ist die Bildung des Integrales fiir verschiedene Schrittweiten und fiir die
Rechtack- und die Trapezregel dargestellt. Man erkennt, dass der Fehler abhéngig von der
verwendeten Methode, von der Schrittweite und von den Ordinatenwert ist. Die Trapezregel
liefert schon bei einer Schrittweite von & = 0,1(a — b) sehr brauchbare Werte mit einen
Fehler von < 0, 1%.

—e—fexp(=x"2) —a— Rechteck, h=0.1 —&— Trapez h=0,1

Abbildung 1.17: Numerische Integration mit verschiedenen Verfahren und Schrittweiten

(b)

Die numerische Berechnung von Integralen erfolgt bei der Rechteckregel mittels der Formel:
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KAPITEL 1. MATHEMATISCHE GRUNDLAGEN

NE

Fiinks = | y(x)de ~ (|en — Zn-1l) - Yn (fir m Teilintervalle)

S .

S
I
o

Bei der Verwendung der Trapezregel wird das Integral wie folgt berechnet:

2
=0

3

b
F = / y(@)de =Y (|on — Tapal) - <M> (fiir m Teilintervalle)

Die analytische Losung des Integrals ist:

2
/exd I+ x n x? n 3 n +m” 2
—dr = |Inz
x 1.1 2.2 3.3 n-n!
1

~ (2242, 8,10,
AT IT LT 18 T 96

miyio iyt Ly
AT T8 06

~ 2,9882861
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1.7. NUMERISCHE VERFAHREN

Schritte Funktion: Rechteckregel Trapezregel

X f (i—x) Teilfliche | Summe | Teilfliiche | Summe
1,00 2,72 0,2718 0,2718 0, 3036 0, 3036
1,10 3,35 0,3353 0,6072 0, 3787 0,6823
1,20 4,22 0,4221 1,0292 0, 4820 1,1643
1,30 5,42 0, 5419 1,5712 0,6259 1,7902
1,40 7,10 0, 7099 2,2811 0, 8294 2,6196
1,50 9,49 0, 9488 3,2299 1,1212 3, 7408
1,60 12,94 1,2936 4,5235 1,5465 D, 2872
1,70 17,99 1,7993 6, 3228 2,1764 7,4636
1,80 25,53 2,5534 8, 8762 3,1250 | 10, 5886
1,90 36,97 3,6966 | 12,5728 | 4,5782 | 15,1668
2,00 94,60

Ergebniszusammenfassung:

Schritt- Rechteck- Trapez- analytische
rel. Fehler rel Fehler
weite regel regel Losung
0,1 3,0100 0,021 3,0082 0,062
0,01 3,0273 0,042 3,0322 0,041
2,9882861

In Abbildung 1.18 ist die Bildung des Integrals fiir verschiedene Schrittweiten und fiir die
Rechteck- und die Trapezregel dargestellt. Man erkennt, dass der Fehler abhingig von der
verwendeten Methode, von der Schrittweite und vom Ordinatenwert ist. Die Trapezregel lie-
fert schon bei einer Schrittweite von h = 0, 1- (a—b) sehr brauchbare Werte mit einen Fehler
von < 0, 1%.
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16,0000 s 55,00
—&— Rechteckregel, h=0,1 ~
+ 50,00
14,0000 —a— Trapemregel, h=0,1
. + 45,00
—e— Funktion y=exp(x)/x
12,0000 + 40,00
= 10,0000 T 35,00 E
2 z
3 L3000 2
= 80000 £
'S 2500 2
B 5
6,0000 12000 =
40000 - [ 1500
+ 10,00
2,0000
500
0,0(m T T T T T T T T T O,m
1,00 L,10 120 1,30 140 150 160 1,70 1,80 1,99 2,00

x-Wert

Abbildung 1.18: Numerische Integration mit verschiedenen Verfahren und Schrittweiten
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1.7. NUMERISCHE VERFAHREN

e zu Aufgabe 3 (s. S. 206)

Die numerische Berechnung von Integralen erfolgt bei der Rechteckregel mittels der Formel:

Fiinks = | y(x)de =~ (|en — Zn-1l) - Yn (fir m Teilintervalle)

NE

S
I
o

S

Bei der Verwendung der Trapezregel wird das Integral wie folgt berechnet:
b m
F= /?J (z)dr ~ Z (R <M> (fiir m Teilintervalle)

Die analytische Losung des Integrals ist:

1,3

[ i

1

2 ()

=0,3215
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KAPITEL 1. MATHEMATISCHE GRUNDLAGEN

Schritte Funktion: Rechteckregel Trapezregel

b f(1/(x)) | Teilfliche | Summe | Teilfliiche | Summe
1,00 1,00 0, 0300 0,0300 0,0302 0,0302
1,03 1,01 0,0304 | 0,0604 0,0307 | 0,0609
1,06 1,03 0,0309 0,0913 0,0311 0,0920
1,09 1,04 0,0313 0,1227 | 0,0315 0,1235
1,12 1,06 0,0317 | 0,1544 0,0320 0, 1555
1,15 1,07 0,0322 0, 1866 0,0324 | 0,1879
1,18 1,09 0, 0326 0,2192 0,0328 0,2207
1,21 1,10 0,0330 0, 2522 0,0332 0,2539
1,24 1,11 0,0334 | 0,2856 0,0336 0, 2875
1,27 1,13 0,0338 0,3194 0, 0340 0,3215
1,30 1,14

Ergebniszusammenfassung der Rechteck- und Trapezregel:

Schritt- Rechteck- Trapez- analytische
rel. Fehler rel Fehler
weite regel regel Losung
0,03 0,3194 0, 0066 0,3215 0,000014
0,3215

In Abbildung 1.19 ist die Bildung des Integrals fiir verschiedene Schrittweiten und fiir die
Rechteck- und die Trapezregel dargestellt. Man erkennt, dass der Fehler abhingig von der
verwendeten Methode ist.

Bei der NEWTONschen Formel wird die NEWTONsche Interpolationsfunktion mit folgenden
Ergebnissen integriert
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1.7. NUMERISCHE VERFAHREN

—=— Rechteckregel > 114

0.30 - —a— Trapezregel

—e— Funktion y=Wurzel(x) == 1,12

T LI10

T 108

Teilflichen
Funktionswert

T 106

1,04

1,02

x-Wert

Abbildung 1.19: Entwicklung des Integrals im Intervall 1 bis 1,3 mittels der Rechteck- und
Trapezformel

~

hi
f(z)dr = ) (Yo + 1) 2 Stiitzstellen lineare Interpolation

1

h
f(z)dz = 32 (o + 4y1 + 2) 3 Stiitzstellen quadratische Interpolation

o
“ 3hs
f(z)de = e (yo+3y1 +3y2+ys) 4 Stiitzstellen kubische Interpolation
zo

Je nach verwendeter NEWTONscher Formel wird das Integrationsintervall in unterschiedli-
che Schrittweiten h,, eingeteilt. Man erhilt damit folgende Ergebnisse fiir:

h=0,3 |f=+\z F

2 Stutzstellen:
a=1 1 0,321026314

b=1,3 1,140175425
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KAPITEL 1. MATHEMATISCHE GRUNDLAGEN

h =015 | f=7 ja

3 Stiitzstellen: | a =1 1 0, 321484877

r1=1,15 | 1,072380529

b=1,3 | 1,140175425

h=01]f=z F

a =1 1 0,321485149

4 Stutzstellen:
r1=1,1 1] 1,048808848

r1=1,2 | 1,095445115

b =1,3 | 1,140175425

Ergebniszusammenfassung:

Schrittweite | Integral | rel. Fehler
NEWTONsche Formel - 2 Stiitzstellen 0,30 0,3210 | 0,0014280
NEWTONsche Formel - 3 Stiitzstellen 0,15 0,3215 | 0,0000015
NEWTONsche Formel - 4 Stiitzstellen 0,10 0,3215 | 0,0000007
Rechteckformel 0,03 0,3194 | 0,0065550
Trapezformel 0,03 0,3215 | 0,0000140
Analytische Losung 0,3215

In dieser Tabelle ist zu erkennen, dass die Genauigkeit der NEWTONschen Formel mit 4
Stiitzstellen am hochsten ist. Dabei libertrifft die Genauigkeit dieses Verfahrens die Trapez-
regel um zwei Zehnerpotenzen mit einem Rechenaufwand, der nur ein Drittel betrégt.
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1.7. NUMERISCHE VERFAHREN

e zu Aufgabe 4 (s. S. 206)

Das Integral

soll im Intervall x = [1, 9] mittels SIMPSONscher Regel und im Interavall x = [9, 10] mittels
der Trapezregel berechnet werden.

()
Berechnung des Integrals von x = [1, 9] mittels SIMPSONscher Regel:
Die SiMPSONsche Regel lautet:

T2k h
Foimps = / f(x)dx = 3 (yo + 4y1 + 2ys + 4ys + ... + 2yop—2 + 4yar_1 + Yor)
xo

Zu beachten ist:

- Die Stiitzstellen miissen dquidistant (konstante Schrittweite & ) sein.

- Die Anzahl der Stiitzstellen x,, muss ungerade sein (n = 0....2k) .

Laut Aufgabenstellung soll die Schrittweite Az = 1 sein. Damit ergeben sich einschlieflich
der Integrationsgrenzen 9 Stiitzstellen. Das Integral wird demzufolge angenéhert durch:

Fy; :%'(lﬁ- i + 2 + 1 + 2 +

3 ro (vo+Az) (vo+2-Azx) (ro+3-Azx) (r9+4-Ax)
4 2 4 1

+(ZL‘0+5'AJZ) * (xo + 6 - Ax) * (xo + 7 Ax) * (m0+8~Ax))

. 1 1+4+2+4+2+4+2+4+1
swmps 3 \1 2 3 4 5 6 7 8 9

Frimps = 2, 21005291

Die analytische Losung liefert:
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KAPITEL 1. MATHEMATISCHE GRUNDLAGEN

9
1
Fanalyt:/ —dx
1 T

= [In(a))y

Fopaiyr = 2,197224577

Damit ergibt sich bei der SIMPSON-Regel mit 9 Stiitzstellen ein Fehler von:

Fsimps - Fanalyt

E =
’ Fanalyt

e =0,00584

(b)
Berechnung des Integrals von x = [9, 10] mittels Trapezregel:
Die Trapezregel lautet:

Firap = Ax - w

Mit den laut Aufgabenstellung vorgegebenen Werten erhilt man:

1 1
9+10

Erapzl' 9

Firap = 0,105555556

Die analytische Losung berechnet sich zu:
10 1
F. analyt — —dzx
g T
= [In(2)]y’

Fonaiyt = 0,105360516

Damit ergibt sich bei der Trapezregel mit 2 Stiitzstellen ein Fehler von:

Erap - Famzlyt

Fanalyt

e = 0,001851167
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Die Summe der beiden Integrale liefert:

F= Fsimps + Ftrap
= 2,21005291 + 0, 105555556

F =~ 2,315608466

Die analytische Losung wird ermittelt zu:

F= /110§da:
= [In(2)],"

F = 2,302585093

Damit ergibt sich ein Gesamtfehler von:

(Fsimps + Erap) - F
F

E =

e = 0,005655979
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e zu Aufgabe 5 (s. S. 206)

(a)
Bei der Verwendung der Trapezregel wird das Integral wie folgt berechnet:
b m
F = / T~ Z Ty — Trga]) - <yn + ynﬂ) (fiir m Teilintervalle)
n=0

a

Entsprechend der Aufgabenstellung ist eine Schrittweite von AT = 200°C' zu verwenden.
Damit wird das Integral angendhert durch:

e+
Q=AT)y ~—"
n=1

wobei gilt:

C1 = €(—200°0)

C7 = €(1000°C)

C(1000°0C) )

o C(—200°C
Q = 200°C (% + ey + C(20000) + Ca00°c) + C600°C) + C(sooec) + 9

= 200°C' - (0,02 40,18 4+ 0,24 + 0,26 + 0,27 + 0, 275 + 0, 14)

Q = 277

(b)

Die SimMPSONsche Regel lautet:

Fsimps = / f(z (yo + 4y + 22 + dys + ... + 20252 + dyor—1 + Yor)

Zu beachten ist:
- Die Stiitzstellen miissen dquidistant (konstante Schrittweite & ) sein.
- Die Anzahl der Stiitzstellen x,, muss ungerade sein (n = 0....2k) .
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1.7. NUMERISCHE VERFAHREN

Entsprechend der Aufgabenstellung ist eine Schrittweite von AT = 200°C' zu verwenden.
Damit werden bei der SIMPSONschen Regel 7 Stiitzstellen verwendet.

~200°C

©="3

- (c(—2000c) + 4 - coecy + 2 - Cc20000)F
4 - caooecy + 2 - ceooecy + 4 - Cisooecy + Ca000°C) )
=66,67°C"- (0,04 +0,72+0,48 41,04+ 0,54+ 1,1 + 0, 28)

Q = 280
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e zu Aufgabe 6 (s. S. 206)

Wasserstand in m

15.4
15,2
15.0
14.8
14.6
14,4

14,2

0 2 4 6 8 10 12 14 16 18

Radius in m

Abbildung 1.20: Grundwasserstand in Abhéngigkeit vom Radius

Fiir den vorliegenden Fall wird anhand der urspriinglichen Messwerte folgende Tabelle der
Funktion aufgestellt (siche auch Abbildung 1.20 ). Es ist nicht sinnvoll interpolierte Werte
zu benutzen, da diese Interpolation Ungenauigkeiten in die Berechnung bringt.
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Radius Wasserstand Absenkung Teilvolumen
[m] [m] [m] [m”]
0,3 14,40 1,60 4,36
1,0 14,55 1,45 32,67
3,0 14,85 1,15 95,29
9,0 14,95 1,05 75,40
7,0 15,05 0,95 92,99
9,0 15,10 0,90 109, 96
11,0 15,15 0,85 124,41
13.0 15,20 0,80 138,98
15,0 15,22 0,78 153,81
17,0 15,25 0,75

Zur Berechnung des Wasservolumens, welches abgepumpt wurde, geht man von dem Volu-
men des Absenkungstrichters aus. Dazu ist die Hohe der Absenkung notwendig:

S = htzo — h(t)

Das Volumen wird berechnet, indem ein rotationssymetrischer Absenkungstrichter ange-
nommen wird. Der Langsschnitt ergibt sich aus der Fliche, die von der Absenkungskurve
und von der x-Achse eingeschlossen wird. Entsprechend der vorliegenden Quantisierung
kann das Volumen als Summe einzelner Hohlzylinder betrachtet werden, wobei, dhnlich wie
bei der Integrationsformel, von rechteckigen oder trapezférmigen Hohlzylinderldngsschnitt-
flachen auszugehen ist.

Rechteckiger Querschnitt:
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VHohlz. - szyl—auﬁen - ‘/zyl—innen

_ 2 2
=T8Ty —TM-85-T]

VHohlz. =TmT-S- (T’% - T%)

Auf das Quantisierungsschema bezogen:
VHoniz. = ™ Z S (Tasr —77)
Bei trapezformigen Léngsschnitt wird die Fliche nach dem Trapezgesetz berechnet:

VHohiz. = WZ (L;n“> : (r72z+1 - 7“721)

Da bekannt ist, dass die Trapezformel genauere Werte liefert, soll diese im Weiteren benutzt
werden. Die einzelnen Teilvolumina sind in der Tabelle aufgefiihrt. Als Gesamtvolumen des
Absenkungstrichter ergibt sich:

Vion.. = 787,87

Da das Wasservolumen entsprechend dem gravimetrischen Speichervermdgen nur ein Bruch-
teil des Trichters ausmacht, muss das Volumen des Hohlzylinders mit dem Speicherkoeffizi-
enten multipliziert werden.

VWasser =5 VHohlz.

Laut Aufgabenstellung handelt es sich hier um gespannte Grundwasserleiterverhdltnisse und
damit gilt:

VWasser = SO - M - VHohlz.
=0,0001m " 10m - 787,87

Vivasser = 0, 78787m?>
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1.7.2  Numerische Losung von Differentialgleichungen

1.7.2.1 Aufgaben

1. Losen Sie folgende Differentialgleichung mittels numerischer Methoden, indem Sie
bis x = 1 mit wenigen Intervallen, z.B. 0,5; 0,2 und 0, 1 rechnen.
(Losung s. S. 231)

(a) Wenden Sie die einfache EULERsche Methode an. Konvergieren die Ergebnisse
gegen den exakten Losungswert y (1) = 1?

(b) Wenden Sie das RUNGE-KUTTA—Verfahren 4. Ordnung und ein Predictor-Corrector-
Verfahren auf die Differentialgleichung an und vergleichen Sie wieder die Ergeb-
nisse.

2. Losen Sie die Differentialgleichung

d
d—atj—i—th:O mit  z(0) =3

fir den Punkt ¢ = 3 nach dem EULER-Verfahren. Benutzen Sie dabei Schrittweiten
von At = 0,1; 0,05und 0, 01.
(Losung s. S. 237)

3. Losen Sie die Differentialgleichung

p #2cost it <7T>
— — 1z =t?cos r(=)=m
dt 2

fur den Punkt ¢ = 27 nach dem EULER-Verfahren. Benutzen Sie dabei Schrittweiten
von At = 0, 17 und At = 0, 057.
(Losung s. S. 240)

4. Fiir die Konzentration C' durch Sorption von Schadstoffen an der Bodenmatrix soll
folgende DGL gelten:

TC+C =K

wobei T} eine Zeitkonstante und K eine Konstante sein sollen. 7} = 1d~', K = 100
Die Konzentrationsédnderung zum Zeitpunkt ¢ = 0 soll C'(0) = 0 sein.
(Losung s. S. 242)

(a) Losen Sie die DGL mittels EULER-Verfahrens (A = 0, 1d) und berechnen Sie die
Konzentration fiir den Zeitpunkt ¢ = 1d.

(b) Skizzieren Sie den prinzipiellen Zeitverlauf der Konzentration.
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5. Der Grundwasserwiederanstieg und damit die Auffiillung der Restlocher in den ehe-
maligen Braunkohlentagebauen dauert unter natiirlichen Bedingungen zu lange. Des-
halb wird der Auffillvorgang mit einer konstanten Fremdeinspeisung (h;—¢ = 0) be-
schleunigt (siehe Abbildung 1.21).

Stellen Sie fiir den Auffiillvorgang h(t), ohne Beriicksichtigung des Grundwasserlei-
ters und einer Grundwasserneubildungsrate, die Differentialgleichung auf.
Beschreiben Sie die Losung mittels numerischer Methoden. (Losung s. S. 245)

\%

—]

h(t)

(LIl il

Abbildung 1.21: Fiillvorgang eines Restloches

6. Es ist folgende Differentialgleichung gegeben:

dh )
a—l—k’h:g mltht:():O

g=0,015m-stund k = 0,01s7!
Losen Sie die Differentialgleichung mittels numerischer Methoden (Losung s. S. 245).
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1.7.2.2 Losungen

e zu Aufgabe 1 (s. S. 229)

(a)

Entsprechend der EULERschen-Methode wird die Losung der Differentialgleichung auf die
schrittweise Losung einer algebraischen Gleichung iiberfiihrt. Je nachdem, ob nur mit einem
Intervall zwischen Ober- und Untergrenze (b bzw. a) oder mit n Teilintervallen gearbeitet
wird, erhdlt man:

b
Y = ya+/f(xay)dl‘% Ya + f(av ya)'(b_a)

~ Yo+ fla, ya) - h
Tn+1

Yn+1l = Yn T / fr,y)de = yp + f(Tn, Yn) - (Tpg1 — T0)

Tn

X Ynt+ (@0, yn) - Azy,
Fiir die Losung der vorliegenden Differentialgleichung bedeutet dies:

y/ — _$y2

yn-i-l:yn_-fn'yi'Ax

Bei Einsetzen der vorgebenen Anfangsbedingung y (0) = 2 und des zu berechnenden Wertes
Y(z—1) erhélt man die in Abbildung 1.22 gezeigte Entwicklung der Losung in Abhéngigkeit
von der Zeitschrittweite (Az = 0,05; 0,1;0,2;0,5).

Die analytische Losung dieser Differentialgleichung ist im Abschnitt 1.6.1.1 ”Analytische
Methoden zur Losung von Differentialgleichungen™ (Seite 132) dargelegt. Die analytische
Losung

y(1) =1

ist zum Vergleich mit angegeben. In Abbildung 1.23 ist die Abhingigkeit der Losung von der
Zeitschrittweite dargestellt. Darin ist zu erkennen, dass die Losung des EULER-Verfahrens
fir diese Aufgabe sehr gut mit dem Wert der analytischen Losung y(1) = 1 konvergiert.
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Die analytische Losung lautet:

B 2
y= 2 +1
Ax=0,05| Ax=0,1| Ax=0,2 | Ax=0,5| Ax =1 | analytisch
y(x=1) 0,953 0,906 0, 808 0,5 1
rel. Fehler
0,047 0,094 0,192 0,5
(x=1)
abs. Fehler
0,047 0,094 0,192 0,5
(x=1)
—— A=0,05
2,0 Bt
s —a—A=01
1.9 - 0 .
) —a— A=02
1.8 \
_X_f'\:O,S
1,7 ——
1.6 -
15 -
g 14
E 13
E
£ 121
g Ll
=
1,0 -
0.9 -
0.8
07
0.6 -
0,5 T T T T T T 4
00 01 02 03 04 05 06 07 08 09 10
x-Wert

Abbildung 1.22: Verlauf der Losungsfunktion, Quantisierungsschrittweite als Paramter
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1,0

6.9
08
T
=
0.7 4
0.6 -
075 T T T T &

0 0.1 0.2 0.3 0.4 0.5

Schrittweite

Abbildung 1.23: Abhéngigkeit des Integrationsergebnisses von Quantisierungsschrittweite

(b)
Das einfachste Verfahren, welches sich vom EULER-Verfahren hinsichtlich der Genauigkeit
unterscheidet, ist das RUNGE-KUTTA-Verfahren 2. Ordnung. In diesem Fall ist:

yb:ya+k2

kl =h- f(xaaya)
1 1
ko="h-f (% + §h7ya + 514?1)
mit: h=b—-a
Fiir die Losung der vorliegenden Differentialgleichung bedeutet dies:

y = -y

yb:ya+k2

233



KAPITEL 1. MATHEMATISCHE GRUNDLAGEN

Fira =0, b = 1und h = 1 ergeben sich folgende Werte:

Yo | ki | ko | Wb

2 10 | =210

Fira =0,b = 1und h = 0, 5 ergeben sich folgende Werte:

Yn k1 kQ Yn+1

2 0 -0,5 1,5

1,5 | —0,5625 | —0,557 | 0,943

Das RUNGE-KUTTA-Verfahren 4. Ordnung stellt ein hiufig benutztes Verfahren dar, wel-
ches einen guten Kompromiss zwischen Genauigkeit und numerischem Aufwand darstellt.
Fiir die allgemeine Form:

Yp = Yot k

schreibt man beim RUNGE-KUTTA-Verfahren 4. Ordnung;:

k= %-(k1+2k2+2k3+k4)
ki =h- f(a, ya)

ko =h-f(a+g,ya+%)
ks Ih-f(a+g,ya+%)

ky =h - fa+h, yo+ks)

mit: h=|b—d|

Fiir die Losung der vorliegenden Differentialgleichung bedeutet dies:
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y/ — —LEyZ

yn+1:yn_xn'y72z'Ax

Fira =0,b = 1und h = 1 ergeben sich folgende Werte:

Yo | ki | ke ks ky Yy

2 10 [-2]|-0,5] 2,250,792

Fira =0,b= 1und h = 0, 5 ergeben sich folgende Werte:

Yn k; ks ks ky Ynt1

2 0 —0,5 —0,383 | —0,654 | 1,597

1,597 | —0,637 | —0,613 | —0,625 | —0,473 | 0,9994

Bei Einsetzen der vorgebenen Anfangsbedingung y (0) = 2 und des zu berechnenden Wertes
Y(z—1) erhilt man die in Abbildung 1.22 gezeigte Entwicklung der Losung in Abhéngigkeit
von der Zeitschrittweite (Az = 0,05; 0,1;0,2; 0,5).

Die analytische Losung dieser Differentialgleichung ist im Abschnitt 1.6.1.1 ”Analytische
Methoden zur Losung von Differentialgleichungen™ s. S. 132 dargelegt.

Die analytische Losung

ist zum Vergleich mit dargestellt.
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rel. Fehler abs. Fehler
y(x=1)
(x=1) (x=1)
EULER Ax=0,5 |0,5 0,5 0,5
EULER Ax=0,2 | 0,808 0,192 0,192
EULER Ax=0,1 | 0,906 0,094 0,094
EULER Ax =0,05 | 0,953 0,047 0,047
R-K-2. O. Ax =1 0 1 1
R-K-2. 0 Ax=0,5 | 0,943 0,057 0,057
R-K-4. O Ax =1 0,792 0,208 0,208
R-K-4. 0 Ax =0,5 | 0,9994 0, 0006 0, 0006
analytisch 1
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e zu Aufgabe 2 (s. S. 229)

Entsprechend der EULERschen Methode wird die Losung der Differentialgleichung auf die
schrittweise Losung einer algebraischen Gleichung tiberfiihrt. Je nachdem, ob nur mit einem
Intervall zwischen Ober- und Untergrenze (b bzw. a) oder mit n Teilintervallen gearbeitet
wird, erhélt man:

b
Yp = ya+/f(x,y)dx% Ya + f<a7 ya)'(b_a)

X Yo+ fla, ya) - h

Tn+1

Yn+1l = Yn T / fr,y)de = yp + f(Tn, Yn) - (Tpg1 — T0)

Tn

X Yn T f(xm yn) Ay,

Fiir die Losung der vorliegenden Differentialgleichung bedeutet dies:

dx
2y =
7t +tx =0

an:xn—ti-xn-At

Bei Einsetzen der vorgebenen Anfangsbedingung (0) = 3 und des zu berechnenden Wertes
T (;—3) erhilt man die in Abbildung 1.24 gezeigte Entwicklung der Losung in Abhéngigkeit
von der Zeitschrittweite (At = 0, 1;0,05;0,01).

Die analytische Losung dieser Differentialgleichung ist im Abschnitt 1.6.1.1 ”Analytische
Methoden zur Losung von Differentialgleichungen” (Seite 132) dargelegt. Die analytische
Losung

1.3
x = 3e 3!

ist zum Vergleich mit dargestellt. Man erkennt, dass die Abweichung sehr stark von dem
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Kurvenverlauf bzw. dem zu berechnenden Wert abhéngt.

At =0,1| At =0,05 | At = 0,01 | analytisch
x(t = 3) 0,0000007 | 0,0000568 | 0,0002739 | 0,0003702
rel. Fehler (t = 3) 0,998 0,847 0,260
abs. Fehler (t = 3) 0, 0004 0,0003 0,0001
x(t = 1,5) 0,78 0,88 0,96 0,97
rel. Fehler (t = 1,5) | 0,194 0,096 0,019
abs. Fehler (t = 1,5) || 0,189 0,093 0,018
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0,5 1

—=— Delta 0,01
—+— Delta t=0,05
—+— Delta t=0,1

—¥— analytisch

0,5

Abbildung 1.24: Verlauf der Losungsfunktion, Quantisierungsschrittweite als Paramter
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e zu Aufgabe 3 (s. S. 229

Entsprechend der EULER-Methode wird die Losung der Differentialgleichung auf die schritt-
weise Losung einer algebraischen Gleichung tiberfiihrt. Je nachdem, ob nur mit einem Inter-
vall zwischen Ober- und Untergrenze (b bzw. a) oder mit n Teilintervallen gearbeitet wird,
erhilt man:

b
Yp = ya+/f(:v,y)dx% Yo+ fla, ya) - (b—a)

N Yo+ f(aa ya)'h
Tn+1

Yn+1 = Yn T / f(:c,y)dx R Yn + f(SCn, yn) ’ (mn+1 - an)

Tn

~ Un + f(xm yn) : Amn

Fiir die Losung der vorliegenden Differentialgleichung bedeutet dies:

dz 9
t— —x =1t°cost
dt

1
Tpi1 = Ty + (t, cost, + t—xn) - At

n

Bei Einsetzen der vorgebenen Anfangsbedingung x(z) = 7 und des zu berechnenten Wertes

T(;—2x) erhélt man die in Abbildung 1.24 gezeigte Entwicklung der Losung in Abhéngigkeit
von der Zeitschrittweite (At = 0, 17 und 0, 057).

Die analytische Losung dieser Differentialgleichung ist im Abschnitt 1.6.1.1 ”Analytische
Methoden zur Losung von Differentialgleichungen”, Seite 133 dargelegt. Die analytische
Losung

x=1t(1+sint)

ist zum Vergleich mit dargestellt. Man erkennt, dass die Abweichung sehr stark von dem
Kurvenverlauf, bzw. dem zu berechnenden Wert abhéngt.
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At =0,17 | At = 0,057 | analytisch
x(t = 2m) 6,337 6,244 6,283
rel. Fehler (t = 27) 0,0085 0,0062
abs. Fehler (t = 27) 0,0534 0, 0388
x(t = 3,45) 1,386 1,853 2,388
rel. Fehler (t = 3,45) | 0,420 0,224
abs. Fehler (t = 3,45) | 1,002 0,534

7
| —e— Delta t=0,1 Pi

&l —a—analytisch
—¢— Delta t=0,05 Pi

5 i

4 4

3 i

2 {

l -

0

6 6,5

Abbildung 1.25: Verlauf der Losungsfunktion, Quantisierungsschrittweite als Paramter
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e zu Aufgabe 4 (s. S. 229)

(a)

Entsprechend der EULER-Methode wird die Losung der Differentialgleichung auf die schritt-
weise Losung einer algebraischen Gleichung tiberfiihrt. Je nachdem, ob nur mit einem Inter-
vall zwischen Ober- und Untergrenze (b bzw. a) oder mit n Teilintervallen gearbeitet wird,
erhilt man:

b
Yp = ya“—/f(xay)dx% Ya + f<a7 ya)'(b_a>

R Yo+ f(aaya)'h

Tn+1

Yn+1 = Yn + / f(x,y)d:v ~ Un + f(xm yn) : ($n+1 - xn)

Tn

X UYn + f(xm yn) ' Aﬁn

Fiir die Losung der vorliegenden Differentialgleichung bedeutet dies:

TC+C =K

1
Cos1=Cp+ — (K —C), - At
T

Bei Einsetzen der vorgebenen Anfangsbedingung C;_, = 0 und des zu berechnenden Wertes
(=14 erhélt man die in Abbildung 1.26 gezeigte Entwicklung der Losung in Abhingigkeit
von der Zeit (At = 0, 1d).

Die analytische Losung dieser Differentialgleichung ist im Abschnitt 1.6.1.1 ”Analytische

Methoden zur Losung von Differentialgleichungen™, Seite 229 dargelegt. Die analytische
Losung

cu:cg-(1—e*ﬁ)

ist zum Vergleich mit dargestellt. Man erkennt, dass die Abweichung sehr stark von dem
Kurvenverlauf bzw. dem zu berechnenden Wert abhéngt
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Abbildung 1.26: Abhingigkeit der Konzentration von der Zeit

At =0,1d analytisch

x(t = 1d) 65,132 | 63,212
rel. Fehler (t = 1d) 0,03
abs. Fehler (t = 1d) 1,92
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(b)
Skizze

244

Konzentration

100

C(t)

Zeit

6

Abbildung 1.27: Prinzipieller Zeitverlauf der Konzentration




1.7. NUMERISCHE VERFAHREN

e zu Aufgabe 5 (s. S. 229)

dh . )
AE =V mit: hi—o =0
dh =L .vd ilt:

1 .
— TV.A
Py hn+A VAt

hOIO

1 .
hi=ho+—-V-At

A
ho= It = VA
2 — I A
e zu Aufgabe 6 (s. S. 229)
g=0,015"% k=0,01s""!

dh .

E+/{;-h:g mit: p,_, =
dh=(g—Fk-h)dt
dh = Ah = hy11 — hy

Bt = hy (0,015 — 0,01 - ) At
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