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Ubungen zur Vorlesung Mathematik IT/1 (inkl. Kurzlésung)
2. Woche — Trigonometrische Reihen, Fourier-Reihe, L?(—,7)

A1l Trigonometrische Polynome
Sie haben die trigonometrischen Polynome (Ma3, 12.1) kennen gelernt.

(a) Unter welcher Bedingung an die komplexen Koeffizienten ¢, und c_j ist P,(z) € R
fir alle =7

(b) Geben Sie die ¢, k = 0,1,2 an fir

2
Py(z) =1+ 2cos(z) + 3sin(2z) = Z cre™”

=—2

(c) Geben Sie fiir

1

Pi(z) = Ajcos(x + ¢) = A; (cos(yp) cos(x) — sin(yp) sin(z)) = Z cpe™”
k=—1

1, |e1] sowie arg(cy) an.
Kurzlosung:

(a) P,(x) ist reell, wenn alle ay, by € R, also ¢ € Rund ¢, =, k=1,...,n.

(b) Wegen ay, = ¢ + c_j und by = i(cy — c_), s. VL, ist ¢x = %(ak —iby) (*), also

3
60:1701:1,62:—15

Merke: Re(c,) = Halfte des Koeffizienten vor cos(kx).
—Im(c) = Halfte des Koeflizienten vor sin(kx).

(c) Pi(z) = Ajcos(z + @) = Ay (cos(p) cos(z) —sin(p)sin(x)) = S cre*®

c1 = g(ar —ibi) s. (*), also ¢y = 4 (cos(yp) + isin(p))

o1 = 4 und arg(ey) = .

Merke: Betrag und Winkel von ¢ geben die (halbe) Amplitude und die Phase
der harmonischen Schwingung an.

A2 Trigonometrisches Polynom = endliche Fourier-Reihe

Zeichnen sie die folgenden Funktionen im Intervall [—m, 27]:

(a) cos(z), —sin(z),



(b) f(z) = cos(x) — sin(x), "addieren’ Sie die Funktionen aus (a) graphisch.
(¢) Lesen Sie vom Graphen (b) Amplitude und Phase, also A, ¢ fiir f(z) = A cos(x + ¢)
ab.

Kurzlosung:

(c) A=v2,p=1%

A3 Knowing ¢y and ¢ is knowing the signal P(x)
Gegeben sind die folgenden Koeffizienten der reellen trigonometrischen Polynome
Pi(z) = Z,lc:_l cxe*®. Geben Sie jeweils c_; an und zeichnen Sie das zugehdrige
Pi(z) im Intervall [—m, 27]:
(a) co=1,01 = 3,
(b) Co = 1,01 = —%,

(C) Co = 1,61 = %

Kurzlosung: c¢_; =¢;.
(a) 1+ cos(x),
(b) 1+ sin(z),
(¢) 1+ V2cos(z+ %), s. A5 c).

A4 Fourier-Reihe = trigonometrisches Polynom unendl. Ordnung:
Konvergenz

Erinnern Sie sich an den Abschnitt Folgen und Reihen aus Mathematik 1.

(a) Welche Konvergenzkriterien fiir Reihen kennen Sie?

(b) Nutzen Sie das Majorantenkriterium, um eine (hinreichende) Bedingung (an
a, by) fir die Konvergenz der Fourier-Reihe, fiir alle x zu ermitteln:

F(z) =ag+ Z ay cos(kx) + by, sin(kx)

k=1
= ay + Z Ay cos(kx + pg) mit Ay = (/ai + b3 und ¢ = arctan(;—)
k
k=1



Kurzlosung:

(a) notwendiges Kriterium, Wurzelkriterium, Quotientenkriterium (QK), Leibniz-
Kriterium, Majoranten- /Minoranten-Kriterium,

(b) Die Fourier-Reihe konvergiert fiir alle x wenn die Reihe >~ | Ay konvergiert.

A5 [2-Skalarprodukt,-Norm und L?(—7, )

Sie haben das L?-Skalarprodukt (Ma3, Def. 12.5) (p,q) mit p,q : [-7, 7] — C
kennen gelernt.

(a) Ist (p,p) stets reell?
(b) Ist (p,q) stets reell?

(c) Geben Sie die L2>-Normen || cos(x)||z und || €®||y an. Gehéren die Funktionen
cos(x) und e zum L*(—m, ), dem Raum der quadratintegrierbaren Funktio-
nen?

(d) Gegeben ist die Funktionenschar f(x) = {I ok, f?r O<a<m

0, fir —7<2<0

Fiir welche o gehort f(x) zum L?(—7,m)?

Kurzlosung:

(a) Ja. (p,p) = |Ipll3.

(b) Nein. Beispiele p, g fiir {p, q) reell/nicht reell nennen lassen.

(c) | cos(z)lla = v/m und |||}y = v2m.
Ja, cos(z), e € L*(—m,m), da || ... || endlich.

(d) Fir o> —3: f(z) € L*(—m, 7). Es gibt also Funktionen, die integrierbar (fiir
a > —1) aber nicht quadratintegrierbar sind.

Zusatz: L*-Skalarprodukt,-Norm und L*(-Z, 1)

Anstelle 27-periodischer Funktionen auf dem Intervall [—m, 7] wollen wir jetzt T-
periodische Funktionen im Intervall [-7"/2,T'/2] betrachten.

(a) Geben Sie die Sinus- und Kosinus-Funktion mit der Periode 7" an und iiberpriifen
Sie, dass diese tatsachlich T-periodisch sind.



(b) Wie berechnet sich im L?*(—T/2,T/2) das Skalarprodukt bzw. die L?-Norm?

(c) Geben Sie Skalarprodukt und Norm Ihrer Funktionen aus (a) an

Kurzlosung:

(a) cos (2mz/T),sin (27x/T).
Eine Funktion f(z) heifit T-periodisch, falls

Vi eR: f(z+T)=f(x)
s (101 oo (2 ) o ()

T
2

sin (2?”(:5 4 T)> —sin <2%a:‘ + 27T> — sin (?x) J

(b)
/2
(f.9) = f(x)g(x)d
~T/2
T/2
W21 /2,2/21) = / |f () [Pdx
~T/2
()
T/2
(cos (2mz/T) ,sin 27z /T)) ::/ cos (2mrx/T) sin (27x/T) dx =0
~T/2
) T/2 ) T
|| cos (272 /T) || 72(-1/2.7/2)) ::/T/2 | cos 27z /T) |“dx = 3
) T/2 ) T
s /) i raay = | Isin(2me/T) P = 5
A6 Konvergenz oder nicht
1, fir0<zx<mw

Fiir die 2m-periodische Rechteckfunktion f(z) = .
-1, fir — 7 <2 <0

lautet die Fourier-Reihe:
sin3z sinbr sinTz >
+ ...

4
F(z) = = (si
(x) 7T<sm:z:—|— 3 + E -
sin ((2k + 1)x)
(%)

__z% 2%k + 1

4




(a) Zeichnen Sie die 2m-periodische Rechteck-Funktion. Ist diese Funktion stetig?

(b) Jede endliche Summe von stetigen Funktionen, z.B. Sinus- und Cosinus-Funktionen
ist stetig. Gilt dies auch fiir eine unendliche Summe von stetigen Funktionen
wie die Fourier-Reihe?

(c) Die Fourier-Reihe F(z) (*) konvergiert im quadratischen Mittel gegen die Funk-
tion f(z). Geben Sie die Funktionswerte F(0) und f(0) an. Uberlegen Sie, ob
die Reihe (*) auch punktweise gegen die Funktion f(z) konvergiert, s. Ma3,
Def. 12.10 .

Kurzlosung:

(a) nicht stetig.
(b) offenbar nicht.

(c) Da F(0) =0 # 1 = f(0) konvergiert die Fourier-reihe F'(z) nicht punktweise
gegen f(z), sondern nur im quadratischen Mittel.



