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Ubungen zur Vorlesung Mathematik I/2 (inkl. einiger Lésungen)
9. Woche — Taylor, Jacobi-Matrix 4+ Kettenregel, inplizite Funktion

1. Taylor, Taylor, Taylor

(a) eindimensional
i. Geben Sie eine Funktion f(z) an, deren Taylor-Entwicklung 2. Ordnung (um den
Entwicklungspunkt zo = 0) Ty(z) = 1+ x + % ist.
ii. Geben Sie den 'Fehler’ (Differenz zwischen Funktion und Taylorndherung) Ry(x) =

f(z)—Tz(z) sowie seine erste und zweite Ableitung an der Entwicklungsstelle zy = 0
an ;-).
(b) zweidimensional
i. Geben Sie eine Funktion f(x) an, deren Taylor-Entwicklung 2. Ordnung (um den
Entwicklungspunkt z, = 0) To(z) =1+ x +y + % +xy + 3/2—2 ist.
ii. Geben Sie den 'Fehler’ Ry(z) = f(z) — Ty(z) sowie seinen Gradienten und seine
Hesse-Matrix an der Entwicklungsstelle z, = 0 an ;-).

Losung:

(a) i zB. f(z) = 1+x+§ oder f(z) = 1+x—|—§+7x3 -)
ii. Re(0) = (f—T32)(0) = 0sowie R5(0) = (f—T»)'(0) = 0 und R5(0) = (f—T2)"(0) =
0, s. auch Mal Folien 4.5 ;-)
(b) i zB. f(x)= 1—|—a:—|—y—|—352—2+xy—|—‘7’2—2+7x3+x2y2+2y5 =)
ii. Ry(0) = (f — T2)(0) = 0 sowie VR2(0) = V(f — T2)(0) = 0 und Hg,(0)

Hi 1,(0) = (8 8), s. auch Ma2 Folien 10_1 ;-)

2. Kettenregel - Polarkoordinaten

Betrachtet wird die Funktion f : (a:) = f(r,¢), Funktion P in Bsp. 8.28, Polarkoordinaten
Y

sowie deren Umkehrfunktion (T) = f~Yx,y), s. Funktion ¢ in Beispiel 10.6.
2

Verwenden Sie beide Funktionen in Satz 10.5, Kettenregel und ermitteln Sie das Produkt
der beiden Jacobi-Matrizen (von f und f~!). Das Ergebnis steht laut Kettenregel vorher
fest (Welche Funktion £ stellt die Verkettung von f und f~! dar? ;-)) !

Losung:

of Oz, y) _ <Cosg0 —rsingp)

Jr= a(r, v) - a(r, v) sing  rcosp

/22 1 2 '
(T) = fHa,y) = ( Y ) , Jp= Arep) — (COSSO smgp)’ s. Beispiel 10.6

arctan y/x S(x,y) _ sing cos ¢
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3. Kartesische K. +» Kugelkoordinaten - eindeutig?
Uberpriifen Sie, in welchen Fillen die Kugelkoordinaten eine (eindeutige) Funktion der kar-
tesischen Koordinaten sind, indem Sie den Satz iiber implizite Funktionen Satz 10.11 an-

wenden!
x
Bringen Sie also die explizite Form [y | = K(r,p,0) (Bsp. 8.28) in die implizite Form
z y
—— -

z— K(y) = f(z,y) = 0. Uberpriifen Sie nun die Voraussetzungen des Satzes iiber implizite
Funktionen.

% ist gleich der Jacobi-Matrix der Kugelkoordina-

ten, s. Bsp. 8.28. Diese ist singulér, wenn die Funktionaldeterminante det(Jy,) = 72 cos 0

Lésung: Die Jacobi-Matrix Jy, =

verschwindet, also fiir 7 = 0 oder # = £7 ("Nord- und Siid-pol’). In allen anderen Fillen
sind die Kugelkoordinaten eine eindeutige Funktion der kartesischen.

4. f(x,y) = x —y*® =0 - eindeutig nach y auflésbar?

(a) Wenden Sie den Satz iiber implizite Funktionen Satz 10.11 an, um zu entscheiden, ob
die Funktion f(x,y) = z — y®> = 0 in der Umgebung des Punktes (0, 0) eindeutig nach
y auflosbar ist.

(b) Zeichnen Sie die Funktion y = 2 und deren Umkehrfunktion.
(c) Stellt (b) einen Widerspruch zu Ihrem Ergebnis von (a) dar, also ein 'Gegenbeispiel’
zum Satz iiber implizite Funktionen? ;-)
Loésung:
(a) (0,0) ist ein giiltiger Punkt, da f(0,0) = 0. J;, = f, = —3y? somit f,(0,0) = 0,=
Voraussetzungen des Satzes iiber implizite Funktionen NICHT erfiillt.
(b) Die Umkehrfunktion existiert: 4 = 23 (auch um den Punkt (0,0)).

(c) Natiirlich nicht! Das ist eben ein "Wenn-Dann’-Satz. Er liefert nur hinreichende Be-
dingungen (im Gegensatz zu ’Genau-Dann-Wenn’-Sétzen, mit Bedingungen, die hinrei-
chend UND notwendig sind).
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