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Übungen zur Vorlesung Mathematik I/2 (inkl. einiger Lösungen)

3. Woche – Stetigkeit, partielle Ableitungen und ’Wann gilt Satz von Schwarz?’

1. Stetig in (x, y) = (0, 0) ?

Untersuchen Sie die folgenden Funktionen

u =


x y (x2−y2)
x2+y2

, für (x, y) 6= (0, 0)

0, für (x, y) = (0, 0)

v =

{
x6+9x4 y2−9x2 y4−y6

(x2+y2)3
, für (x, y) 6= (0, 0)

?, für (x, y) = (0, 0)

auf Stetigkeit in (0, 0), indem Sie

(a) Polarkoordinaten nutzen: x = r cosϕ, y = r sinϕ und

(b) den Grenzwert limr→0 betrachten und

(c) evtl. den Grenzwert limr→0 für ϕ = 0 sowie für ϕ = π
2
betrachten.

Lösung: u ist stetig, v nicht!

2. fröhliches Ableiten

Überzeugen Sie sich, dass für u aus Aufgabe 1

∂

∂y

∂

∂x
u =

∂

∂x

∂

∂y
u = v für (x, y) 6= (0, 0)

gilt (Satz von Schwarz).

Lösung

u =
x y (x2 − y2)

x2 + y2

∂

∂x
u =

2x2 y

x2 + y2
+

y (x2 − y2)

x2 + y2
− 2x2 y (x2 − y2)

(x2 + y2)2
=

y (x4 + 4x2 y2 − y4)

(x2 + y2)2

∂

∂y
u =

x (x2 − y2)

x2 + y2
− 2x y2

x2 + y2
− 2x y2 (x2 − y2)

(x2 + y2)2
=

x (x4 − 4x2 y2 − y4)

(x2 + y2)2

∂

∂y

∂

∂x
u =

x4 + 4x2 y2 − y4

(x2 + y2)2
− 4 y2 (x4 + 4x2 y2 − y4)

(x2 + y2)3
+

y (8x2 y − 4 y3)

(x2 + y2)2

=
x6 + 9x4 y2 − 9x2 y4 − y6

(x2 + y2)3

∂

∂x

∂

∂y
u =

4x2 (−x4 + 4x2 y2 + y4)

(x2 + y2)3
− −x

4 + 4x2 y2 + y4

(x2 + y2)2
− x (8x y2 − 4x3)

(x2 + y2)2

=
x6 + 9x4 y2 − 9x2 y4 − y6

(x2 + y2)3

1



3. fröhliches Ableiten ⇒ Huch?! (weiter mit u aus Aufgabe 1)

(a) Geben Sie die partielle Ableitung ∂
∂x
u für x = 0 an: ∂

∂x
u(0, y) = . . . und berechnen Sie

daraus ∂
∂y

∂
∂x
u(0, y).

(b) Geben Sie die partielle Ableitung ∂
∂y
u für y = 0 an: ∂

∂y
u(x, 0) = . . . und berechnen Sie

daraus ∂
∂x

∂
∂y
u(x, 0).

(c) Geben Sie ((a) und (b) nutzend) ∂
∂y

∂
∂x
u(0, 0) und ∂

∂x
∂
∂y
u(0, 0) an. Warum gilt hier der

Satz von Schwarz nicht?

Lösung

(a)
∂

∂x
u(0, y) =

x4 y + 4x2 y3 − y5

(x2 + y2)2

∣∣∣∣
x=0

= −y

∂

∂y

∂

∂x
u(0, y) =

∂

∂y
(−y) = −1

(b)
∂

∂y
u(x, 0) =

x5 − 4x3 y2 − x y4

(x2 + y2)2

∣∣∣∣
y=0

= x

∂

∂x

∂

∂y
u(x, 0) =

∂

∂x
(x) = 1

(c)
∂

∂y

∂

∂x
u(0, 0) = −1 6= 1 =

∂

∂x

∂

∂y
u(0, 0)

Der Satz von Schwarz gilt selbstverständlich immer. Nur ist hier eine seiner Vorausset-

zungen nicht erfüllt: die zweite(n) partiellen Ableitungen sind in (0, 0) nicht stetig, s.
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